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Aufgabe 1 9 2
luamittle[{ n-g].
n=1

(Dabei bezeichne fiir eine reelle Zahl x das Symbol [ x] die ganze
zahl, fir die [x] € x < [ x] + 1 gilt,)

(IMO-Vorschlag USA, 1975)

Aufgabe 2 "
Sei 7 die Menge der gonzen Zahlen und Q die Menge der rationalen
Zahlen, Sei x € Q\Z. Dann bezeichne x| jenes Element aus Q mit

x | = 32, falls x = 3, g.g.7(m,n) = 1, m,n € 2 und n > 0 gilt,

Man beweise, daB man ausgehend von einer beliebigen Zahl X € Q\Z
nur unter Verwendung der Addition, Subtraktion und Multiplikation,
sowie der soeben definierten |-Operation zu jeder beliebigen
Zahl y € Q nach endlich vielen Schritten gelangen kann,

Aufgabe 3 oo 4
Sei 0 < a< 1 und f(a) = Z a2,
i=0

1 1 1 1
Man beweise, da8 g < f(i)<n7|' und f(ﬁ) irrational fiir alle n >1
gilt!

Aufgabe 4
Sei n @ 1 eine natiirliche Zahl und a eine reelle Zahl,

Man 1bse folgendes Gleichungssystem in Abhingigkeit von a und n
im Bereich der reellen Zahlen.

(1) Xy + Xy + ees + X =2
(2) x$+x§+...+xi=a

"
o

(n) x?+x;+...+xg



Aufgabe 5

Gesucht sind alle stetigen reellwertigen Funktionen f mit dem
Definitionsbereich Df = { xl x-reell und x >0 } y die in Df der
Funktionalgleichung

f(xy) = x £(y) + y £(x) (1)

geniigen,
(Verallgemeinerung einer Aufgabe der Mathematik-
olympiade Usterreichs, 1975)

Aufgabe 6
Man ermittle alle reellen stetigen Funktionen f(x), die der

folgenden Funktionalgleichung geniigen:
£(x + y) = £(x) £(y) (1

Aufgabe 7

Sei f(x1, Xy eees Xpy ees) definiert fiir jede reelle unendliche
Zahlenfolge. Es wird vorausgesetzt, daB f beziiglich jeder seiner
Variablen monoton wachsend ist. Es soll entschieden werden, ob
aus diesen Annahmen auch

£(Xys Xpy cons Xy oee) S E(¥yy Tps eees Ty oee)

& (1)
fiir x; = ¥; (1= 1y 2y «oe) folgte
Aufgabe 8
811 B eee B4y
Sedilf = 821 8pp ees By = (213)(a,n)
2n1 2n2 T %nn

eine quadratische Matrix vom Format n > n, deren Elemente

3,5 € {0,100 umm } sind fur alle 1,je {1, 2, ..., n ]} s
Mn heiBt lateinisches Quadrat der Ordnung n, wenn in jeder Zeile
und jeder Spalte von Mn jedes der Elemente O, 1, ..., n-1 genau
einmal auftritt, Zyei lateinische Quadrate Mn = (aij)(n,n) und
Mﬁ = (bij)(n,n) heiBen orthogonal zueinander, wenn- gilt:



(aij' bij) = (ars' brs) = i=r und j = s.
(Dabei bedeutet (a,b) = (c,d), daB a = c und b = 4 gilt,)
Man gebe fiir alle natlirlichen Zahlen n mit n > 1 und n ® 1 mod 2
eine Methode zur Konstruktion orthogonaler lateinischer Quadrate
der Ordnung n an,

Aufgabe 9
Sei 845 Bny eeey Bpy eee eine Folge von reellen Zahlen mit
0fa = 1unda -2 ., + LI 20firn=1, 2, 3, ... .

Man beweise, daB 0 £ (n+1) (an - an+1) SE2firn=1,2, 3, ...
gilt.(IMO-Vorschlag, Schweden, 1975)

Aufgabe 10
Seien A1, Az, P An n beliebige Punkte der Ebene und k die
Peripherie irgendeines Kreises der Ebene vom Radius 1. Man zeige,
n =
daB auf k ein Punkt mit 3 M, 2 n existiert. Wie miissen die
i=1
il =
n Punkte und k liegen, damit kein M auf k mit 3 MA; > n
i=1

existiert?

Aufgabe 11
Seien a und b nichtnegative reelle Zahlen und b % O.

Weiterhin sei Xy =2, ¥y = b und fiir alle natiirlichen Zahlen
i=1 sei Xijgq =X+ 2yi und Vigp = X5 + Ve Man beweise, daB
die Folge der 7

1
z5 = 7:
unabhingig von der Wahl von a und b konvergent ist und ermittle
den Grenzwert der Folge in Abh#ingigkeit von a und b!

(Nach: Math, Spectrum, 3, 2, 1970/71 (engl.),
verallgemeinert)

Aufgabe 12
Seien a und b zwei positive ganze Zahlen, die relativ prim zu-

einander sind (d.h.: g.g.T(a,b) = 1).

Man beweise, daB es eine natiirliche Zahl N mit folgender Eigen-
schaft gibt: Piir alle natiirlichen Zahlen n & N existieren natiir-
liche 7ahlen x, und ¥y mit n = ax + by . Man ermittle in Ab-



h¥ngigkeit von a und b das kleinste N mit dieser Eigenschaft,
(Nach sowj. Schillerzeitschrift Kwant Nr,3,1973)

Aufgabe 13
Sei A = (ao, 81y 8y 8z, 3y, 8g, 3¢, 84, ag, a9) ein Vektor der
Linge 10, fiir dessen Elemente a; € {0, 1925 3y 45 55 165 Ty 8, 9}
gilt., Dann kann man A folgenden Vektor B(A) zuordnen:

B(A) - (bo' b1v bzv ij b4v bsr bs; b-,n bel bg)p
wobei das Element b1 die Anzahl der Elemente von A angibt, deren
Wert i ist.
Man ermititle alle A mit B(A) = A!
(Bs soll also ay = b, fir alle ie {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9§
gelten!) 3

(Nach Gardner, Math, Novellen (russ.), Moskau 1974)

Aufgabe 14
Sei a > O eine natiirliche Zahi. Man berechne fiir beliebige

natiirliche Zahlen n die folgende Summe

n
k

g

wobei [x] die ganze Zahl mit [ x]S x<[x] + 1 fir beliebiges

reelles x bezeichne. Weiter zeige man, daB man fiir jedes a nur

endlich viele n finden kann, fiir die die Summe eine Primzahl ist,

Aufgabe 15

In einer Ebene E seien 2n paarweise voneinander verschiedene
Punkte fixiert, Man zeige, daB es eine Gerade gibt, die keinen
dieser Punkte enth#lt und die die Ebene E derart in zwei Halb-
ebenen E', E" zerlegt, daB sowohl E' als auch E” n der gegebenen
Punkte enthalten.

Aufgabe 16

Man beweise: Wenn man in eine Ellipse zwei Quadrate derart ein-
zeichnen kann, daB

1. beide einen von Null verschiedenen Flicheninhalt haben,
2, sie nicht deckungsgleich sind und
3. ihre Eckpunkte auf der Ellipse liegen,

80 ist diese Ellipse ein Kreis.



Losungen

Aufgabe 1

Aus (n+%)3-n3+n2+%n0%7 und
(n-%)z-ns-n2+%n-%7

erhalten wir
(n+%)3>n3+n2 und (n-%).’)n}-n2

flr n =1, 2, 3y eoe .1Hieraus folgt ,
(n*-})>n(1¢1ﬁ)3 und (n--})> n(1-%)3 ;

woraus wir

1 i

1,3 g 1,3

(1"3)'1<3'ﬂ<1'(1‘ﬁ) 3

erhalten, Nach Multiplikation dieser Ungleichung mit 3n‘5 ergibt
sich: 1 1 2 1 1

(n+ 1) -n)<no<3 (0 - (a-1)) . (1)

N 1 1 1 1
SeixN-1+Zz3((n+1)3- 3)-3((1n1)3-23)+1
nN=

N 1 1 1
und Yy = 1 +53((n’- (n=1)%) = 30 - 1) + 1.

Wegen (1) gilt nun fiir N 2 2
2
L3
< n’ <Yy .
y<Zg N

Nun gilt: 0 < Yy = Xy = 3(N

1 1
- 1) =3 . 1)3'1- 23) -

VT T N

= 3(N -(N¢1)3) +3(z3- 1) <

1
<3(23-1)<1.

Setzen wir nun fiir N = 109, so erhalten wir

10" e 2 1
o9 = 1+ 300107 4 1)3 - 25) < = n o<1 e3(109%-1) =
= 2998 = Y
10°



Da auch 0 < Y - X < 1 gilt, ist also X = 2997 + o
102~ T10? ! 102

mit 0< e < 1, woraus

9
[ E n'%J - 2997

n=1
folgt.
Aufgabe 3
Beweis:
tedat 4 . 4 Ty b A ML 9
1e =< & ¢ + + +oeee = f(2) < = 4 + + F oo =
2 on o o8 T A B
gy A~ T
n11‘m
n

2, f(%) besitzt im Zahlensystem zur Basis n folgende Darstellung:

1
(= =0, 110100010 400010 0,.01..
[ ] -o
22-1 23 24 -1
wobel zwischen der r-ten und (r+1)-ten 1 genau 271 _ 4
stehen, [ f(%) J ist ein nicht periodischer n-adischer Bruch
n

)

und somit irrational,

Aufgabe 4

Fall 1:

Sei zunichst n 2 4. Wir erhalten aus (2):
4

2
at = (xf + xg * cee ¥ xﬁ) = x# + xg +oeee + x:

+ 2 2:: xi

2
X
1£1<jSn 3

Wegen (4) folgt hieraus

(n+1) Z xg xﬁ =0

181<jSn

Da x; reell fiir i =1, 2, ,,., n sein soll, ist xi und somit auch

xi x§ stets nichtnegativ., Mit (n+1) folgt somit:

8



(n+2) x2x2 =0 frallei,jmit1Si<jSn.
L)

_ Diese (’2‘) Bedingungen von (n+2) sind nur dann erfiillt, wenn min=-
destens n-1 der Unbestimmten gleich Null sind, Auf Grund der
Symmetrie konnen wir 0.B.d.A. X, = Xy = eeo = X = 0 setzen. Dann
folgt aus (1), das x; = a sein muB.

Damit erhalten wir offenbar fiir diesen Fall nur folgende LOsungs-
menge:
x5 =23, X4 =x2=...=xi_1=xi+1=...=xn=0

fiir 1 = 1,2,0..,0 .

Fall 2:

n = 3, Unser Gleichungssystem reduziert sich zu

(2:1) X, + Xy + Xz =2
2 2 2 2

(2.2) xj + x5+ x3 = a

(2.3) x? + xz + xg aie? =
Aus (2.1) und (2.2) folgt:
0=a2-a2=(x1+x2+x3)2-x$-x2-13=

=2(x1x2 + XXz + x2x3)
und somit
(2.4)  x4%Xy + XX & XXz = 0
us (2,1), (2.2) und (2.3) folgt

0=a3-a?'

=(x$+x§+x§)(x1 +x2+x3)-x?-xz-x3-

= x?(x2 + x.j) + xg(x1 + x;) + xg(x.I + x2)

und somit

2 2 2 2 2 2

1112 + J:1x3 + xax1 + x2x3 + ::.5x1 + x3x2 + 3x1x2x3 - 3x1x2x3 =0 .

Hieraus folgt nun

x1(x1x2 + XXy 4 xzxa) + x,z(x1x2 + XX + x2x3) + ::3()(1x2 + XXzt
+ x2x3) - 3XyXp%5 = 0 .

Wegen (2.4) erhalten wir damit



(2.5) xyxx5 =0 .

Wegen der Symmetrie des zu lésenden Gleichungssystems, setzen wir
0.B.d.A, =0

Damit reduziert sich (2.4) zu 0z, =0,

Wegen der Symmetrie setzen wir hieq.'in 0.B.d.A, Xy = [o]
Dann erhalten wir x, = a aus (2.1)s

Die Menge der Lsungstripel (x1.x2,x3) ist also hier
{(0,0,2), (0,2,0), (2,0,0) ] .

Fall 3:
n = 2, Unser Gleichungssystem reduziert sich hier zu

(3.1) %y +x, =2

(2.2) x% + xg =a?,

Aus (3.1) und (3.2) folgt:

0=a?-28%4 (x1 + 12)2 - x% - xg = 2xy%,,
woraus zusammen mit (3,1) sofort die Losung folgt.
Die Menge der Ldsungspaare (x1,xz) ist also

{(Opa)y (a,0) } .

Fall 4:

n = 1, Die Ldsung ist x, = a.

Somit erhalten wir also fiir beliebiges n folgende L&sungsmenge :
(x1....,rh) befriedigt genau dann (1) bis (4), wenn

(x1,....xn)e {(0----1015). (0,...0,&,0)....,(B,O,...,0)} .

Aus dem Beweis geht weiter hervor, daB man die gleiche Ldsungs-
menge erhdlt, wenn man sich auf die ersten 4 Gleichungen
beschrinkt,

Aufgabe 5
Wir beweisen zundchst induktiv, da8 fiir alle natiirlichen Zahlen
n22 gilt: Fiir beliebige positive reelle Zahlen Xyreee, X, gilt

10



s

-~

n n
(2) £( 1T1 xi) = .21 f(xl) x4

0

]
J
Der Induktionsanfang ist fiir n = 2 durch (1) gegeben.
Somit verbleibt noch zu zeigen: Wenn k& 2 und

k k k
2T =) = 3 2(xp) T
i=1q iy izt
J .

gilt, so ist

H
(54

k+1 k+1 k+1

£( l xi) = Z f(xi) Tr x5
in1 i=1 j=1
it

Wir setzen y; = Xy filr 1 = 1, 2, s00y k=1 und Vi = XXy qe
Aus(1) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir:

k+1 k k k k+1
o T ox) =2 Ty =3 23) T yy= 2 2(xp)-
v=1 =1 1= 1=1 im1
k+1 P T |

=1

Xy + f(xkx.kﬂ).ﬂ- xy =
wl j=1

o

k-1
v (2%, + £(xe1)%) T xy =

2-{{

= Z f(xi

t=1

& f(xi xy

womit wir (2) bewiesen haben.
Nun sewsn wir in (1) y = 1. Dann erhalten wir f£(x) = xf£(1) + £(x)
und somit
(3) £2(1) =
Wir setzen jetzt f£(2) = a. Dann erhalten wir

no1 1on1 Bt 1
a = £(2) = £ :]Lz") ?:ftz“)z B pp B og(oly,
woraus £(2") = a . 2n folgt.
Hieraus folgt nun, wiedorum mit (2)

al n-1 m=1 1

m m 1
£(2%) = £( 'ﬂ: 2% = Zf(z") 2 T .2 B 2N



Sel nun r eine rationale Zahl mit r> 0, Dann gilt wegen (3):

0 =2(1) =27 27 = 27 £(27T) + 2T £(27) = 2. 2(2T)

+27T g 2™,

Somit erhalten wir:
£2(27%) = a(-r)2 1,

Zusammen mit (3) ist somit nachgewiesen:
Wenn b eine rationale Zahl ist, so gilt £(2°) = a b 2°77,
wobei a ein reeller Parameter ist.
Sei nun o¢ € Dr. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte reelle
Zahl B mit o =20 . Sei nun { by } eine komvergente
Folge rationaler Zahlen mit lim by = @ . D. h. lim 2°1 - o
- —p o L~ oo

Da f(x) stetig sein soll, muB gelten

b, by=d P -1
Jam 'e(27=) = lim sbi 2 =af-2 =f(e ).
i—boo {—so

[3_ lno¢

Hieraus folgt nun wegen o

t(x) = 2 F05

wobei a eine reelle Zahl ist,

Aufgabe 6
Wir setzen zunéchst x = y = O und erhalten £(0) = fz(o), woraus

t(0)e { 0,1} folgt.

Fall 1: £(0) = O, Wenn wir y = O setzen,‘so ergibt sich
£(x) = £(x)+£(0) = O und somit f(x) = 0.

Fall 2: £(0) = 1. Vermittels vollst#ndiger Induktion erhilt man
aus (1) sofort

(2) £( }:1 x) = T['1 £(xy).
i= i=

Wir setzen f(1) = a, wobei wir nur voraussetzen, daB a eine reelle
Zahl sei, Aus (2) erhalten wir nun fiir alle natiirlichen Zahlen n21:

12



a=e()=2G+tee D -r(‘;)n ‘
e a3
n-mal

Da 1(%-) eine reelle Zahl sein soll,/muB a2 0 sein und wegen der
Stetigkeit vo? £(x) auch a % 0. Wir erhalten also

1(111) =a" , Aus (2) folgt ferner:
m

o m
3) @ =2 =a".
Welterhin folgt aus (1): 1 = £(0) = £(x +(=x)) = £(x) - £(-x)
und somit
)  2(=x) = £~ (x). aus (3) wnd (4) folgt nun, daB #ir alle
rationalen Zshlen x gilt: £(x) = a*.
£(x) heiBt stetig an der Stelle & , wenn fiir alle Folgen {51}
mit lgg.ai = & sauch i].im f(ni) = £(®) folgt. Sei & nun irgendeine
reelle Zahl, Dann gibt es eine Folge {ai} , wobel s#mtliche a;
rationale Zahlen sind (z.B. a; ist Dezimalbruchentwicklung von

® bis zur i=-ten Stelle) mit  1lim a, = X,
i = 1

Es ist LE_N_-I'-(%) - EEE a8y sa,
Da £(x) stetig sein soll, muB also fir alle reellen x gelten:
£(x) = a¥ ,
Wir erhalten also folgende Ldsungsmenge: 1, 2(x)= 0
2, 2(z) = a* mit a > 0.

Aufgabe 7
Wir betrachten das folgende Beispiel:

1, falls die Folge (x,l,xz,...,xn,...)
Sei f(x1,x2,...,xn,...) = konvergent ist
0, sonst.
Offenbar erfiillt dieses £ alle Voraussetzungen der Aufgabe.
1 1
Sei nun X =Ty Yoy =3 und ypy,.4 = 1 ., Dann gilt fir alle
g Ay By e x; 5 ¥y, aber (x1,x2,...,xn,...) ist
offenbar eine konvergente Zshlenfolge (Grenzwert Null), wihrend
GqsTpseeerTyress) divergent ist (zwei HBufungswerte).
Somit erhalten wir
1= f(x1,x2,...,xn,...)> f(y1.y2,...,yn,...) =0
und haben gezeigt, daf die Aussage (1) nicht gilt,

13



Aufgabe 8

Sei 1< m <n und g.g.7(m,n) = 1, Dann ist M, = (aij)(n n) mit
’

a4 = m(i-1) + j-1 mod n ein lateinisches Quadrat,

Beweis: 1, Annahme: a13 = a5, =
m(i-1) + j-1 =m(i-1) + k-1 mod n =
J=Ekmod n =

J=k.
2. Annahme: ai‘,’ = ak;j =)

m(i-1) + j=1 = m(k-1) + j-1 mod n =
“i=mk mod n und wegen g.g.T(m,n) = 1 folgt
i=k mod n =
i=k.
Daher ist Mn ein lateinisches Quadrat.
Seien nun m und r natiirliche Zahlen mit
1€ m<r<n, ggi(n,n) = g.g.7(r,n) = ggT(r-m,n) = 1.
Wir setzen
M= (aij)(n,n) mit ayy = m(i-1) + (j=1) mod n
My, = (bij)(n,n) mit bi;j = r(i-1) + (j=1) mod n .
Wegen ggT(m,n) = ggT(r,n) = 1 sind nn und H'n lateinische

Quadrate, Es verbleibt nur noch zu zeigen, daB sie orthogonal
zueinander sind, Es ist zu zeigen:

aus  (a;4,0;5) = (ay goby o) folgt
aiJ =a. und bij = btﬂ'

Aus
m(i=1) + j=1= m(t-1) + s-1 mod n und
r(i-1) + j=1 = r(t=1) + s-1 mod n folgt

14



mi + J= mt + s mod n und ri + j= rt 4+ smod n
und daher

j= m(t-1) + s mod 1,

m(t-i) = r(t-i) mod n,
Folglich ist
(r-m)(t=1i) = 0 mod n
und da g.g.T(r-m,n) = 1 ist, folgt
t=i=Omod n und t = 1,
Aus (1) folgt dann auch j = s sofort.
Also sind mn und H'n orthogonale lateinische Quadrate., Da

n > 1 und ungerade sein sollte, findet man solche Zahlen m und r
stets, (z. B. m =1, r = 2),

Aufgabe 9

Beweis: Sei A a, =a, = 2a 4. Aus der Bedingung

0% ap = 28,4 +8p,0 = (ap = @) - (anﬂ = 2n42) 'Aan -4a
folgt A ani Aam1.
Wir nehmen einmal an, daB ein n mit A a, < 0 existiert. Dann
tst Aa S Aa <o fur k-n und

n+1

(x-n) (- Aa)- Z Aa =Z (334.1‘33)’31('&“:31::1'

j=n
woraus 0 < - A an- ﬁ fir alle k > n folgt., Das fst aber offen-

bar unmsglich und demzufolge gilt Aa 2 0 fir allen3 1,
womit bereits 0 & (n+1)(a, - a,,,) nachgewiesen wire.
Anderorseits gilt:

na Zak,:Zkak Z (k-1)ak=

k=1
a1
=nan ’Z kak Z ka4
= na, +ZkAak-nan“+ZkAak
n
=k§1k4ak-Aank;1k'(an'anﬂ)l%ﬂl’

woraus nun unmittelbar 15



(n+1)(an - a fiir alle n 2 1 folgt.

net) =

Aufgabe 10
Seien R und R' irgendzwei entgegengesetzt liegende Punkte des

Kreises k; d,h, die Gerade durch R und R' verlduft durch den
Mittelpunkt s von k und somit ist RRT = 2, Wir betrachten nun die
Dreiecke RAiR' fir i =1, 2, ,.., n und erhalten aus der Dreiecks-
ungleichung

(1) }U&_+W 2RR' = 2,

wobel das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn Ai auf der
Strecke RR' liegt,
Aus dieser Ungleichung (1) erhalten wir somit

(2) Zmr+Em—

i=1
weshalb fiir mindesteﬂs einen der Punkte R und R', den wir mit M
bezeichnen werden, Z: EII =n gelten muB, Dabei tritt in (2)

wegen (1) das Gleichheitszeichen genau dann auf, wenn alle

Ai (1= 1, 25 seey 1) auf RR' liegen, Wenn nun nicht alle diese
Ai und S iibereinstimmen, so gilt fiir jeden Punkt T auf k mit
R4 T4 R' und

n n
+ z: RK =2n
=1 =1
wegen (1)
Zm-+ ZT"A_ > 2n,
e t=q

wobei T' der zu T entgegengesetzte Punkt auf k sei. wir erhalten
somit fiir mindestens einen der Punkte T und T', er sei mit M be-

zeichnet,
n
FE; > n,
i=1

Die Antwort auf die zweite Frage lautet damit: Genau dann, wenn
Ai =S Hri=19 2icesn gilt, existiert kein M auf k mit
La)

2 WA, >n.

i=1

16



Aufgabe 11
Offenbar gilt unabhéngig von a und b fiir alle i % 2

xi>y1>0, 1<z152 und
(1)

. =zi-1+2= ' 1

17 254 %1 T+2z5 4

Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung vor.

- > <
Fall 1: Es gibt ein i=2 mit Zy = Zi.qe

Z, + 2
Wegen (1) ist also ziﬁ «zi—+1- zu analysieren, Dies gilt wegen

(1) offenbar genau dann, wenn zi + ziﬁ z; + 2 ist und dies wiederum
genau dann, wenn 1< zii 4? ist, Dann gilt abermals wegen (1)

1 > 1
2232 e 214 — = 2 .
i+ TV, s v

Hieraus folgt nun wegen (1) und nach einer einfachen vollsténdigen
Induktion sofort

< < <
1< 3 £ V2 wd V2S5, 52
fiir alle natiirlichen Zahlen k.

<
Seimun 1<z, 2 . Denn 1st

2 <5

142§ = und

z

>, 2
325,05+ 4 S 225,04 + 325,05 = 25,54(225,55 + 3) -

Hieraus folgt nun

. & 321*23 + 4 ~ zi+2L+ =
is2j= 22“_2 + 3 Zi405 * 2 T Yis2342
1

Bie2 *

Damit ist also gezeigt, daB die Folge der 24 42k mit dem laufenden
Index k monoton wachsend ist und durch V2 nach oben beschrénkt,
Somit ist diese Folge konvergent., Ihr Grenzwert z errechnet sich
als

17



3z_+ 4

o=t +

Diese Gleichung ist #quivalent mit 22 =2und da 1g zg 'J? gelten
muB, ergibt sich z = '1'2-' .

Analog zeigt man, daB die Folge z +2ks1 Bit dem laufenden Index k
monoton fallend ist und durch <2 von unten beschrinkt., Sie ist
also ebenfalls konvergent., Ihr Grenzwert z!' ergibt sich ebenfalls
als '\[2—' .

Fall 2: Fiir alle i22 ist zy > Zy,1+ Insbesondere ist dann 2y > Zz.
Wie im Fall 1 zeigt man, da8 Zy> +2' gelten muB, Dann ist 25 <

und z, < z;, womit wir einen Widerspruch zur Voraussetzung erhalten
haben, Der Fall 2 kann also nicht eintreten, Damit ist die Aufgabe
vollstdndig gelést, Der Grenzwert der Folge ist unabhéngig von

a und b stets \[2' .

Aufgabe 12
0.B.d.A. sei a Sb, Falls a = 1 ist, so ist N = 0, denn fiir alle

nZ20 gilt: n = n,1+0.b, Sei also a > 1, Dann muB a < b gelten.
Wir beweisen folgende Aussage:
Sel x eine natiirliche Zahl. Wenn fiir alle natiirlichen Zahlen
(1)¢{ i < a natfirliche Zahlen m; und n; derart existieren, das
xX+1= ma + nib gilt, so gibt es die gesuchte Zahl N und
es gilt x = N,
Beweis: Sei j;a. Dann ist j = ra + simit 0Zsc<a und r ist
eine natiirliche Zahl, Dann gilt:

x+j-(x+s)+ra-msa+nsb0ra-(ms+r)a+nsb.

Wir wollen nun sémtliche Paare natiirlicher Zahlen (m,n) finden,
fir die ma + nb = ab gilt,

Offenbar mu8 m S b und n £ a gelten. Wir erhalten nun folgende
Kongruenzen:

nb= 0 mod a
ma = 0 mod b

Da a und b relativ prim zueinander sind, erhalten wir

n = sa und m=tb

18



Somit erfiillen genau die Paare (0,a) und (b,0) diese Bedingung.
Jetzt kénnen wir zeigen, daB fiir (ab - a - b) keine nattirlichen
Zahlen ¢ und d mit ab - a = b = ca + db existieren., Wir werden dies
indirekt zeigen: Wir nehmen also an, daB natiirliche Zahlen c¢ und

d derart existieren, daB

ab -a - b =-ca + db
gilt, Dann ist jedoch
ab = (c+1)a + (d+1)b.

Wir haben jedoch gezeigt, daB (c+1, d+1)e {(0,3), (v,0) } sein
muB, womit wir den Widerspruch erhalten haben.

Sei nun 1 = i S a. Dann existiert eine eindeutig bestimmte natiir-
liche Zahl g; mit 1 = g; < b und

g;a = i mod b.

Es ist g8 = rib + i, wobei O - r;<a gilt und Ty eine natiirliche
Zzahl ist. Damit erhalten wir:

ab-a-b+i=rb+i r(a-ri)b -a=-b=ga+ (a—ri)b -a-=-b>
(2)
ab-a-Db+1i= (51-1)3 + (a-ry-1)b .

Wegen gy 21 1st gy - 1 eine natiirliche Zahl und wegen Ty < a ist

a-r; -1 ebenfalls eine natiirliche Zahl.

Wegen (1) und (2) haben wir gezeigt, daB fiir alle natiirlichen

Zahlen n= ab - a = b + 1 = (a-1)(b-1) natiirliche Zahlen x und y,
mit n = ax, + byn existieren, Da wir auch gezeigt haben, daB sich

ab - a - b nicht auf diese Weise darstellen 148t, ist N = (a=1)(b-1).

Aufgabe 13
Wenn A der Bedingung B(A) = A geniigen soll, milssen offenbar die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sein:

9

(1) 2_ a; =10
[ |
9

(2) 2~ ia =10

i=1

19



1. Behauptung: Falls B(A) = A gilt, mu8 a, = 6 sein,

Beweis: 1. Annahme: a,=n2> 6, Wegen (2) muB dann a, = 1 sein,
Damit ist dann a, = s > 1. Wegen (1) ist s < n und a = 1. Damn
ist einerseits

1848+ 1+n+ 15 2:: I ay
=1
und andererseits
28+n22-24+ 7=11,

was einen Widerspruch zu (2) bedeutet, Es kommt somit nur a, <6
in Frage.

2, Annahme: 8, = n <5, Dann sind mindestens 5 von a, verschiedene
Elemente von A von Null verschieden, Wir erhalten
9
-~
£ iay
=1

11+42-143.14+4-145.1%

und 1 + 2 +3 +4 +5 =15,

woraus ebenfalls ein Widerspruch zu (2) folgt. Es verbleibt also
nur noch a_ € {5,6 } .

3, Annahme: a, = 5. Dann gilt wegen (1): ag =1, ag = a; = ag =29 =0
und genau drei der Elemente 245 3, a3, a sind von Null verschieden,
Weiterhin muB a, =8 > 1 sein,

Wir erhalten dann:

1'B+s~1+j~1+5-1:1;‘iai mit § e {2, 3, 4}

und 28 + j + 5 = 4 +2+5 =11, womit wir wiederum einen Wider-
spruch zu (2) erhalten.

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Somit erhalten wir aus (1) und (2): a, =6, ag =1, 2, =5>1und
0= ay =3a; =a; =ag= ag, falls tiberhaupt ein A mit B(A) = A
existiert, Da genau eines der Elemente 25, az noch Null werden mus,
kann nur s = 2, a, = 1 und ay = 0 sein., Falls A = B(A) gilt, muB
also A = (6, 2, 1, 0, 0, O, 1, O, O, O) sein, Man liberzeugt sich
nun leicht, daB dieser Vektor den Bedingungen der Aufgabe geniigt,
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Aufgabe 14 # &
Es ist z[g]-Z[-E] und
k=1 k=0
(t+f)a-1

(1) 0 [L£])-1a fiir alle natiirlichen Zahlen i .
k=ia

Sei nun r die natiirliche Zahl, fiir die
< n
(2) ra=n < (r+1)a und somit r -[ E]

gilt, Dann erhalten wir aus (1) und (2)

n r-1 (i+1)a-1
k
Los

L&] Z[ £ -

k=io k=ra

k=
= P‘Z Z [ E] = a(3) + (n-ras)r
k=ra

)+(n-[§]a+1) [;—‘]
[21{>+r-%[2] 0]

Wir kommen nun zum zweiten Teil des Beweises,
Sein:ra+smito:s<a, dann ist

é1[§]=&illa+ (s+1)r=§'[(r-1)a¢2s+2}

Es soll also untersucht werden, wann

(3) -§ {(r-1 Ja + 2(s+1) } prim wird,

Wenn r > 2, so ist (r-1)a + 2(s+1) 2 2 * 1 + 2 = 4 und ist deshald
weder im Falle, daB r eine gerade Zahl, dann ist § ganz und § >1,
noch im Falle, daB r eine ungerade Zahl ist, dann ist

4 < % {(r-1 Ja + 2(s+1) } und ganzzahlig, eine Primzahl, Damit ist
bereits gesagt, daB fiir jedes a nur endlich viele n existieren,
fiir die der Term (3) eine Primzahl wird.
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Aufgabe 15
Beweis: Moge der Kreis K die gegebenen 2n Punkte enthalten, Wir

verbinden je zwei der 2n Punkte durch eine Gerade. Dadurch erhalten
wir héchstens ( gn) Geraden, also auf jeden Fall eine endliche An-
zahl, Nun wihlen wir irgendeinen Punkt auBerhaldb des Kreises K,

der auf keiner dieser héchstens [ .‘2,“) Geraden liegt, aus und be-
zeichnen ihn mit A, Nun legen wir durch A irgendeine Gerade, die
den Kreis K weder schneidet noch bertihrt, Wir bezeichnen sie mit
Bye By seil die Gerade, die wir erhalten, indem wir 8, um den
Winkel ¢ in Uhrzeigerrichtung um A drehen, Auf Grund der Wahl

von A gibt es nun Winkel 061, otz, svey x2n mit folgenden
Eigenschaften

1e O € oa1< u2<,,.<o:,2n<n'_

2, Fir 1 = 1, 2, ,,., 2n liegt auf 8o, genau einer der 2n
ausgezeichneten Punkte und E wird durch gm.‘ so zerlegt, daB in
dem einen Teil genau i-1 der ausgezeichneten Punkte liegen,
Damit erhalten wir:

Wenn q’n<°"<“m-1 ist, so ist gy eine Gerade mit den ver-
langten Eigenschaften., Es gibt also "unendlich" viele (genauer:
Kontinuum-viele) Geraden mit der verlangten Eigenschaft,

Aufgabe 16

Beweis: Zunichst wihlen wir o,B.d.A., ein kartesisches Koordinaten-
system derart, daB in ihm die Ellipse folgende Gleic! ung besitzt:

(1)

Nun seien P1, PZ' P3, P4 irgendvier Punkte der Fllipse mit
P, & P, und das Polygon P,P,P,P, bilde ein Quadrat,
1 2 P 171234

o

2
¢Iz=1, wobei a > O und b > 0 gilt.
b

WNJ km

55 2.
-T Die Koordinaten von P, seien
b b
= 1= P1
|
By = s
P
R a Py 2
a, b1
g —
Sei a:= PP, := b= 1’1174 i= .
) )
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Nun kénnen wir P,, P,, P;, P4 durch Py, a und b ausdriicken

P, P1+a1 P1¢a1+b1
(2) P, = y Py = » Py=
P2 P, + 2, P2+az¢b2
I’1 + b.l
P, =
4 .
Pz + 'b2
Wegen der Quadratbedingung muB weiter gelten:
(3) a,b, + ayb, = 0 (b steht senkrecht auf .a)

(4) obesal=vd el (FF, - 57,

Da P,, 1’2, PB' P4 Punkte der Ellipse sind, erhalten wir aus (1)
und (2)

(5) Pﬁ Pg 1
+ =
a? ¥
2 2
6) (1’1 +a,) . (1>2 + a2) .
a® be
2 2
iy (P1 oa,}+ b.l) ’(qu‘:zobz)‘ o
a b
2 2
(8) (P1 + b.l) (P2 + b2) =3 .
52 b2

Indem wir (5) in (6) und (8) einsetzen, erhalten wir:

a P,a,
(9) 1+_ri2).o

2
a. P
2 1
vZae (T

(10)

md_.a-n 5Ly

2
P, P,b.
1.4-2(114—2—:2):0

Nun setzen wir (5), (9) und (16) in (7) ein und erhalten:

a,b a,b
R

al b
Wegen (3) folgt nun aus (11)

(12) a1b1(§z--:-’?)-o
23



Wir untersuchen nun (12) und erhalten dabeli foigende Fallunter-
scheidung:

Fall 1: a; = O. Aus (3) und (4) folgt, daB dann b, = 0 und
[a2| = Ib1 | 4 0 gelten muB. Hiermit erhalten wir aus (9) und (10)

(13) 8, +2py =0 also p,=- % a,
(14) b +2p; =0 also p, =~ % b

Aus (2) folgt dann:

-z /-3 7 b
(15) P, = ,Pz-( ) Py = .
T3 %"2 3,
3
?, - .
_%32

Hieraus ist zu ersehen, daB wir aus Symmetriegriinden o,B.d.A.
b1 =2, > 0 setzen kdnnen,
Indem wir fiir P1 in (1) einsetzen, erhalten wir

132 14 ;9
z b1 + z b1 = 1, woraus b2 432b2 folgt und somit
7 7 =y = 0.0
al b 1 a“+Dd
(16) b, = 22b

! Va2+b2

gilt. Im Fall 1 gibt es also hdchstens ein Quadrat, das den Be-
dingungen der Aufgabe geniigt., Durch Einsetzen in (1) {iberzeugt man
sich leicht, daB dieses Quadrat der Aufgabe geniigt,

Fall 2: b1 = 0. Durch analoge Betrachtungen wie im Falle 1 erhdlt
man wieder genau ein Quadrat, das mit dem im Falle 1 ermittelten
iibereinstimmt,

Fall 3: 1y - 1y = 0. Das ist gleichbedeutend damit, dad die
a b

Ellipse zum Kreis entartet.
Damit ist der Beweis vollstidndig gefiihrt,
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Aufgabe 1
Man stelle
A = sin® 2nl+ sin® ﬂ%,. ves + sin? zf-n

als Polynom in n dar,

Aufgabe 2
Gegeben ist die Folge e, durch

-an+L (3'0,1,2)"') H

a =5 a
Bn

(<] n+1

Man zeige:
45 < 84500 < 45,1,

Aufgabe 3
Die Seitenlénge eines regullren n-=Ecks sei 8, der Umkreisradius R

und der Inkreisradius r. K sei ein Kreis mit dem Radius g ,
dessen Mittelpunkt mit dem des n~Ecks zusammenf¥llt. Es gelte

“) R-B<cggr,

Um die Eckpunkte des n~Ecks werden n Kreise K1,...,Kn gezeichnet,
die den Kreis K von auBen berilhren, F sei derjenige Teil der
Fliche des n—Ecks, der von mindestens einem der Kreise
K, x1,...,xn iberdeckt wird,
Man bestimme K derart, daB die Fliche F

a) maximal b) minimal wird,

Aufgabe 4

Aus n paarweise verschiedenen reellen Zahlen bilde man alle mig=-
lichen Summen aus gensu k verschiedenen Summanden (1 £ k £ n),
Wieviele verschiedene Werte nehmen diese Summen mindestens an?

Aufgabe 5

seil z* die Menge der positiven ganzen Zahlen und M eine nicht-
leere Teilmenge von Z"’. M mtge mit jedem Element x auch die
Elemente 4x und E(+[X) enthalten, wobei E(-[X) die ganze Zahl n
bedeutet, fir die n S~ < n + 1 ist, Man zeige, daB M = z* 1gst,



Aufgabe 6

Es sei a eine reelle Zahl ungleich Null, Es sind alle Funktionen
£(x), die fir alle reellen Zahlen x mit x # O und x $ a erklirt
sind, zu »estimmen, die der Punktionalgleichung

2
2(x) + 2(GE) = x )
geniigen |
Aufgabe 7

Es seien a, und h1 reelle Zahlen mit b1 >8> 1. Es werden die
Folgen {an} und {bn} durch

b b =1

definiert, Plr welche 8, und b1 konvergieren diese Folgen?

Aufgabe 8

Man bestimme alle natlirlichen Zahlen n =1, flir die es natlirliche
Zahlen 8,y8,500098), > 1 gibt, welche die Gleichung

@) Ll +l5a1

2 2 2

sy 8 s
erfiillen, (Vorschlag Schweden 16, IMO)
Aufgabe 9

Es sei n =1 eine natlirliche Zahl und P(x) eine gangzrationale
Punktion vom Grad n, deren simtliche FNullstellen paarweise ver—
schieden und reell sind,

Man beweise, daf fiir alle reellen Zahlen x gilt:

PGx) * PGx) - [P'@]2<0 .

Aufgabe 10

Man bestimme alle ganzrationalen Punktionen P(x), die fir alle
reellen Zahlen x die Gleichung

(x+2) s P(x=2)= (x=14) P (*)
erfilllen!



Aufgabe 11
llan bestimme alle Losungen folgender Gleichung:

X

X =3V 4+ 5 )

fiir ganzzahlige positive x und y,.

Aufgabe 12

In einem Sechseck seien je 2 gegenliberliegende Seiten parallel,
Dann gehen die drei Verbindungsgeraden der Mittelpunkte gegen=
liberliegender Seiten durch einen Punkt,

Aufgabe 13

Eine Gerade schneidet 3 HShen eines beliebigen Tetraeders. Man
zelge, daB sie zur 4, HShe nicht windschief ist,

Aufgabe 14

Gegeben sei ein konvexes Vieleck, das kein Dreieck der Fliche 1
vollstindig iberdeckt, Man zeige, daB dieses Vieleck sich von
einem Dreieck der Fliche 4 iberdecken 1dB8t, =

Aufgabe 15

Es sind alle, fiir alle reellen x # O definierten, stetigen
Funktionen f(x) zu bestimmen, die fiir alle reellen a % O der
Gleichung

4
Ao - g
a“+1 a

geniigen|

Zusatzaufgabe (L8sung im néchsten Heft der IMO-Aufgaben)

Welchen HYchstwert kann das Volumen eines Polyeders annehmen,
das genau flinf Ecken hat, die s#mtlich auf der Oberfliche einer
Kugel mit dem Radius von der Liénge 1 liegen?



Aufgabe 1

1. L8sung (Idee von U, Risch):
Es ist sin x = %T (!* = e™1%) una somit
sinx = %_g(elu.x - 4e2iX 4 g o yem2ix e-h:lx).

Wir erhalten

n n 8T 4 4T,
A Zsin"alg';-%gz @B T gedm T +6
a= 3=
LT, 8w,
—yemim T gmin Ty

Man verwende die Summenformel der geometrischen Reihe

i""":_:q' fUr a $ 1

=1
und erh#lt unter Beachtung von e%°1 = 008 £+ 1 - sin g
(z komplexe Zahl) flir n $ 1,2,4

2 8Fy &Es eri_

I - > oL

=1 n
Lo
as 1 = 1 una eqﬂ‘ + 1 ist,
Analog erhalten wir
n n gﬂ'l n o
UL LD LR S L S
i=1 i= =1
Al

80 n
An-%-g E 6-%1: fir ellen ¢ 1, n $ 2, n % &4,
J=1

Man errechnet leicht
o= A2 =0 und Ah =2,



2, Lisung
T
Es sel B = cos? &+ vee + cos® %‘ . Dann ist infolge
sinzx + 0032x =1
2 2 2

“) ns= (sin2 2-nI-+ cos? 2;7-)2 + oeee + (ai.n2 %‘ + cos” 2M2)

n

-An+Bn+2 Z six:\aalt-lj'-oosaZInL .

i=1

Welter ergibt sich

n n
; (sin® 2{-‘1 - oush Zl‘ﬁl) = C (sin? ZLDL + cos? ZLBL)'

- i=1
o 2L st 22

n
@) .%-Bn.; (sin22;3t.l_0052%1)
i

und damit aus (1) und (2)
n
%-éL-l-l Z (sinza%-oasz%j‘)

2
i=1

n
- Z sin? llnl cos? %1!’1
i=1

n
i=1 i=1

n n
PP SR S I
Bs ist A, = Ay = 0, Fir n 2 3 ist sin - 4 0, Vir erhalten

n n
2 sin an 4 Z cos 9—}‘) = Z (sin 2.'15#1".1 + einax-zﬁll)
i=1 i=1

-sin%r-sinanl'o



und daher

n n
i 24T . 1
L LR
ist i=1
n
sjush I eomiEL
i=1
g

Pir n 2 5 ist sin%+0und

n n
2 sin Ani ( Z cos %L ) = Z (sing-'r—;&-u + sinL”f_:ﬂL)
i=q i=1

= sin &5 - sin & 2 o,

Mithin ist An = %n fir alle n 2 5, Man rechnet leicht A3 = % N
Al& = 2 nach,

Aufgabe 2

Durch Quadrieren und anschliefBendes Aufsummieren von k = 0 bis
n = 1 der Rekursionsformel ergibt sich

n=1
“) °x21-55+2k"'2 J?
k=0 %k

Wir erhalten a2yo, >25 4 2000 = 45%, womit der linke Teil der
Ungleichung nachgewiesen wire,

Wir geben hierfiir eine weitere Losungsmglichkeit an,
Offenbar ist die Folge 8, streng monoton wachsend, Ferner ist

(Bppq =850 8, = 1y
also 999
@ ) (a,, -8 a =100,
i=0

Wir betrachten im Intervell [ & ,84500 ]
die Punktion £(x) = x, Die Summe (2)
stellt in diesem Intervall eine Unter=—
summe (Riemann—Summe) fir den Fléchen=—
inhalt dar (siehe Skizze)

000

(nicht maBstabsgetreu)
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999 a
1090
2 2

Mithin ist 1000 = ) (a,,, = 8 )8, < f x ax = 22 - a?),

i=0 e
woraus sich unmittelbar die behauptete Ungleichung ergibt.
Es verbleibt der Nachweis flir die GUltigkeit der rechten Ab=
sohktsung. tus (1) erhalten wir a3 > 225. Also ist

> oy} P ncimm
= <
k=0 .lg gﬁ E ’ k=100 .12: ) v %100

<1g§v+g'g'§--8 .

Also st nach (1) a3, < 2025 + 8 = 2033, Da 45,12 = 2034, 01
ist, ist der Nachweis gefiihrt,

A ‘kung: Durch g re Abschitzungen 148t sich insbesondere
die obere Schranke verbessern, Es gilt a = 45,0245,,, .

1000

Aufgabe 3

Wir verwenden die Bezeiohnu.ngon der ™M
Skizze, Bs ist MA - AF < lr,llao

R - '-< r, womit die Existenz von K ]
3eaiohert ist, Wegen (1) liegt K im K
Innern des n-Ecks und die K, tiber—

i
schneiden sich nicht, A F B

Fir den Innenwinkel o< eines n—Ecku gillt o .fR.Z.)_ . Also ist

P=Tg2, !B_EJ_M)_ Za (q- H,,ax)z,,man:z

F wird damit fir g =R - ﬁﬁ minimal, wemn Q  die Bedingung
(1) ertullt,

Ist n gerade, so verbinden wir zwei Ecken des n-Eoks derart, das
ihre Verbindungsgerade durch M verliuft, also die Linge 2R hat,
Der halbe Unfang des n-Eoks nf ist dann sicher griSer sls 2R
infolge der Dreieoksungleiohun; Fir ungerades n ist (siehe
Skizze)



E D n%-A...E+ﬁ>m+ﬁ+ﬁ>R+

A —
ll N + BE = 2R, Also ist n > 2R und damit
{ =& Tyq-
I M R % < g,. Welter ist cos g>1 "
L4
-— 31 -awegencosx>1 =
2 n 2
2
A in ?o, co) und n 2 3, Multiplizieren

wir die Ungleichung mit R, so folgt g, =R = 2& <R cos 2’{ -,
Mithin wird F fir Q_ = R - 2% minimal,

Seli R - g = G, undr = 9y Fy eine quadratische Funktion, nimmt
in g € (91, 92) ihr globales Minimum an, Der Maximalwert kann
also nur F( 91) oder F(92) sein,

Es 1st F(g,) -~ F(gy) = B [ (g, -g,)% - (9, =g ] .

Wegen |9, =G, |= g, =g, und [Qy = q,| =g, - g, genigt es,
den Ausdruck
d(n) =g, + 9, -29°-R(oos:-:+1—sin%r-2+%)

-R(L;n+ ﬁsiu?%&l)

auf sein Vorzeichen zu untersuchen, Es ist a(3) < 0, 4(4) = 0,
wie man leicht verifiziert. Ich zeige d() > 0 fir n2 5,

Die Funktion £(x) = '\r2‘ sin T{x - x hat im Innern des Intervalls
[0,1] gensu éinen Extremwert, der wegen £"(x) < 0 ein Naximum
ist, Da 2(0) = £(1) = 0 ist, folgt £(x) > O fur alle x € (0,i).
Wihle 1chx-n:' , 80 is* wegen n 2 5 515x<1 und die
Behauptung bewiesen,

Fir n = 3 ist F(Q,),
fir n = 4 F(g,) =F(g9,) und
firn 25 F(qz) die maximal tiberdeckte Fliche.

Aufgabe 4

Seien a, < 8, < ese< By die gegebenen reellen Zahlen, so ist die
kleinste Summe aus k verschiedenen Summanden s = &, + &8, + ... +
und die gréfte S =& , .4 + .0 * B0 Der Ubergang von s zu S kann
wie folgt vollzogen werden: Wir ersetzen 8, sukzessive durch

By iqreeerBpy anschliefend wird a, , sukzessive durch



By reees® 4 ersetzt, usw, Da es k(n—k) solche Einzelschritte gibt
und die Summe jedesmal zunimmt, treten mindestens k(n=k) + 1 Summen~—
werte auf, Bilden die a; eine arithmetische Folge, so ersch8pfen
Jene k(n=k) + 1 Summenwerte alle MSglichkeiten. Also ist k(n=k) + 1
die gesuchte Minimalzahl,

Aufgabe 5

Da M nicht leer ist, gibt es ein Element a € M, Sei f die Ab=
bildung, die jedem ! tert x deg Wert E(x) zuord.get. PUr geniigend
grofes natlirliches p ist £ ¢ (a) = 1, wobei f( die i-malige
Anwendu.ng der Abbildung f bedeute, Also ist 1€ M und damit auch
e (k nattirlich), Es existieren zu jeder natlirlichen b natlir—
liche Zahlen m und n derart, dafB

-n 8y n
b-“l#m.? ‘2'“m '(LJT)m<b+1 .

A1s0 15t 2@ (™) = b, womit b e M und der Dewels gefithrt ist.

Aufgabe 6

Wir nehmen an, f(x) genligt der gegebenen Funktionalgleichung fur
alle x aus dem Definitionsbereich, Filr alle diese x ist

2__ yieder aus dem Definitionsbereich, also

a=x
2 2 2
a__ - =i
f(:-x)"'f_.T> a-x @
8 ~a=x
und analog
2 2 2
£ ‘2>+f ) ) e )
s -3 -tz it

2 2
8 = —B & -
2 a=
sl N
a=-x

10



erhalten wir aus (1), (2) wnd (3) fr £(x)
22(x) = x + "{Fl - £2:

and 2 3

3 -
26 = Bphagoe

Und tatsichlich ist diese Punktion £(x) die L¥sung von (1),
denn es ist

oy oo aaload, g-‘-. :)3+-2(-'—. 5 - 8

2@ + 2(n-x 2x(a=x 2
2(:-_x)(' )]
3 2 3 3 2 2 3
- - 4 -
= 2!2!—:, ® 2x (a=x
e 2
Aufgabe 7
Wir berechnen die ersten Folgeglieder und erhalten
b b, =1 8,
1 s ..1__. .(_H
52-51,‘0 —1'553 .1 %, bB-l1-
bl bI b, =1
R R e N

a, (

-1)
' %1"1
8 =a,, bg=b, .

Die Folgen sind periodisch, d.h., sie konvergieren genau dann,
wenn die Folgen konstant sind, Mithin bekommen wir die Glei-
chungsketten

-1 a b, b, =1
P < |8 1 1
-'1 51 & -1"5 - 5 -

1



goediale M B &0 -1)
1 8 =1 a, =1"b -8, b1-a1

Diese fllhren auf die quadratische Gleichung n? -8 =-1=0,

1 ++51 3+95

die wegen 8y > 1 die L¥sung a8, = 3 und damit 'b1 mi=
liefert,

— ._1 15, LJE - a, una b, .:\E.r.t 3__'E.

1+ 5 5 -1
konvergieren die Folgen {a ] und {bn } tatstohlioh fUr

51-1—3'-£ undb‘l-z—fﬁ

2 2 =

Aufgabe 8
Falls es flr ein gewisses n, natlirliche Zahlen 8458550098, 21
gibt, so daB °

1
-!-+-15+...+J? = 1

b &

°
ist, so gibt es auch n, + 3 Zahlen, die der Gleichung (1) ge-
nfigen, und zwar 81985900098 gy 2 .no' 2 8,y 2 .‘o y da

) (]
L =4+ =l iet. Mithin fihrt dle Annatme der Existens
- ."o)
einer LSsung von (1) fur n, mur Existenz von Lisungen fir alle
n=n + 3+ k) k eine beliebige natlirliche Zahl, Fir n = 1
existiert die triviale L¥sung a, =1, Fir n = 6 beziehungsweise
n = 8 findet man z, B, die L3sungen

IS IR TS NPT WP A B
22 22 22 32 32 52

S PR . S RN B I
P T e T i =

Fun gibt es fir n = 1,4 und n = 6 natlirliche Zahlen, die der
Gleichung (1) genlgen.

12



Wir untersuchen die Fille n = 2,3,5, Falls es fir eine dieser

Zghlen eine L¥sung 81985900098 gibt, gilt a, + 1, also 8, 22,

155 % . Deher gibt es fiir n = 2,3 keine L¥sung, Sei n = 5 und
8!
: i

0,B.d.A, 8y 2 8,2 8y 28, 2 a5 > 1, Man evkennt leicht, daB
l& 3 3, also ey =ag = 2 sein mifte, Dann wire 8y ,‘. 3, also

aq = 2, Dann whre 8, ? 3, also 8, = 2 und man erhielte einen
Widerspruch, Hithin existieren genau fiir die natiirlichen Zahlen
n=1, n=4, nZ 6 L¥sungstupel (81,5 yesesd ) aus natiirlichen
Zahlen, die der Gleichung (1) geniigen,

Aufgabe 9

P(x) habe die reellen Nullstellen XygeoesXy und mithin die
Darstellung
: - - 11 0) .
P(x)-o-”_ (= xy) (c = reell; o ¢ 0)

y =1
Somit ist n

P@= ) c T]' G-x) M
y=1 p

n

L ISEED Z 'ﬂ' (x=%) . @)
y=i =i %;1
i Atp
1° Mir x = Xydeee3x, 18t P(x) = 0, aber P'(x) # 0 (jede Null-
stelle ist einfache Nullstelle).

2° Pir x $ xy5.005x, existieren die Funktionen £, (x) = ==

Y
(V= 1’--0,n)u
Mithin folgt aus (1) und (2)

n n
@ ) P@-2G@ @) 2@
V=1 v =i
3 I >
Pr(x) = 2G@) 2,(x) £,(x) = 2(x) ? (x) z (x).
v=i fg B VM=t #

pty v #p

13



n
Also ist P(x) v P (x) = [ P'(x)]2 - B2 @) { Z f.v(x) rr‘(x)

v,f;;ﬂ
S 2
-[y; 7, ] }
n n 2 n
.P2<x).[v:£-1 (@ 80 - T £e) —g,é 2, £,0]
tp yep
n
=-P@ ) #@c<o.
v

Aufgabe 10

Fir x = =2 erhalten wir in (¥) 0- P(=4) = (=6)P(-2), 4.h.
P(-2) = 0,

Ferner folgt fUr x = 0: 2+ P(-2) = (=4)+ P(0), d.h. P(0) = 0 und
fUr x = 2: 4+ P(0) = (=2)- P(2), mithin P(2) = 0, Pir x = 4
erhalten wir aus (%) wegen 6: P(2) = 0+ P(4) keine Aussage
tber P(4).

Falls es fiberhaupt ein Polynom P(x) gibt, das der Gleichung (*)
genligt, so hat es die Form

P(x) = (x + 2)x(x - 2)Q@),

wobei Q(x) eine gewisse ganzrationale Punktion ist, die der
Gleichung

@E+2)x@x=2)x=-4RE=2)= (x=4)(x+ 2)xx - 2)0&)
(%)

gentigt, Aus (xx) folgt Q(x - 2) = Q(x).
Q@) ist periodisch, d,h, sie nimmt fiir beliebig viele Argumente
den gleichen Punktionswert an, Da Q(x) sber eine ganzrationale
Funktion ist, muB Q(x) konstant sein, d.h, Q(x) = C, wobei C
eine reelle Zahl ist,
2(x) = C(x + 2)x(x = 2) ist tatshohlich ein Polynom, das die
Gleiohung () erfullt,

14



Aufgabe 11

Leicht findet man die L¥sungspeare (3,1) und (5,3).

Fir x = 13234 existieren keine L¥sungen,

Es sei x > 6 und wir werden zeigen, dal es keine weiteren
L3sungen gibt,

Es ist 64 | 2%, Fir eine L¥sung y muB gelten 3¥ = 59(64).

3¥ durehl#uft bzgl., modulo 64 das Restklassensystem
3,9,27,17,51,25,11,33,35,41,39,49,19,57,43,1. Eine Lssung hat
also die Form y = 16k + 11 mit k positiv ganzzahlig. Vegen
362 1(17) 18t 3= 39(7), a.h. ¥ = 7(17) wna

¥ +5=12017). ()
Die Restklassen von 2% bzgl, 17 sind 2,4,8,16,15,13,9,1,
d,h, 2¥F12(17) fir x = 6, 3)

tus (2) und (3) erhalten wir, daB es keine weiteren Lsungspaare
von (1) gibt,

Aufgabe 12

S sei der Schnittpunkt der
Verbindungslinien der Mittel-
punkte von 1B und TF bzw. AF
und CD. Der Mittelpunkt von
1B sei My, der von ]_2_2' M,, der
von 2.3’ der von AF M,, der
von BC “5 und der von EF "6'

—»

1.Esigtﬁxii-:und§i1xsu2-a,
dh.: (o+b)x (d+w)s=sT und
(w+l)x (F+n)=0.
Durch Addition folgt: v x & +8xn = ¢
oder $ X0 + 1 X& =0, )
2.Eaist3xa-0md§l'3xﬁh-0',
dehet (W= f)x (€=-F)=0 und
(w+§)x(c+&)=o0,
Durch Subtraktion folgt: w x & + fxc=10 . @)

15.



3, Durch Addition von (1) und (2) erh#lt man
wx b +4xC = 0

2nx & +2pxc = 0O ®

4, Es ist ]_x:'x E—F’-O, d,h,:

(n=F)x(k-c)=aq. @)
Indem man (3) von (4) subtrahiert, erh#lt man

v+ §) x(g+c)=0,

d.h, MS,S und Mg liegen auf einer Geraden, also geht die Ver—
bindungsgerade von ld5 und H6 durch S.

Aufgabe 13

0,B.d.A, schneide die Gerade
die HYhen durch A,B und C in
den Punkten K1, bew,
—
nit 5H) = 4, , SHy = 4 ,,
1 1 2
%,

Dumistz

(v=f )& =0 (P
(ov= f4)-C =0 @)
(F=yg)-a=0 ®)
(b= 4).c=0 @)
(€= p3)-v=0 G)
(c= fg k=0 ()

Da Hy, 32 und H3 auf einer Geraden liegen, kann man schreiben:

{3-1’{2+ 1-r),}1 8
Dann folgt aus (5) und (6)

(e-rf,‘,- “ -r){'1)-m-o G*
(e'-r/h-ﬁ-r),h)-b'o 6"

1%



Aus (1), (), (3), (&) folgt:

we=cq, bec=cfe, mf,=bp=0b

Dann erh&lt man (5') bsw, (6'):
{/1(0-1-0‘-(1-2')4»)-0 Gn)
fo(C-xh-tt -y =0 . (6")

Die 4, Hbhe habe den H¥henfuSpunkt H und es sei SH = § .
Dann ist
%(c_g—)- ;,(c-ov)-o.

Aufgabe 14

Sicher gibt es in dem konvexen Vieleck V ein flMchengriftes
Dreieck D, (Ein grBBtes Dreieck hat seine Eokpunkte in gewissen
Eckpunkten von V. Es gibt nur endlich viele Eckpunkte von V,

etwa v, mithin (;) Dreiecke, die aus Eckpunkten von V gebildet sind.)
Zu D konstruieren wir ein Dreieck D' in dem wir zu jeder Dreieck—
seite von D die Parallele durch den Dreieckspunkt legen, den
diese Dreleckseite nicht beinhaltet. Offemsichtlich schneiden
diese Parallelen V nicht, sonst wire D nicht das maximale
Dreieck, V liegt somit vollstlndig in D', D' ist Hhnlioch zu D
und die entsprechenden Seiten verhalten sich wie 2 : 1, mithin
ist | D'| =4|D| , wobei | D| das PléchenmaB von D ist,
Wegen |D| <1 ist | D'| < 4, also 148t sich V von einem
Dreieck der Fliche 4 iiberdecken,

Aufgabe 15
4. 5.2 4
S . : L. a+2a%41
Pir x 32+1istwegenai0,x¥0.x2- 2 -‘:5-1-4-2,
also f(x)-J-z--Z . ()
x

17



Vegen (|a|=-1)220ista?+12 2| a| und ‘-5.1- 5%‘,
a“+1 !

d.h. (1) folgt aus der gegebenen Gleichung nur fir | x IS%—.
Wegen der Stetigkeit von x = x(a) = —2'1— und x(1) = g-und
a“+
1 o
x(=1) = = 7 sowie E.:If“.x(a) =+ 03 %12’_":(:) = « 0 lassen
sich aber auch alle x mit 0 < | xli% in der TForm x = —2-.— fir

a+1
gewisse a darstellen,

Es seien  (p, (x) und (_pz(x) zwel beliebige stetige Punkticnen
mit den Definitionsbereichen D?1 = {xlx >3 } H

D‘f -{x|x<-%} und den Bedingungen
2

lim ) =2 lim @) =+ 2, @)
x-o12-+ 0[?1 4 b & T %-0?2
Somit erhalten wir sémtliche fiir x ¢ 0 definierten, stetigen
Punktionen £ (x) durch
L
¢,& wr x>z
2(x) = L-2mroc<ixct
x
(?a(x) flir x < = % i

Offenbar ist £(x) fir alle x = 0 wegen der Definition von
‘f1 (x) und 9 2(x), besonders auch wegen der Bedingung (2) stetig.

18



L8sung der Preisaufgabe:
Aufgabe 2 (Heft 1-1976)
Beweis:

1.

Sei a€ Q. Dann ist a - a = O und O - a = -a, Also kann man
von a zu O und zu -a gelangen, Wir konnen also O, B, d. A.
voraussetzen, daB unser x € Q\Z eine positive Zahl ist und
brauchen nur noch nachzuweisen, daB man jede rationale Zahl
¥ > O hiervon ableiten kann,

In diesem Punkt wollen wir zeigen, daB wir ausgehend von

X = % durch unsere Operationen zu jedem rationalen y > O ge-
langen kénnen, Wir kidnnen y = -:: setzen mit r > 0, s = 3 und

r, 8 € Z, Dabei brauchen r und 8 nicht teilerfremd zu sein,
Zundchst bilden wir 2- . = z . Sollte 4 < s sein, so bilden
wir i- . % -5 . Nach einer endlichen Anzahl von Multiplika-
tionen gelangen wir zu -2-1 mit 21 <s8 é 21. Nach einer

(2 -8)-maligen Anwendung der | -Operationen gelangen wir zu % .
Nun brauchen wir nur noch r-mal die Additionsoperation anzu-
wenden und erhalten y = % .

Sei nun 0 < x < %. Wir brauchen in diesem Falle nur noch nachzu=-
weisen, daB wir aus x nach endlich vielen Schritten durch unsere
Operationen die Zahl % erhalten, Wir setzen dazu x = % mit
ggT(m,n) = 1, m n >0, myne Z, Dann konnen wir x| bilden und
es gilt xI = _T' wobei offenbar & %S 2-, da 2m < n und
somit 2m S n-1 gilt, Ist x| = 2- , 80 sind wir fertig. Anderen-
falls wiederholen wir diesen ProzeB mit dem Element x | = n—-f'
das wir aber gegebenenfalls noch kiirzen miissen, Der Nenner ver-
groBert sich dadurch jedoch nicht, so daB wir nach spitestens
n-2 dieser | -Operationen bei % angelangt sind.

Nun miissen wir nur noch zeigen, daB wir ausgehend von x ) 2- mit
x € Q\Z zu einer rationalen Zahl y = ;- nach endlicher Anzahl von
Schritten gelangen kidnnen, Wir setzen x = n' wobei wieder

gg?(m,n) = 1, myn > 0, m,n € 7 gelten soll., Wir bilden zunichst
X v X !-2 . Offenbar ist ggT(m%,n?) = 1 und n2 2 4, Tst x° S %,

so sind Rir fertig. Anderenfalls setzen wir x' = x° = g mit
2 2 . " I r® _r
r=m undssn.Dannkbnnenwu'x'l-x'_s_1-s_g(s__n.

bilden, Da s Z 4 gilt, erhalten wir

0¢ qreEy Sy = ' - % Dar und s teilerfremd sind, ist

19



X, = F(s_fﬂ' keine ganze Zahl, aber offenbar ratigml. Ist x, = %,
80 8ind wir fertig. Anderenfalls gilt fiir X = q mit T84 € Z,

Ty,8; > O und ggl(r,s,) = 1, da8 s, 2 4 ist. Wir bilden nun
x=x - X, und kommen, indem wir diesen ProzeS wiederholt an-
wenden, nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einem Xy
mit0<xi- '!-.
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Aufgaben

Aufgabe 1

‘Gegeben sei die Folge a. s, =20, _,~ 192 (n =1 2« oo ) AR a, = 3,
Man gebe L als Funktion von n ml

Aufgabe 2 n
sei fn(x) -Z (.k cos kx + by sin kx) fir alle reellen x
K=1

definiert, wobei a) und b (k = 1,2,...,n) gegebene reelle Zahlen
sind, Man beweise: Die Gleichung fn(x) = 0 hat immer eine L&sung.

Aufgabe 3

Wir bezeichnen mit A einen Eckpunkt des Parallelepipeds, Die be~
nachbarten Eckpunkte seien By, C und D, Der A diagonal gegenliber—
liegende Eckpunkt sei E, Wir zeichnen durch E eine Ebene, die die
Halbstrahlen AB, AC und AD schneidet, Die Schnittpunkte seien

Py Q und R, Wie miissen wir die Ebene legen, damit das Volumen
des Tetraeders APQR minimal wird?

Aufgabe 4

£(x) sei eine periodische Punktion mit der Periode & # 0, d.h.
es gilt £(x+a) = £(x) fUr alle reellen Zahlen x, Beweisen Sie:
Wenn f und g periodische Punktionen mit den Perioden a und b
sind, wobei a eine rationale und b eine irrationale Zahl ist,
d ist £ + g nur dann eine periodische Punktion, wenn f oder
g konstant ist.

Aufgabe 5

Die Funktion £(x) = x + € sin x mit 0<|€]/$1 sei fUr jedes reelle
x definiert. Wir bezeichnen filr jedes reelle x

x =2 ... 2{202@]1]}
—_—
n-mal

Zeigen Sie, daB fiir jedes reelle x eine ganze Zahl k existiert,
daB lim X, = kT ist.
=y (Vorschlag Polen, XVI, IMO)



Aufgabe 6

Gegeben sind zwel regelmiBige n-Ecke, Zeigen Sie, daB ihre Mittel-
punkte zusammenfallen, wenn auf jeder Seite des einen n~Ecks
genau ein Eckpunkt des anderen liegt. !

Aufgabe 7
Wir betrachten das unendliche Diagramm
s in dem alle Elemente bis auf

: . : eine endliche Anzahl der ganzen
Boo Tp1  Bpp eee Zahlen n,,, i = 0,1,2,... ,
D= n,, Dyy Dy een J = 0,1,2,... gleich Null sind.
Drei Elemente des Diagramms
oo Dot Bop wew s

heiflen zusammenh#ngend, wenn
es ganze Zahlen i und J mit i 2 O und j 2 0 gibt, so daB die
dreil Elemente die ganzen Zahlen

) nyy By, 3+ By, 3+2

oder b) n, By1,g Byog

oder  ©) Myp 5 Byyq guq By ogep sind,

Eine Elementaroperation sei eine Operation, bei der drei zusam-
mendhéngende Elemente n, . durch n;_ ersetzt werden, wobei
| nyy = nijl = 1 ist, Zwei Diagramme heiflen #quivalent, wenn
das eine durch eine endliche Folge von Elementaroperationen in
das andere {iberfilhrt werden kann, Wieviele Mengen nichtHquiva-
lenter Diagramme gibt es?
(Vorschlag Schweden, XVI, IMO)

Aufgabe 8

In einen Kreis mit dem Radius 1 wird ein Quadrat eingeschrieben,
in dieses ein Kreis, in den Krels ein regelm#éBiges Achteck, darein
ein Kreis, in diesen Kreis ein regelm#Biges Sech.zehneck, darein
ein Kreis usw, In den n~ten Kreis wird ein regelmiBiges 2" eck
eingeschrieben, Es ist zu beweisen, daf die Radien aller Kreise
gréfer als 21? sind.



Aufgabe 9

Es sei n & 3 eine natfirliche Zahl.
Man beweise die Ungleichung:

@1 > a1 [ (@-1)1]3!
(HO-Vorbereitungalehrglng 1968)

Aufgabe 10
Es sel n2 2 eine natiirliche Zahl, Man beweise, daf die Gleichung
e PX+q =0 (» und q seien bel, reelle Zahlen)

fUr gerades n h8chstens 2 und fir ungerades n h8chstens 3 reelle
Wurzeln besitzt!

Aufgabe 11
Man beweise: Wenn die reellen Zahlen a; 1= 1525...,n) paarweise
voneinander verschieden und ungleich Null sind, so hat die
Gleichung
3 a, 8
ol — + “-—n—_§ = n 1)

E teoo
87X © 8,~x

mindestens n~1 paarweise verschiedene reelle L&sungen,
(TMO~Vorbereitungslehrgang 1969)

Aufgabe 12
Man bestimme alle Polynome P in den drei Variablen x,y,z, die
den folgenden Bedingungen geniigen:
a) P ist homogen vom Grade n, d,h, fiir alle reellen Zghlen
tyx,y,2 gilt:
B(trx, try,t02) = t°+ P(x,y,2)
(@ = 1 ist eine positive ganze Zahl),
b) flir alle reellen Zahlen Xy¥,2,W gllt:
2P(x,¥,2) = B(x,y,w) + P(x,w,z) + P(w,y,2)

¢) P(1,0,0) = P(0, ¥2, 1) = 1,

Aufgabe 13

Die Summe der positiven reellen Zahlen Dysbogessyd (@3 2) st
gleich 1, Gesuoht wird der gr8Bte Wert des Ausdrucks

b1b2 + b2b3 + b3bl£ + oeee + bn—‘lbn !



Aufgabe 14

Von einer geometrischen Folge 8 98 yereyBy, sei bekannt, daB alle
Glieder natlirliche Zahlen sind,wobei 3 Glieder 4-stellig, 2 Glieder
5-stellig, 3 Glieder 6-stellig und 3 Glieder 7-stellig sind.

Man bestimme die Folge!

Aufgabe 15

Auf einer RingstraBe seien 20 gleichartige Kraftwagen. Die Ge=
samtmenge Benzin all dieser Autos reicht genau dazu, daB eines
davon den gesamten Ring abfahren kann, Man beweise, da8 unter
Voraussetzung einer beliebigen Verteilung der Wagen und des
Benzins mindestens einer der VWagen den gesamten Ring abfahren
kann, wenn er unterwegs das Benzin von denjenigen der iibrigen
19 Wagen Ubernimmt, die er erreicht hat.

Aufgabe 16

Es sei hn die Linge des Inkreisradius des einem Kreis vom Radius r
einbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks (n 2 3, ganzzahlig).
Man beweise die Ungleichung

(z|+1)1'51+1 - nh > rl
Man beweise weiterhin,” daB, wenn die Zahl r suf der rechten Seite
der Ungleic hung durch eine Zahl grdfer als r ersetzt wird, die
Ungleichung nicht fir alle n 2 3 gilt!

Aufgabe 17

Seien n,a,b,c,d natirliche Zahlen und mdge die Zahl n ein Teiler

der Zahlen ac, bd und ad + be sein,

Man zeige, daB n dann auch die Zahlen ad und be teilt.
(IMO-Vorbereitungslehrgang 1968)

Problemaufgabe

Man beweise: Jedes nicht lineare Polynom mit reellen Koeffizienten
PG) = L2m+ % 2m=1 2m-3

+ Bzm_1 + ‘2111—3 x +ooet 318 + I°
hat mindestens eine reelle Nullstelle, deren Betrag kleiner als
2m+1 a
2, 3 ist,



Auswertung der Einsendungen zur Preisaufgabe aus Heft 1/76

Insgesamt gingen neun L¥sungen ein, Drei davon von Schiilern der
Klassenstufe 10, zwel von Schiilern der Klassenstufe 11 und die
restlichen von Schillern der Klassenstufe 12,

Richtige LYsungen stammen von

Peter Dittrich (Klasse 11, Spezialschule Mathematik/
Physik der Humboldt-Universit#t Berlin)
Iutz Gértner (Klasse 12, gleiche Schule)

Andreas Kleinw#chter (Klasse 12, Spezialschule Jena)
Reinhard Meinel (Klasse 12, gleiche Schule),

Die vier Schiiler erhielten flir ihre LSsung ein Anerkennungs—
schreiben, Dabei besticht die L8sung von Peter Dittrich durch
ihre Kirze und Klarheit, Seine L8sung kommt der Musterltsung
sehr nahe, Weitere im wesentlichen richtige Lsungen stammen
von

Ferdinand Brner (Klasse 11, EOS "Heinrich Hertz", Berlin)

Reinhard Hummelthey (Klasse 12, EOS Kleinmachnow)

Dr, W. Harnau



Losungen

Aufgabe 1
uit by =2(s, - 1), b, = 4 ergibt sich b = b 4= 201D,

-1).

- 2 2
Wir machen den Ansatz b, =c  +d =o 4 +d 4 + 2(°n-1dn-1

Wehlen wir ¢ und d so, daBec 44 4 = 1 fir alle n ist, so

kdnnen wir sie ermitteln, ingem wir c = 0121_1 und 4 = d§_1
setzen, Wir erhalten e, = cg und 4 =4 . Bs ist ¢ d = 1 und
oo + 8 = 4y 810 0.B.d.A of -2+-{'1 und 4 -2-1[5‘ und
demit &, = —r(2 +3 )2 + 2 -3 )2 ]+ 1. Den Nachweis, dafB
die ermittelte Folge der Rekursion genfigt, filhren wir mittels
vollstandiger Induktion, Fir u = 0 ergidt sich sy = Fle 3 »°
+ (2 -r )2 J+ 1 = 3. Die Formel gelte fir n, Dann ist

= Z(an -1)?

(bl + B @ - a1 -1]2
+ 1
e ) R oY R PR DS Kl
1
ile +'\F)2n+1 - ],

womit die Aufgabe geldst ist.

Bp+

Einen anderen originellen Weg beschreitet P, Bartenstein, Mit

2 =2, £ =a-1erhelt er £ =2 o, - 1. Welterhin gilt fur
alle reellen x: cosh(2x) = 2 cosh®x — 1. Insbesondere ist

cosh[g . 2nJ= 2 coshz[g . 2n_1J - 1 und die Funktion

G(n) = cosh[g 2% ] erfullt die Funktionalgleichung

6(n) = 262(-1) - 1. Setzen wir 2, = G(0), so gilt 2 = G(n), da
beide Punktionen die gleiche rekursive Bildungsvorschrift besitzen.
hus £ = G(0) = cosh g =2, folgt g = Arcosh 2 und damit

n
an = cosh (Arcosh 2 ° 2n) oA _(eArcosh 2.2% —Arcosh 2 ) + 1

n n
_ 5 (eTeosh 22 + e—Arcosh 22 Y iAo _(eln(z+'r| »2"



"1'1(2*1_‘))»,1 =i+ —Ll—14+1-
@2
n n
-%—[(2 +‘\El")2 + (2 -ﬁ )2_]+'-1.
Die Richtigkeit des Ergebnisses wird wie oben gezeigt,

Der Vollsti#ndigkeit halber sei bemerkt:

In (1)kemmtmanauoh mit by = h+ B, b, = b’

b -h2 +h2 zur L8sung,

+ h™2, also

Aufgabe 2

Ist a = b =0 flir alle k, so ist die Behauptung trivial, Wir
nehmen daher an, daB mindestens eine der Zahlen &, und bk un-
gleich Null ist, Es ist

o
) Jo :fn(x)dx =0,

Wenn es eine Stelle xOEEO 2] gibt mit o,B.d.A. P ) > 0,

s0 existiert infolge der Stetigkeit von tn(x) und der Integral—
bedingung (1) auch ein x,€[ 0,27 ] mit £ ()< 0. Daz ()
stetig ist, gibt es ein x, mit £ (x =07

Aufgabe 3

Bs set i = A, -iB, W = A oA und iR = A4iD. Infolge der Aut-
gabenstellung 151: s_i;cher 2 > 0. Bekumtlioh ergi‘bt sich
Vymop = %AB e X AD) und VM,QR g PGS x iR) und demit

Vipgr = Py Ay %, VAKJD_'

Wir betrachten das aus AB, A-E 9 A—I’J gebildete Koordinatensystem
mit dem Ursprung A, Die Ebenengleichung filr die Ebene durch
P,QyR 1lautet:

E+X 4+ £ =1, Dader Punkt E(AB, AC, AD) auf dieser Ebene
AP AQ AR

liegt, ist A_B+A.£‘ A_'D' '1— %’— J---1

AQ 2

Wegen 2'1 > 0 kdnnen wir die Ungleichu.ug vom geometrischen und
harmonischen Mittel anwenden und erhalten

5

l Ny N 3 = —ZjT =3, wobei das Gleichheits—
7'} Ay a5



zeichen genau dann steht, wenn X1 =2 -9\'3 ist, Hleraus

A A Z =

folgt A, A, V3= 27, also Vpop 27 V,nop wnd Vypop wird
minimal fiir 21 = Aa -7\-3 . Aus der Umkehrung des Strahlensatzes
folgt, daB die gesuchte Ebene parallel zur Ebene durch B,C,D

zu legen ist.

Aufgabe 4

Sei zun#chst o.B.d.A, f = const. Mit F = £ + g ist

F(x +1b) =£(x + b) + g(x + b) =c + g(x) = F(x) und damit F
periodisch, Ist g = const, so folgt analog F(x+a) = F(x). Sei
nun F periodisch mit der Periode c. Es ist F(x+c) = F(x)

= 2(xte) + g(xte) = £(x) + g(x), also £(x+c) - £(x) + glx+e)
-g() =2, + g () =0 (1), wobei £, (x) = £(x+c) - £(x)

und g, (x) = g(x+c) - g(x) gesetzt wurde, Da f, (x+a) =

f(x+a+c) - £(x+a) = £(x+c) - £(x) = £, (x) und g, (x+b) =

g(x+o+b) = g(x+b) = g(x+e) - g(x) = 84 (x), erhalten wir

0=z, G&+e) + g (xta) = 2, @) + g4 (x+8) = £, (x) + g, (x) infolge ).
Also ist gy (x+a) = 84 (x)y d.he gy ist periodisch mit den Perioden
a und b, Ist g4 nicht konstent, so gibt es ganze Zahlen n, und
nz(n1,n2 #0) mit n,a = nzb, also b = o, a, was einen Wider—
spruch darstellt, da b nicht gleichzeitig rational und irrational
sein kann, Also ist gy = g(x+c) - g(x) = p = const, Ist p > 0,

so ist g t und ist p < 0, so ist g + , was im Widerspruch zur
Voraussetzung "g periodisch" steht, Bleibt nur p = 0, also
g(xt+c) = g(x). Ist g konstant, ist der Beweis gefithrt. Im anderen
Fall hat g die Perioden b und ¢, d.,h, ¢ ist ein rationales Viel-
faches von b, ist also selbst irrational. Weiter ist aber

#(x+c) = £(x), d.h. £ hat die Perioden & und ¢, worsus analog
dem oben gezeigten £ = const folgt. Damit ist der Satz bewiesen,

Aufgabe 5

Sei € >0, x €[ 2kn, (2k+1)T ] mit k € 7, Dann ist sin x 20,
also x; = £(x) 2 x und x1§ x + sinx = x + sin[ (Qk+1)T = x ]
£x +[@k+1)T-x] = (+1)W  und daraus folgt durch voll-
stindige Induktion sofort

x e [ 2xm, Qi1 .
Weiter ist offenbar x = X = x2r<- soe = Xn; veo = ()T,
Da die Folge X, monoton steigt und beschrinkt ist, existiert ein
Grenzwert, Wir gehen in E— =Xy + € sin xn zur Grenze iiber und
erhalten g = g + £sin g, also g = Q@k+1)T .
10



Ist x€ [ (2k+1)T, (@k+2)T] , so £illt x, monoton und ist in

Analogie durch (2k+1)T  nach unten beschrinkt. Der Grenzwert

wird analog zu g = (@k+1)T ermittelt,

Fir & < O fiihren wir die analogen Betrachtungen aus und erhalten
= 2kT , womit der Beweis gefiihrt ist.

Der Schiiler R, Anders beschreitet einen originellen Weg. Es ist
Xiq = x + € sin Xy und durch Summation ergibt sich

Tpeq =Xy E €‘=Zo sin'x;. Fir x = x€[ km, (k+1)1r] ist wie

bereits erwdhnt x € [xmw, k+1)W ] , d.h, alle Werte sin x
haben das gleiche Vorzeichen, Weiter ist sicher flir alle n
| x —x|éTf, Also ist

i

n+1
Ix ,=x | _ w
sin x = sin X3 =—atl o < _— also
| Z 1' n;OI |5| = ,C' ’

T

0o £ Z]sin xi[ = == . Andererseits ist filr die Konvergenz
1=0 00 15l

der Reihe Z | sin x; | notwendig, daB ihre Glieder eine

i=o
Nullfolge bilden, Daraus folgt leicht die Behauptung.

T, Kaatz verweist darauf, daf die Aufgabenstellung ein Spezial—
fall des Banachschen Fixpunktsatzes ist,

Aufgabe 6

Es sei B; € A, Ai+1’ wobei A n+‘| = A und 1 =1,2,...,n,

M sei der Mittelpunkt von 4 2...A und d der Innenwinkel beider
n-Ecke, Wir zeigen AB 14435 = ABA; 4B - (B =B ‘ n+1

Es ist B B, BB

i-171 i+1? 4B11 ii_4BiAi+1 i+1 u.nd

BBy 44 = Tk By 44;B; =3B 1By
=T-338 4B - (T- X3, BiA -~ %B BB )
=¥ B1+1BJ,B1-—1 ¥ Bi 1A B ) ¥ 4Bi+1B1A1+1

FBiaBiAie

Der Abstand der Bi vom Mittelpunkt M betrigt

—
| may + Ai 4 | = const, de I\IIA:l = const und

¥ MA 1B;_q = const, also ist M auch Mittelpunkt von B1B2...Bp,
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