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A. Niiherungsrechnung

1. Ermittlung von Néherungswerten

In den Naturwissenschaften und in der Technik haben wir es bei Berechnungen
hiufig mit GroBen zu tun, die zahlenméBig nur durch Niherungswerte angegeben
werden konnen. Dafiir wollen wir einige Beispiele angeben:

. Irrationale Zahlen (7, Y 2 u.a.) — Theoretisch kann man sie zwar auf beliebig viele
Dezimalen genau angeben. Beim praktischen Rechnen ist man jedoch auf Nihe-
rungswerte angewiesen.
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. Gemessene Groflen (Lingen, Massen, Krifte u.a.) — Eine Messung ist immer mehr
oder weniger ungenau. Zum Beispiel wird der Durchmesser einer Kugel mit der
Mikrometerschraube genauer bestimmt als mit der Schieblehre. AuBlerdem wirken
Einfliisse auf das Ergebnis der Messung, auf die spiiter eingegangen wird.

w

. MafBle von Einzel- und Fertigteilen in der Produktion (Abmessungen von Nieten,
Schrauben, Kapazitit von Kondensatoren u.a.) — In der Produktion sind fast
immer Werte fiir die MaBe festgelegt (Sollwerte), von denen das Einzelstiick mehr
oder weniger abweicht. Der Betrag, um den das Einzelstiick vom Sollwert hich-
stens abweichen darf, heit Toleranz.

Man sagt, derartige Niaherungswerte enthalten einen Fehler. Werden solche mit
Fehlern behaftete Werte als Ausgangswerte in Berechnungen verwendet, so sind
auch die Ergebnisse mit Fehlern behaftet. Das Teilgebiet der Mathematik, in dem
die Auswirkungen dieser Fehler auf Rechenergebnisse untersucht werden, heiBt
Niherungsrechnung. Mit ihr werden wir uns in den folgenden Kapiteln beschiftigen.

1. Grundlegende Begriffe

Zunichst wollen wir einige grundlegende Begriffe definieren, die wir in den folgen-
den Abschnitten benétigen. v

Die zu messende GroBe, z. B. eine Kraft, eine Linge, eine Zeit, bezeichnen wir als
MeBgroBe.

Der Gegenstand, an dem die Messung ausgefiihrt wird, heilt MeBgegenstand oder
MeBobjekt. Den Wert, den die Messung ergibt, bezeichnen wir als MeBwert. Hiufig
stellt der MeBwert — z.B. bei einer Léingenmessung — gleichzeitig das MeBergebnis
dar. In anderen Fillen wird aus einem oder mehreren Me3werten erst das MeBergebnis
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4 Ermittlung von Naherungswerten

berechnet. So errechnet man aus der gemessenen Wellenlinge die Frequenz, aus
Gewicht und Volumen eines MeBobjektes die Wichte.

Die einzelnen MeBwerte sind aus verschiedenen Griinden mehr oder weniger un-
genau. Abw elchungen vom wahren (genauen) Wert der MeBgréBe konnen z. B. durch
Umweltemﬂuq% wie Anderungen der Temperatur, der Luftfeuchtigkeit und des
Luftdruckes, auftreten. Solche Ab\velehungen haben ein bestimmtes Vorzeichen und
eine bestimmte GroBe. Sie lassen sich ausschalten oder mathematisch erfassen und
korrigieren. Wir nennen sie systematische Fehler.

Wird eine Messung mehrmals durchgefiihit, so stellt man fest, daB die einzelnen
MeRBwerte auch nach Ausschaltung der systematischen Fehler und trotz sorgfiltig-
sten Vorgehens noch immer voneinander abweichen. Diese Abweichungen kénnen
ihre Ursache in Schwankungen der persénlichen Auffassung des Beobachters — z. B.
beim Ablesen der MaBzahl und Schitzen der letzten Stelle — im toten Gang des
MeBgerites u.dgl. haben. Sie schwanken bei wiederholter Messung nach GréBe und
Vorzeichen. Da sie zufilliger Natur sind, nennen wir diese Abweichungen zufillige
Fehler. Um etwas iiber ihren Einfluf auf den MeBwert bzw. das MeBergebnis aus-
sagen, zu koénnen, mufl man die betleffende GroBe mehrmals messen. Zu diesem
Zweck legt man die MeBreihen an.

2. Der Fehler eines Niiherungswertes

Den Fehler eines Niherungswertes — hiaufig absoluter Fehler genannt — erhalten
wir. indem wir vom Niherungswert # den genauen Wert 2 *subtrahieren. Es ist
Aw= i — a. Der Fehler ist also positiv, wenn der Niherungswert gréfBer ist als der
genaue Wert, und negativ, wenn der Niherungswert kleiner ist als der genaue Wert.

Beispiel 1:

Wiihlen wir fiir § zur Vereinfachung einer Rechnung an Stelle des genauen Wertes
2= 0,375 den Niherungswert = 0.4, dann betriigt der Fehler

Ax= 04— 0375= +0,025.
Beispiel 2
Der Fehler Ax betrigt fir z ~ 3,14

Ar=314—3,14159...=—000159 ...

Als relativen Fehler eines Niherungswertes bezeichnen wir das Verhiltnis seines
Fehlers zu seinem genauen Wert. Der relative Fehler ¢ ist also

Ax
d_T. (1)

Ist der Fehler klein im Vergleich zum genauen Wert z bzw. zu dessen Niherungs-
wert I, so konnen wir an Stelle des genauen Wertes den Niherungswert setzen. Es
gilt dann

.‘5=g' (1)
=
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Beispiel 3:
Der relative Fehler fiir § ~ 0,4 betrigt nach (1)

Ae 40,025 i
z 0375 + 0,066,
Nach (1’) erhalten wir
Az _ 0025 _ | 60625
T 0.4

Beispiel 4:
Fiir 7 ~ 3,14 erhalten wir als relativen Fehler
— 0,001 59

Az =
== 3,14 — =~ —0.0005.

In der Praxis gibt man hiufig den relativen Fehler in Prozenten an und nennt ihn
dann den prozentualen Fehler.

Er ist
59 =AT”"'.100%. 2)

Beispiel 5: )
Fiir Beispiel 4 ergibt sich der prozentuale Fehler zu

0%, = —0,05%.

Wir miissen noch beachten, daB die Angabe des relativen Fehlers nicht immer
sinnvoll ist. Das ist vor allem dann der Fall, wenn der MeBbereich einen willkiirlich
festgelegten Nullpunkt enthilt. Haben wir z.B. die Temperatur ¢ =1°C mit einein
Fehler von 0,5° gemessen, so erhalten wir nach der Celsiusskala den relativen
Fehler zu 0;'? -100%; = 50%,, nach der Kelvinskala zu 2(7):;2 1009, = 0,189, . Die
Ursache ist darin zu sehen, daB 0°C keinen eigentlichen Nullpunkt darstellt, sondern
nur ein Fixpunkt der Temperaturskala ist, den man willkirlich mit 0° bezeich-
net hat. Der eigentliche Nullpunkt liegt bei —273,2°C = 0°K. Der relative Fehler
betrigt deshalb 0,189%,.

3. Das Ergebnis einer MeBreihe

Da wir wissen, daff jeder MeBwert mit Ungenauigkeiten behaftet ist, verlassen wir
uns grundsitzlich nicht auf eine Messung, sondern wir bestimmen eine MeBgrofie
durch eine Reihe einzelner Messungen, die unter moglichst gleichen Voraussetzungen
vorgenommen werden. Die Anzahl der Einzelmessungen hiingt davon ab, wie genau
das MeBinstrument arbeitet und welche Genauigkeit das MeBergebnis haben soll
Je groBer die Anzahl der Einzelmessungen ist, desto genauer wird das Ergebnis.

Aus den einzelnen MeBwerten einer MeBreihe bestimmen wir das Ergebnis aller
Messungen.















































































































































































































































































































