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1. Exponential-

und Logarithmusfunktion

Das Flaggschiff der sowjetischen Eismeerflotte ist der Eisbrecher ,,Lenin®, der mit
Kernenergie betrieben wird. Das Schiff, das eine Wasserverdringung von 16000 t
besitzt, entwickelt im freien Fahrwasser eine Geschwindigkeit von 18 kn, und selbst
bei ununterbrochener Fahrt in 2,4 m dickem Eis vermag es noch 2 Seemeilen in der
Stunde zuriickzulegen. Der Kernbrennstoff, das angereicherte Uran 235, zerfallt im
Reaktor des Eisbrechers und gibt Wirmeenergie frei. Der Zerfall eines radioaktiven
Elements vollzieht sich nach folgendem Zerfallsgesetz:

(1) n=mny-e?

Darin bedeuten:

ny die Anzahl der zu einem (willkiirlich angenommenen) Zeitpunkt Null vorhandenen

unzerfallenen Atome;

eine wichtige Konstante, deren Wert 2,718 ... betrigt;

A eine Materialkonstante;

t  die (verinderliche) Zeit, gemessen vom (willkiirlich angenommenen) Zeitpunkt
Null;

n  die (verinderliche) Anzahl der zur Zeit ¢ noch nicht zerfallenen Atome.

®

Durch (1) wird jedem Wert von ¢ ein Wert n zugeordnet, (1) ist also der analytische
Ausdruck einer Funktion. Funktionen, bei denen eine Verinderliche als Exponent
einer Potenz auftritt, heien Exponentialfunktionen.
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1.1. Zur Wiederholung

Berechnen Sie 2% und (%)’, wenn x nacheinander die folgenden Werte i !
a) 2 b) 5 ) 1 d) 10 e) 20 ) —1

g —4 h) —5 i) —7 k) —10 1) —20

Berechnen Sie a) 10% und b) (%)’,

wenn x nacheinander die Werte —10; —9; —8; ...;—1;0;1; ...; 10 annimmt!
Welche Besonderheit ergibt sich in den Aufgaben 1 und 2 bei x =07

Berechnen Sie 2% und (%)‘, wenn x nacheinander die folgenden Werte immt!

a) 4,5 b) 3,75 oy a) 2.5 &)~ Hne 01
h) D015 k)5 05 m) + n) + o) —
D-+ 9-% O-3 9-3 9-7 w-3 9-F
Berechnen Sie 10* und (%)x, wenn x nacheinander die unter Aufgabe 4. a) bis v) aufgefiihrten

Werte annimmt !

Untersuchen Sie A) (— 3)*, B) (— %)x, C) (—10)*, wenn x nacheinander die folgenden Werte
annimmt!

a) 4 b) 3 o) 2 a5 o) f) +

8 — b) — i) —2 k) -3 -4

Begriinden Sie die Ergebnisse mit Hilfe der Potenz- und Wurzelrechnung!

Berechnen Sie A) 27%, B) (3) 7, €) 107, wenn x nacheinander dic folgenden Werte annimmt !
a) 3 b) & OE 4 0 -5 f)—1 8 —+
Welche Exponenten gehoren zu den folgenden Potenzwerten, wenn die Basis 2 ist?

a) 8 b) 128 o+ 4 5 ©) o )72z

3 fs Wl 1 1
8 1% h) /32 DI R Ry VE—
V8 yo4
Welche Exponenten gehéren zu den folgenden Potenzwerten, wenn die Basis 10 ist?
a) 100 b) 100000 ) 1 Milliarde

000l O g D VI g VoI

a) Wie konnen Sie die Losungen der Aufgaben 8 und 9 auf jhre Richtigkeit iiberpriifen ?

b) Bilden Sie weitere Aufgaben dieser Art!

a) Erlautern Sie an Hand eines selbstgewihlten Beispiels den Begriff ,,zueinander inverser
Funktionen®!

b) Beschreiben Sie, wie Sie zu einer gegebenen Funktion (z. B. y = x?) die inverse Funktion
bestimmen!

¢) Bestimmen Sie die zu y = x? inverse Funktion! Welcher Unterschied besteht zur Inver-
sion von y = x2?

d) Welche Eig haft besi die Bilder i der inverser Funktionen, die in dasselbe
Koordinatensystem gezeichnet sind ?

€) Welche GesetzmiBigkeit besteht zwischen Definitionsbereich und Wertevorrat zueinander
inverser Funktionen ?




1.2. Die Exponentialfunktionen
y=a*(a>0)

Die Exponentialfunktionen y = 2%, y = (%)’, y=10% y= (Tlo)x
Die Exponentialfunktionen

@ y=25y=(357=105y=(3)

sind Beispiele fiir die Exponentialfunktionen vom Typ

(3) ¥y =a*(a>0)

wobei x die Gesamtheit aller reellen Zahlen, dagegen a eine bestimmte positive reelle
Zahl bedeuten.

Rechnen Sie Funktionswerte fiir die in (2) angegebenen Exponentialfunktionen
fiir rationale x-Werte aus, und tragen Sie die erhaltenen Wertepaare als Bild-
punkte in ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem ein!

Eine Potenz a* mit @ > 0 und x rational ergibt genau einen positiven reellen Potenz-
wert, der entweder mit Hilfe der Potenz- bzw. Wurzelrechnung oder durch Intervall-
hachtelung als rationaler Niherungswert mit beliebiger Genauigkeit berechnet
werden kann.
Fiir irrationale Werte von x lassen sich in y = a* die Funktionswerte nur niherungs-
weise berechnen, indem man statt der irrationalen Exponenten rationale Niherungs-
werte benutzt. Durch Anwendung der Intervallschachtelung 148t sich der Potenz-
wert der Potenz mit irrationalem Exponenten zwischen zwei benachbarte Potenzen
mit rationalem Exponenten einschachteln.

- Beispiel 1: Es ist 10% niherungsweise zu berechnen.

Lésung: Aus 14 < VE < 1,5

folgt 1014 < 10)* < 1015,
Wegen 1004 = {107 = 25,12 und 1015 = 1000 — 31,62
gilt demnach 25,12 < 10"* < 31,62.

Diese Intervallschranken lassen sich aber noch wesentlich einengen:
Aus 141421 < V2 < 1,41422
folgt 10141421 (/% < 10141422,
Wegen 10141921 — 25 9544 und 10141422 — 25 9550
gilt demnach 25,9544 < 10 < 25,9550.
Die beiden Potenzen unterscheiden sich um weniger als Tol‘oﬁ'
Da die rationalen Zahlen dicht liegen, liit sich jeder irrationale Exponent so weit

durch rationale Exponenten annihern, daB die zugeordneten Potenzwerte zu einer
festen Basis sich beliebig wenig unterscheiden. Somit kann der Potenzwert einer
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