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1 Aufgaben

1963 wurde ein Sonderheft der ”Wissenschaft und Fortschritt” vertffentlicht, in das 50 ausgewéhlte
Aufgaben der Jahrginge 1961 bis 1963 aufgenommen wurden.

Aufgabe S 1‘

Als "magisches Quadrat” bezeichnet man eine quadratische Anordnung von Zahlen, bei der die Sum-
me aller in einer Zeile bzw. Spalte (oft auch Diagonalen) stehenden Zahlen konstant ist.

Manche magischen Quadrate sind zentralsymmetrisch, d.h., die Summe ie zweier zum Mittelpunkt des
Quadrats symmetrisch gelegener Zahlen ist konstant.

Man beweise, dass in diesem Fall zwei Zeilen bzw. Spalten, die zu einer Mittellinie des Quadrats
symmetrisch liegen, die gleiche Quadratsumme ergeben. Beispiel:

16 3 2 13

5 10 11 8
9 6 7 12
4 156 14 1

‘ Aufgabe S 2 ‘

Ein Quadrat ist in 3 - 3 = 9 quadratische Felder geteilt. In diese 9 Felder sind 9 verschiedene Zahlen
aus der Folge 1,2, 3, ..., 30 so einzutragen, dass das Produkt aus den drei Zahlen einer jeden Zeile und
einer jeden Spalte stets gleich 270 ist.

‘ Aufgabe S 3 ‘

Auf einer Feier stofit jeder Anwesende mit jedem anderen an; die Gléser erklingen 120 mal. Als es
zum Tanzen geht, sagt jemand: ”Wenn jeder Herr mit jeder Dame tanzt, so konnen wir insgesamt 60
verschiedene Paare bilden.”

Wie viele Damen und wie viele Herren waren anwesend? Die Herren war in der Uberzahl.

Aufgabe S 4

Der kleine Zeiger der Uhr wird wiahrend eines Umlaufs mehrmals von grofien Zeiger {iberholt.

1. Es sind die Winkel zu berechnen, die beide Zeiger beim Uberrunden mit der Zeigerstellung um
0" bilden.

2. Es ist die Gleichung anzugeben, aus der man die Zeit (in min) errechnen kann, die der grofie
Zeiger von einer beliebigen Stunde bis zum Erreichen des kleinen Zeigers benétigt.

Aufgabe S 5

Drei Damen, alle unter 50 Jahre alt, treffen sich zur Geburtstagsfeier der jiingsten.

”Ich habe ein seltsames Alter erreicht”, sagt das Geburtstagskind, ”ich bin 5% mal so alt wie meine
Tochter und 11 mal so alt wie mein Sohn. Wenn mein Sohn so alt sein wird, wie meine Tochter jetzt
ist, dann werde ich 6 mal so alt sein wie er und 4 mal so alt wie meine Tochter.”
”Merkwiirdig”, erwiderte die zweite, ”mit mir und meinen zwei Kindern steht es ebenso
”Das ist doch aber ein Zufall!” sagte die dritte nach einigem Nachdenken, ”die gleiche Rechnung
stimmt bei mir und meinen zwei Kindern! Und dabei sind wir drei Frauen doch verschieden alt!”
Wie alt sind die Miitter und ihre Kinder?
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Aufgabe S 6

Jorg kann ”zaubern”. Gestern kam Jo6rg mit einer Sensation in die Schule; er kénne mathematisch
zaubern! Wir waren natiirlich alle sehr gespannt, wie er das wohl fertigbringen wolle, und gleich in
der ersten Pause musste er mit der Zauberei beginnen.

Nachdem er mit dem Gesicht zur Wand gestellt worden war, damit er ja nicht sihe, was ich schrieb,
forderte er mich auf, eine dreistellige Zahl zu wéhlen, deren Ziffer in der Hunderterstelle um 2 héher
sein miisse als die Einerstelle; die Zehnerstelle kénne eine beliebige Zahl sein.

Ich schrieb 5 1 3 und sollte nun die Zahl umgedreht” daruntersetzen 3 1 5 und von der ersten abzie-
hen, der Differenz 1 9 8 (die Jorg nicht kannte!) 1 2 hinzuzéhlen und die Summe 210 : 70 teilen; der
Quotient 3 musste mit 12 multipliziert werden, was 36 ergab.

Jetzt glinzte Jorg noch mit dem neuesten Wissen, das wir seit der letzten Mathematikstunde hatten,
und verlangte, aus dem Produkt die Quadratwurzel zu ziehen: v/36 = 6.

Damit war das Kunststiick zu Ende. und er verkiindete, dass wir 6 erhalten hétten.

Unser Erstaunen war grof)! Er wurde bestiirmt zu sagen, wie er das mache, und er méchte vor allem
noch einmal seine Kunst unter Beweis stellen, was er auch gern tat.

Mir lief die Sache den ganzen Tag keine Ruhe, und am Nachmittag setzte ich mich hin und griibelte
so lange, bis ich die mathematische GesetzméfBigkeit entdeckt und algebraisch bewiesen hatte, die Jorg
dieses " Rechenkunststiick” erméglichte.

Wie muss man das wohl anstellen? Unsere Aufgabe lautet also:

Man schreibe eine beliebige dreistellige Zahl, deren Hunderterstelle um zwei grofler ist als die Ei-
nerstelle. Von ihr subtrahiere man die Zahl, die man erhélt, wenn man in der urspriinglichen Zahl die
Reihenfolge der Ziffern umkehrt. Zum Ergebnis addiere man 12; der Reihe nach sind dann mit den
jeweiligen Ergebnissen folgende weitere Rechenoperationen auszufiihren: Division durch 70; Multipli-
kation mit 12 und man ziehe die Wurzel! Das Ergebnis ist 6.

1. Wie ist es moglich, dass bei einer beliebigen Zahl als Ausgangsgréfie das Ergebnis der Rechen-
operationen vorausgesagt werden kann?

2. Ist eine allgemeine Losung moglich, bei der die Hunderterstelle um n grofler ist als die Einerstelle?
(n=1,2,...,9)

‘ Aufgabe S 7 ‘

Auf einer 22,5 km langen StraBenbahnstrecke sollen wihrend der Zeit von 8" bis 16" die Wagenziige in
beiden Richtungen in 10-min-Folge verkehren. Die ersten Ziige dieser Betriebszeit verlassen 8" die bei-
den Endhaltestellen. Thre Durchschnittsgeschwindigkeit (einschlielich der Haltezeiten) betréigt 18’%”.
Das Fahrpersonal soll an den Endhaltestellen eine Pause von mindestens 10 und héchstens 20 min
haben.

1. Wann verléisst der erste von Endhaltestelle A abfahrende Wagenzug diese Endhaltestelle zum
zweitenmal?

2. Wieviel Wagenziige miissen auf dieser Strecke in der Betriebszeit von 8" bis 16" eingesetzt
werden? Dabei sollen Ziige, die aus dem Berufsverkehr vor 8" noch auf der Strecke sind und
aussetzen, sowie Ziige, die fiir den 16" beginnenden Berufsverkehr bereits vorher zusitzlich auf
die Strecke gehen, nicht mitgerechnet werden.

3. In welchen Zeitabsténden begegnen sich die Wagenziige?

Aufgabe S 8

Auf einer Eisenbahnstrecke begegnen sich ein D-Zug und ein Schnelltriebwagen. Der D-Zug hat eine
Lénge von [y = 260 m und eine Geschwindigkeit von vy = 90 kTm, der Schnelltriebwagen ist [y = 30 m



lang und hat eine Geschwindigkeit von vy, = 144 I“Tm
Wie lange dauert fiir einen Reisenden im D-Zug die Vorbeifahrt des Triebwagens und fiir einen Rei-
senden im Triebwagen die Vorbeifahrt des D-Zuges?

Aufgabe S 9

Eine Gesellschaft von 12 Personen wollte nach einem 20 km entfernten Ort gelangen. Thr stand jedoch
nur eine Taxe zur Verfiigung, die aufler dem Fahrer drei Personen beférdern kann. Man arbeitete
einen ” Transportplan” aus, der garantierte, dass bei gleichzeitigem Aufbruch aller Personen auch alle
gleichzeitig am Ziel anlangten. Dabei wurde eine Durchschnittsgeschwindigkeit der Taxe von 65 kTm
und der Fufigénger von 5 kTm vorausgesetzt.

Wie sah der Transportplan aus?

Aufgabe S 10

Das Passagierflugzeug IL 14 P der Deutschen Lufthansa wiegt einschliellich voller Nutzlast etwa
18000 kp. Es benétigt beim Start vom Beginn des Rollens bis zum Abheben vom Boden ungefihr 30
s und hat im Augenblick des Abhebens eine Geschwindigkeit von rund 160 kTm

Bei den folgenden Berechnungen werde von der Reibung und vom Luftwiderstand abgesehen und die
Bewegung des Flugzeugs als gleichférmig beschleunigt betrachtet.

1. Wie grof} ist die Durchschnittsgeschwindigkeit beim Rollen?

2. Wie grof} ist die Rollstrecke?

3. Wie grof3 ist die Beschleunigung des Flugzeugs?

4. Welche Kraft ist notwendig, um diese Beschleunigung hervorzurufen?

5. Welche Arbeit wird von den beiden Motoren wahrend des Rollens fiir die Beschleunigung voll-
bracht?

6. Welche Leistung (in PS) muss jeder der beiden Motoren dazu abgeben?

Aufgabe S 11‘

Es sind alle vierziffrigen Zahlen zu ermitteln, die folgende Eigenschaften haben:

1. Die Summe aus der ersten und zweiten Stelle ist gleich dem Quadrat aus der ersten Stelle.
2. Die Differenz aus der zweiten und der dritten Stelle ist gleich der ersten Stelle.

3. Die Summe aus der dritten und der vierten Stelle ist gleich der zweiten Stelle.

Wie kann man diese Zahlen allgemein darstellen?

Aufgabe S 12

Ein Schiiler kiirzt den Bruch g falschlicherweise, indem er in Zdhler und Nenner jeweils die Ziffer
6 streicht. Er erhélt damit das richtige Ergebnis %.

Es ist festzustellen, fiir welche Briiche mit zweiziffrigem Zahler und zweiziffrigem Nenner dieses feh-
lerhafte Verfahren ebenfalls zum richtigen Ergebnis fiihrt.

Aufgabe S 13

Elli und Gerda erhalten das gleiche Monatsgehalt. ” Als ich noch mein Anfingergehalt bekam, wurden
mir einmal 13 Geldscheine ausgezahlt, und zwar doppelt soviel 50-DM-Scheine wie 1-DM-Scheine,
dazu noch einige 10-DM-Scheine; heute kann ich dasselbe sagen”, erklért Elli.

Da erwidert Gerda: ”Ich bekam 5 mal soviel 20-DM-Scheine wie 1-DM-Scheine, dazu noch 5-DM-
Scheine, im ganzen doppelt so viele wie du. Wenn ich erst iiber 400 DM verdienen werde, spare ich



doppelt soviel wie jetzt.”
Wieviel Gehalt wurde jeder gezahlt, und wieviel Scheine jeder Sorte erhielten sie?

Aufgabe S 14

Eine Tiiroffoung von 90 cm Breite soll mit Brettern zugenagelt werden. Zur Verfiigung stehen Bretter
passender Lénge von 8 cm, 10 cm und 12 cm Breite.
Welche Moglichkeiten gibt es. wenn kein Brett der Léange nach durchgeséigt werden soll?

Aufgabe S 15

Fiinf Hausfrauen wollen Schrippen kaufen. Als der Bécker die vorréitigen gezihlt hatte, erlaubt er
sich einen Scherz: ”Wenn jede von Thnen die Hilfte der jeweils vorhandenen Schrippen und eine halbe
dazu kauft, bleibt keine iibrig!” Wieviel Schrippen hatte der Bécker, und wieviel hdtten nach diesem
Vorschlag die einzelnen Kundinnen erhalten?

Aufgabe S 16

In einem Konstruktionsbiiro sollen die Konstruktionsunterlagen fiir die Spezialanfertigung einer La-
boratoriumszentrifuge ausgearbeitet werden. Zwischen Antriebsmotor und Zentrifuge wird ein Stufen-
getriebe eingebaut, das folgenden Anforderungen geniigen soll:

1. Die erste Stufe ist Direktkupplung der Zentrifuge an den Motor, der eine Drehzahl a; = 6400 min~!
hat.

2. Das Getriebe soll insgesamt fiinf verschiedene Drehzahlen erméglichen.

3. Die Drehzahl as soll 75% der Drehzahl a; betragen, ebenso die Drehzahl a3 75% von as und so
fort.

Das Getriebe erhélt den in der Abbildung schematisch dargestellten Aufbau. (a Antrieb, b Abtrieb, S
Schaltstellung)

al 13 6\‘8 bal| s __6 ‘8 bal s 6\8 ba il 3__6 ‘8 ba NEE 6\8 b
- T T { {
\ ‘ | | ‘ ! ‘ ‘ ! ‘ | | \ ‘ ! \ | |
2‘ ‘4 5‘ 7 ) ‘4 5 7 ) ‘4 5‘ 7 2‘ , 5 7 2‘ \ 5[ -
S1 S2 S3 S4 S5

a) Es ist die Folge a1, a9, a3, as, as der Drehzahlen aufzustellen.

b) Welche Ubersetzungen miissen die Riderpaare (3,4), (5,6), (7,8) erhalten, wenn das Réderpaar
(1,2) im Verhéltnis 1 : 1 {ibersetzt?

¢) Wie grofi miissen die Radien der Réder 1,2,3,4,5,6,7,8 gewdhlt werden? Der Abstand der Vor-
gelegewelle von der Antriebs- beziehungsweise Abtriebswelle betrigt 175 mm (von Wellenmitte zu
Wellenmitte gemessen).

‘ Aufgabe S 17 ‘

Die Zahlenfolgen (s,) = 1;3;4;4:2;... und (¢,) = %;14;2;2; 4, . haben die Bildungsgesetze s, = 1

und ¢, = ”Tfl

Welches Bildungsgesetz hat die aus beiden zusammengesetzte Folge

Un) = 1’1’2’2’373,474’5’5’6’6"“



Anmerkung: Oft wird angegeben: Es ist us, = t, und ug, 1 = S,. Das ist nicht die gewiinschte
Losung. Gesucht wird vielmehr ein einheitliches Bildungsgesetz u,,, das fiir n = 1;2; 3; ... die Glieder
der zusammengesetzten Folge ergibt.

Aufgabe S 18

Wie lautet das Bildungsgesetz (das allgemeine Glied) der Zahlenfolge

(vn) =0,2,2,3,5,5,6,8,8,9,11, 11, ...

Aufgabe S 19

Zu untersuchen sind Kreiskegelstiimpfe mit gleicher Hohe und flichengleichen Achsschnitten. Wie
grof muss der Deckkreisradius sein, damit das Volumen moéglichst grof wird?
Losung a mit Hilfe, b ohne Verwendung der Differentialrechnung.

Aufgabe S 20

Welchen Neigungswinkel o muss eine schiefe Ebene mit der Basis ¢ haben, wenn eine Kugel auf
ihr in kiirzester Zeit herabrollen soll? Die Reibung und das Drehmoment werden vernachléssigt.

Aufgabe S 21

Ein Lichtstrahl werde in einem kugelférmigen Fliissigkeitstropfen einmal partiell reflektiert. Der Bre-
chungsindex Luft-Fliissigkeit sei npp.

1. Welchen Winkel kénnen einfallender und ausfallender Strahl maximal miteinander bilden (vgl.
Abbildung)?

2. Welche Werte ergeben sich, wenn die Fliissigkeit Wasser ist? Fiir den Brechungsindex Luft-
Wasser gilt npp = %.

3. Welche Folgerung liasst das Ergebnis auf den Regenbogen zu?

Aufgabe S 22

Zur Umsetzung von Drehbewegungen in geradlinige Bewegungen gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Bei Werkzeugmaschinen werden hiufig die Kreuzschleife (Konstruktionsprinzip siehe erste Abbildung)
und die schwingende Kurbelschleife (Konstruktionsprinzip siehe zweite Abbildung angewendet.



a)

e)

—

b LI

Es ist die Auslenkung s des schwingenden Maschinenteils (Werkzeug oder Werkstiick) in Abhéngigkeit
vom Drehwinkel ¢ anzugeben und die Funktion s = f(¢) in einem rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystem mit r = 1,a = 0,5 und I = 3 darzustellen. Welcher wesentliche Unterschied besteht
hinsichtlich der Bewegung des schwingenden Maschinenteils zwischen den beiden Antriebsarten?

Fiir die Kreuzschleife sind die Geschwindigkeit v = v(t) und die Beschleunigung b = b(t) des
schwingenden Maschinenteils zu ermitteln; die Winkelgeschwindigkeit w sei konstant: w = % =
konstant.

Wie grof} ist der absolute Extremwert der Beschleunigung bei der Kreuzschleife? Welchen Durch-
messer d muss der Bolzen B mindestens haben, wenn 7 die Scherfestigkeit des Bolzenwerkstoffs
und m die Masse des schwingenden Maschinenteils ist?

Es gilt 7 = %, wobei F der Querschnitt des Materials und P die zum Abscheren (gegenseitiges
Verschieben zweier ”benachbarter” Querschnitte) erforderliche Kraft ist. Die Reibung werde ver-
nachléssigt.

Fiir die schwingende Kurbelschleife ist aus der graphischen Darstellung der Weg-Zeit-Funktion
der anndhernde Verlauf der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion und der Beschleunigung-Zeit-Funktion
abzulesen und graphisch darzustellen. Auch dabei gelte w = # = konstant.

Fiir welche Arten von Maschinen kommen diese beiden Antriebsarten auf Grund ihrer Eigenschaften
vorwiegend in Frage?

‘ Aufgabe S 23

Der Durchmesser d eines Kreises wird von einer Sehne unter einem Winkel von 30° so geschnitten,
dass er im Verhéltnis § = % geteilt wird.

a) Wie lang ist die Sehne?

b) Welchen Abstand hat die Sehne vom Mittelpunkt des Kreises?



‘ Aufgabe S 24

a) In eine Hohlkugel mit dem Durchmesser D = 2R sollen sechs kleinere, gleich grofie Kugeln so
eingelagert werden, dass jede von ihnen die Hohlkugel von innen und vier der kleineren Kugel
beriihrt. Wie grof muss der Durchmesser d = 2r der kleineren Kugeln gewahlt werden?

b) In eine Hohlkugel mit dem Durchmesser D = 2R sollen acht kleinere, gleich groie Kugeln so
eingelagert werden, dass jede von ihnen die Hohlkugeln von innen und drei der kleineren Kugeln
beriihrt. Es ist der Durchmesser d = 2r der kleineren Kugeln zu bestimmen.

c¢) Der Hohlkugel sind vier einander gleiche Kugeln so einzulagern, dass jede Kugel jede andere Kugel
beriihrt. Wie grof3 ist ihr Durchmesser d = 2r?

‘ Aufgabe S 25

a) Ein Zahnrad K mit dem Teilkreisdurchmesser d = 2r rollt auf einem feststehenden Zahnrad K
mit dem gleichen Teilkreisdurchmesser ab. Wie oft dreht sich Ks bei einem vollen Umlauf um K;
um seine Achse?

b) Ein Zahnrad K3 mit dem Teilkreisdurchmesser dy = 27 rollt auf einem feststehenden Zahnrad K;
mit einem Teilkreisdurchmesser d; = 2r; = 3dy ab. Wie oft dreht sich K5 bei einem vollen Umlauf
um K7 um seine Achse?

¢) Ein Zahnrad K3 mit dem Teilkreisdurchmesser dy = 2r5 rollt auf einem feststehenden Zahnrad K;
mit dem Teilkreisdurchmesser d; = 2r1 = %dz ab. Wie oft muss es umlaufen, bis es sich genau
einmal um seine eigene Achse gedreht hat?

‘ Aufgabe S 26

Fiir das Kraftwerk Klingenberg in Berlin-Rummelsburg wurden zwei neue Schornsteine gebaut. Jeder
von ihnen besteht aus einem Betonmantel, der die Form eines hohlen Kreiskegelstumpfs mit den fol-
genden Maflen hat:

Unterer lichter Durchmesser d,, = 10,00 m, oberer lichter Durchmesser d, = 7,50 m, unterer &uflerer
Durchmesser D,, = 11,20 m, oberer duflerer Durchmesser D, = 7,80 m, Héhe H = 140,00 m.

Dieser Mantel erhielt eine Auskleidung von Glaswolle, Kieselgur und Klinkersteinen.

a) Wieviel Kubikmeter Beton wurden fiir jeden der beiden Schornsteinméntel benotigt?

b) Wie grof} ist das Gewicht G jedes der beiden Schornsteinméntel? Die Wichte  des verwendeten

Betons werde mit v = 2,4M

% angenommen.

¢) Welchen Druck iibt der Schornsteinmantel auf das Fundament aus?

‘ Aufgabe S 27

Auf ihrem Flug um den Mond n#herte sich die sowjetische Raumstation Lunik 3 dem Erdtraban-
ten bis auf etwa 7000 km. Fiir die folgenden Berechnungen werde der Mondradius r mit r =~ 1750 km
angenommen, der Flidcheninhalt F' einer Kugelkappe mit dem Kugelradius » und der Kappenhohe A
ist F' = 27rh, wobei m & 2—72 gesetzt werde.

a) Wie grof} ist das Gebiet des Mondes, das aus dieser Entfernung iibersehen werden kénnte?

b) Wieviel Prozent der Mondoberflache sind dies?

)
)

¢) Unter welchem Sehwinkel ¢ wire der Mond aus dieser Entfernung zu beobachten?
)

d) Wie breit muss ein Gegenstand sein, der aus 100 m Entfernung unter demselben Sehwinkel gesehen

werden soll?



Aufgabe S 28

Der geometrische Mittelpunkt der kreiszylinderférmigen Ausfrisung (Abbildung) sei nicht bekannt.
Zur Ermittlung des Durchmessers D = 2R werden in die Ausfrdsung genau geschliffene Bolzen mit
dem Durchmesser d = 2r = 30 mm gelegt und a zu a = 12 mm bestimmt.

Welchen Durchmesser D hat die Ausfrasung?

Aufgabe S 29

Ein Lehrling soll in einer Kugellagerfabrik 1000 Kugeln mit einem Durchmesser von 1 cm abzihlen.
Um diese Arbeit zu beschleunigen, nimmt er ein Gefafi mit den Innenmaflen 10 cm x 10 ¢ m x 10 cm;
er legt die erste Schicht sauber ein und fiillt dann weiter auf.

Zum Schluss stellt er fest, dass entgegen seinen Erwartungen der Innenraum des Gefédfles nicht vollig
gefiillt wird. Er zihlt deshalb die Kugeln ab. Uberraschenderweise sind es mehr als tausend.

Wie viele waren es, und wieviel Zentimeter fehlten von der obersten Kugelschicht bis zum Rand des
Geféfles?

Aufgabe S 30 ‘

‘ s
O E { e 1

-

Es sind die Mafle eines Ardometers zu bestimmen, an das folgende Forderungen gestellt werden:
1. Messbereich von p; = 1,00 bis pg = 2,00-%5;
2.d=2r =1 cm;

3.D=2R =2 cm;

4. Die Skalenteilung soll so eingerichtet werden, dass im Mittel 2 mm Skalenléinge einer Differenz von
0,01_Z5 entsprechen.

Wie sind die Werte fiir h, H, L und fiir die Masse m des Ardometers zu wéhlen?

g9
cm3

Aufgabe S 31

Gegeben sind a und b mit a > b. Es ist a“—_bb zu konstruieren.



Aufgabe S 32

A a B

Gegeben ist ein Trapez mit den parallelen Seiten a und ¢, der Hohe A und dem Winkel a (Abbildung).
Gesucht ist die Parallele zu a und ¢, die die Flidche des Trapezes halbiert.
Losung 1. durch Berechnung, 2. durch Konstruktion.

Aufgabe S 33

Gegeben sind drei zueinander parallele Geraden. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren,
dessen Endpunkte je auf einer der gegebenen Geraden liegen.

‘ Aufgabe S 34 ‘

Konstruiere ein Dreieck aus s, = 6 cm, hy = 5 cm, h, = Tem!

‘ Aufgabe S 35 ‘

Gegeben sind zwei Punkte A und B. Man konstruiere unter ausschlieflicher Verwendung des Zir-
kels (also ohne Verwendung eines Lineals) ein Quadrat, in dem A und B benachbarte Eckpunkte sind.

‘ Aufgabe S 36

Das Dreieck ABC sei bei C' rechtwinklig. Es sei CD = h. die Hohe der Hypotenuse; ferner seien
p der Radius des Inkreises im Dreieck ABC, p; und po die Radien der Inkreise in den Teildreiecken

ADC und BDC.
Man beweise, dass die Summe o der Inkreisradien p, p; und py gleich der Hohe h, ist!

Aufgabe S 37

Es sei 7 < 5. Beweisen Sie, dass dann auch gilt

a_ate ¢
b b+d d

Voraussetzung: a, b,c,d > 0.

Aufgabe S 38

Es sei K; ein Halbkreis mit dem Radius r1, K5 ein Kreis mit dem Radius r9 = 0,571, der den Durch-
messer und die Peripherie von K; beriihrt, und K3 ein Kreis mit dem Radius r3, der sowohl den
Durchmesser und die Peripherie von K als auch die Peripherie von K5 beriihrt.

Es ist zu beweisen, dass unter diesen Voraussetzungen fiir r3 gilt 4r3 = 4!
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Aufgabe S 39 ‘

Gegeben ist eine Gerade g und auf ihr zwei Punkte A und B.

Man beweise: Die Linge CT einer Tangente von einem auf g liegenden Punkt C an einen durch A und
B gehenden Kreis (T ist der Berithrungspunkt) ist nur von der Lage von C, nicht aber vom Radius r
des Kreises abhéngig.

‘ Aufgabe S 40 ‘

Warum kann eine Quadratzahl oberhalb von 9 niemals aus lauter ungeraden Ziffern bestehen?

‘Aufgabe S 41‘

Zwei Primzahlen, deren Differenz dem absoluten Betrag nach gleich 2 ist, nennt man Primzahlzwil-
linge.
Man beweise, dass oberhalb von 3 die Summe zweier Primzahlzwillinge stets durch 12 teilbar ist!

‘ Aufgabe S 42 ‘

Welchen Rest liasst die Zahl 2™ beim Teilen durch 37

‘ Aufgabe S 43 ‘

A th l ] Restkorper R
[ ] Kugel mit Durchmesser 1

Bei zentrisch-zylindrischer Durchbohrung einer Kugel verbleibt ein ringférmiger Restkorper R. Es soll
nachgewiesen werden, dass der Rauminhalt Vi dieses Restkorpers gleich dem Rauminhalt Vi einer
Kugel mit dem Durchmesser | ist, wenn 1 die Lénge der zylindrischen Bohrung ist (Abbildung).

Aufgabe S 44

Es ist a2 > 0.

Beweis: Ist a = 0, so ist auch a®> = 0, und die Behauptung richtig. Ist a # 0, so ist a? das Produkt
zweler Zahlen mit gleichen Vorzeichen, also positiv, und die Behauptung ist ebenfalls richtig.

Dann ist auch a2 — 2a +1 > —2a + 1.

Beweis: Es wurde auf beiden Seiten der Ungleichung Gleiches subtrahiert beziehungsweise addiert.

Durch Radizieren erhilt man
a—1>4+vV-2a+1

Setzt man nunmehr a = %, so ergibt sich

1 1
g1z TrT— 520

Das bedeutet, dass eine negative Zahl grofler als oder gleich Null sein soll. Wo steckt der Fehler?
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Aufgabe S 45

Beweis fiir die Behauptung, dass weniger mehr ist: Es ist

NN /1\" 1 /1\""
() > () 2= ()
Durch Logarithmieren ergibt sich daraus
1\" 1\
«(5) ()
Nach einem Logarithmengesetz ist 1ga”™ = m - 1g a; also folgt

1 1
e = 1) 1o =
n g2>(n+) g5

Dividiert man beide Seiten der Ungleichung durch Ig %, so erhélt man n > n+ 1. Wo steckt der Fehler?

Aufgabe S 46

Gesucht sind die Ellipse und die Hyperbel mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die lineare Exzentrizitat ist e = 20.

2. Die senkrecht aufeinanderstehenden Brennstrahlen I; und Il5 stehen zueinander im Verhéltnis
li:lo=4:3.

Es sind a) die Léngen der Brennstrahlen /; und Iy zu bestimmen und b) die Gleichungen der Kegel-
schnitte aufzustellen.

‘ Aufgabe S 47 ‘

In eine Welle sollen zwei Liangsnuten eingefrist werden (Querschnittszeichnung sieche Abbildung). Ein
Verdrehen der Welle um 135° ist mit den vorhandenen technischen Mitteln nicht zu erreichen. Daher
ist die Einstellung mittels eines Sehnenmafles erforderlich. Wie grof} ist das Sehnenmaf s?

Die erforderlichen Mafle sind der Abbildung zu entnehmen.

Aufgabe S 48

In einer Abteilung eines volkseigenen Betriebes sollen Massenbedarfsartikel hergestellt werden. Eine
Vorkalkulation ergibt, dass die Produktion insgesamt b = 1650,00 DM fixe Kosten im Monat (Pflege,
Wartung und Amortisation der Produktionsanlagen. Verwaltungskosten usw.) und m; = 6,50 DM
variable Kosten (je gefertigtes Stiick, Materialkosten, Arbeitslohne usw.) verursacht.

Der Werkabgabepreis (zuziiglich Produktionsabgabe) betriigt auf Grund preisrechtlicher Bestimmun-
gen my = 11,50 DM je Stiick.
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a) Es sind die Gesamtkosten y; der Produktion und der Gesamterlos y2 (unter der Voraussetzung,
dass die Produktion restlos abgesetzt wird) in Abhéngigkeit vom Produktionsausstofl x rechnerisch
und graphisch darzustellen.

b) Von welchem Produktionsaussto8 z, an wird die Produktion rentabel?
¢) Durch welche Mafinahmen kann die Rentabilitidt erhoht werden?

d) Welche Schlufifolgerungen ergeben sich, wenn die variablen Kosten m; den Werkabgabepreis mso
iibersteigen?

‘ Aufgabe S 49

In dem linearen Gleichungssystem
0,92 — 3,2y + 10,1 =0 , 1,12 — 1.0y +0,7=0

sind fiir die Koeffizienten der Unbekannten und fiir die absoluten Glieder Abweichungen von 40,05
zuldssig. Man bestimme fiir die Losungen x = 3 und y = 4 die grofitmoglichen Abweichungen nach
oben und nach unten!

Aufgabe S 50

Bei einem schliissellosen Vorhdngeschloss wird der Riegelteil mit vier einseitig gelegenen, gleichen und
gleichabstidndigen Z&hnen in eine Hiilse mit vier gleichen, unabhéngig voneinander um die Riegelachse
drehbaren Ringen eingefiihrt (Abbildung). Das ist aber nur bei einer bestimmten Stellung der Ringe
moglich, ebenso das Offnen des Schlosses.

Auf den Ringen sind je sechs Buchstaben eingeprigt; vier davon (je Ring einer) geben bei der
Offnungsstellung das dem Besitzer bekannte Schliisselwort.

a) Wieviel verschiedene Schliisselworter sind bei dieser Konstruktion an jedem Schloss moglich? Als
”Schliisselwort” gilt jede (auch sinnlose) Zusammenstellung von vier Buchstaben.

b) Es ist die Sicherheit dieses Schlosses mit der eines nach demselben Prinzip gebauten zu vergleichen,
das aber sechs Ringe mit je vier Buchstaben aufweist.

¢) Wieviel verschiedene Ringe mit je sechs verschiedenen aus den 26 Buchstaben des Alphabets kann
der Herstellerbetrieb anfertigen?
Dabei gelten Ringe dann als gleich, wenn sie - ohne Riicksicht auf die Reihenfolge - nur gleiche
Buchstaben aufweisen und der Einschnitt unter demselben Buchstaben ist.

d) Wieviel Schlosser mit verschiedenen Schliisselwortern kann man aus diesen Ringen herstellen?
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2 Losungen

Lésung S 1

Es seien ay, a9, as, ..., a, und by, be, b, ..., b, die beiden gewéhlten Zeilen (bzw. Spalten). Dann gilt
air+as+as+...+a,=s=by +by+b3+...+0b,

Weiterhin ist a1 + b, = t;a0 + b1 =t;...;ap, + by =t oder agy =t —by;a90 =t —by_1;...ap, =t — by
(1). Addiert man die Gleichungen, so ergibt sich s+ s =n-t = 2s (2). Quadriert man die Gleichungen
(1), so folgt

a? = (t —by)2 =12 = 2tb, + b2;..;a2 = (t — by)? =t — 2tby + b3

und durch Addition erhalt man daraus
ai+ a3+ ...+ai=nt>—2t(by +by+ ...+ b))+ + ..+ b2 =t(nt—2s)+bF+ ...+ b2

Wegen (2) ist aber nt — 2s = 0 und damit ist die Behauptung bewiesen.

Lésung S 2

Es wird zunéchst untersucht, welche von den Zahlen 1, 2, ..., 30 fiir die Losung in Frage kommen. Zu
diesem Zweck wird das Produkt 270 in Primfaktoren zerlegt: 270 =2-3-3-3-5 = 2! .33 .55

Die einzusetzenden Zahlen diirfen demnach nur die Faktoren 2,3, 32,33, 5 enthalten. Das sind die 10
Zahlen 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 27 und 30 und auflerdem die Zahl 1. Von diesen 11 Zahlen miissen 2
ausgeschieden werden. Das Produkt aller 11 Zahlen ist 2° - 31! - 54 wihrend das Produkt der 9 in das
Quadrat einzusetzenden Zahlen 2703 = 23 - 3% . 53 ergibt. Das Produkt aller 11 Zahlen enthilt also
gegeniiber dem Produkt der 9 Zahlen im Quadrat den Faktor 22 - 32 -5 = 180 zu viel. Das Produkt
der beiden auszuscheidenden Zahlen ist demnach 180.

Es sind zwei Fille moglich: 180 =6 - 30 = 10 - 18.

Nunmehr priifen wir, welche Anordnungsmoglichkeiten fiir die Primfaktoren bestehen. Da jeder der
Primfaktoren 2, 3 und 5 in jeder Zeile und in jeder Spalte in derselben Anzahl auftreten muss, wenn
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sein sollen, sind folgende Anordnungen méglich:

) 1) I11) V) V) VI)

X . . X . . . X . . X . . . X . . X

X . X . . . X X . . . X . X

Die einzelnen Anordnungen kénnen ineinander iibergefiithrt werden a) durch Vertauschung von Spalten
b) durch Vertauschung von Zeilen

Wegen der Gleichwertigkeit dieser Anordnungen ist es gleichgiiltig, in welches Feld man die 1 einsetzt.
Nimmt man das linke obere Feld, so entfallen fiir das Einsetzen der {ibrigen Faktoren die Schemata I
und II.

Da fur die Aufteilung der Primfaktoren 2, 3, 3, 3, 5 nur 4 Schemata (III bis VI) zur Verfiigung stehen,
fasst man 2 Faktoren zusammen: 3 -3 = 9. Man verteilt also 2, 3, 5, 9.

Dabei muss man beachten, dass die Faktoren 5 und 9 so verteilt werden miissen, dass sie nicht in einem
gemeinsamen Feld zusammentreffen; denn das Produkt 5 -9 = 45 liegt auflerhalb der zugelassenen
Zahlen. Also setzen wir die Zahlen 5 und 9 nach Schema III und VI (oder IV und V) als Teillésung
(a) ein:

1 5 9
5 9 .
9 5
nunmehr sind nicht die Faktoren 2 und 3 nach Schema IV und V einzusetzen. Man erhélt:
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1 5:-2 9-3 1 10 27
5-3 9 . =15 9 2
9.2 . 5 18 3 5

Die Zahlen 6 und 30 kommen nicht vor. Die Zahlen 10 und 18 auszulassen ist nicht moglich. Versucht
man némlich in Teillosung (a) die 2 einzusetzen, so stot sie auf jeden Fall an einer Stelle auf eine 5
oder 9, was 10 oder 18 ergeben wiirde, also gerade die Zahl, die man nicht in das Schema einordnen will.

Zum Schluss soll untersucht werden, wieviel verschiedene Anordnungen der Zahlen aus der oben ge-
fundenen Losung durch Vertauschung von Zeilen oder Spalten entstehen. Im folgenden Schema (b)

11 12 13
21 22 23
31 32 33

bedeutet die erste Ziffer jeder Zahl die Zeilennummer und die zweite die Spaltennummer. 3 Elemente,
hier die Zahlen 1, 2, 3 kann man in 6 verschiedene Anordnungen (Permutationen) niederschreiben.
Die Vertauschungen kann man sowohl mit den Zeilennummern als auch mit den Spaltennummern
durchfiihren. Man findet also 36 verschiedenen Umstellungen des Schemas (b).

Weitere 36 neue Anordnungen, welche die gestellten Bedingungen erfiillen, erhélt man, indem man in
jeder der bisher gefundenen 36 Losungen die Zeilen und die Spalten miteinander vertauscht. Es gibt
demnach 72 verschiedene Anordnungen als Losung der gestellten Aufgabe.

Lésung S 3

Jede der anwesenden Personen st68t mit (n-1) anderen Personen an. Das wéren n - (n — 1) ” Anstofe”;
dabei ist aber jedes Anstofilen doppelt gezéhlt. Die Gléser erklingen daher §(n — 1) mal.

Die quadratische Gleichung §(n —1) = 120 — n? —n — 240 = 0 hat die Loésungen n; = 16 und
ne = —15. Die negative Losung scheidet aus, so dass also 16 Personen anwesend waren.

Es seien nun d Damen und h Herren anwesend. Dann gilt, da jeder Herr mit jeder Dame tanzen soll,
das Gleichungssystem s+ h = 16; d-h = 60 mit den Losungen h; = 10,d; = 6 und hy = 6,dy = 10.
Da mehr Herren als Damen anwesend sind, sind also 10 Herren und 6 Damen bei der Feier.

Loésung S 4

1) Die Winkel, die die Zeiger mit der Zeigerstellung um 0" bilden, sind Funktionen der Zeit. Wir be-
zeichnen mit oy, den Winkel des kleines Zeigers mit der 0"-Stellung, ay den Winkel des grolen Zeigers

mit der 0"-Stellung, wy, = 31620,; = % die Winkelgeschwindigkeit des kleinen Zeigers, w, = 3?20 = g
die Winkelgeschwindigkeit des grofien Zeigers und t die Zeit (in h).
Dann gelten die Gleichungen o = wj -t und ay = wy - t. Wenn beide Zeiger sich decken, ist

ap = ag —n - 360° mit n = 0, 1, 2,... (ganzzahlige Umldufe des grofien Zeigers werden subtrahiert).
Aus den Gleichungen ergibt sich

360°n  360°n 12
t=wy -t —360° d t= - — Znh
MR oot wy—wr  330°/h 11"

Setzt man dies in die 1.Gleichung ein, so erhilt man fiir cp den Winkel ayg,, bei dem sich die Zeiger

o
decken: ay,, = 30° - 12p = 360,

2) Wir bezeichnen mit At die Zeitdifferenz zwischen dem Uberrunden und der vorausgegangenen
vollen Stunde, also At =t — n. Wegen 1) ergibt sich daraus

12 1
=|—=n-— =—nh
At (11n n> Hn

Mit 1 h = 60 min erhélt man schlieflich At = 82 min. Aus den Gleichungen von 1) und 2) kann man
eine Tabelle fiir n = 0, 1, ..., 11, ag, und At zusammenstellen.
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Lésung S 5

Es scheint sich um ein diophantisches Problem zu handeln. Die Losungen sind aber im vorliegen-
den Fall durch eine einfache Uberlegung zu finden:

Da die Miitter 11 mal so alt sind wie ihre jiingsten Kinder, kommen bei ganzzahligen Altersangaben
nur durch 11 teilbare Zahlen fiir das Alter der Miitter in Frage, also die Zahlen 11; 22; 33: 44; 55; 66;
77; 88; 99. Die Zahl 11 und die Zahlen 55; 66; 77; 66; 99 kann man sofort als unbrauchbar ausschlief3en.
Da die drei Miitter unterschiedlich alt sind, kommt nur die Losung

1. Mutter 22 Jahre alt, 2. Mutter 33 Jahre alt, 3. Mutter 44 Jahre alt

in Betracht. Man priift leicht nach, dass diese Zahlen auch die iibrigen Bedingungen erfiillen. Aus
ihnen errechnet man das Alter der Kinder.

Alter der Mutter 22: dlteres Kind 4, jiingeres Kind 2; Alter der Mutter 33: ilteres Kind 6, jiingeres
Kind 3; Alter der Mutter 44: dlteres Kind 8, jiingeres Kind 4.

Lésung S 6

1. Ist a = 100x 4+ 10y + z die beliebige dreistellige Zahl, so gilt nach der in der Aufgaben gestell-
ten Bedingung x = z + 2, also

a =100(z + 2) + 10y + z = 100z + 200 + 10y + 2

Fiir die Zahl mit vertauschter Ziffernfolge gilt dann: b = 100z + 10y 4+ = 100z + y + z + 2. Subtrahiert
man b von a, so folgt: a — b = 198. Man sieht, dass durch die Subtraktion die Ziffern der Zahl a
sdmtlich aus der Rechnung herausfallen und das Ergebnis unabhéngig von der Wahl der Zahl a den
Wert 198 ergibt. Die weiteren Rechnungen dienen nur zur Verschleierung dieses Sachverhalts.

2. Allgemein gilt, wenn x = z + n mit n=1, 2, ..., 9 ist

a—b =100z + 100n + 10y + z — (1002 + 10y + z + n) = 100n —n = 99n

Das Ergebnis 99n schliefit natiirlich den speziellen Fall 1 (n = 2,99n = 198) ein. Auf dieser Grundlage
ldsst sich ein mathematisches ” Zauberkunststiick” ohne grofie Gedéchtnisleistung aufbauen.

Lésung S 7

1. Aus der Formel s = v -t (in der mit s der Weg, mit v die Geschwindigkeit und mit t die Zeit

bezeichnet wird) folgt ¢ = 2. In unserem Fall sind s = 22,5 km und v = 18%”.

Also gilt t = 22 h = 1 h 15 min.
Der erste Wagenzug ist demnach 9715™" an der Endhaltestelle B. Wegen der vorgeschriebenen
Pause verlésst er diese 9"30™™. Da fiir die Riickfahrt gleiche Bedingungen gelten, tritt er von

der Endhaltestelle A aus seine zweite Fahrt 11700™™ an.

2. Der erste von A abfahrende Wagenzug beginnt die Riickfahrt von B aus 90 min nach seiner
Abfahrt. In dieser Zeit sind sowohl von A aus als auch von B aus je neun Ziige auf die Strecke
gegangen, insgesamt also 18 Ziige.

3. Die Zeitabstinde betragen 5 min. Das Ergebnis kann man aus mehreren Uberlegungen erhalten,
z.B. aus folgender:
Wir betrachten die Begegnungen eines Wagenzuges a, der von A nach B fahrt, mit zwei aufein-
ander folgenden Wagenziigen b; und bs, die von B nach A fahren. Im Zeitpunkt der Begegnung
von a und b; befindet sich by in einem Fahrabstand von 10 min vom Treffpunkt von a und b;.
Da a und by die gleiche Geschwindigkeit haben, muss jeder dieser beiden Wagenziige bis zu
ihrem Treffpunkt die Hélfte der Strecke zuriicklegen, die diesem Fahrabstand entspricht. Dazu
sind aber 5 min erforderlich.
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Lésung S 8

Es ist vg = 9052 = 251 o, = 14457 — 402,

Man findet die Losung durch die folgende Uberlegung: Wenn der D-Zug sich nicht bewegte, der Trieb-
wagen aber die Geschwindigkeit v, = vg + v, héitte (oder umgekehrt), so wire die Relativgeschwin-
digkeit von D-Zug und Schnelltriebwagen zueinander dieselbe. Es muss also, wenn mit ¢4 und 5 die
entsprechenden Zeiten bezeichnet werden, gelten

(vg+vs)ts =1s und  (vg+vs)tg =15 also

ls 6 la 260
S g +vs 13 S 4 i+ vs 65 >

Die Zeit tg, fiir die Vorbeifahrt des Schnelltriebwagens am Reisenden im D-Zug betragt also t5 ~ 0,5
s, und die Zeit t4 fiir die Vorbeifahrt des D-Zuges am Reisenden im Triebwagen ist t; = 4 s.

Lésung S 9

Wenn alle Personen die Strecke in der gleichen Zeit zuriicklegen sollen, miissen sie die gleiche Durch-
schnittsgeschwindigkeit haben. Das wird dadurch erreicht, dass jeder von ihnen gleich weit zu Fufl geht
und gleich weit fahrt. Demnach muss die Taxe, um jede Person ein Stiick des Weges zu befordern, vier
Mal in Richtung des Ziels und dreimal zuriickfahren.

Es sei x die Strecke, die jede Person in der Taxe zuriicklegt, und y die Riickfahrstrecke. Dann gilt
4x — 3y = 20. (1)

Wiéhrend der Zeit, in der die Taxe einmal hin- und zuriickfahrt, legt ein FuBgéinger die Strecke x - y

zuriick. In der gleichen Zeit zuriickgelegte Wege verhalten sich aber wie die Geschwindigkeiten. Also
gilt 7 =@ =1 =13.(2)
Man hat damit ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten gefunden; die Lésungen sind x = 14
und y = 12. Das heifit, dass die Taxe 14 km in Richtung des Ziels fihrt und 12 km zuriick. Zu Fuf
sind also 6 km zu gehen. Man rechnet ferner leicht aus, dass die Gesellschaft etwa 1 h 25 min benétigt,
um an das Ziel zu gelangen.

Loésung S 10

1. Wir bezeichnen mit v, die Anfangsgeschwindigkeit, mit v. die Endgeschwindigkeit und mit vg
die Durchschnittsgeschwindigkeit des Flugzeugs beim Rollen. Ferner sei i die Rollstrecke und t
die benotigte Zeit. Es gilt % = vg. Wegen v, = 07, v, ~ 44,4™ ergibt sich vg ~ 22,2,

2. Fiir die Rollstrecke 1 gilt: | = vq - t = 666m ~ %km
3. Fiir die Beschleunigung a gilt: a = #<5*+ ~ 1,4873.

4. Nachdem Grundgesetz der Dynamik berechnet sich die Kraft F mit F' = m - a. Fiir die Masse m

gilt m = %, wenn G das Gewicht und g = 9,813 die Fallbeschleunigung ist.

Dann wird F' = % ~ 2720 kp.
5. Arbeit W = F' - [ ~ 1810000 kpm.

6. Leistung P = W ~ 60000]”377”. Dies entspricht 800 PS, so dass jeder Motor rund 400 PS Leistung
aufbringen muss.
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Loésung S 11

Die Aufgabe enthilt vier unbekannte Zahlen, ndmlich die vier Stellen der gesuchten vierstelligen
Zahlen. Wie bezeichnen die erste Stelle mit x, die zweite mit y, die dritte mit z und die vierte mit u.
Aus den drei Bedingungen lassen sich drei Gleichungen aufstellen:

(1) z+y=2’

(
(

1.Bedingung
2) y—z==x 2.Bedingung
3) z4+u=y 3.Bedingung

Da mehr Unbekannte auftreten als Gleichungen vorhanden sind, hat das Gleichungssystem unend-
lich viele Losungen, deren Anzahl jedoch durch die Aufgabenstellung stark eingeschrinkt wird: Die
Losungen x, y, z, u sind Stellen einer vierziffrigen Zahl, also miissen sie einer der ganzen Zahlen zwi-
schen 0 und 9 (beide Werte einschlielich) sein. Es gilt also: 0 < z,y,z,u <9, X, y, z, u ganzzahlig
Zur Losung formen wir die Gleichung (1) um: y = x(z — 1) (1b). An der Gleichung erkennt man, dass
fiir x nur die vier Werte 1 = 0,29 = 1,23 = 2,4 = 3 in Frage kommen; denn fiir z = 4 miisste das
einstellige y schon 12 werden.

Damit ergeben sich auch die y-Werte: y; = 0,y = 0,y3 = 2,y4 = 6. Mit der Gleichung (2) ergeben
sich die z-Werte: z1 = 0,29 = —1, 23 = 0, 24 = 3. Die Werte mit dem Index 2 scheiden aus, da zo < 0
wire. Mit der Gleichung (3) folgt uq = 0,u3 = 2,ugq = 3.

Damit hat man die vierziffrigen Zahlen 2202 und 3633 als Losung gefunden. Das Ergebnis 0000 wird
nicht als echte vierziffrige Zahl anerkannt.

Um diese Zahlen durch einen allgemeinen Ausdruck darzustellen, schreibt man sie in der Form
1000z 4+ 100y + 10z + u. Setzt man u = y — z und weitere Beziehungen von oben, so ergibt sich

1000z + 100y + 10z 4+ u = 1000z + 101y + 9z = 991z + 110y = 881z + 1102

Dieser Ausdruck liefert fiir x = 2 die Zahl 2002 und fiir x = 3 die Zahl 3633, die die gestellten Bedin-
gungen erfiillen. Dass es keine weiteren Zahlen mit den geforderten Eigenschaften geben kann, folgt
aus dem Losungsweg, bei dem alle Moglichkeiten ausgeschopft wurden.

Loésung S 12

Bedingung fiir die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist, dass die letzte Stelle des Zihlers mit der
ersten Stelle des Nenners iibereinstimmt. Man kann daher die Briiche allgemein in folgender Form

schreiben:
10z +y

10y + =

Streicht man im Zahler die letzte und im Nenner die erste Stelle, so erhélt man daraus den Bruch 7.
1024y __ =z

Beide Briiche sollen einander gleich sein: Togre — 2

Dies ist eine Gleichung in drei Unbekannten, fiir die nur ganzzahlige Losungen zwischen 1 und 9 (bei-
de Werte einschliellich) in Frage kommen. Es handelt sich also um ein diophantisches Problem. Zur
Losung geht man folgendermaflen vor: Man fasst die Gleichung als Proportion auf und formt sie zur
Produktgleichung um: (10x + y)z = (10y + 2)z — 92z = (102 — 2)y.

Die linke Seite der Gleichung ist durch 9 teilbar, also muss auch die rechte Seite durch 9 teilbar
sein. Das ist sicher dann der Fall. wenn entweder y oder 10x — z durch 9 teilbar sind, ferner dann,
wenn y und 10z — z beide durch 3 teilbar sind. Damit kommen aber fiir y zundchst die Werte 3; 6; 9
in Frage: den Fall, dass 10x — z durch 9 teilbar ist, behandeln wir anschlieend.

Aus y = 3 folgt 92z = 3(10z — z) — =z = 31+Ol. Die Gleichung liefert nur fiir x = 3 ein ganzzah-
liges z = 3. Es wire demnach % ein Bruch, der der gestellten Bedingung geniigt.
Wir wollen aber Félle mit © = y = z als trivial ansehen und nur solche Losungen gelten lassen, fiir
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die mindestens = # y oder y # z gilt.

Setzt man y = 6, so ergibt sich z = 22

3427
Fir x = 1 erhélt man daraus z = 4, fiir x = 2 ergibt sich z = 5. Weitere ganzzahlige Losungen hat

diese Gleichung nicht. Damit sind zwei Losungen ermittelt

16 1 4 22
64 4 65 5

Aus y =9 wird z = 12& mit den Lésungen z =1,z =5 und x = 4,2 = 8 und
19 1 . b1
95 5 98 ~ 2

Es bleibt noch der Fall, dass 10z — z durch 9 teilbar ist. Fiir 10z — 2z kommen dann nur die Werte
9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81 in Frage; man sieht dass in jedem Fall z = z ist. Aus der Gleichung
92z = (10x — 2)y folgt sofort x = y und somit nur triviale Losungen.

Es gibt genau 4 Briiche der gesuchten Art:

16 1 L 262 P U U

— = n — == un — == un — =

64 4 U 65 5 9% 5 98 2
Lésung S 13

Wir bezeichnen die unbekannten Anzahlen folgendermafien: x Anzahl der Fiinfzig-DM-Scheine, y
Anzahl der Zwanzig-DM-Scheine, z Anzahl der Zehn-DM-Scheine, u Anzahl der Fiinf-DM-Scheine,
v Anzahl der Eine-DM-Scheine.

Dann gelten auf Grund der Angaben von Elli und Gerda folgende Gleichungen:

r+z4+v=13(1),2 —2v=0(2),y + u+v=26(3),y — 5v = 0(4)

Es handelt sich um ein Gleichungssystem von vier Gleichungen mit fiinf Unbekannten; da die Lésungen
Anzahlen darstellen, kommen fiir sie nur positive ganze Zahlen in Frage (diophantisches Problem). Aus
der Gleichung (4) erkennt man, dass y durch 5 teilbar ist. Damit kommen vier Lésungen in Betracht:

y=bmitv=1,u=20,z=2,2=10 (1.)
y=10mitv=2,u=14,2=4,2=7 (2.)
y=1bmitv=3,u=8,z=6,2=4 (3.)

(1)

Werte y > 25 kommen nicht in Frage, da sonst andere der gesuchten Werte negativ werden. Damit
ergeben sich zunéchst folgende vier Moglichkeiten:

Elli Gerda
1. | 250,00 DM = 100,00 DM | 520,00 DM = 100,00 DM
10 - 10,00 DM = 100,00 DM | 20 - 5,00 DM = 100,00 DM
1-1,00 DM = 1,00 DM 1-1,00 DM = 1,00 DM
Summe 201,00 DM Summe 201,00 DM
2. | 4-50,00 DM = 200,00 DM | 10 - 20,00 DM = 200,00 DM
7 - 10,00 DM = 70,00 DM 14 - 5,00 DM = 70,00 DM
2 - 1,00 DM = 2,00 DM 2 - 1,00 DM = 2,00 DM
Summe 272,00 DM Summe 272,00 DM
3. | 6-50,00 DM = 300,00 DM | 15 - 20,00 DM = 300,00 DM
4 - 10,00 DM = 40,00 DM 8 - 5,00 DM = 40,00 DM
31,00 DM = 3,00 DM 3-1,00 DM = 3,00 DM
Summe 343,00 DM Summe 343,00 DM
4. | 8 -50,00 DM = 400,00 DM | 20 - 20,00 DM = 400,00 DM
110,00 DM = 10,00 DM 2 - 5,00 DM = 10,00 DM
4 -1,00 DM = 4,00 DM 4-1,00 DM = 4,00 DM
Summe 414,00 DM Summe 414,00 DM

y=20mitv=4,u=2,x=8,2z=1
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Aus den weiteren Angaben von Gerda und Elli ldsst sich nun folgendes schlielen:

a) Mindestens die Losung 1 scheidet aus, da Elli als Anfingerin (bei niedrigerem Gehalt als heute!)
eine gleiche Verteilung der Scheine erhielt.

b) Die Losung 4 scheidet aus, da Gerda nicht iiber 400,00 DM verdient.

c¢) Es verbleiben daher die Losungen 2 und 3 als Moglichkeiten. Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
kann man aus Gerdas Bemerkung vermuten, dass sie bereits iiber 300,00 DM verdient (Losung 3);
jedoch ist dieser Schluss nicht zwingend. Die Aufgabe ist also nicht eindeutig l6sbar.

‘ Losung S 14

Bezeichnet man mit x die Anzahl der Bretter von 8 c¢m Breite, mit y die von 10 ¢cm und mit z
die von 12 c¢m Breite, so gilt 8x + 10y + 12z = 90 oder, wenn man beide Seiten der Gleichung durch 2
dividiert, 4z + 5y + 6z = 45.

Es handelt sich um eine Gleichung mit drei Unbekannten. Eine solche Gleichung hat zunéchst unend-
lich viele Losungen. Die Anzahl der Losungen wird aber durch die Bedingungen der Aufgabe stark
eingeschrankt.

1. Es sind nur positive Losungen moglich, da eine negative Anzahl von Brettern sinnlos ist. Das heift,
es muss gelten

1
O§4x§,0§5y§45,0§62§45—>0§:c§11,0§y§9,0§z§6§

2. Es sind nur ganzzahlige Losungen moglich, da kein Brett der Lange nach durchgeségt werden soll.
Man 16st dieses diophantische Problem folgendermaflen:

Aus 4x+5y+6z = 45 folgt durch Subtraktion von 5y auf beiden Seiten der Gleichung 4x+62z = 45—>5y.
Die linke Seite der Gleichung ist durch 2 teilbar, also muss auch die rechte Seite durch 2 teilbar sein.
Da 45 eine ungerade Zahl ist, muss auch 5y und damit auch y eine ungerade Zahl sein. Wegen der
Bedingungen 1 ergeben sich damit fiinf Moglichkeiten fiir y: y =1,y =3,y =5,y =7,y = 9.

Setzt man diese fiinf Werte der Reihe nach in die Gleichung ein, so erhélt man fiinf Gleichungen, die
jede nur noch zwei Unbekannte enthalten:

1.y=1: 4r 462z =45 -5 — 2x + 37 =20
2.y =3: dr+62=45—-15—>2x4+37=15
3.y =5 dr+62=45—25 —> 224+ 37=10
4. y=T: dr+62=45—-35 —2x+37=5
5. y=9: dr +6z2=45—-45—>2x+37=0

Diese fiinf Gleichungen behandelt man auf dieselbe Weise weiter. Dabei sieht man aber im Fall 5 (y
= 9) sofort, dass x = 0 und z = 0 folgt, d.h., eine Moglichkeit besteht darin, die Tiir6ffnung mit neun
Brettern der Breite 10 cm auszufiillen. Es ist also 1 =0,y1 = 9, 2z, = 0.

Im Fall 1 (y = 1) folgt aus 2z + 3z = 20, dass 2z = 20 — 3z ist. Da 2 x durch 2 teilbar ist, muss
auch 20 — 3z und damit auch z durch 2 teilbar sein. Mithin gelten fiir z folgende vier Moglichkeiten:
29 = 0,23 = 2,24 = 4,25 = 6. (fiir z > 8 wiirde folgen z < 0 im Widerspruch zur Bedingung 1); fiir x
erhilt man daraus: zo = 10,23 = 7,24 = 4,5 = 1.

In den Féllen 2, 3 und 4 geht man entsprechend vor, mit den Ergebnissen

1. y=3: ze =1,27=3,z3=5und 4 = 6,27 =3,28 =0
2. y=5: 29 =0,2z10=2und x9 = 5,19 = 2
3.y=": zi1=1lund 211 =1

Damit hat man insgesamt elf Losungen des Problems gefunden. Aus dem Losungsweg geht hervor,
dass es keine weiteren Losungen geben kann.
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Lésung S 15

Es sei x, die Anzahl der Schrippen, die vorhanden sind, ehe die n-te Kundin gekauft hat. Die n-

te Kundin erhélt dann
_ Tp L 1 oz, +1
=TT Ty
Schrippen. Die Differenz x,, — y,, ist die Anzahl Schrippen, die nach dem Kauf der n-ten Kundin, also

vor dem Kauf der (n + 1)ten Kéuferin vorhanden sind:
Tn+1  xp—1
2 2

Da nach der fiinften Kauferin keine Schrippen mehr vorhanden sind, gilt x¢ = 0, also *5- L — 0, mithin
x5 = 1 und y5 = 1. Riickwérts die Ergebnisse einsetzen, ergibt x4 = 3;23 = 7; 22 = 15; 27 = 31 und
ys = 2;y3 = 45y2 = 8;y1 = 16.

Es waren also anfangs 31 Schrippen vorhanden. Die erste Kundin erhélt 16, die zweite 8, die dritte 4,
die vierte 2 und die fiinfte 1 Schrippe. ”Halbe” Schrippen tauchen im Ergebnis nicht auf!

Ipn4+l = Tpn — Yn = Tn —

‘ Losung S 16

a) Es ist a; = 6400 min~! (Direktgang) die erste Stufe (Bedingung 1).

Da 75% = 0,75 = % ist, ergeben sich die folgenden Stufen durch Multiplikation der jeweils vorherge-
henden Stufe mit %:

as = 4800 min~'; a3 = 3600 min~'; ay = 2700 min~'; a5 = 2025 min "

Eine solche Folge, bei der jedes folgende Glied aus dem vorhergehenden durch Multiplikation mit ein
und demselben Faktor errechnet wird, heift eine geometrische Folge.

b) Bei der Schaltstellung 2 sind die Réderpaare (1,2) und (5,6) in Eingriff. Wird mit a, die Drehzahl

der Vorgelegewelle bezeichnet, so gilt:

o _ @ 6400 4

as a, ay 4800 3
Nun ist bei Schaltstellung 2: 71 = U(1,2) = 1 =1, wenn mit U(1,2) das Ubersetzungsverhéltnis des
Réderpaares (1,2) bezeichnet wird. Dann folgt % = U(5,6) = 4 : 3. Das Réderpaar (5,6) muss also im

.. 2
Verhéltnis U(5,6) = 4:3 {ibersetzen.
Bei der Sch?ltung 3 sind die Réderpaare (1,2) und (7,8) in Eingriff. Analog erhélt man {1 = gg‘% =
16 : 9, also U(7,8) = 16:9.
Bei Schaltungsstellung 4 sind die Réderpaare (3,4) und (5,6) in Eingriff. Daher gilt ¢1 = 6400 _ 64 : 27.

= 2700
Nun ist g =4: 3, also gilt ¢ = 2 - % = %. Daraus ergibt sich U(3,4) = 16:9.

c¢) Die Umfinge eines Riderpaares stehen zueinander im umgekehrten Verhiltnis der Ubersetzung.
Gilt beispielsweise fiir das Réderpaar (3,4) das Ubersetzungsverhiltnis U(3,4) = 22, so gilt (mit Uy

wird der Umfang, mit r; der Radius des Rades k bezeichnet):
U4 16 2 T4 E T4 . E

Uy 9°
Ferner gilt r3 + r4 = 175 mm. Es liegt also ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten vor. Als
Losung erhidlt man: r3 = 63 mm, r4 = 112 mm. Analog ergibt sich r; = 87,5 mm, ry = 87,5 mm,
r5 = 75 mm, r¢ = 100 mm, r7 = 63 mm, rg = 112 mm.

2mrs 9 r3 9

Loésung S 17 ‘

Die Nennerfolge (N,,) = 1;1;2;2; 3; 3; 4;4; ... geht aus der natiirlichen Zahlenfolge (n) = 1;2; 3;4; 5;6; 7; 8; ...
hervor, wenn man zu dieser die Folge (a,,) = 1;0;1;0; ... gliedweise addiert und die Glieder der Sum-
menfolge halbiert:

() = (310 +a)
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Wie lautet aber das allgemeine Glied der Folge (a,)? Eine Folge, deren Glieder nur zwei Werte an-
nehmen koénnen, ist die Folge

(bn) = ([—1]n_1) =+1;—-1;+1;—-1;+1; ...

zu ihr braucht man nur die Folge (¢,) = 1;1;1;... = (1) gliedweise zu addieren und die Summenfolge
gliedweise zu halbieren. Es folgt dann

(@) = (g + o) = (5014 )

Damit wird das gesuchte allgemeine Glied der Nennerfolge

() = (310 + 514 1))

In der Zahlerfolge (Z,,) ist Z, = 1, wenn n ungerade ist. Subtrahiert man 1 von jedem Glied dieser
Folge, so geht sie in die Folge (Z,|1) = 0;—1;0;0;0;1;0;2;0;3; ... iiber. Wir fassen nun die Glieder
dieser Folge als Produkte aus den Gliedern einer noch zu bestimmenden Folge (¢,) und den entspre-
chenden Gliedern der Folge (b,) = 0;1;0; 1;0; 1; ... auf; fiir (b,,) gilt offenbar b,, = 5[1 + (—1)"]. Dann
ist (Zp, — 1) = (epbp).

Von der Folge (¢;,) interessieren nur die Glieder mit geradem Index, da die iibrigen Glieder durch die
Multiplikation annulliert werden, falls sie endlich sind (was wir von den Gliedern der Folge (¢y,) fordern
miissen). Wegen b, = 1 fiir gerades n muss fiir n = 2;4;6;8;10; ... gelten C,, = —1;0;1;2;3;4; ...
Addiert man zu ¢, jeweils 2, so erhilt man 3; es ist also ¢, = § — 2.

Man erkennt, dass ¢, auch fiir ungerades n endlich bleibt. Damit wird

1
2

(-1 =([5 -2 51+ (-171) =1+ =4+ (-1)°)
Aus Z,, und N,, erhilt man schlie$lich

_nt (-4
2n+1+ (—1)7-1!

n

Losung S 18 ‘

Vermindert man in der Folge (v,) das 2., 5., 8., ... Glied um 1, so geht sie in die Folge (w,) =
0,1,2,3,4,5,6,7,... iiber. Deren Bildungsgesetz ist leicht erkennbar: w, =n — 1.

Zur Folge (wy,) muss man die Folge (a,) = 0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,... gliedweise addieren, wenn man die
Folge (vy,) erhalten will: (v,) = (wy, + ay).

Das Bildungsgesetz fiir (a,) muss fiir n = 1,2,3 dieselben Werte ergeben wie fiir n = 4,5,6 oder fiir
n = 7,8,9, usw. Man kann eine solche Folge ”zyklisch” oder ”periodisch” nennen und sie entsprechend
darstellen.

n=147;..

n=2;58;.. n=3;6;9; ...

Es liegt nahe fiir das Bildungsgesetz von (a,) trigonometrische Funktionen zu verwenden. In der Tat
ist
2mn

(bn) = <COS 3) = —0,5;-0,5; +1; =0,5; —0,5; +1; ...
Ersetzt man darin n durch n+1 und addiert 0,5, wird

2n(n+1)

L 40,5) =
(cn+0,5) <cos 3

=+ 0,5) =0;1,5;0;0;1,5;0;0;1,5; ...
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Damit sind wir am Ziel:

2 2 1 2 2 2 1
(vn) = (wn+an) = (n_ ].+ 7[(0,5"‘(}08@]) =n— - — 7(305@
3 3 3 3
Lésung S 19‘
Fiir das Volumen R eines Kreiskegelstumpfs gilt
Th , o 9
V:?(R +R-r+71%) (I)

Als Nebenbedingungen treten im vorliegenden Fall auf: h = konstant (gleiche Hoéhen), R;‘ L. h =

konstant (flichengleiche Achsschnitte). Aus der letzten Gleichung folgt R + r = konstant = a oder
R=a—-r=a—=z (I) mit r = x. Setzt man (II) in (I) ein, so ergibt sich

V= %h(a2 —2az 4+ 2° + ax — 2 + 2?) = %h(zQ —az + a?) (IIT)

Losung a: Man erhilt die Extremwerte von V, indem man V' = 0 setzt und V" auf seinen Wert hin
iiberpriift:

2
V= %h(m —a) V= ?ﬂh

Man erkennt, dass V" > 0 fiir jedes x gilt, das heift, die Funktion V hat keine relativen Maxima im
Innern des in Frage kommenden Intervalls. Wenn iiberhaupt Maxima existieren, miissen sie an den
Intervallgrenzen liegen.

Wegen R > 0 und r > 0 folgt aus (II) 0 < z < a und a > 0. Fiir ;1 = 0 und fiir 3 = a ergibt sich
V = %haQ. Fiir 0 < o < a ist 22 < az, also 2 — ax < 0 und folglich a®? — azx + a® < a?, d.h., dass
tatsdchlich an den Intervallgrenzen maximale Werte liegen.

Losung b: Aus (III) ergibt sich durch einfache Umformung
T2 T T ha?
V—3hfc 3hax+3ha

Man erkennt, dass es sich bei V um eine ganze rationale Funktion zweiten Grades handelt. Wegen
des positiven Koeffizienten beim quadratischen Glied verlduft die die Funktion darstellende Parabel
so, dass sie nach positiven V-Werten hin offen ist. Daher kénnen Maximalwerte nur an den in Frage
kommenden Intervallgrenzen auftreten.

Wegen R > 0 und r > 0 folgt aus (II) 0 < z < a, so dass z1 = 0 und z2 = a ein maximales Volumen
ergeben: V0 = %haz.

Schlussfolgerung 1: Aus (II) folgt mit z; = 0, R = a und mit o = a, R = 0. Das heifit, das Vo-
lumen ist dann ein Maximum, wenn der Kegelstumpf zum Kegel wird.

Schlussfolgerung 2: Nicht immer bietet bei Extremwertberechnungen die Differentialrechnung einen
Losungsweg.

Lésung S 20
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Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein (siche Abbildung): Linge der schiefen Ebene (Weg) s,
Masse der Kugel m, Gewicht der Kugel G, Beschleunigung b, Kraft F, benotigte Zeit t, Fallbeschleu-
nigung g.

Zweckmafig stellt man die zum Herabrollen erforderliche Zeit als Funktion des Neigungswinkels dar.
Es ist

b c c b 2c
s = —t2 s = , also = —¢? oder t=
2 cos o cosa 2 bcos «

Aus der letzten Gleichung ist noch die Beschleunigung b zu eliminieren. Aus F' = mb folgt b = % und
wegen F' = G—sin « sowie G = g-m ergibt sich b = g-sin . Demnach ist nach einem Additionstheorem

. 2c _ 4c
~ V g-sinacosa |/ g-sin(2a)

Die Zeit t soll einen Minimalwert annehmen; das ist genau dann der Fall, wenn der Nenner des unter
der Wurzel stehenden Bruchs einen Maximalwert annimmt, d.h. also, wenn sin (2a)) = 1 ist. Daraus
folgt unmittelbar

1
a = 45°; tmm_,/c_2¢?
g g

Lésung S 21

a) Aus der Abbildung geht hervor: Es ist L MCA = «ay (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
MCA), also ist 81 + 2ag + 90° = 180° — f; = 90° — 2cve. Ferner ist LM AD = «; /Scheitelwinkel),
also gilt ’%2 + a1 + f1 = 90°. Daraus folgt o = das — 2a.

Nun ist npp = sina; : sinag, d.h. oy = arcsin (npp - sin ae). Demnach folgt

B2 = 4 + 2 arcsin (npp - sin ag)

Man hat damit By als Funktion von ao ausgedriickt. Setzt man % = 0, so liefern die Losungen dieser

Gleichung die Extremwerte dieser Funktion (sofern an diesen Stellen il # 0 ist). Nun ist

da%
dpBs 2
d—:4— “NLF - COS Q9
a2 \/1—n2LF'Sin2a2
Mit Nullsetzen folgt
9 1 1
cos g = - — —
? 3 3n2,

Damit kann man auch §1, a1 und S5 bestimmen. Es wére noch nachzupriifen, ob 5o fiir das gefundene
g ein Maximum annimmt. Wir wollen hier auf die Priifung verzichten, da sie recht umsténdlich ist.
In der Tat nimmt By ein Maximum an.

Mit o = arcsin (nzp - sin ) und fo = 4ae — 21 wird nun

1 1 1 1
B = 4darccos | 2,/ = — —— | —2arcsin | npp - sinarccos | 2,/ = —
3 3n2, 3 3nip

24




b) Fiir npp = § ist ag = 40°10' ~ 40%  ag ~ 59° und S; ~ 42°.

c) Der Winkel 5 ist der Sehwinkel, unter dem der Radius des Hauptregenbogens gesehen wird. Da
der Mittelpunkt des Regenbogens der Sonne gerade gegeniiberliegt, bedeutet das u.a., dass ein Regen-
bogen nur dann sichtbar ist, wenn die Sonne nicht héher als 42° iiber dem Horizont steht.
Bemerkung: Bei der Rechnung wurde von Dispersions- und Interferenzerscheinungen, die das wirkliche
Bild des Regenbogens formen, abgesehen.

5]
Fj
S

a) Kreuzschleife: Es ist (siche Abbildung) s = M S. Bezeichnet man als Drehwinkel ¢ den Winkel, den
die Kurbel M B = r bei Drehung im Uhrzeigersinn von MO aus {iberstreicht, so gilt
MS s

= 2 = cos (90° —
. . cos ( ®)

Loésung S 22

Wegen cos (90° — ¢) = sin ¢ ergibt sich daraus © = sin ¢ und damit s = rsin .
Grafische Darstellung fiir r = 2 und r = 1:

Sy

2 =+

1.5+

1 =+

0.5 T

0.5 90° 18 270° 0° ¥
1+
15+
-2+

Schwingende Kurbelschleife: Bezeichnet man als Drehwinkel ¢ den Winkel, den die Kurbel M B = r
bei Drehung im Uhrzeigersinn von MO aus iiberstreicht (Abbildung), und als Schwingungswinkel 1)
den Winkel zwischen PS und PO (ebenfalls im Uhrzeigersinn gemessen), so ergibt sich % =7 =tany
also s = [tan. Nun gilt aber

TB TB TB

t = — = et
WY = o = POL QM+ MT  atr+ MT




sin ¢

Damit hat man die gesuchte Funktion gefunden: s =1 - T teorp

0.5+ 90°  18p° 270° 360° ¥
14
154
24
25+
_3 +

grafische Darstellung fiir »r = 1,a = 0,5,1 = 3 Bei der Kreuzschleife schwingt der Maschinenteil har-
monisch, bei der schwingenden Kurbelschleife dagegen nicht. Bei der Kreuzschleife dauern Vor- und
Riicklauf gleich lang, bei der schwingenden Kurbelschleife geht der Vorlauf langsam, der Riicklauf
dagegen schnell vor sich.

b) Die Geschwindigkeit v = v(t) erhélt man durch Differentiation des Weges nach der Zeit:

_ ds(t) d(rsing)  d(rsin(wt)

v =v(t)

dt dt dt
Nach der Kettenregel ergibt sich

d(rsin(wt)  d(rsing) dwt

dt do dt

= wrcos (wt) = wr cos ¢

| |
T

90° \ 180° / 270°  360° ¥

Die Beschleunigung b = b(t) ist die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. Ebenfalls nach der
Kettenregel wird b = —w?rsin (wt) = —w?rsin g.

c) Extremwerte von b = b(t) liegen an den Nullstellen der ersten Abteilung von b, an denen die

zweite Ableitung von Null verschieden ist: %(tt) = —w3rcos (wt) = —w3r cos .

Aus —w3r cos o = 0 folgt cos ¢ = 0. Das ist fiir ¢ = 90° 4 k- 180°,k = 0;1;2;3; ... der Fall.

Nun ist d2§§t) = whrsin .

Fir ¢ = 90° 4+ (2k + 1) - 180°,k = 0;1;2;3;... ist sinp = —1, also liegen Maximalwerte vor. Fiir
© = 90°+42k)-180°, k = 0;1;2; 3; ... sind es Minimalwerte. In jedem Fall folgt allerdings |begtrem| = w?r.
Nun folgt aus dem Grundgesetz der Dynamik P = mb fiir die Extremwerte von b: |Pegtrem| =
m‘bextrem| = mw?r.

Weiter ist bei Bruch des Bolzens P = 7F. Setzt man P > |Peoyirem|, so folgt 7F > mw?r, mithin wegen
F = %271' auch %m’ > mw?r.

Daraus errechnet man schliefflich den Durchmesser d zu

mr
d> 2wy —
T
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d) Im Bereich 0° < ¢ < 105° steigt die Weg-Zeit-Funktion fast geradlinig an, die Geschwindigkeit-
Zeit-Funktion ist daher in diesem Intervall annidhernd konstant, grofler als Null. Von ¢ &~ 105° bis
© =~ 133° geht die Geschwindigkeit auf Null zuriick (Maximum des Weges), sie wird von ¢ ~ 133° bis
p ~ 227° negativ, wobei sie ihren kleinsten Wert offenbar zwischen ¢ ~ 165° und ¢ ~ 195° hat; in
diesem Intervall ist sie konstant, ihr absoluter Betrag etwa das Fiinffache des Wertes zwischen 0° und
105°.

Von ¢ &~ 227° an wird die Geschwindigkeit wieder positiv, von ¢ ~~ 255° bleibt sie wieder annéhernd
konstant von gleicher Grofle wie zwischen 0° und 105°. Der Kurvenverlauf der Geschwindigkeit v wird
demnach ungefihr dem der vorhergehenden Abbildung entsprechen.

b,

|

90° 190°  270°  360° ¥

Der Kurvenverlauf der Beschleunigung ist in der oberen Abbildung zu sehen.

e) Kreuzschleifen wird man vorwiegend bei solchen Maschinen verwenden, bei denen sowohl der Vor-
hub als auch der Riickhub Arbeitshiibe sind (z.B. Maschinenfeilen und Maschinenségen).
Schwingende Kurbelschleifen werden dagegen hauptséchlich in solchen Maschinen verwendet, die nur
im Vorhub Arbeit vollbringen, im Riickhub aber leer laufen (z.B. Langhobelmaschinen). Durch den
schnelleren Riickhub wird die Zeit des Leerlaufs verkiirzt und dadurch die Maschine besser ausgenutzt.
Auflerdem ist die wihrend des Arbeitshubes konstante Geschwindigkeit vorteilhaft.

‘Lﬁsung S 23 ‘

Da die Lange d des Durchmessers in der Aufgabe nicht angegeben ist, wird er willkiirlich mit d = 2r = 2
(Léngeneinheiten) angenommen. Wenn a und b die beiden Teilstrecken des Durchmessers sind, gilt
7= % und a + b = d = 2. Daraus folgt b = 3a = 1,5 und a = 0,5.
Wir fithren weitere Beziehungen entsprechend der Abbildung ein.

Ay
4 F
' By
E1 [l E2
M By
Ay 1
I CQ

Dabei sei FM das Lot von M auf A;As. Aus der Abbildung erkennt man:

1. Da der Winkel MDF = 30° betrégt, gilt fiir den Winkel DMF wegen der Rechtwinkligkeit des
Dreiecks, dass L DM F = 60° ist. Spiegelt man das Dreieck MDF an A;As, so entsteht demnach ein
gleichseitiges Dreieck M DM’ in dem M'F = MF und M'D = DM = 0,5 ist.

Damit ist MF = 0,5DM = 0,25 der Abstand der Sehne A; As vom Mittelpunkt M des Kreises.

2. Aus der Rechtwinkligkeit des Dreiecks M F'A, folgt

1 /
FA3 = MA3 — MF?* =12 - 0252—1—E E—>FA2 \/
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Dann ist aber A1 A; = 2F Ay = 5v/15 ~ 1,936.

‘ Loésung S 24

a) Die Mittelpunkte der eingelagerten Kugeln miissen in den Endpunkten eines Oktaeders liegen,
dessen Seitenlinge s = 2r = d ist. Der Oktaedermittelpunkt fallt mit dem Mittelpunkt der Hohlkugel
zusammen. Legt man durch vier (beliebige) Oktaederecken einen ebenen Schnitt, so erhélt man die
nachfolgende Abbildung.

Der Durchmesser D setzt sich danach aus drei Teilstrecken zusammen: BB’ = BM + MM' + M'B’.
Nun ist M M’ Diagonale im Quadrat mit der Seitenléinge s = d. Also ist

D
V241

Man erweitert den rechts stehenden Bruch mit v/2 — 1, um den Nenner rational zu machen:

D=r+dV2+r=d+dv2=d(1+v2) - d=

d=D(V2—1)~0,414D

b) Die Mittelpunkte der eingelagerten Kugeln liegen in den Endpunkten eines Wiirfels, dessen Mittel-
punkt mit dem der Hohlkugel zusammenfillt. Legt man durch den Wiirfel einen Diagonalschnitt, so
erhélt man die nachfolgende Abbildung als Schnittfigur.

,‘

L D\ )
\

Die Seiten des Rechtecks, das der Wiirfeldiagonalschnitt ergibt, sind d und dv/2. Die Rechteckdiago-

nalen sind die Kérperdiagonalen des Wiirfels und haben die Linge dv/3. Es gilt hier fiir die Zusam-
mensetzung des Durchmessers D der Hohlkugel:

D
D=r+dV3+r=d(1+V3) —»d=—— ~0.366D
V3+1
c¢) Die Mittelpunkte der vier eingelagerten Kugeln bilden ein Tetraeder mit der Kantenldnge d. Der
Schnittpunkt der vier Kérperhchen des Tetraeders fallt mit dem Mittelpunkt der Hohlkugel zusammen.
Die Korperhohe ist dT\/é. Die Hohen teilen einander im Verhéltnis 3:1, von den Ecken aus gerechnet.

Legt man einen Symmetrieschnitt durch Tetraeder und Hohlkugel, so erhélt man die nachfolgende
Abbildung:
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Aus der Abbildung erkennt man, dass OB; = OM; + M1 B; ist, also

d
R:i-d;/ézj(\/g+2)—>D:2(\/6+2)—>d:D(\/6—2)z0,449D

Losung S 25 ‘

Der feststehende Kreis K; hat den Durchmesser d; = 2r;. der Rollkreis K hat den Durchmesser
d = 2r. Aus der Ausgangslage A (siehe Abbildung) rolle der Kreis K bis zum Umfangspunkt B. Der
Beriihrungspunkt A* des Umfangs von K in der Ausgangslage bewegt sich dabei in die Lage A’. Die
beiden Kreisbégen AB und A’B haben wegen der Bedingung des Nichtgleitens die gleiche Linge. Die
zu diesen Bogen gehérenden Mittelpunktswinkel bezeichnen wir mit 8 und 4’. Dann ist die Gesamt-
drehung ¢ des Rollkreises K: ¢ = 8+ .

Misst man die Winkel im Bogenmaf, so ist

Somit ist die resultierende Drehung

p=B+p8 =8+
_ 7wdifB wdp’

Misst man aber die Winkel im Gradmaf3, so gilt entsprechend AB = 3600 und A'B = 3600 vegen
AB = AB' gilt dy = df, also ' = 42 Somit ist

dq

d18
)

p=06+p = ﬁ+—— B(1+

In die allgemeine Form setzen wir ein:
Frage 1: di = d, f = 27w bzw. S = 360°, ergibt ¢ = 47 = 720°.
Frage 2: di = 3d, B = 27 = 360°, ergibt ¢ = 87 = 1440°.
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Frage 2: d = 3d1, ¢ = 2m = 360°, ergibt 8 = & = 270°.

Antwort: Im Fall a dreht sich der Rollkreis zweimal, im Fall b viermal um seinen Mittelpunkt, im Fall
¢ muss er drei Viertel des Festkreises umlaufen.

|Lésung S 26

a) Man erhélt das Mauerwerksvolumen als Differenz aus dem Gesamtvolumen des Bauwerkes und dem
umbauten Hohlraum. Beides sind im vorliegenden Fall Kegelstiimpfe Die Formel fiir das Volumen
eines Kegelstumpfs ist

mh
V= ?(r% + 7179 +73)

wobei h die Hohe des Kegelstumpfs, 1 und ro die Radien von Grund- und Deckkreis sind.
Fiir das Mauerwerksvolumen ergibt sich damit
wh wh
V= ?(Rf + RiRy + R3) — ?(r% + 717 +73)
mit R = % = 5,60 m, Ry = % =390m, ry = %“ = 5,00 m und ry = %" = 3,75m. Daraus erhéilt
man V ~ 1555 m3.

b) Das Gewicht eines Korpers ergibt sich wegen G =V - v zu G ~ 3732 Mp.

¢) Den Druck p errechnet man als Quotient aus der wirksamen Kraft (in unserem Fall das Gewicht
G) und der Fliche, auf die die Kraft wirkt. Die Fldche F (der Grundriss des Schornsteinmantels)
ist ein Kreisring mit dem &ufleren Radius R, = 5,60 m und den inneren Radius R; = 5,00 m.
Es wird F' ~ 20 m?, also fiir den Druck p ~ 18,6601;”52. Bei der Rechnung wird allerdings voraus-
gesetzt, dass sich die gesamte Last des Schornsteinmantels gleichméfig auf den Querschnitt verteilt.

‘ Loésung S 27

a) Das zu iibersehende Mondgebiet ist die Fliche einer Kugelkappe (Abbildung). Der Radius r der
Kugelkappe ist bekannt; er ist gleich dem Radius r des Mondes. Zur Berechnung des Flacheninhalts
F wird daher nur noch die Hohe h der Kugelkappe bendttigt. Man errechnet sie durch mehrmalige
Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes oder mit Hilfe des Hohensatzes oder mit Hilfe des Satzes
des Euklid.

Satellit
e
S

1. Berechnung mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes: Die Dreiecke ST1 M, T1QM und SQT} sind
rechtwinklig. Also gilt u? +r% = (H + h)? (1), s> + (r — h)?2 =72 (2) und (H + h)? + s* = u? (3).
Daraus folgt, wenn man (3) in (1) einsetzt und (2) nach s auflost

(H—l—h)2+s2—|—r2:(H—|—r)2 und 32:r2—(r—h)2

Setzt man die Gleichungen ineinander ein, so ergibt sich (H +h)%+72 — (r —h) +7r% = (H +r)2. Diese
Gleichung enthalt als einzige Unbekannte die Hohe h der Kugelkappe. Man 16st sie nach h auf:

_ Hr
- H+r
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2rr2H
H+r

Damit ergibt sich der Flicheninhalt F der Kugelkappe zu F' = 2nrh = . Da in unserem Fall

H = 2r ist, wird die Berechnung numerisch besonders einfach:
_ 2mr?H _ 4mr?

- H+r 3
Mit r = 1750 km, 7 = % ergibt sich F' ~ 13000000 km?.

b) Man erhélt den prozentualen Anteil p der zu iiberschauenden Mondoberfliche F an der gesam-
ten Mondoberfliche O, indem man F durch O dividiert und mit 100% multipliziert:

2mr2H - 100 1007
Arr?(r+ H) 3r
Man erkennt, dass der Prozentsatz p unabhéngig ist vom Radius r, wenn die Hohe H des Beobach-

tungspunktes in Vielfachen von r ausgedriickt wird: H = kr. Dann kiirzt sich ndmlich die Grofle r aus
dem Bruch weg.

% =~ 33,3%

c) Es ist, wie man aus der Abbildung erkennt, sin & = - J: 77 -

Wegen H = 2r folgt daraus sin § = %, womit fiir den Winkel folgt ¢ ~ 39,94°.

d) Ist b die Breite des Gegenstands, a der Abstand des Beobachters, (Abbildung) so muss gelten

AC  BC b ® - v
C—D_C—D_%—tangéb—%ztanQ~70,70m

‘ Losung S 28

Es sei M der unbekannte Mittelpunkt. Dann gilt R = GM = HM = BM +r = AM + r. Ferner ist
BC = EF = a,AB = d, folglich (AC)? = d? — a®.
Da LACM = 90° ist, folgt CM? + AC? = AM? und wegen AM = BM und CM = BM —a
d2
(BM —a)*> 4+ d* —a> = BM? - —2BM -a+d?> =0 — BM = %
a
Damit erhédlt man R = % +1r bzw. D = % + d. Setzt man die gegebenen Werte ein, so ergibt sich
D =105 mm.
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Lésung S 29

Die 2., 4., 6., ... Kugelschicht besteht nur aus je 81 Kugeln, da sich jede Kugel dieser Schicht in die
Vertiefung zwischen jeweils 4 Kugeln der vorhergehenden Schicht legt. Die 1., 3.. 5., ... Schicht besteht
dagegen — entsprechend den Innenmafien des Gefiasses — aus 100 Kugeln.

Den Abstand zweier benachbarter Ebenen durch die Kugelmittelpunkte erhdlt man durch eine an
Hand der Abbildung durchgefiihrte Uberlegung zu % 2 cm. Damit haben n Schichten die Gesamtdicke
(14 251v/2) cm.

Es ist nun die grofite (natiirliche) Zahl n zu finden, fiir die gilt

(H"?ﬁ) <10

oder, was dasselbe besagt, n < 9v/2 + 1 ~ 13,73.

Das heifit also, es sind 13 Schichten im Gefiafl, 7 zu je 100 und 6 zu je 81 Kugeln, insgesamt demnach
1186.

Die Gesamthohe dieser 13 Schichten ist (1 + £2v/2) = (1+ 6v/2) ~ 9,48 cm. Von der obersten Kugel-
schicht bis zum Rand des Gefifles fehlen also noch ungefihr 0,52 cm.

fffffffffffffffff ) ;

Losung S 30

af -

™
= (F

Aus 1. und 4. folgt fiir die Skalenlénge s:

P2 — pP1
5 —

s m

Offenbar ist h > s; ein genauerer Wert wird spéter ermittelt. In eine Fliissigkeit der Dichte p; taucht
das Ardometer bis zum obersten Skalenpunkt ein, das verdringte Volumen Vj ist V; = %.
In eine Fliissigkeit der Dichte po taucht es bis zum untersten Skalenpunkt ein, das verdréngte Volumen
Vo ist Vo = p%. Es gilt

Vi _m om_p 1

Vi p2pt p2 2
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also Vi = 2V,, mithin auch Vi — Vy = V5.

Es ist aber V7 — V5 gleich dem Volumen der Skalenrchre mit der Lénge s, also Vi — Vo =V, = %dZS,
und V5 gleich dem Volumen des Tauchkorpers bis zum Skalenpunkt fiir po, also der Summe aus zwei
Halbkugeln mit dem Durchmesser D, dem Zylinder mit dem Durchmesser D und der Hohe H sowie dem
Zylinder mit dem Durchmesser d und den Hoéhe x (Stiick der Skalenréhre zwischen dem Ansatz am
Tauchkorper und dem Skalenpunkt fiir p2); dabei kann, wie sich spéater zeigen wird, der Kugelabschnitt
am Ansatz der Skalenrchre vernachlissigt werden. Es gilt also:

Va=-D%+

2
g 4D2H i Zd% - %d% — D34 D’H + &%z = d®s

3

oder H = g—é(s — x) — 2D. Setzt man zunichst einmal z = 0, so ergibt sich H ~ 3,67 cm. Man
wird nun H mit H = 3,5 cm ansetzen; dann ergibt sich x zu z ~ 0,7 cm. Damit ergibt sich fiir h:
h>s+x=20+0,7=20,7 cm.

Da die Skalenrohre auch beim Eintauchen bis zum obersten Skalenpunkt noch aus der Fliissigkeit
herausragen muss, damit man sie anfassen kann, wird man h mit h &~ 22 cm festsetzen.

(Bemerkung: In der Praxis wird man die genaue Stellung der Skala, also die Lage des unteren Ska-
lenpunktes fiir po, durch Eintauchen in eine Probefliissigkeit der Dichte po ermitteln. Dabei gleicht
man gleichzeitig die kleine Ungenauigkeit aus, die sich durch die Vernachldssigung des Kugelabschnitts
ergibt.)

Die Gesamtlénge L ergibt sich dann zu L =2R+ H + h + r ~ 28 cm.

Die erforderliche Masse m erhélt man aus folgender Rechnung;:

n
m = piVi =2p1Va = paVo = P2Zd2h ~3l4g

Loésung S 31

Das Produkt ab kann man als den Flédcheninhalt F eines Rechtecks ABCD mit den Seiten a und
b auffassen. Bezeichnet man die gesuchte Grofle mit x, so gilt aa—fb =z oder z(a — b) = ab.

Damit ergibt sich x als Seite eines Rechtecks A’B’C’'D’ mit dem Fldcheninhalt F und den Seiten x
und a-b. Das Problem stellt also konstruktiv eine Fldchenverwandlung dar: Es ist das Rechteck ABCD
mit den Seiten a und b in ein flichengleiches Rechteck A’B’C’D’ mit den Seiten x und a-b zu verwan-
deln. Dazu bieten sich mehrere Konstruktionsmoglichkeiten an. Als einfachste erscheint die folgende

(Abbildung):

B’ Al E
a—2b
, D
C C
b
F A a B

1. Man konstruiert das Rechteck ABCD mit AB = a und BC = b.

2. Man verldngert BC iiber C hinaus um a-b bis E.

3. Man bringt die Geraden durch A und B sowie durch E und D zum Schnitt; dieser sei F.
4. Man errichtet in F auf AF und in E auf CE die Senkrechten; deren Schnitt sei B’.

5. Man verlidngert AD bis zum Schnitt A’ mit B’ und CD bis zum Schnitt C’ mit FB’.
Das Rechteck A’B’'C’'D’ ist das gesuchte.

Es ist zu beweisen: 1. ABCD = A'B'C'D’,2. AD =a —boder C'D =a —b.

1. A BEF =A B'FE wegen EF = EF,{BFE = {BE'F,{BEF = {B'FE (beide sind Wechselwin-
kel an geschnittenen Parallelen.)
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A AFD =A C'DF wegen DF = DF, LAFB = LC'DF,{ADF = £C'FD (beide sind Wechselwinkel

an geschnittenen Parallelen.)
A CDE 2N AED wegen DE = DE, ACDE = LA'ED,{CED = £A’DE (beide sind Wechselwinkel

an geschnittenen Parallelen.)
Daraus folgt:

OABCD =A BEF— A AFD— A CDE =A BFE— A C'DF— A A'/ED =0A'B'C'D’

2. A'D|EC, A'E||DC, daraus folgt A’D = EC = a — b (nach Konstruktion).

‘Lﬁsung S 32‘

D c C

A

Y
d h b

Y
/1 '
A a B

1. Berechnung: Da die Fliche eines Trapezes ausschliefllich von der Linge der parallelen Seiten und
der Hohe, nicht aber von den Winkeln abhéngt, spielt der Winkel « fiir das vorliegende Problem
keine Rolle, und die Betrachtungen koénnen ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit an einem
rechtwinkligen Trapez durchgefiihrt werden (Abbildung).

Die teilende Parallele habe die Lénge x, ihr Abstand von c sei y. Dann gilt

xr—+c _a+c

5 Y=g ol

Nach dem Strahlensatz gilt ¥ = £=¢, also y = £=¢h. Daraus folgt nach Umrechnung

5 o a?—c? a? + c2
xé —cf = —Sx=
2 2

Man erkennt, dass die Lange der Parallelen unabhingig ist von der Hohe h. Thr Abstand y von c ist

dann
a2—c2
_ VW ESE —c
y::x Ch—%g/:———ﬁi———f~h
a—-c a—c¢
D
d T b
a B
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2. Konstruktion: Die Berechnung liefert den Schliissel zur Konstruktion. Aus

N e \/(g\/i)2+ (Lva)’

Das heifit aber, man erhilt x als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten 5+v/2 und

5V 2 sind. Diese Katheten sind aber die halben Diagonalen aus den Quadraten der beiden parallelen
Trapezseiten.

Konstruktionsbeschreibung:

1. Man konstruiert die Quadrate iiber den parallelen Trapezseiten, zieht in ihnen je eine Diagonale
und halbiert diese.

2. Man konstruiert ein rechtwinkliges Dreieck mit den halbierten Diagonalen als Katheten. Die Hypo-
tenuse hat die Lange x der gesuchten Parallelen.

3. Man trigt die Strecke x von A aus auf a = AB ab; der Endpunkt sei E. Dann zieht man durch E
eine Parallele zu d = DA; ihr Schnitt mit b = BC sei F. Die Parallele zu a = AB und ¢ = CD durch
F ist die gesuchte Parallele.

Determination: Samtliche Konstruktionen sind stets ausfithrbar und eindeutig.

Lésung S 33
B
gs
C
g2
g1
A

Analysis: Die allgemeine Losung findet man, indem man von einem leicht 16sbaren Spezialfall ausgeht:
Es werde zun&chst angenommen, der Abstand der gegebenen Parallelen g7 und g2 sei gleich dem
Abstand der Parallelen go und g3. Dann liegt das gesuchte Dreieck ABC symmetrisch zu gy (erste
Abbildung), die Liange der Dreieckseite AB = BC = C' A ist gleich dem Abstand der Parallelen g; und
g3, das Dreieck ABC ist ohne weiteres konstruierbar.

; B R
g3 : -
P 7
92 BN
94 .
- D
. A
7 N L
Q

Betrachtet man nun die Analysisfigur der zweiten Abbildung. so erkennt man: Ist PD die Hohe im
Dreieck PQR, so ist L PDC = £BDR, da die Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen. Da
ferner L{CDB = APDR = 90° ist, ist das Dreieck CDP &hnlich dem Dreieck BDR. Folglich gilt
PD:RD =CD : BD. Wegen CD : BD = +/3: 1 gilt dann aber auch PD : RD = /3 : 1.

Konstruktionsbeschreibung: Man konstruiert die Mittelparallele g4 zu ¢g; und g3 und errichtet in einem
beliebigen Punkt D von g4 die Senkrechte, die g; im Punkt A und g3 im Punkt B schneidet. Sodann
schligt man um A und B zwei Kreisbogen mit AB als Radius, die sich in C auf g4 schneiden.

In C errichtet man die Senkrechte auf g4, sie schneidet go in P. Man verbindet P mit D und errichtet
in D auf PD die Senkrechte. Deren Schnitt mit ¢; sei Q, mit g3 sei R. Das Dreieck PQR ist das gesuchte.

Determination: Da die Kreisbogen um A und B einander in zwei Punkten C und C’ schneiden, ist das

gesuchte Dreieck PQR nur bis auf Symmetrie bestimmt. Alle anderen Konstruktionen sind stets und
eindeutig ausfiihrbar.
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Loésung S 34

Voriiberlegung: Die Analysisfigur (Abbildung) zeigt, dass kein Teilstiick des Dreiecks ABC unmit-
telbar konstruierbar ist. Durch Festlegen jedes der drei gegebenen Stiicke wird fiir einen weiteren
Punkt des Dreiecks ABC hochstens ein geometrischer Ort bestimmt.

Die Situation &éndert sich jedoch sofort, wenn man die Hohen hj und h. in Richtung b bzw. ¢ parallel
zu sich selbst verschiebt, so dass sie durch D verlaufen (Abbildung 2). Dann gilt A DBF' = A DCF’
wegen DB = DC = §, ABDF' = LCDF" (Scheitelwinkel), L DF'B = £{DF"C (rechte Winkel nach
Konstruktion).

Also ist DF' = DF" = % Entsprechend gilt A DCE' = DBE" wegen DB = DC = §, {E'DC =
ADBE" (Scheitelwinkel), LCE'D = £ BE" D (rechter Winkel nach Konstruktion). Damit ergibt sich
die Moglichkeit, A AF'D aus AD = s,, DF' = %,LAF’D =90°, und A AED aus AD = s,, DE' =
%, £LAE'D = 90° zu konstruieren.

Man erhélt daraus B und C auf folgende Weise: B liegt 1. auf der Geraden durch A und F’ und 2. auf
der Parallelen zur Geraden durch A und E’ im Abstand h., die in derselben Halbebene liegt wie D.
C liegt 1. auf der Geraden durch A und E’ und 2. auf der Parallelen zur Geraden durch A und F’ im
Abstand hy, die in derselben Halbebene liegt wie D.

Abbildung 2

A

c E

F/ Sa

‘ g//
hy
E'/

Nach Festlegung von B (C) auf die beschriebene Weise ergeben sich fiir C (B) auch folgende geometri-
sche Orter: C (B) liegt 1. auf der Geraden durch A und E’ (F’) und 2. auf der Verlingerung von BD
(CD) iiber D hinaus. Oder: C (B) liegt auf der Verldngerung von BD (CD) iiber D hinaus im Abstand
BD (CD) = § von D.

Konstruktionsbeschreibung:

Man legt AD = s, = 6 cm fest und schlégt iiber AD nach beiden Seiten den Thaleskreis. Um D schldgt
man mit % in der Zirkelspanne einen Kreisbogen, dessen Schnitt mit dem einen Thaleshalbkreis den
Punkt E’ liefert, und mit % in der Zirkelspanne einen Kreisbogen, dessen Schnitt mit dem anderen
Thaleshalbkreis den Punkt F’ ergibt.

Sodann zieht man zu AE’ die Parallele im Abstand h; in der Halbebene, in der D liegt. Thr Schnitt-
punkt mit der Geraden durch A und F’ ist B. Ferner zieht man zu AF’ die Parallele im Abstand h,
in der Halbebene, in der D liegt. Ihr Schnittpunkt mit der Geraden durch A und E’ ist C.

Man kann C (B) auch nach Konstruktion von B (C) erhalten, indem man BD (CD) iiber D hinaus bis
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zum Schnitt mit der Geraden durch A und E’ (F’) bzw. um sich selbst verlangert.

Diskussion:

Die Aufgabe ist (bis auf Symmetrie) eindeutig losbar, wenn % < 8q und % < 8 ist. In diesem Fall
ergeben die Kreisbogen um D je genau einen Schnittpunkt mit einem Thaleshalbkreis. Die weitere
Konstruktion ist eindeutig.

Wenn dagegen % > sq oder % > 54 ist, so existiert kein entsprechender Schnittpunkt mit dem Tha-
leshalbkreis und die Aufgabe ist unlosbar.

Im vorliegenden Fall ist die Aufgabe wegen % =25<6 =54 und % = 3,5 < 6 = s, eindeutig losbar.

‘ Loésung S 35 ‘

Analysis (Abbildung): Der Punkt C liegt

1. auf dem Kreis um B mit AB = a als Radius,

2. auf dem Kreis um A mit ABvV2 = av/2 als Radius.

Der Punkt D liegt 1. auf dem Kreis um A mit AB = a als Radius,

2. auf dem Kreis um B mit ABv2 = av/2 als Radius.

Es kommt also darauf an, die Strecke AC = BD = a\/2 zu konstruieren. Dazu verhilft die folgende
Uberlegung:

Die direkte Konstruktion als Diagonale eines Quadrats mit der Seitenldnge a ist nicht moglich, da
es nicht gelingt, nur mit dem Zirkel die Lage des dritten Eckpunktes unmittelbar zu finden.

Aus der Gleichung 3a? — a? = 2a? oder av/2 = V3a2 — a2 folgt aber, dass man av/2 erhélt, wenn es
gelingt, ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ayv/3 und einer Kathete a zu konstruieren.
Die Hypotenuse ay/3 erhilt man als doppelte Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a bzw.
(da der FuBpunkt der Hohe nicht ermittelt werden kann) als lingere Diagonale eines Rhombus mit
der Seitenldnge a und der kiirzeren Diagonale a. Die Konstruktion des rechtwinkligen Dreiecks erfolgt
iiber die Konstruktion eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Basis 2a und den Schenkeln av/3.

Konstruktion:

Man schldgt um A und um B Kreise mit dem Radius a = AB. Thre Schnittpunkte seien S; und
So. Weiter schlagt man um S; einen Kreis mit dem Radius a, der den Kreis um A aufler in B in S3
schneidet. Um Sy und S3 schligt man Kreise mit dem Radius S3B = 5153, die sich in Sy schneiden
(bzw. in S}). Die Strecke AS; = AS) hat die Linge der Diagonalen AC' = BD im Quadrat ABCD.
Der Kreis um A mit dem Radius ASy schneidet den Kreis um B mit dem Radius AB in C, und der
Kreis um B mit dem Radius AS,4 schneidet den Kreis um A mit dem Radius AB in D.
Determination: Alle Konstruktionen sind (bis auf Symmetrie) stets eindeutig.

Losung S 36

Wendet man die bekannte Dreiecksformel

~ p 2p . a+b+c
tan — = = mit § = —M—
2 s—c a+b+c 2
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auf ein rechtwinkliges Dreieck an (v = 90°), so ergibt sich wegen tan45° = 1 der Satz:
Der Inkreisdurchmesser eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich der Summe der beiden Katheten ver-
mindert um die Hypotenuse. Daraus folgen fiir die rechtwinkligen Dreiecke ABC, CAD und BCD die
Gleichungen

2p=a+b—cg 2p1 =q+ he — b; 200 =p+h.—a

Durch Addition dieser Gleichungen ergibt sich wegen p + ¢ = ¢:

2(p+ p1 + p2) = 2he = p+p1 + p2 = he

Lésung S 37 ‘

C

Die Ungleichung § < g ist gleichbedeutend mit der Ungleichung ad < bc. Addiert man auf bei-
den Seiten dieser Ungleichung die Grofie ab, so folgt ab + ad < ab + be.
Damit gilt auch a(b+ d) < b(a + ¢). Dividiert man beide Seiten durch b und durch (b + d), so ergibt

sich
a a—+c

b~ brd
und der erste Teil der Behauptung ist bewiesen. Addiert man auf beiden Seiten der Ungleichung
ad < bc dagegen die Grofe cd, so folgt ad + cd < be + cd oder (a + ¢)d < (b+ d)c. Daraus ergibt sich
durch Division mit (b+ d) und d die rechte Seite der Ungleichung und der zweite Teil der Behauptung
ist bewiesen.

Losung S 38 ‘

T2

M, B
T1 M3
A

M,

Analysis (Abbildung): Wenn K3 die Peripherie von K7 im Punkt B beriihrt, ist die Tangente t in B
an K gleichzeitig auch Tangente in B an K3. Folglich bilden die Beriihrungsradien von K; und K3
eine Gerade, und da M7 und M3 auf derselben Seite der Peripherie von K, liegen, fallt M3 auf M B.
Es ist aber M1 B = r{ = 2ry = M1 M3 + r3, slso M{Ms = 2ry — r3.

Ferner kann Mj M3 nach dem Lehrsatz des Pythagoras aus M1 A = r3 und AMj3 berechnet werden;
AMs3 ist nach demselben Satz aus AMs = r9 — r3 und MyMs = r9 + r3 darstellbar. Mithin kann eine
Gleichung mit 73 als einziger Unbekannter aufgestellt werden.

Beweis:

M1M§ = (2r9 — r3)2 =dr—22— 4drors + rg und MlM?? = 7"% + (ro + 7“3)2 — (rg— 7“3)2 _ Tg, ¥ drors

also rg + 4rorg = 47‘% —4rors + r% — 2rs3 = ro. Wegen 2ry = r1 wird 4rs = ry.

‘ Losung S 39 ‘
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Nach dem Sehnentangentensatz ist das Produkt der Streckenlingen CA-C B gleich dem Quadrat CT?
des Tangentenabschnitts. Es gilt also fiir jeden durch A und B gehenden Kreis

CT2=CA-CB  oder CT = )\/CA - CB(

Damit ist die Behauptung bewiesen; denn in dieser Gleichung tritt der Radius r nicht auf, sondern
nur zwei Strecken, deren Lénge von der Lage des Endpunktes C abhéngt.

Loésung S 40

Es sei n = 10a + b, wobei a eine natiirliche Zahl mit beliebig vielen Stellen und b eine einstellige
natiirliche Zahl sei. Dann gilt

n? = (10a + b)? = 100a? + 20ab + b?

Ist nun b gerade, so ist auch b? gerade und mithin auch die Schlussziffer von n?. Ist aber b ungerade,
so sind die Félle b= 1;b = 3;b = 5;b = 7;b = 9 moglich. In diesen Féllen ergibt sich
n? = 100a* + 20a + 1 n? = 100a* + 60a + 9
n? =100a*> +100a +25  n? = 100a® + 140a + 49
n? = 100a® + 180a + 81

Man sieht, dass in diesen Féllen die Zehnerziffer gerade ist. Also enthilt jede Quadratzahl oberhalb
von 9 mindestens eine gerade Ziffer.

Loésung S 41

Jede Primzahl oberhalb von 3 ist entweder in der Form 6n — 1 oder in der Form 6n+1 mit n = 1,2,3,...
darstellbar.

Beweis: Jede natiirliche Zahl lisst sich in einer der folgenden Formen darstellen: 6n;6n + 1;6n +
2;6n + 3;6n + 4;6n + 5 mit n = 0,1,2,3,4,.... Von diesen Zahlen sind sicherlich die Zahlen 6n;6n + 2
und 6n +4 durch 2 und die Zahlen 6n; 6n + 3 durch 3 teilbar und mithin keine Primzahlen. Wenn also
eine natiirliche Zahl oberhalb 3 eine Primzahl ist, so ist sie entweder in der Form 6n + 1 oder in der
Form 6n + 5 darstellbar. Fiir 6n + 5 kann man aber auch schreiben 6n’ — 1 mit n’ = n + 1.

Daraus folgt: Primzahlzwillinge p; und po haben stets die Form p; = 6n — 1 und ps = 6n + 1 mit
gleichem n.

Beweis: Angenommen, es sei p; = 6n F 1 und po = 6m + 1 mit n # m, so wire

[pr = p2| = (6 F1) = (6m £ 1) # 2

Damit ist aber p; +pa = (6n—1)+(6n+1) = 12n, d.h., die Summe zweier Primzahlzwillinge oberhalb
3 ist durch 12 teilbar.

Losung S 42 ‘

Die Zahl 2™ ist nicht durch 3 teilbar, da sie nur den Primfaktor 2 enthilt. Also kann 2" beim Teilen
durch 3 nicht den Rest Null lassen. Es kommen nur die Reste 1 und 2 in Frage.

n=0:2"=3=2:3=1:3=0Rest 1
n=1:2"=3=21:3=2:3=0 Rest 2
n=2:2"=3=22:3=4:3=1Rest 1
n=3:2"=3=23:3=8:3=2Rest 2
n=4:2"=3=2":3=16:3=>5Rest 1
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Es taucht die Vermutung auf, dass 2" beim Teilen durch 3 den Rest 1 ldsst, wenn n gerade, und den
Rest 2 ldsst, wenn n ungerade ist. Zumindest gilt dies fiir n = 0 bis n = 4.

Um einen allgemeinen Beweis zu fiithren, schlieBen wir folgendermafen:

Wenn 2" beim Teilen durch 3 den Rest 1 lisst, so kann man schreiben 2" = 3k + 1. Dann gilt fiir 271
2ntl = 2.9" = 2(3k + 1) = 6k + 2.

Man sieht, dass dann 2"*! beim Teilen durch 3 den Rest 2 lisst. Lisst dagegen 2" beim Tei-
len durch 3 den Rest 2, so kann man schreiben 2" = 3k + 2. Dann gilt entsprechend fiir 2"+
2ntl = 2.9" = 2(3k +2) =6k +4 =06k +3+ 1.

Man sieht, dass in diesem Fall 2"*! beim Teilen durch 3 den Rest 1 ldsst. Damit ist bewiesen, dass
sich beim Teilen der Zahl 2" durch 3 die Reste 1 und 2 regelméflig abwechseln, wenn n die Folge
0;1;2; 3;4; ... durchlauft.

Es gilt also fiir jedes n: Die Zahl 2" ldsst beim Teilen durch 3 den Rest 1, wenn n gerade, und den
Rest 2, wenn n ungerade ist.

Mit Hilfe von Sétzen der Zahlentheorie bzw. der Gruppentheorie lésst sich diese Behauptung noch
eleganter beweisen.

Lésung S 43

-T2 th l ] Restkorper R
[ ] Kugel mit Durchmesser 1

Es sei r der Radius der durchbohrten Kugel, p der Radius und 1 die Lénge der zylindrischen Bohrung,
ferner sei h die Hohe der Kugelkappen, die durch die Bohrung erfasst werden.

Vom Volumen Vi = %7‘1’7"3 der Kugel sind abzuziehen a) das Volumen V = 7p?l des Zylinders und b)
zweimal das Volumen V, = Zh*(3r — h) des Kugelabschnitts (Abbildung). Es gilt also

4 2
Vi =Vic = Vz = 2Va = gmr® = mp’l - %(37‘ —h) = %[87«3 — 6p%L — 4h2(3r — )]

2 2r—I

2

Nun ist aber nach dem Lehrsatz des Pythagoras p? = r? — %, ferner ist 2h = 2r — [, also h =

h? =r2—rl+ %. Damit ergibt sich

Vr

=— — — )N —=4r2—4rl+1")—| = =1
5 [81" 6(r 4)l (4r rl+1%) > 5

Es ist aber Vi = %ZS.

Loésung S 44

Sicherlich wird man zur Probe fiir a den Wert % gleich in die erste Ungleichung eingesetzt und folgen-
dermaflen gerechnet haben: a = %; a? = i — % > 0.

Nun ist aber bekanntlich die Quadratwurzel doppeldeutig: = = +v/22.

Beim Ausziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten der Ungleichung hétte man also schreiben
miissen: +(a — 1) und ++v/—2a + 1. (absichtlich wurde hier das Zeichen > nicht gesetzt, da, wie sich
anschlieffend zeigt, sonst ein weiterer Fehler entsteht).

Auf der rechten Seite der Ungleichung war die Doppeldeutigkeit zwar beriicksichtigt, dort wirkt sie
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sich aber nicht aus, da sich fiir a = % der Wert +0 ergibt.
Die linke Seite dagegen liefert fiir a = % gerade den negativen Wurzelwert, wenn die Doppeldeutigkeit
nicht beriicksichtigt wird. Das Entscheidende ist nun, dass aus

z? >y  nicht etwa folgt +z > +/y

Das kann man sofort an Beispielen nachweisen: Aus 4 > 1 folgt nicht +2 > +1. Zwar ist die Beziehung
+2 > +1 richtig, aber die Beziehung —2 > —1 ist falsch; es gilt vielmehr —2 < —1.

Losung S 45

Der Fehler ist im letzten Schritt enthalten, in der Division durch lg%. Bekanntlich ist der Loga-
rithmus einer Zahl, die kleiner ist als 1, eine negative Zahl. Man kann jedoch Ungleichungen nicht wie
Gleichungen behandeln, sondern vor allem beim Rechnen mit negativen Zahlen ist bei Ungleichungen
Vorsicht am Platz.

Multipliziert oder dividiert man beide Seiten einer Ungleichung mit einer negativen Zahl, so muss man
das Ungleichheitszeichen umkehren. Es folgt dann aus

1 1
e = 1) lo =
ng2>(n+)g2

durch die Division richtig n < n + 1.

‘ Loésung S 46

a) Es seien P und P, die Brennpunkte der beiden Kegelschnitte (wegen der Gleichheit der linea-
ren Exzentrizitéit fallen bei Ubereinstimmung der Achsen auch die Brennpunkte zusammen) und Pg
einer der Punkte, in denen die Brennstrahlen senkrecht aufeinanderstehen. Die Punkte P;, P, und Py
bilden ein rechtwinkliges Dreieck, Ps liegt daher auf dem Thaleskreis iiber P} P». Man erkennt sofort,
dass es (bis auf Symmetrie an den Kegelschnittachsen) genau einen Punkt Py gibt, d.h., Ellipse und
Hyperbel schneiden einander in Pg. Es gelten nun die folgenden Gleichungen:

li:lb=4:3 (1) und PP} =4* =01 +13 (2)

Durch Einsetzen von (1) in (2) folgt 4e? = %gll und 4e2 = %lg. Mit e = 20 ergibt sich daraus [ = 32
und lQ = 24.

b) Die Ellipsengleichung kann man in der folgenden Form schreiben: x2b? + y?a? = a?b® (4). Wir
ersetzen b? durch die Relation b?> = a? — e? und erhalten damit

22(a® — %) + y2a® = a®(a® — €?)  (4a)

Um a zu ermitteln, errechnen wir die Koordinaten von Pg und setzen diese nebst e = 20 in (4a) ein.
Durch ys zerlegen wir das Dreieck P P> Ps in zwei rechtwinklige Teildreiecke. Dann gilt nach dem
Lehrsatz des Pythagoras 3 = y3 + (e + x5)? (5a) und 13 = yZ + (e — z5)? (5b).

Durch Subtraktion einer dieser beiden Gleichungen von der anderen und Auflésung nach z2 folgt daraus
xs = 5,6 und damit y; = +1,2. Setzt man diese Werte in (4a) ein, so ergibt sich nach Auflésung der
entstehenden biquadratischen Gleichung

a4 — 800a* + 12544 = 0 — a? = 784;a1 = 28 und a3 = 16; a9 = 4
Aus b2 = a® — €2 folgt weiter b% = 384, also b; ~ 19,6 und b3 = —384, also by ~ 19,6i. Offenbar
scheiden ag und by als (im Reellen) unbrauchbar aus, so daf§ die Gleichung der Ellipse lautet

2 2
38422 + 784y = 301056 — —— + I

=1
784 384
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Analog erhilt man aus der Hyperbelgleichung 22b? — y%a® = a?b® mit b> = e? — a? die Werte a; =
28,a2 = 4 sowie by ~ 19,6i,by ~ 19,6. Man erkennt, dass in diesem Fall die Werte a; und b; als
unbrauchbar ausgeschieden werden miissen. Die Hyperbelgleichung nimmt damit die Form an

2 y2

38422 — 1602 = 6144 — — — L — 1
v y 16 334

Losung S 47

4

M ,

Bekannt sind: w = 135°, a = 20 mm, t = 5 mm, d = 70 mm. Gesucht ist das Seitenmaf} s. Weiterhin
seien ABMD = §; {ABM = ~v; {ABD = 3; {DBM = o und Winkel von MB zur Horizontalen «’.
Im Dreieck ABM gilt sind = 3 : g = 3, folglich ist s = dsind.

Ferner gilt 6 = 90° — v = 90° — (o + ). Nun ist @« = o/ (Winkel an geschnittenen Parallelen), und fiir
sina/ = sin « gilt

sina/ =sina =

gzﬂ 20 _ 0,286

a . —

2 d 70
also a = 16°40". Fiir 3 folgt aus dem Dreieck ABD: § = 90° — ¢ = 22°30". Damit ergibt sich fiir § der
Wert § = 50°50". Es ist also

s=d-sind = 70sin 50°50" ~ 54,2 mm

Lésung S 48

y in DM,
6000 +
5000
3795 4o
3000 T
2000

1650 -
1000 +

| |

100 200 330 400 500 Stiick x
a) Die Gesamtkosten y; der Produktion stellen sich als die Summe aus den fixen Kosten b und den mit

dem Produktionsausstofl x multiplizierten variablen Kosten m; dar: y; = mix + b = 6,50z 4+ 1650,00.
Der Gesamterlos yo ergibt sich als Produkt des Abgabepreises mo mit dem Produktionsausstof x:
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Y2 = meox = 11,50z.

Gesamtkosten und Gesamterlts stellen demnach lineare Funktionen des Produktionsausstofies x dar,
die nur fiir nicht negative x-Werte definiert sind (ein negativer Produktionsausstof ist bei der Frage-
stellung sinnlos).

b) Die Produktion wird rentabel, wenn der Gesamterlos yo nicht kleiner als die Gesamtkosten
ist: yo > y1 — mox > myx + b. Daraus folgt:

b

mox — mix > b; > —
mo —ml

(wenn ma + mq1 > 0 oder, was dasselbe ist, ma > my ist). Also ist die Produktion rentabel fiir

b 1650
T > Ty =

= = 330
= ma —ml 11,50 — 6,50

Dabei ist x, die Abszisse des Schnittpunktes beider Geraden.

c) Es gibt vier Moglichkeiten, den Gewinn G = ys — y; und damit die Rentabilitdt zu erhohen;
diese Moglichkeiten sind aus der graphischen Darstellung erkennbar:

1. Erhohung des Werkabgabepreises my. Das bedeutet in der graphischen Darstellung eine Drehung
der Geraden gy um den Nullpunkt entgegen dem Uhrzeigersinn. Diese Moglichkeit kommt aber
aus preisrechtlichen Griinden nicht in Frage.

2. Erhohung des Produktionsausstofies x. Diese Moglichkeit findet eine obere Grenze bei vollstdndiger
Deckung des Bedarfs und in der Produktionskapazitét.

3. Senkung der fixen Kosten b. Das bedeutet graphisch eine Verschiebung der Geraden y; paral-
lel zu sich selbst in Richtung auf den Nullpunkt. Sie tréagt verhéiltnisméflig viel zur Rentabi-
litdtserhohung bei, wenn m; klein ist.

4. Senkung der variablen Kosten my - graphisch eine Drehung der Geraden y; um den Schnittpunkt
mit der y-Achse im Uhrzeigersinn.

d) Wenn die variablen Kosten m; den Abgabepreis mg iibersteigen, wenn also m; > my ist, kann
unter den gegebenen Bedingungen eine Rentabilitit durch Erh6hung des Produktionsausstofles nicht
erreicht werden.

In der graphischen Darstellung laufen in diesem Fall die Geraden y; und y» auseinander und haben
keinen Schnittpunkt, so dass es auch kein x, gibt, von dem an Rentabilitéit besteht. Rechnerisch erhélt
man aus T, = -5 Wegen mj > my, b > 0, dass x, < 0 ist. (Das wiirde einen negativen Produkti-
onsausstol bedeuten und ist sinnlos.)

Auch durch Senkung der fixen Kosten b allein ist dieser Zustand nicht zu &ndern. Einzige Mdglichkeit
bleibt demnach die Senkung der variablen Kosten m1, d.h. Einsparung von Material, Ausmerzung der
Verlustzeiten, schonender Einsatz des Werkzeugs, Steigerung der Arbeitsproduktivitit.

Die Bedeutung des Satzes ”Spare mit jedem Gramm, mit jedem Millimeter, mit jeder Minute!” wird
hieran deutlich.

Losung S 49

Ein Gleichungssystem der Form

ar —by+c=0 , dr—ey+ f=0
hat die Losungen
x_ec—bf _cd—af
~ bd —ae ’ Y= b%d—ae
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Dabei sind die Vorzeichen so gewéhlt, dass Zahler und Nenner je positiv werden.
Die Werte x und y werden maximal, wenn die Zéhler maximal und die Nenner minimal sind; sie werden
minimal, wenn die Zahler minimal und die Nenner maximal sind. Demnach ist x maximal, wenn a, e
und ¢ maximal, b, d und f aber minimal sind:

1,05-10,15 — 3,15 0,65

_ — 3,73
Tmar = s 105 0,95-1,05

und minimal, wenn a, e und ¢ minimal, b, d und f dagegen maximal sind:

0,95 -10,05 — 3,25 - 0,75 — 943

Tmin = 8 o8 1.15 — 0.85 - 0.95

Bei y ist eine zusitzliche Uberlegung notwendig, da die Zahler- und die Nennerbedingung nicht gleich-
zeitig erfiillbar sind: Wenn ¢ und e maximal, b und f minimal sind, wird y maximal. Die Werte d und
a beeinflussen Zéhler und Nenner jeweils in gleicher Richtung; d beeinflusst den Nenner jedoch stérker
als den Zihler, wird also minimal gewéhlt; auch a beeinflusst den Nenner stérker als den Zahler, wird

also maximal gewahlt:
10,15- 1,05 —0,95-0,65 435

Ymaz = T3 151,05 — 0,95 - 1,05

Analog schliefft man: y ist minimal, wenn a, e und ¢ minimal, b, d und f maximal sind.
o 10,15-1,15—-0,85-0,75

Ymin = 73 051,15 — 0,85 - 0,95

Ergebnis: 2,43 < x < 3.73, maximale Abweichungen -0,57 und +0,73
3,73 <y < 4,35, maximale Abweichungen -0,27 und +0,35.

= 3,73

‘ Lésung S 50

a) Man kann zuniichst den ersten Ring in sechs verschiedene Stellungen bringen. Dann sind bei jeder
dieser Stellungen sechs Stellungen des zweiten Ringes moglich. Also ergeben sich fiir die Stellungen
der ersten beiden Ringe bereits 36 verschiedene Moglichkeiten.

Bei jeder davon kann man wieder auf sechs verschiedene Weisen den dritten Ring einstellen, so dass
sich damit 216 Stellungen ergeben.

Schliefllich multipliziert sich diese Zahl wieder mit sechs, wenn man nun noch den letzten Ring ein-
stellt, so dass sich insgesamt 1296 verschiedene Einstellmoglichkeiten ergeben.

Allgemein kann man zeigen, dass sich bei n Ringen mit je m Zahlen m'™ verschiedene Schliisselworter
bilden lassen.

b) Aus der Losung von a) ergibt sich sofort:

1. Schloss mit vier Ringen zu je sechs Buchstaben enthélt 1296 Schliisselworter,

2. Schloss mit sechs Ringen zu je vier Buchstaben enthélt 4096 Schliisselworter.

Die Sicherheit des zweiten Schlosses verhélt sich also zu der des ersten wie 4096 : 1296 ~ 3 : 1, d.h.,
das zweite Schloss ist etwa dreimal so sicher wie das erste.

c) Es ist festzustellen, wieviel Moglichkeiten es gibt, aus n (in unserem Fall n = 26) verschiede-
nen Elementen k (in unserem Fall k = 6) verschiedene auszuwéhlen.

Zunéchst kann man aus den 26 Buchstaben auf 26 verschiedene Weisen einen Buchstaben auswéhlen.
Bei jeder dieser 26 Moglichkeiten gibt es jetzt 25 Moglichkeiten zur Wahl eines zweiten Buchstaben,
im ganzen also 26 - 25.

Dabei iiberlegt man sich aber leicht, dass nun jede Buchstabenzusammenstellung doppelt vorkommt:
einmal wurde z.B. zu ¢ der Buchstabe d gewéahlt und einmal zu d der Buchstabe c. Demnach muss
man das Produkt 26 - 25 noch durch zwei teilen, um die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten zu
erhalten.

Bei jeder dieser Moglichkeiten hat man wiederum 24 neue Auswahlmoglichkeiten fiir den dritten Buch-
staben, wobei sich aber wieder jede Buchstabenkombination mehrfach ergibt: Einmal wird z.B. zu (ab)
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der Buchstabe ¢, ein andermal zu (bc) der Buchstabe a und zum dritten zu (ac) der Buchstabe b hin-
zugefiigt. Andere Zusammenstellungen der drei Elemente a, b und ¢ gibt es nicht. Also ist die Anzahl
der 26 - 25 - 24 Kombinationen nunmehr auf % = 2600 angewachsen.

Man erkennt, wie die Entwicklung weitergeht:

Allgemein gilt fiir die Anzahl der Kombinationen von k Elementen aus n Elementen

n-n—1)-(n—-2)-...-(n—k+1)
1-2-3-...-k

xr=

in unserem Fall also x = 230230.
Da aber jeder der Ringe den Einschnitt unter jedem Buchstaben haben kann, muss diese Anzahl noch
mit sechs multipliziert werden: 230230 - 6 = 1381380. Es gibt also 1381380 verschiedene Ringe.

d) Da jeder der 26 Buchstaben auf jedem der vier Ringe eines Schlosses auftreten kann, lduft die
Aufgabe darauf hinaus, festzustellen, wieviel verschiedene Zusammenstellungen von 4 aus 26 Buch-
staben es gibt, wenn es dabei wohl auf die Reihenfolge ankommt, aber jeder Buchstabe sich bis zu
viermal wiederholen kann.

Zunéchst kann man 26 Buchstaben auswéhlen; bei jeder dieser 26 Moglichkeiten kann man wieder
auf 26 verschiedene Weisen einen zweiten Buchstaben wiihlen, so dass man damit schon 26 - 26 = 262
Moglichkeiten hat.

Man iiberlegt sich nun weiter, dass bei der Wahl des dritten Buchstabens sich diese Zahl wieder
mit 26 multipliziert: 26%. Bei der Wahl des vierten ergeben sich dann 26* = 456976 verschiedene
Moglichkeiten.

Offensichtlich gilt allgemein dieselbe Formel wie bei a).
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