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8. Planimetrie

Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks betrdgt 132 Lingeneinheiten; die
Summe der Quadrate der Seiten betrigt 6050 Flicheneinheiten. Wie groB sind
die Seiten?

In einem Parallelogramm sind der spitze Winkel « und die Abstéinde m und p
des Schnittpunktes der Diagonalen von den beiden verschieden langen Seiten
gegeben. Bestimmen Sie die Linge der Diagonalen und die Fliche des Parallelo-
gramms!

In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Basis gleich 30 cm und die Hohe
20 cm. Bestimmen Sie die Lange des Lotes von einem Eckpunkt der Basis auf
einen Schenkel!

In einem Dreijeck ist die Grundseite gleich 60 cm und die Hohe gleich 12 cm.
Die Seitenhalbierende der Grundseite ist 13 cm lang. Berechnen Sie die un-
bekannten Seiten des Dreiecks!

Uber den Seiten eines rechtwinkligen gleichschenkligen Dreiecks zeichne man
die Quadrate so, daB sich die Quadratflichen nicht iiberdecken. Die Diagonal-
schnittpunkte der Quadrate verbinde man miteinander durch Geraden. Berech-
nen Sie die Fliche des erhaltenen Dreiecks!

Die Seiten eines Quadrats teile man im Verhiltnis m: n, so daB jede Seite in
einen groBen und in einen kleinen Abschnitt geteilt wird. Danach verbinde man
die erhaltenen Punkte durch Geraden. Bestimmen Sie die Fliche des Vierecks,
wenn die gegebene Seitenlinge a ist!

In ein Quadrat zeichne man ein andcres Quadrat so ein, daB die Eckpunkte des
zweiten auf den Seiten des ersten Quadrats liegen. Die Winkel zwischen den
Seiten des urspriinglichen und des eingezeichneten Quadrats sollen 30° betragen.
Welchen Teil der Fliche des gegebenen Quadrates nimmt das eingezeichnete
Quadrat ein?

In ein Quadrat mit der Seitenldnge a zeichne man ein Quadrat so ein, daB die
Eckpunkte auf den Seiten des ersten Quadrates liegen. Bestimmen Sie die Ab-
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schnitte, in die die Seiten des ersten Quadrates durch die Eckpunkte des zweiten

Quadrates geteilt werden, wenn die Fliche des zweiten Quadrats = der Fliche
des ersten betrigt! 49

In ein Rechteck, dessen Seitenlingen 3 m und 4 m betragen, zeichne man ein
anderes Rechteck so ein, daB sich dessen Seiten wie 1:3 verhalten und seine
Ecken auf den Seiten des urspriinglichen liegen. Bestimmen Sie die Seltenlangen
des eingezeichneten Rechtecks!

In ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seitenliinge a zeichne man ein anderes
gleichseitiges Dreieck LMN so ein, daB die Eckpunkte des letzteren auf den
Seiten des ersteren liegen. Die Eckpunkte des Dreiecks LMN sollen die Seiten
des gegebenen Dreiecks im Verhiltnis 1: 2 teilen. Bestimmen Sie die Fliche des
Dreiecks LMN!

Bestimmen Sie die Linge der Seiten des rechtwinkligen Dreiecks, wenn der
Umfang 2s und die zur Hypotenuse gehorige Héhe 4 gegeben sind!

Auf den Schenkeln AC und BC des gleichschenkligen Dreiecks ABC liegen die
gleich groBen Abschnitte CM und CN. Bestimmen Sie dic Lange dieser Ab-
schnitte, wenn der Umfang 2s des Dreiecks ABC, seine Basis AB = 2a und der
Umfang 2k des Vierecks ABNM, das durch MN abgeschnitten wurde, bekannt
sind!

Gegeben ist ein rechtwinkliges Trapez mit den Grundseiten a und ¢ und dem
kleineren Schenkel h. Bestimmen Sie den Abstand des Schnittpunktes der
Diagonalen des Trapezes von der Grundseite a und von dem kleineren Schenkel!

Berechnen Sie die Fliche des gleichschenkligen Dreiecks, dessen Basis 12 cm
lang ist und dessen zur Basis gehdrige Hohe ebenso groB ist wie die Verbindungs-
strecke der Mitte der Basis mit einer Seitenmitte!

Der Umfang eines Rhombus betrigt 2s cm, die Summe der Diagonalen m cm.
Berechnen Sie die Fldche des Rhombus!

Die groBere Grundseite eines Trapezes sei a, die kleinere b. Die Winkel an der
langeren Grundseite betragen 30° und 45°. Berechnen Sie die Flache des Trapezes!

Berechnen Sie die Fliche eines Trapezes, dessen Parallelseiten 16 cm und 44 cm
und dessen nichtparallele Seiten 17 cm und 25 cm lang sind!

Bestimmen S}e den Flidcheninhalt des Quadrates, das in ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenlinge a so eingezeichnet wurde, daB alle vier Eckpunkte auf den
Dreiecksseiten liegen!
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Die Grundseite eines Dreiecks wird durch die Hohe in Abschnitte von 36 cm
und 14 cm geteilt. Senkrecht zur Grundseite zeichne man eine Gerade, die die
Fliche des Dreiecks halbiert. In welche Strecken teilt diese Senkrechte die
Grundseite?

Die Hohe eines Dreiecks betrégt vier Einheiten; sie teilt die Grundseite in zwei
Teile, die sich wie 1: 8 verhalten. Berechnen Sie die Strecke, die parallel zur
Hohe verlduft und die das Dreieck in zwei gleich grofe Teile teilt!

Ein Dreieck ABC wird durch zwei Geraden, die parallel zu 4B verlaufen, in
drei gleich groBe Figuren geteilt. Berechnen Sie die GroBe der Abschnitte auf
AC = b, die durch diese Teilung entstehen!

Der Flicheninhalt eines gegebenen Dreiecks ABC sei 4,. Eine Parallele zur
Grundseite 4B teilt das Dreieck ABC in ein Dreieck mit dem Flicheninhalt 4,
und in ein Viereck. Berechnen Sie die Flache eines anderen Vierecks, von dem
drei Eckpunkte mit den Eckpunkten des kleineren Dreiecks zusammenfallen,

‘und dessen vierter Eckpunkt auf der Grundseite des groBeren Dreiecks liegt!

Die Grundseiten eines Trapezes sind a und c. Berechnen Sie die Linge der
Strecke, die die Fliche des Trapezes halbiert! -

Von dem Eckpunkt eines Rhombus, der Scheitelpunkt eines stumpfen Winkels
ist, fille man die Lote auf die Seiten. Die Linge der Lote sei g, die Entfernung
ihrer FuBpunkte b. Berechnen Sie die Fliche des Rhombus!

Bestimmen Sie die Flidche eines Dreiecks, wenn zwei Seitenlingen 27 cm und
29 cm betragen und die Seitenhalbierende der dritten Seite 26 cm lang ist!

Gegeben sind zwei Seiten b und ¢ eines Dreiecks und die Fliche 4 = gbc.
Bestimmen Sie die dritte Seite a des Dreiecks! 5

Von einem Trapez seien die Grundseiten @ und b sowie die Schenkel ¢ und 4
gegeben. Berechnen Sie die Diagonalen m und n!

Gegeben sei ein Parallelogramm, dessen spitzer Winkel 60° betrage. Berechnen
Sie die Linge der Seiten, wenn das Verhiltnis der Quadrate der Diagonalen den’

Wert L hat!
7
Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks wihle man willkiirlich einen Punkt

und fille die Lote auf die Seiten des Dreiecks. Beweisen Sie, daB die Summe
dieser drei Lote gleich der Hohe des Dreiecks ist!
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Von einem Punkt auBierhalb eines Kreises zeichne man zwei Sekanten. Der
innere Abschnitt der ersten Sekante sei gleich 47 m, thr duBerer gleich 9 m.
Der innere Abschnitt der zweiten Sekante sei um 72 m lidnger als ihr duBerer.
Bestimmen Sie die Summe der Lingen der beiden Abschnitte auf der zweiten
Sekante!

Von einem Punkt, der vom Mittelpunkt eines Kreises die Entfernung m cm
hat, zeichne man die Tangenten an den Kreis. Die Entfernung zwischen den
Beriithrungspunkten des Kreises sei gleich a cm. Berechnen Sie den Radius des
Kreises!

Innerhalb eines Kreises mit dem Radius r = 13 cm sei ein Punkt P gegeben,
der vom Mittelpunkt des Kreises 5 cm entfernt ist. Durch P fiihrt eine Sehne

" 4B = 25 cm. Bestimmen Sie die Linge der Abschnitte, in die die Sehne AB

542.

545.
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durch M geteilt wird!

In einem gleichschenkligen Dreieck sei der Winkel y an der Spitze gegeben.
Bestimmen Sie das Verhiltnis von Um- zu Inkreisradius!

. Gegeben sind die Seiten eines Dreiecks mit a = 13¢m, b = 14cm, ¢ = 15cm.

Zwei von ihnen (a und b) sind Tangenten an einen Kreis, dessen Mittelpunkt
auf der dritten Seite liegt. Bestimmen Sie den Radius des Kreises!

. Einem Kreis mit dem Radius r ist ein gleichschenkliges Dreieck mit einem

Winkel von 120° umbeschrieben. Berechnen Sie die Seiten des Dreiecks!

Die groBere Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ABC sei Durchmesser eines
iiber ihr errichteten Halbkreises, der die Hypotenuse in D schneidet. Bestimmen
Sie die Linge des Halbkreisbogens, wenn die kleinere Kathete 30 cm lang und
die Sehne, welche den Scheitel des rechten Winkels mit dem Punkt D verbindet,
24 cm lang sind!

In ein rechtwinkliges Dreieck ist ein Halbkreis so einbeschrieben, da sein
Durchmesser auf der Hypotenuse des Dreiecks liegt und sein Mittelpunkt die
Hypotenuse in zwei Abschnitte (15cm und 20 cm) teilt. Berechnen Sie die

'Lidnge des Bogens, der zwischen den beiden Beriihrungspunkten des Halbkreises

mit den Katheten liegt!

Uber einem Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Basis 4 cm und
mit einer Hohe von 6 cm sei ein Halbkreis so konstruiert, daB sein Durchmesser
auf dem Schenkel liege und dessen Linge habe. Die Schnittpunkte des Halb-
kreises mit der Basis und dem anderen Schenkel werden durch eine Gerade ver-
bunden. Berechnen Sie die Fliche des dem Halbkreis einbeschriebenen Sehnen-
vierecks!
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Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis 2¢, der Hohe 4 und dem
Inkreis. An den Inkreis sei eine Tangente parallel zur Basis des Dreiecks gelegt.
Bestimmen Sie den Radius des Inkreises und die Linge des Tangentenabschnittes

. zwischen den Schenkeln des Dreiecks!
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Von einem Punkt auBerhalb eines Kreises sind zwei Sekanten konstruiert, deren
#uBere Abschnitte eine Linge von je 2 m haben. Bestimmen Sie die Fliche des
Vierecks, dessen Eckpunkte durch den Schnitt der Sekanten mit der Peripherie
des Kreises entstehen! Zwei der gegeniiberliegenden Vierecksseiten sollen 6 m
bzw, 2,4 m lang sein.

Die Seiten eines Dreiecks sind 6 cm, 7 cm und 9 cm lang. Die drei Eckpunkte
des Dreiecks seien Mittelpunkte dreier Kreise, die sich gegenseitig beriihren.
Der Kreis, dessen Mittelpunkt Scheitelpunkt des kleinsten Dreieckswinkels ist,
wird von den beiden anderen Kreisen innen beriihrt, wihrend sich diese beiden
Kreise auBen beriihren. Bestimmen Sie die Radien der drei Kreise!

Die Linge der duBeren Tangente zweier Kreise mit den Radien r; = 5cm und

r, = 2cm sei gleich dem 1 %fachen der Linge der inneren Tangente'. Be-
stimmen Sie die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise voneinander!

Die Entfernung der Mittelpunkte zweier Kreise mit den Radien 17 cm und
10 cm betrigt 21 cm. Bestimmen Sie die Entfernung der Mittelpunkte vom
Schnittpunkt der Verbindungsgeraden beider Mittelpunkte mit den gemeinsamen
Tangenten an die Kreise!

An zwei sich auBen beriihrende Kreise mit den Radien r und R sind die beiden
gemeinsamen duBeren Tangenten und die innere Tangente konstruiert. Be-
stimmen Sie die Linge des Abschnitts der inneren Tangente zwischen ihren
Schnittpunkten mit den duBeren Tangenten!

An zwei Kreise mit den Radien r und R, die sich auBen beriihren, sind die beiden
gemeinsamen #uBeren Tangenten konstrujert. Bestimmen Sie die Fliche des
Trapezes, das durch die Tangenten und die Sehnen, die die Beriihrungspunkte
verbinden, gebildet wird!

Gegeben sind zwei sich auBen beriithrende Kreise und eine gemeinsame duBere
Tangente. In das dadurch bestimmte krummlinige ,,Dreieck* ist ein Kreis ein-
beschrieben. Bestimmen Sie seinen Radius!

! Innere Tangenten zweier Kreise sind solche, deren Schnittpunkt auf der Verbindungsstrecke der

K

kte liegt. Schneiden die T: inander nicht auf dieser Strecke, so nennt man

sie duBere Tangenten.
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Durch einen Punkt auf einem Kreis sind zwei Sehnen mit den Lingen @ und b
gelegt. Wenn man die Schnittpunkte der Sehnen mit der Peripherie unterein-
ander geradlinig verbindet, dann erhilt man ein Dreieck mit der Fliche 4. Be-
stimmen Sie den Radius des Kreises!

In einen Kreis mit dem Radius r sollen drei parallele Sehnen so eingezeichnet
sein, daB ihre Lingen gleich den Seitenldngen der diesem Kreis einbeschriebenen
regelmédfigen Sechs-, Vier- und Dreiecke sind. Bestimmen Sie das Verhiltnis
des Teils der Kreisfliche, der. zwischen der zweiten und dritten Sehne liegt, zu
der Teilfldche, die zwischen der ersten und zweiten Sehne liegt!

Berechnen Sie die Fliche eines Kreises, der in ein rechtwinkliges Dreieck ein-
beschrieben ist, wenn der FuBBpunkt der Hohe die Hypotenuse in die Abschnitte
p =256cm und ¢ = 14,4 cm teilt!

In einen Rhombus mit der Seite a, in dem der Winkel & = 60° ist, wird ein Kreis
einbeschrieben. Bestimmen Sie die Fliache dgg Vierecks, dessen Eckpunkte die
Beriihrungspunkte des Kreises mit den Seiten des Rhombus sind!

Zu einem Kreis mit dem Radius r seien vier Tangenten, die einen Rhombus
bilden, gegeben. Die groBere Diagonale des Rhombus betrage 4r. Bestimmen
Sie die Flichen der Figuren, die durch jeweils zwei einander schneidende
Tangenten und durch den kleineren Kreisbogen, der zwischen den Beriihrungs-
punkten liegt, gebildet werden!

Die Fliche eines gleichschenkligen Trapezes, das einem Kreis umschrieben ist,
sei A. Ermitteln Sie die Schenkelldnge des Trapezes, wenn der Winkel an der

Basis des Trapezes ’—; betrigt!
Einem Kreis mit dem Radius 2 cm ist ein gleichschenkliges Trapez umschrieben,
das eine Fliche von 20 cm? hat. Berechnen Sie die Seitenldngen des Trapezes!

Einem Kreis ist ein Trapez umschrieben, dessen Schenkel mit der groBeren
der parallelen Seiten die spitzen Winkel « und § einschlieBen. Bestimmen
Sie den Radius des Kreises, wenn die Fliche des Trapezes gleich A ist!

Einem Kreis mit dem Radius r ist ein rechtwinkliges Trapez umbeschrieben,.
dessen kleinste Seite die Lange 33’ hat. Bestimmen Sie die Fliche des Trapezes!
Der Mittelpunkt eines Kreises, der einem rechtwinkligen Trapez einbeschrieben

ist, ist von den Endpunkten des einen Schenkels 2 cm bzw. 4 cm entfernt. Be-
rechnen Sie die Fliche des Trapezes!
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In ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a ist ein Kreis einbeschrieben.
In die drei entstehenden krummlinigen ,,Dreiecke* werden drei Kreise so gelegt,
daB sie die beiden Dreiecksseiten und den ersten Kreis beriihren. Danach werden
wieder drei Kreise konstruiert, die jeweils zwei Dreiecksseiten und einen der
letztgenannten Kreise berithren usw. Bestimmen Sie die Summe der Flichen

aller Inkreise!!

Ein Dreieck 4BC ist einem Kreis einbeschrieben. Durch den Eckpunkt C wird
die Tangente an den Kreis konstruiert. Diese schneidet die Verlidngerung der
Seite AB = 5cm in dem Punkt D. Von den Punkten 4 und B8 werden die Lote
auf die Tangente durch C gefillt, wobei das kleinere von ihnen eine Léinge von
6 cm hat. Bestimmen Sie die Fliche des Trapezes, das aus den beiden Loten,
der Scite 4B und dem Abschnitt auf der Tangente gebildet wird, wenn

65=5\/gcmist!

In einem gleichseitigen Dreieck mit de¢r Seitenléinge a seien drej gleiche Kreise
konstruiert, so daB jeder die beiden anderen und zwei Seiten des gegebenen
Dreiecks beriihrt. Bestimmen Sie den Radius der Kreise!

Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlinge a sind drei gleiche
Kreise so angeordnet, daB sie die Seiten des Dreiecks beriihren. Es mége ferner
jeder Kreis jeden anderen beriihren. Geben Sie die Fliche des krummlinigen
,,Dreiecks* an, das aus den Bdgen der dreisich beriihrenden Kreise entsteht! (Die
Eckpunkte sind die Berithrungspunkte.)

1
Innerhalb eines Quadrates mit der Seitenlinge a sind vier gleiche Kreise so an-
geordnet, daB jeder von ihnen zwei benachbarte Quadratseiten und zwei von
den restlichen drei Kreisen beriihrt. Bestimmen Sie die Fliche des krummlinigen
5, Vierecks®, das von den Bogen der sich beriihrenden Kreise gebildet wird! (Die
Eckpunkte sind die Beriihrungspunkte.)

Berechnen Sie die Fliche eines Kreissegments, wenn sein Umfang » bekannt
ist und der zugehdorige Zentriwinkel 120° betragt!

In ein Dreieck ist ein Kreis mit dem Radius r = 4 cm einbeschrieben. Eine der
Dreijecksseiten wird durch den Beriihrungspunkt in die Abschnitte von 6 cm
und 8 cm Linge geteilt. Berechnen Sie die Ldnge der beiden anderen Seiten!

Ein Lot, das von einem Basiseckpunkt eines gleichschenkligen Dreiecks auf die
gegeniiberliegende Seite gefillt wird, teilt die letztere im Verhdltnis m : n. Be-
rechnen Sie die Winkel des Dreiecks! '

! Das heiBt, den G t der Flich der einbeschriet Kreise.
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In einem Kreis mégen ein Durchmesser und eine Sehne senkrecht aufeinander
stehen. Ferner soll die Sehne den Durchmesser im Verhiltnis m: » teilen. Be-
stimmen Sie (im Bogenmal) die Zentriwinkel der Bogen, die auf dem Kreis
durch Sehne und Durchmesser begrenzt werden!

Bestimmen Sie die Winkel eines Parallelogramms, wenn zwei Héhen 4, und 4,
und der Umfang 2s gegeben sind!

Bestimmen Sie das Verhiltnis der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn
bekannt ist, daB das Verhiltnis der Héhe der Hypotenuse zur entsprechenden
Seitenhalbierenden gleich 40: 41 ist!

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse gleich ¢, einer der spitzen
Winkel gleich «. Bestimmen Sie den Radius des Inkreises!

Die Lingen der Seiten eines Dreiecks sind gleich 25 cm, 24 cm und 7 cm. Be-
rechnen Sie die Radien des In- und Umkreises!

Bestimmen Sie die Radien zweier sich auBen beriihrender Kreise, wenn der
Abstand d der Mittelpunkte und der Winkel ¢ zwischen den beiden gemein-
samen Tangenten gegeben sind!

Berechnen Sie die Winkel eines Rhombus, wenn seine Fliche 4, und die des
einbeschriebenen Kreises A, bekannt sind!

Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelmiBiges n-Eck einbeschrieben. Dem
gleichen Kreis ist ein regelmiBiges n-Eck umbeschrieben. Die Flichendifferenz
der Vielecke ist gleich P. Berechnen Sie r!

Die Seitenmitten eines regelmiBigen n-Ecks sind untereinander geradlinig so
verbunden, daB ein neues regelméBiges n-Eck entsteht, das innerhalb des ge-
gebenen liegt. Ermitteln Sie das Verhiltnis beider Flichen zueinander!

Zu einem regelmiBigen n-Eck mit der Seite @ sind In- und Umkreis gegeben.
Bestimmen Sie Fliche und Breite des Kreisringes!

Einem Kreissektor mit dem Radius r und dem Zentriwinkel « ist ein Kreis
einbeschrieben. Bestimmen Sie den Radius dieses Kreises!

An einen Kreis mit dem Radius r werden von einem Punkt auBerhalb des
Kreises zwei Tangenten konstruiert. Sie schlieBen den Winkel 2« ein. Berechnen
Sie die Flidche zwischen den Tangenten und dem kleineren Kreisbogen!

Ein Rhombus mit dem spitzen Winkel &« und der Seite a wird von zwei Geraden,
die durch den Scheitelpunkt des Winkels « verlaufen, in drei gleich groBe Teile
geteilt. Bestimmen Sie die Linge der Abschnitte auf-den Geraden!



587. Innerhalb eines Winkels von 60° ist ein Punkt gegeben, der von den Schenkeln
die Abstéinde a und b hat. Bestimmen Sie die Entfernung des Punktes vom
Scheitelpunkt des gegebenen Winkels!

588. Berechnen Sie die Fliche eines Dreiecks, wenn die Seiten @ und b sowie die
Linge w der Winkelhalbierenden des Winkels zwischen diesen Seiten gegeben
sind!

589, In einem gleichschenkligen Dreieck sei die Schenkellinge a und die Linge ¢
des Abschnittes Basis—Scheitel auf einer Geraden, die durch den Scheitel des
Winkels an der Spitze verlduft und diesen Winkel im Verhiltnis 1:2 teilt;
bekannt. Berechnen Sie die Fliche des Dreiecks!

590. Die Winkel eines Dreiecks seien bekannt. Bestimmen Sie den Winkel, der in
einem der Eckpunkte des Dreiecks von der Héhe und der Seitenhalbierenden
gebildet wird!

591. Die Seitenldnge eines gleichseitigen Dreiecks sei a. Um den Mittelpunkt® dieses

Dreiecks wurde mit dem Radius g ein Kreis geschlagen. Bestimmen Sie die
Teilfliche des Dreiecks, die auBerhalb des Kreises liegt!

592, Ein rechtwinkliges Trapez habe die Hohe . Die Secite, die nicht senkrecht zur
Basis des Trapezes steht, sei Durchmesser eines Kreises. Dieser Kreis soll die
gegeniiberliegende Seite berithren. Berechnen Sie die Fliche des rechtwinkligen
Dreiecks, dessen Katheten gleich den Grundseiten des Trapezes sind!

593. Zeigen Sie, daB im rechtwinkligen Dreieck die Winkelhalbierende des rechten
Winkels den Winkel zwischen der Seitenhalbierenden und der Hohe gleichfalls
halbiert!

594. Zeigen Sie, daB im rechtwinkligen Dreieck die Summe der Katheten gleich der
Summe der Durchmesser von Um- und Inkreis ist!

595. Bestimmen Sie die Winkel im rechtwinkligen Dreieck, wenn bekannt ist, daB
sich der Radius des Umkreises zum Radius des Inkreises wie 5: 2 verhilt!

596. Die Seiten eines Parallelogramms seien gleichzeitig Seiten von vier Quadraten,
die auBerhalb des Parallelogramms liegen. Verbinden Sie die Mittelpunkte be-
nachbarter Quadrate geradlinig, und beweisen Sie, daB die so entstehende
Figur ein Quadrat ist!

! Um- und Inkreismittelpunkt fallen beim gleichseitigen Dreieck

2 [003163] 17



9. Polyeder

597. Die Seiten der Grundfliche eines rechtwinkligen Parallelepipeds (Quaders,
d. Ub.) seien a und b. Die Raumdiagonale schlieBe mit der Grundfliche den
Winkel « ein. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfliche des Korpers! -

598. Die grofSte Raumdiagonale eines regelmaBigen, geraden, sechsseitigen Prismas
habe die Linge d. Sie schlieBe mit der Seitenkante des Prismas den Winkel «
ein. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas!

599. Die Seitenkante einer regelméiBigen vierseitigen Pyramide habe die Linge m.
Sie schlieBe mit der Grundfliche den Winkel « ein. Bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide!

600. Das Volumen einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide sei ¥, der Winkel, den
eine ihrer Seitenkanten mit der Grundfliche einschlieBt, sei «. Berechnen Sie
die Linge der Seitenkanten!

601. Die Mantelfléiche einer regelmaBigen vierseitigen Pyramide sei 4, die Hohe der
Pyramide 4. Geben Sie die Linge einer Seite der Pyramidengrundfléche an!

602. Bestimmen Sie das Volumen und die Mantelffiche einer regelmiBigen sechs-
seitigen Pyramide, wenn die Seitenkante / und der Durchmesser d; des der
Pyramidengrundfléiche einbeschriebenen Kreises gegeben sind!

603. Bestimmen Sie die Hohe des Tetraeders’, dessen Volumen V gegeben ist!

604. In einem geraden Parallelepiped seien von der Grundfliche die Seiten @ und b
und der spitze Winkel & gegeben. Die groBe Diagonale der Grundfliche soll
der kleinen Diagonale des Korpers gleich sein. Bestimmen Sie das Volumen des
Parallelepipeds!

605. Die Raumdiagonalen eines geraden Parallelepipeds seien 9 cm und +/33 cm
lang. Der Umfang seiner Grundfliche betrage 18 cm, die Lénge einer Seiten-
kante 4 cm. Bestimmen Sie die Oberfliche und das Volumen des Korpers!

1 Unter ,,Tetraeder* wird hier ein regelméBiges Vierflach verstanden (oft bezeichnet man auch eine
beliebige dreiseitige Pyramide als Tetraeder).
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615.

Die Seitenkante einer regelmaBigen dreiseitigen Pyramide habe die Linge /, die
Héhe der Pyramide die Linge 4. Bestimmen Sie den Winkel, den die Grund-
fliche mit einer Seitenfliche einschlieBt!

Bestimmen Sie das Volumen einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide, wenn
der Winkel «, den eine Seitenkante mit der Ebene der Grundfliche einschlieBt,
und die Fliche 4 eines Diagonalschnittes gegeben sind!

Ferner ist der Winkel zu bestimmen, den Grund- und Seitenfliche miteinander
einschlieBen.

Die Grundflache einer regelmdBigen Pyramide sei ein Vieleck, dessen Innen-
winkelsumme 540° ist. Bestimmen Sie das Volumen dieser Pyramide, wenn
bekannt ist, daB die Seitenkante die Linge / hat und mit der Ebene der Grund-
fliche den Winkel & einschlieBt!

Bestimmen Sie die Winkel, die die Seitenkanten und die Seitenflichen in
einer regelmiBigen fiinfseitigen Pyramide mit der Grundfliche einschlieBen!
Die Seitenflichen der Pyramide seien gleichseitige Dreiecke.

Bestimmen Sie aus dem Volumen ¥ einer regelmiBigen n-seitigen Pyramide,
deren Grundkante a gegeben ist, den Winkel, den die Seitenkante mit der
Ebene der Grundfliche einschlieBt!

Die Grundfliche einer vierseitigen Pyramide sei ein Rechteck mit der Dia-
gonalen b und dem Winkel » zwischen den Diagonalen. Jede Seitenkante bilde
mit der Grundfliche den Winkel 8. Berechnen Sie das Volumén der Pyramide!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der
Schenkelldnge a und mit dem Winkel « an der Spitze. Alle Seitenkanten schnei-
den die Ebene der Grundfliche unter dem Winkel . Bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide!

Die Grundfliche eines rechtwinkligen Parallelepipeds sei ein Rechteck, das
einem Kreis mit dem Radius r einbeschrieben ist. Zur kleineren Seite des Recht-
ecks gehdre im genannten Kreis ein Zentriwinkel 2. Geben Sie das Volumen
dieses Parallelepipeds an, wenn die Mantelflache 4,, gegeben ist!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Basis @ und mit dem Basiswinkel 8. Bestimmen Sie das Volumen des Pris-
mas, wenn seine Mantelfliche gleich der Summe von Grund- und Deckfliche
ist!

Seiten- und Grundfliche einer regelmiBigen sechsseitigen Pyramide schlieBen
den Winkel « ein. Von der Mitte einer Grundkante habe die Spitze der Pyra-
mide die Entfernung m. Bestimmen Sie die Oberfliche der Pyramide!
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616. Durch die Hypotenuse c eines rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks ver-
laufe die Ebene E. Sie bilde mit der Ebene des Dreiecks den Winkel «. Be-
stimmen Sie den Umfang und die Fldche der Figur, die durch senkrechte Par-
allelprojektion des Dreiecks auf die Ebene E entsteht!

617. In einer regelmiBigen n-seitigen Pyramide sei die Grundfliche 4. gegeben. Die
Hohe schlieBe mit jeder Seitenfliche den Winkel ¢ ein. Berechnen Sie die
Mantelfliiche und die Oberflache der Pyramide!

618. Die Secite der Grundfliche einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide sei gleich a.
Die Seitenflichen schneiden die Grundflichenebene unter dem Winkel «. Be-
stimmen Sie Volumen und Oberfliche der Pyramide!

619. Die Oberfliche einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide sei gleich 4,. Eine
Seitenfliche und die Grundfliche schlieBen miteinander den Winkel « ein.
Bestimmen Sie die Lange einer Grundkante!

620. Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein Rhombus mit dem spitzen Winkel o.
Die Seitenflichen bilden mit der Grundfliche den Winkel . Berechnen Sie die
Oberfliche und das Volumen der Pyramide, wenn der Radius des dem Rhom-
bus einbeschriebenen Kreises gleich r, ist!

621. Bestimmen Sie den Winkel, der von der Seitenfliche einer regelméBigen fiinf-
seitigen Pyramide mit der Ebene der Grundfliche eingeschlossen wird, wenn
die Grundfliche der Pyramide 4 und die Mantelfliche 4, gegeben sind!

622. Die Grundfliche eines geraden Parallelepipeds sei ein Rhombus. Die Ebene,
die durch eine Seite der unteren und durch eine gegeniiberliegende Seite der
oberen Deckfliche verlduft, bilde mit der Ebene der Grundfliche den Winkel g.
Die erhaltene Schnittfliche habe die GréBe A4,. Bestimmen Sie die Mantel-
fliche des Parallelepipeds!

623. Die Grundfliche ciner Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel «. Jede Seite der Pyramide schlieBe mit der Grundfliche den Win-
kel ¢ ein. Errichtet man in der Ebene der Seitenfliche auf der Basis des Grund-
flachendreiecks die Hohe, so habe die Mitte dieser Hohe vom Mittelpunkt des
der Grundfliche einbeschriebenen Kreises die Entfernung d. Berechnen Sie die’
Oberfliche der Pyramide!

624. Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein Vieleck, das einem Kreis mit dem
Radius » umschrieben ist. Der Umfang des Vieleckes betrage 2s. Die Seiten-
flichen der Pyramide bilden mit der Ebene der Grundfliche den Winkel ¢.
Geben Sie das Volumen der Pyramide an!
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632.

Die Seitenkanten eines regelmiBigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes bilden mit
der Grundfliche den Winkel «. Die Seite der Grundfliche habe die Linge c,,
die der Deckfliche die Linge ¢, (c; > ¢;). Berechnen Sie das Volumen des
Pyramidenstumpfes!

Die Grund- und Deckfliche eines regelméBigen Pyramidenstumpfes seien
Quadrate mit den Seiten g und b(a > b).

Die Seitenkanten schliefen mit der Ebene der Grundfiiiche den Winkel o ein.
Berechnen Sie das Volumen des Pyramidenstumpfes und die GroBe des Winkels
zwischen Grund- und Seitenfliche!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypo-
tenuse b und mit e¢inem spitzen Winkel «. Alle Seitenkanten bilden mit der
Grundfliche den Winkel 8. Bestimmen Sie das Volumen ‘der Pyramide und die
Winkel an der Spitze!

Die Grundfliche eines schiefen Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC.
Die Summe der Kathetenlidngen des Dreiecks sei gleich m und der Winkel an
der Ecke A gleich «. Die Seitenfliche des Prismas, deren Ebene durch die
Kathete AC verliuft, bilde mit der Grundfliche den Winkel 8. Durch die Hypo-
tenuse 4B und durch die gegeniiberliegende rdumliche Ecke C, wird eine Ebene
aufgespannt. Bestimmen Sie das Volumen der so entstandenen dreiseitigen
Pyramide, wenn bekannt ist, daB ihre Seitenkanten gleich lang sind!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel §. Alle Scitenkanten schlieBen mit der Ebene der Grundfidche die
gleichen Winkelx = 90° — fein. Die Schnittfiiche durch die Héhe der Pyramide
und durch die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks der Grundfliche habe die
GroBe A,. Berechnen Sie das Volumen der Pyramide!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein Rechteck. Von den Seitenfliichen stehen
zwei auf der Ebene der Grundfliche senkrecht, wihrend zwei mit ihr die Winkel
& und g einschlieBen. Die Hohe der Pyramide sei gleich 4. Bestimmen Sie das
Volumen der Pyramide!

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein Quadrat. Von zwei einander gegen-
iiberliegenden Seitenkanten stehe die eine senkrecht zur Ebene der Grundfliche,
wihrend die andere mit ihr den Winkel B einschlieBt und die Linge / hat.
Bestimmen Sie die Lingen der-iibrigen Seitenkanten und die Winkel, die sie
mit der Grundfliche der Pyramide einschliefien!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
linge a. Eine der Seitenkanten stehe senkrecht zur Grundfliche, die beiden
anderen bilden also mit der Grundflichenebene gleiche Winkel 8. Berechnen
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Sie die groBte Seitenfliche der Pyramide, und bestimmen Sie den Winkel, den
sie mit der Grundfldche einschlieBt!

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein gleichschenkliges Dreieck, dessen
Schenkellinge gleich @ und dessen Winkel an der Spitze 120° seien. Die Seiten-
kante der Pyramide, die durch den Scheitel des stumpfen Winkels verlduft,
stehe senkrecht auf der Grundfliche. Die beiden anderen schneiden die Grund-
flache unter dem Winkel «. Berechnen Sie die GroBSe der Schnittfliche der Pyra-
mide mit der Ebene, die durch die groBte Seite der Grundfliche der Pyramide
verlduft und die Seitenkante halbiert, die senkrecht auf der Grundfléche steht!

Eine regelmiBige dreiseitige Pyramide werde von ciner Ebene geschnitten, die
senkrecht auf der Grundfliche steht und zwei Seiten der Grundfidche halbiert.
Bestimmen Sie das Volumen der restlichen Pyramide, wenn die Seite a der
Grundflache der urspriinglichen Pyramide und der Winkel « zwischen Grund-
und Seitenfliche gegeben sind!

Durch die Spitze einer regelméBigen vierseitigen Pyramide verlaufe parallel zu
ciner Seite der Grundfliche eine Ebene, die die Grundflichenebene unter einem
Winkel ¢ schneidet. Die Grundkante der Pyramide sei gleich a, der Winkel
zwischen zwei benachbarten Kanten an der Spitze gleich ~. Bestimmen Sie die
GrofBle der Schnittfliche!

Durch die Spitze einer regelmidBigen dreiseitigen Pyramide und durch die Hal-
bierungspunkte zweier Seiten der Grundfliche sei eine Ebene bestimmt. Be-
rechnen Sie die GréBe der Schnittfliche und die Volumina der Teile der Pyra-
mide, die durch den Schnitt entstanden sind, wenn die Seite a der Grundfliche
der Pyramide und der Winkel «, den die Schnittebene mit der Grundfliache
bildet, bekannt sind!

Ein Tetraeder!, dessen Seitenkante gleich aist, werde von einer Ebene geschnitten,
die eine der Kanten des Tetraeders enthilt und die gegeniiberliegende Kante
im Verhiltnis 2: 1 teilt. Bestimmen Sie die Schnittfliche und ihre Winkel!

Bestimmen Sie das Volumen eines regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes,
wenn die Seiten der groBeren und der kleineren Grundfliche mit @ und b ge-
geben sind und wenn der spitze Winkel der Seitenflichen gleich « ist!

Bestimmen Sie das Volumen eines regelmiBigen vierseitigen Prismas! Die
Raumdiagonale des Prismas bilde mit der Seitenfliche den Winkel «. Die Grund-
kante habe die Linge b.

1 Siehe FuBnote zu Aufgabe 603!
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. Die Grundfliéiche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der

Hypotenuse b und mit einem spitzen Winkel . Durch die Hypotenuse der unteren
Grundfliche und durch den Scheitel des rechten Winkels der oberen Grundfliche
verlaufe eine Ebene, die mit der unteren Grundfliche den Winkel 8 bildet. Be-
rechnen Sie das Volumen der dreiseitigen Pyramide, die vom Prisma durch die
Ebene abgeschnitten wird!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck. Die
Summe der Lingen einer Kathete und der Hypotenuse sei gleich m; zwischen
diesen beiden Seiten liege der Winkel y. Durch die andere Kathete und durch
die gegeniiberliegende rdumliche Ecke des Prismas sei eine Ebene bestimmt,
die die Grundfliche unter dem Winkel 8 schneide. Bestimmen Sie die Volumen
der Teile des Prismas, die durch den Schnitt des Prismas mit der Ebene ent-
standen sind!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel p. Jede Seite der Pyramide bilde mit der Grundfliche den Winkel
@ = 90° — 9. Die Summe der Seitenflichen sei A4,,. Berechnen Sie das Volumen
und die Oberfliche der Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der
Schenkellinge aund mit dem Basiswinkel & (o« > 45°). Die Seitenkanten schlieBen
mit der Grundfiéiche den Winkel g ein. In dieser Pyramide verlaufe eine Ebene
durch die Hohe der Pyramide und durch den Scheitel des einen Basiswinkels o,
Geben Sie die GroBe der Schnittfldiche an!

. Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein Viereck, das zwei gegeniiber-

liegende rechte Winkel habe. Die Diagonale der Grundfliche, die die Scheitel
der beiden anderen Winkel verbindet, habe die Lénge / und teile einen dieser
Winkel in die Winkel « und B. Die Schnittfliche des Prismas mit der Ebene,
die durch die andere Diagonale verlduft und auf der Grundfliche senkrecht
steht, habe die GréBe A,. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Quadrat. Zwei gegeniiberliegende
Seitenflichen der Pyramide seien gleichschenklige Dreiecke. Die eine von ihnen
bilde mit der Grundfliche den inneren Winkel 8, die andere den duBeren spitzen
Winkel «. Die Hohe der Pyramide sei gleich A. Bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide und die Winkel, die die beiden anderen Seitenflichen mit der
Grundflache bilden!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck. Eine der Seitenflichen der
Pyramide schlieBe mit der Grundfliche den Winkel § = 90° — « ein, wihrend
die ihr gegeniiberliegende Seitenfliche senkrecht auf der Grundfliche steht,
und die Form eines rechtwinkligen Dreiecks mit dem rechten Winkel an der
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Spitze der Pyramide und einem spitzen Winkel « habe. Die Summe der Hshen
dieser beiden Seiten sei gleich m. Berechnen Sie das Volumen der Pyramide
und die Summe der beiden anderen Seitenflichen!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein Rechteck. Eine der Seitenflichen habe
die Form eines gleichschenkligen Dreiecks und stehe senkrecht auf der Grund-
fliche. Die andere Fliche, die der genannten gegeniiberliegt, werde von zwei
Seitenkanten der Linge b begrenzt, die miteinander den Winkel 2« und mit
den Kanten, die die erste Fliche begrenzen, den Winkel « bilden. Berechnen
Sie das Volumen der Pyramide und den Winkel zwischen den beiden genannten
Fldchen!

In einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide, deren Grundkantenlinge a be-
trage, seien die Winkel zwischen den Kanten an der Spitze gleich & (x< 90°).
Bestimmen Sie die Winkel zwischen den Seitenflichen der Pyramide und die
Schnittfliche, die durch den Schnitt der Pyramide mit einer Ebene, welche
durch eine Grundkante und senkrecht zur gegeniiberliegenden Seitenkante ver-
laufe, gebildet wird!

Bestimmen Sie die Winkel zwischen den Seitenflichen und das Volumen eines
Oktaeders (regelmiBiger Achtflichner) mit der Kantenlinge a!

Der Winkel zwischen zwei Seitenflichen einer regelméBigen sechsseitigen Pyra-
mide sei @. Berechnen Sie die Winkel, die zwei benachbarte Seitenkanten an
der Spitze der Pyramide miteinander bilden!

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein regelmiBiges Sechseck 4BCDEF. Die
Seitenkante AM stehe senkrecht auf der Ebene der Grundfliche. Die ihr gegen-
iiberliegende Kante DM bilde mit der Grundfliche den Winkel &. Berechnen
Sie die Winkel, die die Seitenflichen mit der Grundfliche einschlieBen!

Die Grundfldche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Drejeck ABC, in dem
AB = ACist. Die Hohe SO der Pyramide verlaufe durch die Mitte der H5he AD
der Grundfliche. Die Seite BC liege in einer Ebene, die senkrecht auf der Seiten-
kante A4S stehe und mit der Grundfiiche den Winkel « bilde. Bestimmen Sie
das Volumen der Pyramide, die von der gegebenen abgeschnitten wird und mit
ihr die Spitze S gemeinsam hat, wenn das Volumen des anderen Teiles der
Pyramide gleich V ist!

Die Grundkante einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide sei a. Die Schnitt-
fliche, die den Winkel zwischen zwei Seitenflichen halbiere, sei ein rechtwink-
liges Dreieck. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide und den Winkel]
zwischen einer Seiten- und der Grundflache! '
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Durch eine Grundkante (Linge q) einer regelméiBigen dreiseitigen Pyramide sei
die zur gegeniiberliegenden Seitenkante senkrechte Ebene gelegt. Bestimmen
Sie die Oberfliche der Pyramide, wenn die gegebene Ebene die Seitenkante im
Verhiltnis m : n teilt!

Die Raumdiagonale eines rechtwinkligen Parallelepipeds habe die Linge d und
bilde mit zwei benachbarten Seitenflichen gleiche Winkel «. Berechnen Sie das
Volumen des Parallelepipeds und den Winkel, den die Grundfliche mit der
Ebene bildet, die durch zwei gegeniiberliegende Eckpunkte der Grundfliche
und durch einen der anderen beiden Eckpunkte der Deckfidche verlduft!

In einem rechtwinkligen Parallelepiped sei der Schnittpunkt der Diagonalen der
Grundfliche mit der Mitte einer der Seitenkanten geradlinig verbunden. Beide
Punkte haben die Entfernung m voneinander. Diese Strecke bilde mit der Grund-
fliche den Winkel « und mit einer der Seitenflichen den Winkel # = 2«. Nehmen
Sie eine der anderen angrenzenden Seitenflichen als Grundfliche an, berechnen
Sie dann die Mantelfliche und das Volumen des Kérpers! (Zeigen Sie, daB
o < 30° sein muB3!)

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein Trapez, das in einen Halbkreis
mit dem Radius r so einbeschrieben ist, daB die groBere Grundseite des Trapezes
der Durchmesser des Halbkreises, die kleinere die Sehne zu einem Bogen mit
dem Zentriwinkel 2« ist. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas, wenn die
Diagonale der von einem Schenkel der Grundfliche begrenzten Seitenfliche
mit der Grundfliche den Winkel « bildet!

Die Raumdiagonale eines rechtwinkligen Parallelepipeds habe die Linge d. Sie
bilde mit einer Seitenfliche den Winkel § = 90° — «. Die Ebene, die durch
diese Diagonale und durch eine sich mit ihr schneidende Seitenkante aufge-
spannt wird, bildet mit einer Seitenfliche den Winkel &. (Weisen Sie nach, daB
& > 45° ist!). Bestimmen Sie das Volumen des Parallelepipeds!

In einem regelméiBigen dreiseitigen Prisma seien zwei Ecken der oberen Grund-
fliche mit den Halbierungspunkten der gegeniiberliegenden Seiten der unteren
Grundfiiche verbunden. Der mit seiner Offnung der unteren Grundfliche zu-
gewandte Winkel zwischen den erhaltenen Geraden sei «. Die Grundkante habe
die Linge b. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas!

, In einem regelméBigen dreiseitigen Prisma sei der Winkel zwischen der Dia-

gonale einer Seitenfliche und der anderen Seitenfliche gleich «. Berechnen Sie
die Mantelfliche des Prismas, wenn die Linge der Grundkante mit a gegeben
ist!
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661. Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit
den Stiicken:

X BCA =90°; % CAB = «; Kathete AC = b.

Die Diagonale der durch dic Hypotenuse 4B der Grundfliche begrenzten
Seitenfldche bildet mit der Seitenfliche, die zur Kathete AC gehért, den Winkel 8.
Geben Sie das Volumen des Prismas an!

662. Die Oberfliche einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide sei 4,. Zwei benach-
barte Seitenkanten bilden an der Spitze den Winkel «. Geben Sie die Héhe der
Pyramide an!

663. In einer regelmiBigen n-seitigen Pyramide sei der Winkel zwischen zwei Seiten-
kanten an der Spitze gleich «. Die Grundkante habe die Linge a. Bestimmen
Sie das Volumen!

664. Aus einem regelméiBigen vierseitigen Prisma entstehe durch den Schnitt mit
einer Ebene, die durch eine Diagonale der unteren Grundfidche und durch einen
Eckpunkt der oberen Grundfliche verlduft, eine Pyramide mit der Oberfliche 4.
Gesucht ist die Oberfliche des Prismas, wenn der Winkel an der Spitze des
durch den Schnitt erhaltenen Dreiecks o ist.

665. Die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide haben die gleiche Linge /. Von den
drei Winkeln zwischen diesen Kanten an der Spitze der Pyramide seien zwei
gleich o, der dritte gleich 8. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide!

666. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck, das gleichzeitig
die Projektion der durch eine seiner Katheten begrenzten Seitenfliche sei. Der
Winkel, der in der Ebene der Grundfliche dieser Kathete gegeniiberliegt, sei o,
wihrend der in der Ebene der Seitenfliche der gleichen Kathete gegeniiber-
liegende die Grofe § habe. Die Fliche der genannten Pyramidenseitenfliche sei
um A groBer als die Grundfliche. Bestimmen Sie die Flichendifferenz zwischen
den beiden anderen Seitenflichen und die Winkel, die die Seitenflichen mit der
Ebene der Grundflidche einschlieBen!

667. In einer dreiseitigen Pyramide seien zwei Seitenflichen gleichschenklige, recht-
winklige Dreiecke mit den Hypotenusen b. Die beiden Hypotenusen bilden mit-
einander den Winkel «. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide!

668. In einer Pyramide mit rechteckiger Grundfidche sei jede der Seitenkanten gleich /.
Einer der Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten an der Spitze sei gleich «,
der andere gleich 8. Berechnen Sie die Schnittfliche der Pyramide mit der
Ebene, die durch die Winkelhalbierenden der Winkel f verlduft!
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In einem Parallelepiped seien die Lingen dreier Kanten, die von einer gemein-
samen Ecke ausgehen, gleich a, b und ¢. Die Kanten a und b stehen aufeinander
senkrecht, wihrend die Kante ¢ mit jeder dieser beiden Kanten den Winkel «
einschlieBe. Bestimmen Sie das Volumen des Parallelepipeds, die Mantelffiche
und den Winkel zwischen der Kante ¢ und der Ebene der Grundfliche! (Fiir
welche Werte des Winkels « ist die Aufgabe sinnvoll?)

Alle Fldchen eines Parallelepipeds seien gleiche Rhomben mit den Seiten-
lingen a und den spitzen Winkeln «. Berechnen Sie das Volumen des Parallel-
epipeds!

. Die Grundfldche eines schiefen Parallelepipeds sei ein Rhombus ABCD mit den

Seitenléingen @ und den spitzen Winkeln «. Die Kante A4, habe die Linge b
und bilde mit den Kanten AB und AD den Winkel ¢. Bestimmen Sie das Volumen
des Parallelepipeds!

In einem rechtwinkligen Parallelepiped verlaufe eine Ebene durch eine Dia-
gonale der Grundfliche und durch eine Diagonale einer groBeren Seitenfliche
(beide Diagonalen schneiden einander in einer Ecke). Der Winkel zwischen
diesen Diagonalen sei gleich f. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfldche des
Parallelepipeds, die Schnittfliche und den Winkel, den die Schnittfliche mit
der Grundfliche einschlieBt! Gegeben sind der Radius des der Grundfliche
des Epipeds umbeschriebenen Kreises und der kleinere Winkel 2« zwischen den
Diagonalen der Grundfldche.

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC.
Der Radius des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises sei gleich », und die
Kathete AB gehore als Sehne zu einem Bogen mit dem Zentriwinkel 2y. Durch
die Diagonale der Seitenfliche, die durch die Kathete BC begrenzt ist, sei eine
Ebene senkrecht zu dieser Seitenfliche errichtet. Diese Ebene schneide die
Grundflichenebene unter dem Winkel y. Bestimmen Sie die Mantelfliche des
Prismas und das Volumen der ‘entstandenen vierseitigen Pyramide!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein Trapez, in dem die Schenkel und die
kleinere der Grundseiten untereinander gleich seien. Die gréBere Grundseite sei
gleich @ und der stumpfe Winkel des Trapezes gleich «. Alle Seitenkanten der
Pyramide bilden mit der Ebene der Grundfliche den Winkel #. Bestimmen Si¢
das Volumen der Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Trapez, dessen Diagonale senkrecht
auf einem Schenkel stehe und mit der Grundseite des Trapezes den Winkel «
einschlieBe. Alle Seitenkanten der Pyramide seien untereinander gleich lang. Die
Seitenfléiche, die zur gréBeren Grundseite des Trapezes gehort, habe die GroBe 4.
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In ihr liege der Winkel ¢ = 2« an der Spitze der Pyramide. Bestimmen Sie das
Volumen der Pyramide und die Winkel, die die Seitenflichen mit der Ebene
der Grundfliche bilden!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
lange a. Das Lot, von der Spitze der Pyramide auf die Grundfliche 'geféillt, gehe
durch einen der Eckpunkte der Grundfliche. Die Seitenfliche, die durch die
Seite des Grundflichendreiecks, die dem genannten Punkt gegeniiberliegt, ver-
1duft, bilde mit der Grundflichenebene den Winkel ¢. Bestimmen Sie die Mantel-
fliche, wenn man eine der beiden gleichen Seitenflichen als Grundfliche der
Pyramide wihit!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Schenkellidnge a und dem Basiswinkel . Durch die Basis des Dreiecks in
der oberen Deckfliche und durch die gegeniiberliegende Ecke der unteren Deck-
fliche verlaufe eine Ebene, die mit der Ebene der Grundfliche den Winkel g
bilde. Bestimmen Sie die Mantelfliiche des Prismas und das Volumen der durch
den Schnitt entstandenen vierseitigen Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Quadrat. Zwei Seitenflichen stehen
senkrecht auf der Ebene der Grundfliche. Die beiden anderen schlieBen mit ihr
den Winkel « ein. Der Radius des Kreises, den man einer der senkrecht zur
Grundfliche stehenden Seitenflichen umschreiben kann, sei gleich . Bestimmen
Sie die Oberfliche der Pyramide!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck mit einer
Kathete @ und mit dem ihr gegeniiberliegenden Winkel &. Durch den Scheitel
des rechten Winkels der unteren Grundfliche verlaufe parallel zur Hypotenuse
eine Ebene, die die gegeniiberliegende Seitenfliche unter dem Winkely = 90° — «
schneide. Bestimmen Sie das Vol des Pri iles, der zwischen der
unteren Grundfliche und der Schnittfliche liegt! Geben Sie ferner die GroBe
der Mantelfliche des Prismas an, wenn bekannt ist, daB die durch die Kathete a
begrenzte Seitenfliche genauso groB ist wie die Schnittfliche im Prisma! Unter-
suchen Sie, fiir welche Werte des Winkels « die Schnittebene die Seitenfliche
schneidet, die zur Hypotenuse der Grundfliche gehort!

. Die Grundflache einer Pyramide sei ein Rechteck. Eine Seitenkante stehe senk-

recht zur Ebene der Grundfliche. Zwei Seitenflichen schlieBen mit der Grund-
fliche die Winkel « und 8 ein. Bestimmen Sie die Mantelfldche, wenn die Héhe A
der Pyramide gegeben ist!

Die Grundfiiche. einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem ein
spitzer Winkel gleich « und der Radius des einbeschriebenen Kreises gleich r ist.
Jede Seitenfliche bilde mit der Grundfliche den Winkel «. Bestimmen Sie das
Volumen, die Mantel- und die Oberfliche der Pyramide!
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Die Grundfliche eines Prismas ABCA,B,C, sei ein gleichschenkliges Dreieck
ABC (4B = AC und ¥ ABC = «). Der Eckpunkt B; der oberen Grundfliche,
projiziert auf die Ebene der unteren Grundfliche, liefere als Bildpunkt den Mittel-
punkt des Kreises mit dem Radius r, der der Grundfliche einbeschrieben ist.
Durch die Seite AC der Grundfliche und durch den Eckpunkt B, wird eine Ebene
festgelegt, die die Ebene der Grundflidche unter dem Winkel « schneide. Berech-
nen Sie die Oberfliche der entstandenen dreiseitigen Pyramide 4BCB, und das
Volumen des Prismas!

. Die Grundfldche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck. Die Hohe der

Pyramide verlaufe durch den Schnittpunkt der Hypotenuse mit der Winkel-
halbierenden des rechten Winkels der Grundfliche. Die Seitenkante, die durch
den Scheitel des rechten Winkels gehe, bilde mit der Ebene der Grundfliche den
Winkel «. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide und die Winkel, die die
Seitenfliichen mit der Ebene der Grundfliche einschlieBen, wenn die Winkel-
halbierende des rechten Winkels der Grundfiidche die Linge m hat und mit der
Hypotenuse den Winkel 45° + « bildet!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rhombus mit der Seitenlidnge a. Zwei
benachbarte Seitenflichen bilden mit der Ebene der Grundfliche den Winkel ,
die dritte Fliiche schlieBe mit der Grundfliche den Winkel 8 ein. (Zeigen Sie,
daB auch die vierte Fliche die Grundfiiche unter diesem Winkel schneidet!)
Die Hohe der Pyrarxiide sei h. Berechnen Sie das Volumen und die Oberfliche
der Pyramide!

Die Grundfiiche einer vierseitigen Pyramide sei ein Rhombus, dessen Seiten-
linge a und dessen spitzer Winkel « gegeben seien. Die Ebenen, die durch die
Spitze der Pyramide und durch die Diagonalen der Grundfliche festgelegt sind,
schneiden die Ebene der Grundfliche unter den Winkeln ¢ und y. Bestimmen
Sie das Volumen der Pyramide, wenn ihre Hohe eine Seite der Grundfliche
schneidet!

. Die Grundfliche eines schiefen Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck 4BC mit

ciner Kathete BC = a. Wenn man den Eckpunkt C, der oberen Grundfliche
auf die Ebene der unteren Grundfliche projiziert, erhilt man als Bildpunkt den
Halbierungspunkt der Kathete BC. Die Seitenfliichen, die durch die Kathete BC
und durch die Hypotenuse AC begrenzt sind, bilden miteinander den Winkel .
Die Seitenkanten schlieBen mit der Ebene der Grundfliche den Winkel 8 ein.
Bestimmen Sie die Mantelfliche des Prismas!

Die Gﬂndﬂﬁf_he des Prismas ABCA,B,C, sei ein gleichschenkliges Dreieck
ABC (AB = AC und & CAB = 2x). Projiziert man den Eckpunkt 4, der oberen
Grundfliche auf die untere, so erhdlt man den Mittelpunkt des Kreises mit
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dé_m Radius r, der der unteren G_r_undﬂﬁche umbeschrieben ist. Die Seitenkante
AA, bilde mit der Grundkante 4B den Winkel 2x. Bestimmen Sie das Volumen
und die Mantelfldche des Prismas!

. Bestimmen Sie das Volumen einer regelméBigen vierseitigen Pyramide, deren

Seitenkanten die Ldnge / haben! Der Winkel zwischen zwei benachbarten
Seitenfléichen sei gleich S.

Von einem regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpf seien folgende Stiicke
bekannt:

die Linge der Raumdiagonale d, der Winkel « zwischen der unteren Grundflache
und einer Seitenfliche sowie die Hohe A.

Berechnen Sie das Volumen des Pyramidenstumpfes!

Die Seitenkante eines regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes habe die
Linge /. Sie bilde mit der Grundfliche den Winkel 8. Die Raumdiagonale des
Pyramidenstumpfes stehe senkrecht auf ihrer Seitenkante. Bestimmen Sie das
Volumen des Pyramidenstumpfes!

Die Hohe cines regelmafBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes sei 4. Raum-
diagonale und Seitenkante des Stumpfes bilden mit der Ebene der Grundfiiche
die Winkel § und «. Bestimmen Sie die Grofe der Mantelfliche!

Die Seitenldngen der Grundflichen eines regelméBigen vierseitigen Pyramiden-
stumpfes seien a und a \/3 Die Seitenfliche bilde mit der Ebene der Grund-
fliche den Winkel y. Bestimmen Sie das Volumen und die Oberfliche des
Pyramidenstumpfes!

In eine regelmiBige vierseitige Pyramide sei ein Wiirfel so einbeschrieben, daf3
vier seiner Eckpunkte auf den Seitenkanten, die restlichen vier in der Grund-
fliche der Pyramide liegen. Bestimmen Sie die Kantenldnge des Wiirfels, wenn
die Hohe 4 der Pyramide und die Seitenkantenliinge / gegeben sind!

In eine regelméBige vierseitige Pyramide sei ein Wiirfel so einbeschrieben, dal
seine Ecken auf den Symmetrieachsen der Grundfliche und der Seitenflichen
liegen. Berechnen Sie das Verhiltnis zwischen dem Volumen der Pyramide und
dem Volumen des Wiirfels, wenn der Winkel « zwischen der Hohe der Pyramide
und einer Seitenfliche gegeben ist! ’

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Ka-
theten 6 cm und 8 cm. Die Spitze der Pyramide habe von der Ebene der Grund-
fliche einen Abstand von 24 cm, und ihre Projektion auf die Ebene der Grund-
fliche liege im Innern der Grundfliche. Berechnen Sie die Kantenlinge des
Wiirfels, von dem vier Ecken in der Ebene der Grundfliche der gegebenen
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Pyramide liegen und dessen Kanten parallel zu den Katheten des Grundflichen-
dreiecks verlaufen! Die vier anderen Eckpunkte des Wiirfels llegen auf den
Seitenfliichen der gegebenen Pyramide.

In einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide sei der Winkel « zwischen der
Grundfliche und den Seitenflichen gegeben. Durch eine Kante, auf der der
Scheitel eines Winkels « liege, verlaufe eine Ebene, die mit der Grundfliche den
Winkel g bilde. Die Linge der Grundkante sei gleich a. Bestimmen Sie die
GroBe der Schnittfliche!

. Von einer regelméiBigen vierseitigen Pyramide sei die Grundkante a gegeben.

Seitenflichen und Grundfliche schneiden einander unter dem Winkel «. Durch
zwei gegeniiberliegende Seiten der Grundfliche verlaufen zwei Ebenen, die
sich unter einem rechten Winkel schneiden. Bestimmen Sie die Linge der Schnitt-
strecke, die innerhalb der Pyramide liegt, wenn bekannt ist, daB sie die Achse
der Pyramide schneidet!

In einer regelmaBigen vierseitigen Pyramide verlaufe eine Ebene durch einen
Eckpunkt der Grundfliche senkrecht zur gegeniiberliegenden Seitenkante. Be-
stimmen Sie die Schnittfliche, wenn die Grundkante a der Pyramide gegeben
ist! Ferner bilde die Seitenkante mit der Grundfliche den Winkel ¢. (Weisen
Sie nach, daB ¢ > 45° gilt!)

Ein regelmiBiges vierseitiges Prisma werde von einer Ebene so geschnitten, daB
die Schnittfigur ein Rhombus mit dem spitzen Winkel « ist. Bestimmen Sie den
Winkel zwischen der gesuchten Ebene und der Ebene der Grundfliche!

Die Grundfliche eines geraden Parallelepipeds sei ein Rhombus mit dem spitzen
Winkel «. Unter welchem Winkel muB} eine zu bestimmende Ebene die Grund-
flichenebene schneiden, damit die Schnittfliche ein Quadrat ist, dessen Ecken
auf den Seitenkanten liegen?

Ein gerades Parallelepiped, dessen Grundfliche ein Rhombus mit der Seiten-
lange a und dem spitzen Winkel « sei, werde von ciner Ebene, die durch den
Scheitel eines Winkels der GroBe « verlduft, so geschnitten, daB als Schnitt-

fliche ein Rhombus mit dem spitzen Winkel % entsteht. Bestimmen Sie die
GroBe der Schnittfliche! 2

Die Kanten eines Tetraeders haben die Linge b. Durch die Mitte einer Kante
sei eine Ebene so gelegt, daB sie parallel zu zwei sich nicht schneideriden Kanten
verlduft. Berechnen Sie die Grofe der erhaltenen Schnittfliche!

Eine Pyramide besitze als Grundfliche ein rechtwinkliges Dreieck mit der einen
Kathetenlinge a. Eine der Seitenkanten der Pyramide stehe senkrecht auf der
Grundflichenebene, die beiden anderen bilden mit ihr die gleichen Winkel «.
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Eine Ebene, die senkrecht auf der Grundfliche steht, schneide die Pyramide
so, daf} die Schnittfliche ein Quadrat ist. Bestimmen Sie die Fliche dieses
Quadrates!

In einem regelméBigen vierseitigen Pyramidenstumpf seien die Seitenlingen a
und 3a der oberen bzw. unteren Grundfiiche gegeben. Die Seitenfliichen bilden
mit der unteren Grundfliche den Winkel «. Durch eine Seite der oberen Grund-
fliche verlaufe eine Ebene parallel zur gegeniiberliegenden Seitenfliche. Be-
stimmen Sie das Volumen des vierseitigen Prismas, das vom gegebenen Pyra-
midenstumpf abgeschnitten wurde, und die Oberfliche des verbleibenden Rests!

Durch einen Punkt, der auf einer Seitenkante eines regelmiBigen dreiseitigen
Prismas mit der Grundkantenldnge a liege, verlaufen zwei Ebenen. Eine von ihnen
verlaufe durch die Grundkante des Prismas unter dem Winkel & zur unteren
Grundfliche, die andere durch die Seite der oberen Grundfiiche, die zur ge-
nannten Grundkante parallel verlduft. Die obere Grundfliche werde von der
zweiten Ebene unter dem Winkel 8 geschnitten. Bestimmen Sie das Volumen
des Prismas und die Summe der entstandenen Schnittfiichen!

In einem regelméBigen vierseitigen Prisma verlaufe eine Ebene durch die Mitten
zweier benachbarter Grundkanten. Diese Ebene schneide drei Seitenkanten
und bilde mit der Grundflichenebene den Winkel «. Bestimmen Sie die Fliche
des erhaltenen Schnittes und seinen spitzen Winkel! Die Seite der Grundfliche
des Prismas.habe die Linge b.

Die Grundflidche eines geraden Prismas sei ein gleichschenkliges Trapez mit
dem spitzen Winkel «. Dieses Trapez sei einem Kreis mit dem Radius r um-
beschrieben. Durch einen Schenkel der unteren Grundfliche und durch den
gegeniiberliegenden Scheitelpunkt des spitzen Winkels der oberen Grundfliche
werde eine Ebene aufgespannt, die mit der unteren Grundfliche den Winkel &
bilde. Bestimmen Sie die Gro8e der Mantelfliche des Prismas und die GroBe
der entstehenden Schnittflidche!

Die Grundfliche eines geraden Prismas ‘ABCA,B,C, sei ein gleichschenkliges
Dreieck ABC mit dem Winkel « an der Basis BC. Die Mantelfliiche des Prismas
sei A. Bestimmen Sie die GroBe der Fliche, die durch den Schnitt des Prismas
mit einer Ebene, welche durch die Diagonale der Seitenfliche BCC,B, par-
allel zur Hohe AD der Grundfliche des Prismas verlduft, entsteht! Die Ebene
bilde mit der Ebene der Grundfliche den Winkel 5.

Die Grundfliche eines geraden Prismas 4BCA,B,C, sei ein rechtwinkliges
Dreieck ABC mit dem Winkel y an der Ecke C (y < 45°). Die Differenz der
beiden zu den Katheten BC und AB gehorenden Seitenflichen sei gleich A.
Geben Sie die GroBe der Schnittfliiche des Prismas mit einer Ebene an, die mit



der Ebene der unteren Grundfldche den Winkel ¢ bildet und durch drei Punkte
bestimmt ist:

Scheitelpunkt C; des Winkels y der oberen Grundfliche;

Mittelpunkt der Seitenkante A4, ;

Punkt D, der in der Ebene der unteren Grundfliche symmetrisch zu C beziiglich
der Kathete 4B liegt!

710. Die sich nicht schneidenden Diagonalen zweier benachbarter Seitenflichen eines
rechtwinkligen Parallelepipeds schliefen mit der Ebene der unteren Grundfliche
die Winkel x und § ein. Bestimmen Sie den Winkel zwischen diesen Diagonalen!

711. Gegeben seien drei ebene Winkel der rdumlichen Ecke SABC:
X CSB=own; X CSA=p8; & BSA=y.
Geben Sie die GroBe der Winkel zwischen den drei begrenzenden Ebenen an!

712, Ein Winkel zwischen zwei Ebenen einer rdumlichen Ecke sei gleich 6. Die zu-
gehorigen ebenen Winkel der beiden Ebenen in der rdumlichen Ecke haben die
GroBen « und f. Bestimmen Sie den dritten ebenen Winkel!

713. In einer rdumlichen Ecke seien drei ebene Winkel 45°; 60° und 45° gegeben.

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Ebenen, zu denen die Winkel
von 45° gehoren!

714. Auf der Schnittgeraden zweier Ebenen sei die Strecke AB gegeben. Auf einer
der Ebenen liege ein Punkt M. Die Gerade durch A, die mit AB den Winkel «
bildet und in der Ebene von M verliuft, schneide die Gerade, die durch B senk-
recht zu AB verlaufe, im Punkt M. Bestimmen Sie die GroBe des Winkels

zwischen den Ebenen, wenn die Gerade AM mit der anderen Ebene den Winkel 8
bildet!

715. Gegeben seien zwei windschiefe Geraden g, und g,, die einen Winkel ¢! mit-
einander bilden. Ihr gemeinsames Lot habe die Linge PQ = k. Auf der Geraden
g, liege der Punkt 4 und auf der Geraden g, der Punkt B so, daB von ihnen
die Strecke PQ unter den Winkeln & und § gesehen werde. Bestimmen Sie die
Liinge der Strecke AB!

716. Auf zwei senkrecht zueinander verlaufenden windschiefen Geraden, deren Ab-
stand PQ = h ist, seien zwei Punkte 4 und B gegeben, von denen der Abstand
_@ unter den Winkeln « und § gesehen werde. Bestimmen Sie den Winkel zwi-
schen AB und der Strecke PQ!

! Zum Winkel zweier windschiefer Geraden siehe Losung dieser Aufgabe!
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717. Eine Schnittebene teile die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide in den
Verhiltnissen:
momy o oms

ny ny N3

In welchem Verhiiltnis teilt die Ebene das Volumen der Pyramide?

(von der Pyramidenspitze gerechnet).

718. Die Lote von der Mitte der Hohe einer regelméBigen vierseitigen Pyramide auf
die Seitenkanten haben die Liinge a, die auf die Seitenflichen die Linge b.
Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide!
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10. Rotationskérper

Die Mantellinie eines Kegels habe die Linge / und bilde mit der Ebene der
Grundfliche den Winkel 60°. Bestimmen Sie das Volumen des Kegels!

Die Lidnge der Mantellinie eines Kegels sei gleich / und der Umfang der Grund-
fliche gleich c. Bestimmen Sie sein Volumen!

Die Abwicklung der Mantelfliche eines Zylinders ergebe ein Quadrat mit der
Seitenlidnge a. Bestimmen Sie das Volumen des Zylinders!

Die Mantelfliche eines Zylinders ergebe, wenn sie abgewickelt wird, ein Recht-
eck, in dem die Diagonalen die Linge d haben. Die Diagonalen bilden mit den
Seiten, die durch Abwicklung der Grundflichenkreise entstehen, den Winkel o,
Bestimmen Sie das Volumen des Zylinders!

Der Winkel an der Spitze des Achsenschnittes eines Kegels sei 2. Die Summe
der Lingen seiner Hohe und einer Mantellinie sei gleich m. Bestimmen Sie das
Volumen und die Oberfliche des Kegels!

Das Volumen eines Kegels sei gleich V. Seine Héhe sei in drei gleiche Teile
geteilt, und durch diese Punkte verlaufen Ebenen parallel zur Ebene der Grund-
fliche. Bestimmen Sie das Volumen des mittleren Teiles!

Bestimmen Sie das Volumen eines Kegels, wenn in seiner Grundfliche eine
Sehne der Linge a liegt, die zum Zentriwinkel x gehort! Die Hohe des Kegels
bilde mit einer Mantellinie den Winkel 8.

Auf ein und derselben Grundfliche seien zwei Kegel (einer innerhalb des
anderen) errichtet. Der Winkel zwischen der Héhe und der Mantellinie des
kleineren Kegels sei «, der zwischen der Hohe und der Mantellinie des gréBeren
Kegels . Die Differenz der Hohen beider Kegel habe den Wert k. Bestimmen
Sie das Volumen, das zwischen den Kegelminteln eingeschlossen ist!

Die Mantelfléiche eines Kegels habe die GroBe 4,,, die Oberfliche die GroBe 4, .
Berechnen Sie den Winkel zwischen der Hohe und einer Mantellinie im Kegel!
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Die Mantelfliche eines Kegels ergebe, in die Ebene abgewickelt, einen Kreis-
sektor mit dem Winkel « und der Sehnenléinge a. Besti Sie das Vol
des Kegels!

Durch die Spitze eines Kegels verlaufe eine Ebene unter dem Winkel ¢ zur
Grundfliche geneigt. Sie schneide aus dem Grundflichenkreis einen Bogen aus,
der zum Zentriwinkel « gehore. Die Ebene habe vom Mittelpunkt der Grund-
fliche den Abstand a. Berechnen Sie das Volumen des Kegels!

Die Grundfliche eines Kegels sei einem Quadrat mit der Seitenlinge a um-
beschrieben. Die Ebene, die durch die Spitze des Kegels und durch eine Seite
des Quadrates verlduft, ergibt als Schnittfigur mit der Oberfliche des Kegels
ein Dreieck mit dem Winkel « an der Spitze. Berechnen Sie das Volumen und
die Oberfliche des Kegels!

Die Mantellinie eines Kegelstumpfes, die die Linge / habe, bilde mit der Ebene
der unteren Grundfliche den Winkel « und stehe senkrecht auf der Geraden,
die den oberen Endpunkt von / mit dem unteren Endpunkt der gegeniiber-
liegenden Mantellinie verbinde. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfliche
des Kegelstumpfes!

Gegeben sei ein Kegel mit dem Volumen V. Seine Mantellinie bilde mit der
Ebene der Grundfliche den Winkel «. In welcher Hohe muB eine Ebene senk-
recht zur Achse des Kegels verlaufen, damit ihr Schnitt mit dem Kegel

a) die Mantelfliche des Kegels;
b) die Oberfliche des Kegels halbiert?

Bestimmen Sie das Volumen und die Oberfliche eines Kugelsektors, der aus
einer Kugel mit dem Radius r ausgeschnitten wurde, wenn dessen Achsen-
schnitt den Winkel « aufweist!

Ein Kugelsegment einer Kugel mit dem Radius r habe die Oberfliche 4,. Be-
rechnen Sie seine Hohe!

Die Fliche eines Dreiecks ABC sei gleich A. Seine Seite AC = bund der Winkel
CAB = « seien bekannt. Besti Sie das V-'_ des Korpers, den man
durch Drehung des Dreiecks ABC um die Seite AB erhilt!

Von einem Dreieck seien die Seite a und die Winkel 8 und y gegeben. Bestimmen
Sie das Volumen des Korpers, den man durch Drehung des Dreiecks um die
gegebene Seite erhilt!

Ein Rhombus mit der groBeren Diagonale d und einem spitzen Winkel y wird
um die Achse gedreht, die durch eine Ecke des Rhombus senkrecht zur groBeren
Diagonale auBerhalb der Figur verlduft. Bestimmen Sie das Volumen des
Rotationskdrpers!



738.

739.

740.

741.

742.

743.

744.

745.

Von einem Dreieck seien die Seciten b, ¢ und der Winkel « zwischen ihnen ge-
geben. Dieses' Dreieck werde um eine Achse gedreht, die auBerhalb des Drei-
ecks durch den Scheitel des Winkels « verlaufe und mit den Seiten b und.c
gleiche Winkel bilde. Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskérpers!

In einem glei&hschenkligen Trapez mdgen die Diagonalen senkrecht auf den
Schenkeln stehen. Die Schenkel haben die Linge 5 und bilden mit der groBeren
Grundseite den Winkel «. Bestimmen Sie die Oberfliche des Kérpers, der
durch Drehung des Trapezes um die groBere Grundseite entsteht!

Durch die Spitze eines Kegels sollen zwei Ebenen verlaufen. Eine von ihnen
bilde mit der Ebene der Grundfliche des Kegels den Winkel &« und schneide
die Grundfliche in einer Sehne der Linge a. Die andere bilde mit der Ebene
der Grundfliche den Winkel 8 und schneide die Grundfliche in einer Sehne
der Linge b. Bestimmen Sie das Volumen des Kegels!

Ein Kegel sei einer Kugel umbeschrieben. Bestimmen Sie das Volumen der
Kugel, wenn die Linge / der Mantellinie des Kegels und der Winkel «, den sie
mit der Ebene der Grundfliche bildet, bekannt sind!

Eine Gerade sei Tangente an den Mantel eines Kegels. Sie bilde mit der Mantel-
linie, die durch den Beriihrungspunkt verlaufe, den Winkel ©. Welchen Winkel ¢
bildet diese Gerade mit der Ebene E der Grundfliche des Kegels, wenn die
Mantellinie mit der Ebene E den Winkel « bildet?

Ein stumpfwinkliges Dreieck, dessen spitze Winkel &« und g und dessen kleinste
Hohe h bekannt seien, werde um die Seite, die dem Winkel 8 gegeniiberliege,
gedreht. Geben Sie die Oberfliche des Rotationskdrpers an!

Ein kegelférmiges GefiB, das auf der Spitze steht und dessen Achsenschnitt
ein gleichseitiges Dreieck ist, sei gédnzlich mit Wasser gefiillt. Ferner soll sich
in ihm eine Kugel mit dem Radius r befinden, die die Wasseroberfliche und
den Kegelmantel beriihrt. Bestimmen Sie dic Hhe des Wasserstandes nach dem
Entfernen der Kugel aus dem Wasser!

In einem Kegel, dessen Radius der Grundfliche gleich r ist und dessen Mantel-

linie mit der Grundfliche den Winkel g bildet, sei ein gerades dreiseitiges

Prisma so einbeschrieben, daB die untere Grundfiiche des Prismas in der Grund-
fliche des Kegels liege und die Ecken der oberen Grundfliche des Prismas auf
der Mantelfliche des Kegels liegen. Besti Sie die Mantelfliche des Pris-
mas, wenn seine Grundfliche ein rechtwinkliges Dreieck mit einem spitzen
Winkel « ist! Die Hohe des Prismas sei gleich dem Radius des Schnittes des
Kegels mit der Ebene der oberen Grundfliche des Prismas.
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In eine dreiseitige Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seitenlinge a ist, sei ein Zylinder so einbeschrieben, daB sich seine untere
Grundfliche in der Grundfiiiche der Pyramide befindet, wihrend der Rand der
oberen Grundfliche alle Seitenflichen der Pyramide beriihrt. Bestimmen Sie
das Volumen des Zylinders und das Volumen derjenigen Pyramide, die von der
urspriinglichen durch den Schnitt der Ebene der oberen Grundfliche abgetrennt

wird! Es sei ferner bekannt, daB die Hohe des Zylinders g betrigt, da} eine

der Seitenkanten der Pyramide senkrecht auf der Ebene der Grundfliche steht
und daB eine Seitenfliche mit der Grundfliche den Winkel « bildet. (Zeigen
Sie, fiir welche Werte von « die Aufgabe losbar ist!)

In eine Kugel mit dem Radius r sei ein gerades dreiseitiges Prisma einbe-
schrieben. Die Grundfliche dieses Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck mit
einem spitzen Winkel «, die groBte Seitenfliche ein Quadrat. Bestimmen Sie
die GrdBe des Prismenvolumens!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck mit dem spitzen Winkel x
zwischen den Diagonalen. Die Seitenkanten bilden mit der Ebene der Grund-
fliche den Winkel ¢. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide, wenn der
Radius der Kugel, die der Pyramide umbeschrieben ist, gleich r ist!

Der Radius der Grundfliche eines Kegels sei r, der Winkel an der Spitze des
Achsenschnittes gleich «. Berechnen Sie das Volumen der regelméBigen drei-
seitigen Pyramide, die dem Kegel umbeschrieben ist!

In einen Kegelstumpf sei eine Kugel mit dem Radius r einbeschrieben. Die
Mantellinie des Kegelstumpfes bilde mit der Grundfliche den Winkel x. Be-
stimmen Sie die Mantelfléiche des Kegelstumpfes!

Einer Kugel mit dem Radius r sei ein Kegelstumpf umbeschrieben. Seine
Mantellinie bilde mit der Grundfliche den Winkel «. Bestimmen Sie die Ober-
fidche des Kegelstumpfes!

Einem Kegelstumpf sei eine Kugel mit dem Radius  einbeschrieben. Die Mantel-
linie des Stumpfes bilde mit der Ebene der Grundfliche den Winkel «. Be-
stimmen Sie das Volumen des Kegelstumpfes!

Durch einen Punkt auf der Oberfliche einer Kugel mit dem Radius r seien
drei Sehnen gleicher Linge so konstruiert, daB jede mit jeder den Winkel «
bildet. Berechnen Sie die Linge der Sehnen!

In eine Kugel mit dem Radius r sei ein Kegelstumpf einbeschrieben. Seine
beiden Grundflichen schneiden von der Kugel zwei Segmente ab, zu deren
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Achsenschnitten die Zentriwinkel « und f gehodren. Bestimmen Sie die GroBe
der Mantelflidiche des Kegelstumpfes!

Die Seitenflichen einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide bilden mit der
Grundfliche den Winkel &. Die Symmetrieachsen der Seitenflichen der Pyra-
mide haben die Linge m. Berechnen Sie die Oberfliche des Kegels, der der
Pyramide einbeschrieben ist, und bestimmen Sie den Winkel, den die Seiten-
kanten der Pyramide mit der Grundfléiche bilden!

Einer regelmiBigen sechsseitigen Pyramide sei ein Kegel umbeschrieben. Be-
stimmen Sie sein Volumen, wenn die Kanten der Pyramide die Linge / haben
und zwei benachbarte Seitenkanten sich jeweils unter dem Winkel « schneiden!

In eine regelmiBige dreiseitige Pyramide sei ein Kegel einbeschrieben. Be-

_stimmen Sie das Volumen des Kegels, wenn die Kantenlinge der Pyramide /

758.

759.

760.

761.

762.

betrigt und wenn zwei benachbarte Seitenkanten miteinander den Winkel &
bilden!

In eine Kugel sei ein Kegel einbeschrieben, dessen Volumen gleich einem Viertel
des Volumens der Kugel ist. Die Hohe des Kegels sei 4. Berechnen Sie das
Volumen der Kugel!

In ein regelmiBiges dreiseitiges Prisma sei eine Kugel so einbeschrieben, daB
sie die drei Seitenflichen und die Grundflichen des Prismas beriihrt. Bestimmen
Sie das Verhiltnis zwischen der Oberfliche der Kugel und der des Prismas!

Eine Kugel mit dem Radius r sei einer Pyramide einbeschrieben. Die Grund-
fliche der Pyramide sei ein Rhombus mit dem spitzen Winkel x. Die Seiten-
flichen der Pyramide bilden mit der Ebene der Grundfliche den Winkel ¢.
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide!

In eine regelmiBige vierseitige Pyramide sei eine Halbkugel so einbeschrieben,
daB ihre ebene Fliche parallel zur Grundfliche verlduft, wihrend die gekriimmte
Fliche die Grundfliche der Pyramide beriihrt. Bestimmen Sie die Oberfliche
der Pyramide, wenn ihre Seitenflichen mit der Grundfliche den Winkel « bilden
und der Radius r der Halbkugel gegeben ist!

In eine regelmiBige vierseitige Pyramide sei eine Halbkugel so einbeschrieben,
daB ihre ebene Fliche in der Grundfliche der Pyramide liegt, wihrend die ge-*
kriimmte Fliche die Seitenflichen der Pyramide beriihrt. Bestimmen Sie das
Verhiltnis zwischen der Oberfliche der Halbkugel und der Oberfliche der
Pyramide und das Volumen der Halbkugel, wenn die Seitenflichen der Pyramide
mit der Ebene der Grundfliche den Winkel « bilden und wenn die Differenz
zwischen der Grundkante der Pyramide und dem Durchmesser der Halbkugel
den Wert m hat!
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In einem Kegel mit dem Grundfliichenradius r; und dem Winkel & zwischen
der Hohe und einer Mantellinie befinde sich eine Kugel, die die Grundfiiche
und die Mantelfliche des Kegels berithrt. Bestimmen Sie das Volumen des
Kegelteiles, der iiber der Kugel liegt!

Die Oberfliche eines geraden Kreiskegels sei n-mal groBer als die Oberfliche
der dem Kegel einbeschriebenen Kugel. Unter welchem Winkel schneidet die
Mantellinie des Kegels die Ebene der Grundfliche?

In einen Kegel sei eine Kugel einbeschrieben. Das Verhiltnis der beiden Volu-
mina sei gleich n. Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Mantellinie des
Kegels und der Grundfliche, und iiberpriifen Sie das Resultat fiir n = 4!

Berechnen Sie den Winkel zwischen der Achse und einer Mantellinie des Kegels,
dessen Oberfliche n-mal groBer ist als die Flache seines Achsenschnittes!

In einen Kegel sei eine Halbkugel einbeschrieben. Ihre ebene Fliche liege in
der Grundfliche des Kegels. Bestimmen Sie den Winkel an der Spitze des Kegels,
wenn sich die Oberfliche des Kegels zur gekriimmten Oberfliche der Halb-
kugel wie 18 : 5 verhilt!

Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Hohe und der Mantellinie eines Kegels,

wenn bekannt ist, daB das Volumen des Kegels gleich dem l%-fachen des Volu-

mens der Halbkugel ist, die in den Kegel so einbeschrieben wurde, daB die
ebene Fliche der Halbkugel in der Grundfliche des Kegels liegt und die Kugel-
kappe die Mantelfliche des Kegels beriihrt!

Berechnen Sie den Winkel zwischen der Héhe und der Mantellinie des Kegels,
dessen Mantelfliche durch den Schnitt mit einer Kugelfldche, deren Mittelpunkt
die Spitze des Kegels und deren Radius gleich der Hohe des Kegels ist, in zwei
gleich groBe Teile zerlegt wird!

Ein Kegel mit der Hohe /; und mit dem Winkel « zwischen der Hohe und einer
Mantellinie soll durch eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt die Spitze des Kegels
ist, so geschnitten werden, daB das Kegelvolumen halbiert wird. Bestimmen
Sie den Radius der Kugel!

Die Hohe eines Kegels sei Durchmesser einer Kugel. Die Spitze des Kegels
und der Mittelpunkt seines Grundkreises liegen dann auf der Kugeloberfliche.
Berechnen Sie das Volumen des Kugelteils, der auBlerhalb des Kegels liegt!
Der Winkel zwischen der Hohe des Kegels und einer Mantellinie sei .

Gegeben seien zwei Kugeln um M und M, die sich auBen beriihren und einem
gemeinsamen Kegel einbeschrieben sind. Berechnen Sie die Oberfliche des
Kegelstumpfes, dessen Grundflichen die Berithrungskreise der Kugeln mit der
Kegelfliiche sind! Die Radien der Kugeln seien r und r,.



773. Auf einem Tisch liegen vier Kugeln mit dem Radius r. Die Kugeln beriihren
sich gegenseitig so, daB man auf die entstehende mittlere Liicke eine fiinfte
Kugel mit dem gleichen Radius legen kann. Berechnen Sie den Abstand des
héchsten Punktes dieser fiinften Kugel von der Tischebene!

774. Bestimmen Sie den Winkel an der Spitze des Achsenschnittes des Kegels, der
vier gleichen Kugeln umbeschrieben ist! Die Kugeln sollen so angeordnet sein,
daB jede Kugel drei andere beriihrt.

775. Die Flichen eines regelméaBigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes beriihren eine
Kugel. Berechnen Sie den Wert des Verhiltnisses zwischen der Oberfliiche der
Kugel und der Oberfliche des Pyramidenstumpfes, wenn die Seitenflichen der
Pyramide mit der Ebene ihrer Grundfiéiche den Winkel « bilden!

776. In einen Kegel sei ein Zylinder einbeschrieben. Die Hohe des Zylinders sei
gleich dem Radius der Grundfliche des Kegels. Geben Sie die GroBe des Winkels
zwischen der Achse des Kegels und der Mantellinie an, wenn sich die Ober-
fldche des Zylinders zur Grundfliche des Kegels wie 3 : 2 verhilt!

777. Der Radius einer Kugel, die einer vierseitigen regelmaBigen Pyramide einbe-
schrieben ist, sei gleich 7. Der Winkel zwischen zwei benachbarten Seitenflichen
der Pyramide habe die Grofle «. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide,
deren Spitze im Zentrum der Kugel liegt, wenn die Eckpunkte ihrer Grundfliche
die vier Berithrungspunkte der Kugel mit den Seitenfliichen der gegebenen
Pyramide sind!

778. In einem Kegel befinde sich eine Kugel mit dem Radius r. Sie beriihre die
Mantel- und die Grundfliche des Kegels. Bestimmen Sie das Volumen des
Kegels, wenn bekannt ist, daB die der Spitze nichste Ebene, die die gegebene
Kugel beriihrt und senkrecht auf einer der Mantellinien des Kegels steht, von der
Spitze des Kegels den Abstand 4 hat!

779. Die Kante eines Wiirfels habe die Linge a, die Strecke 4B sei Raumdiagonale
dieses Wiirfels. Bestimmen Sie den Radius der Kugel, die drei Fldchen, deren
gemeinsamer Punkt A4 ist, und gleichzeitig die drei Kanten, die sich in Bschneiden,
beriihrt. Bestimmen Sie die Oberfliche der Kugelteile, die auBerhalb des Wiirfels
liegen! ’

780. In einem Tetraeder! mit der Kantenlénge a sei eine Kugel so untergebracht,
daB sie alle Kanten des Tetraeders berithrt. Bestimmen Sie den Radius dieser
Kugel und das Volumen der Kugelteile, die auBerhalb des Tetraeders liegen!

! Siehe FuBnote auf Seite 18.
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11. Trigonometrische Umformungen

Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Identitéiten!

781. sec (= + o) sec T = 2sec2x
4 4

782. 502+ B _ 5 s (w4 p) = 0B
sin « sin «

783. 2(cosec 2x + cot 2x) = cotg - tang

cos x + sin«

784 = tan (45" + x)

cos x — sina
cos & + sina
cos & — sin o

786. sin> (g . a) _ in? (;_: _ x) _ sin2x

V2

785 = tan 2x + sec 2x

2
787, 2cos“x — 1 -1

2tan (T — &) sin? (T + &
4 4

788.tan2 il_{x =ﬂ
4 1 + sin 2x

789 052 _Llgnion
cota —tan“o 4

790, Sin % + c<.)s(2ﬁ - ) _ cot® — 8
cos & — sin (28 — ) 4

1. 1 +s1n2a= 1 +tamx=mn fud ta
cos 2« 1 —tanwx 4
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sinx 4 cos(2y —x) _1+sin2y
" cosx — sin 2y — x) cos 2y

792

793. tan? x — tan? f = sin (« + ) sin (x — B) sec? x sec? i

tan <§ - %) -(1 + sin )
794. £ = cota
sin &
795 tan (2 4 2)- 1250
4 2 cos

: 2
s“ o — 1
796, 2(sin 2(x + 2cos” & ) - cosec x
coso — sinax — cos 3o + sin 3x

qgy, Sinx —sindx +sindx L

cos & — €os 3x + cos Sx

a—b a—c¢ b—c

798. sin (@ — b) + sin(@ — ¢) + sin(b — ¢) = 4cos sin cos

799, 2(sin® x + cos®x) — 3(sin*x + cos*x) + 1 =0
800. sin x + sin(x + 2;) + Sin<oc + 4;”) =0

801. sin? (45° + &) — sin? (30° — &) — sin 15° cos (15° + 2x) = sin 20

802. Zeigen Sie, daf’

— 9 cos?
J._.z_ios__(F=tanq7—-co[¢;
sin @ cos @

gilt!
803. Zeigen Sie, daB

,x  2sinax — sin 2
tan* - = ———————
2 2sine + sin 2«

gilt!
804, Zeigen Sie die Richtigkeit der Identitét

cos? g + cos? (x + @) — 2 cos & cos g cos (x + @) = sin? !

)



805. Formen Sie den Ausdruck sin? x + sin? 8 + 2 sin « sin § cos (x + §) um!
806. Zeigen Sie, da
sin? & + sin? § 4 sin?y — 2cosxcosfcosy = 2
gilt, wenn & + f + y = zist!
807. Zeigen Sie, daB
cotxcotf + cotaxcoty + cotficoty =1
gilt, wenn & + f + ¥ = mist!
808. Zeigen Sie, daB
cos Z cos m_1
5 4
gilt!
809. Zeigen Sie, daB

F] 3z 1
€os= + cos — ==
5 2
gilt!
Formen Sie die folgenden Ausdriicke so um, daB sie sich einfach logarithmieren
lassen!

810. 1 + coso + cosg

811. 1 — \/—20050.' + cos 2x
812. 1 — sin?(x + f) — sin® (x — )
813.1 + sinx + cosa + tan
s14. 1+ sinax — cosx
.0
sin =
2
815. 1 — tan & + secx

816. cos & + sin 26 — cos 3«

817. tan (oc + g) + tan (tx - f‘)

1g, 25in 8 — sin 28
"2sin§ + sin 28
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\/2 —cosx — sinx
sin & — cos &

819.

820. cot & + cot 2« + cosec 2x

821. cos 2« + sin 2x tan &
822, 2sin? & + +/3sin 20 — 1

823, 1 + tan 2« tan &

cotx + tan o«
824. 2 + tan 2& + cot 2x
1

825.tanx — 1 + sinx(1 — tanx) + ———-
1+tan”x

1 4+ cosx + cos 2x + cos 3x

826 -
cosa + 2cos” o ~ 1

827.1 - %sin2 26 — sin® § — cos*«

sin(x + y + 2)
COS X COS y COS Z

828. tan x + tan y + tanz —

829.sinx + sinf + siny, wenn x + f+y ==



-12. Goniometrische Gleichungen

Losen Sie die folgenden Gleichungen!
830. 1 — sin 5x = (cos x_ sin 3_x)2
2 2
831, sin x + sin 2x + sin 3x + sind4x = 0
832, sin (x + 30°) + cos (x + 60°) = 1 + cos 2x
833. sin x + sin 2x + sin 3x = cos x + cos 2x + cos 3x
834. cos 2x — cos 8x + cos 6x = 1
835. cos x — cos 2x = sin 3x
836. sin (x — 60°) = cos (x + 30°)
837. sin 5x + sinx + 2sin?x =1
838. sin® x(tan x + 1) = 3 sin x(cos x — sinx) + 3

839, cos 4x = —2cos? x

. : 1
840. sin x + cos x = —
sin x
841. sin 3x = cos 2x

842, sin* > + cos®
3 3

=3
8
843. 3tanx — sec?x = 1
844, (1 + cos 4x) sin 4x = cos? 2x
845, sin* x + cos* x = cos 4x

846. 3cos?x — sin*x —sin2x =0

847. cos? x + 3sin? x + 2\/Z-¥sinxcosx= 1

46



848. 6sin?x + 3sinxcosx — Scos? x = 2

. 3 5,
849, sin® x + Ecoszx = Ssinxcosx

I

850. sin x + \/5cosx
851. sinx + cosx = 1

852.sinx + cosx = 1 + sin 2x

853, sin 3x + cos 3x = \/5
854. sin x sin 7x = sin 3x sin 5x

. 855. cos x sin 7x = cos 3x sin 5x
856. sin x sin 2x sin 3x = % sin 4x

857.2cos? x + d4cosx = 3sin?x

858. 5cos2x = 4sinx

859.tan(iZ +x) +tanx —2=0

860.8tan2§ =1+ secx

. .

cos (E - ,\')

861 ——= 7 _ et |
1 4+ cosx 2

T+ X

862. 1 — cos(w — x) + sin =0

863.2[1 —sin (3 - x)| = V3tan T
2 2

864, sinx — cosx — 4'cos? xsinx = 4sin® x.

sin x
=7 =2
1 +cosx.

865. cot x +

866. 2 cot (x — m) — (cos x + sin x) (cosec x — secx) = 4

867. sin (z — x) + cot = — x| = O~ 005¥
2 2sinx



869. sin (z — x) + cot(3—2” +x) = sec (—x) — cos (2n — x)

870, sec’> x — tan® x + cot (g + x) = cos 2x sec® x

871. sin® x(1 + cotx) + cos? x(1 + tan x) = cos 2x
872. sin® x cos 3x + sin 3x cos® x = 0,375

873. tan x + tan 2x = tan 3x
874. 1 + sinx + cosx = 2 cos <)—2‘ - 45°>
875. 1 — cos? 2x = sin 3x — cos (g + x)

cosec (w — x)
cot2x — cotx

876. 1 — 3cosx + cos2x =

2
877. [cosx — sin(x — W))* + 1 = __2251n_x
sec”x — 1

878. (sin x + cos x)* = 2 sin (% + x) sin (7—: - )

2
879. 2 — sin x cos 2x — sin 2x cos x = | cos 7_!_3;x — sin 7.’_3_"
4 2 4 2

880. (1 — tanx) (1 + sin2x) = 1 + tanx
cos 2x
1 — sin 2x
882. (1 + sin 2x) (cos x — sinx) = 1 — 2sin? x

881. cosx + sinx =

cos? x — sin® 2x

883, —————— = sin (x + 30%)sin (x — 30°)
4cos” x
sin (60° + x) + sin (60° — x) tan x cot x
884, = PIRY) 2 _\2
2 (1 + tan*x) (1 + cot™ x)
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- sin (x — 30°) + cos (60° — x)

885. sec® x — (cos X + sin x tan ;)

Cos X
tan;f+cot’-2‘
886.sin(7—t+x)—sin(7—’—x)=——————
4 4 242
887. 2/2 sin (45° +-x) = LTSO8
1 + sinx

2 (sin 2x — cos 2x tan x)
V3sectx

889. sin 3x = 4 sin x cos 2x

888. 1 — = cos*x — sin®x

T+ X

890. secx + 1 = sin (m — x) — cos x tan

891, BIXBX ) 0 (45° + x)sin (45° — x) = O
tan 2x — tanx
. . 4cos’ x
892. tan (x — 45°) tan x tan (x + 45°) =
tan’—c - cot)—c -
2 2

tan (x + 45°) + tan(x — 45°)
2

893,

= tan (x — 45°) tan (x + 45°) tan x

894, tan (x + &) + tan (x — &) = 2 cotx

2
895, (sin” — cosX) = 2
2 x xX+n
tan= — tan ——
2
896. — smx =1+tan(% +45) — tan(45° — %
sin (30° + x) + sin (30° = x) 2 2

897a. sin*x + sin*{x + = =1
ry

897b. sin®x + sin® (x + ) + sin* (x = 7) = 2
3 4) "8
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Losen Sie folgende Gleichungssysteme!

898. cosmcosx_—l = .1_
2 2 2

1
COSXCOSy = —
7%

900.x +y=n

tanx + tany =m

902. 2llnx+coly =1

l6lln2x +cos2y _ 4

904. sinx = 2siny

cosx=§cosy

899.x +y=«

sinxsiny =m
W0L.x+y="
4 4

tanx + tany = 1

903. sin xsiny = 1
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. 13. Zyklometrische Funktionen

(Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen)

905. Berechnen Sie

2 arcsin (— %5) + arccot (—1) + arccos 1—_ + % arccos (—1)!

V2

906. Zeigen Sie, daf3

tan (arccos x) = M
gilt! x
907. Zeigen Sie, daB

tan (arcsin x) =

x
gilt! NS
Berechnen Sie!
908. sin [— arccot

Al

-
)
S
s

911. tan <5 arctan — — iarcsm ?)

1
909. sin [2 arcsin

912. sin (3 arctan \/3 + 2 arccos %)

913. cos [3 arcsin ? + arccos < - %)]

4%
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Weisen Sie die Richtigkeit folgender Identititen nach!

914. arctan 3 + 2 ;/5) — arctan ? = %‘

915. arccos ; — arccos
916. arcsinf + arcsin 3 + arcsin 16 =z
5 13 65 2
917. arccos ! + arccos —l = arccos —E
2 7 14,

918. 2 arctan1 + arctan - = arctan 32
5 4 43

919. arctan% + arctané + arctan; + arctani =2

-

Losen Sie foigende Gleichungen!
920. 4arctan (x* —3x — 3) —w =0
. 921, 6 arcsin (x> — 6x + 8,5) ==

922, arctan (x + 2) — arctan(x + 1) = z

-

923. Zam:tanl — arctanx = =
2 4

1
924, arcsin ——= — arcsin \/ l—x= arcsm;

\/x

925, :m:tm:xg - arctana —
b a

b
= arctan x
926. arcsin 3x = arccos 4x
10x

927. 2 arcsin x = arcsin =

928, Losen Sie das Gleichungssystem

2a
x + y = arctan
’ 1-d

tanxtany = a®, (la| < 1)!
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8. Planimetrie

510. Die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks seien @ und b, ¢ die Hypotenuse.

Zwei Beziehungen sind bekannt:
a+b+c=132 und @* + b* + ¢ = 6050.
Setzt man @* 4 b2 = c¢? in die obige Gleichung ein, so erhdlt man:
2¢? = 6050 '
¢ =+/3025 = 55.
Also muB
1) a+b=1T
sein. Andererseits gilt:
(@ @+ b = 3025

Quadriert man (1) und subtrahiert davon (2), so erhilt man schlieBlich ab = 1452,
Also sind a und b die Wurzeln der Gleichung

x? ~— TIx + 1452 = 0.

Lisung: Die Liangen der Katheten des Dreiecks betragen 33 bzw. 44 Lingen-
einheiten, die Linge der Hypotenuse 55 Lingeneinheiten.

511. Die Hohe DK (Abb. 1) des Parallelogramms ABCD ist gleich 2MN = 2p. Weil

¥ DAK = « ist, gilt AD = ZL Analog ist 4B = z—m—
sin & sin &
0 4
o
/ %
A . K N 8 Abb. 1

55



Esgilt: 4 = AB- DK = "2

sin &
Die GroBe der Diagonalen berechnet man nach dem Kosinussatz.
2 2 -
Losung: A — 4‘mp; BD = 2/p* + m. 2mpcosa;
sin & sina
2 2
ro 2p" + m. + Zmpcosoc.
sin &

512. Es sind AB = 30cm und CD = 20 cm gegeben (Abb. 2). Die Hohe AE kann
man durch die Ahnlichkeit der Dreiecke BCD und ABE berechnen (beide
stimmen im ¥ ABC iiberein). Die Rechnung ist einfacher, wenn man die
Flachenformeln fiir das Dreieck ABC aufstellt:

A=%A_B~'C_f)
und
4=Y5¢. 48
2
C
(3
Abb. 2
A ]

Man isoliert AE und erhalt:

IE = AB'_CD _ 30-20

Losung: 24 cm.
513. Im Dreieck CDE, von dem CD = 12 cm und CE = 13 cm bekannt sind, ‘be-
rechnet man DE = /132 cm? — 122 cm? = 5 cm. (Abb. 3) Folglich gilt:

D = AE — DE =

S

+60cm —~ Scm = 25¢cm

und
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Lsung: AC = v 769 cm ~ 27,7 cm
BC = /1369 cm = 37 cm
c

M .
8

A "D E

514. Es ist ABC das gegebene Dreieck (AC = BC = b).
Gesucht ist die Fliche des Dreiecks M, M,M; (Abb. 4).

Erstes Verfahren:

Man erhilt 4 = é MM, - CM,, wobei M, M, = AB und CM, = AB sind.

Folglichist A4 = %E’ =

Abb. 4

Zweites Verfahren:

Das Dreieck M, M,C ist flichengleich dem Dreieck M, BC (die Grundseite CM,;
und die Héhe sind gleich groB).

Das Dreieck M, CM ist flichengleich dem Dreieck M, CA (analog zum vorigen).
Also ist das Dreieck M, M, M, flichengleich dem Quadrat M,BCA.

Losung: A = b2,
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515. Erstes Verfahren:
Nach der Aufgabenstellung teilt der Punkt M die Strecke AB = a im Verhilt-
nis m : n (Abb. 5). Es gilt also

AM=-—"_4 und BM= a:
m+n m+n
D K C
N
L
Abb. 5
A M 8
Man erhilt:
BN=CK=DL= und CN=DK=AL =2
m+n m+n
Folglich gilt:

mzaz_ n2a2

I = BN = KN = KL = . ;
(m + n) (m+ n)

M= -2 Jm + .
m+n

Alle Winkel des Vierecks KLMN sind rechte Winkel.
(Aus der Gleichheit der Dreiecke AML und BNM erhalten wir:

‘¥ AML = ¥BNM = 90° — ¥ NMB.

Folglich gilt:
¥AML + xNMB = 90°,
Deshalb ist ¥ LMN = 90°.)
Also ist das Viereck KLMN ein Quadrat.
20 .2 2:
Losung: A =a____(m +';).
(m + n)
Zweites Verfahren:

Von der Fliche des Quadrates ABCD subtrahiert man vier fliichengleiche Drei-
ecke.
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516. Nach Voraussetzung ist ¥ AML = 30° (Abb. 5).
Folglich gilt:
ﬂ:%m und m=§m.

Man weiB daher, daBB

AB =AM + BM = AM + AL = —(1 + V3 IM

1
2
ist und erhilt als Wert des Verhiltnisses der Fldcheninhalte der Vierecke ABCD
und KLMN

AB: 1+ V3

e 4
Folglich gilt:

4
Agiun =. P * Ausco.
a++v3

Lésung: Das Verhiltnis ist gleich - =202 - V3) = 0,54.

4
a++v3
517. Man bezeichnet A_Ai mit x (Abb. 5). Dann ist AL = BM = a - x. Folglich ist
Agruy = LM? = AL? + AM? = (@ — x)* + x%.
Nach Voraussetzung gilt (@ — x)*> + x* = %az.
Man [5st diese Gleichung und erhilt die
Lgsung: Die Lingen der gesuchten Abschnitte betragen 3’7‘1‘ und 4_a.
518. Vorbemerkung: Zur Losung ist die Lage der Eckpunkte des eingezeichneten

Rechtecks KLMN (Abb. 6) zu ermitteln. Vorerst muB man das Rechteck KLMN
einzeichnen, ohne das gegebene Verhiltnis zugleich zu beriicksichtigen.

D_ K c
L
N
. Abb. 6
A M B

L&sung: Man setzt@= x und BN = y.
Es gilt: AB = 4 und AM =4 — x.
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Die Dreiecke DLK und BNM sind gleich (Nachweis!).

Folglich gilt: DL = BN = yund 4L = 3 — y.

Die Dreiecke AML und MBN sind &dhnlich, denn beide sind rechtwinklig und
XMLA = ¥ NMB. (Die Schenkel beider Winkel stehen paarweise senkrecht
aufeinander.)

Nach Voraussetzung ist LM dreimal so groB wie MN.

Ferner gilt AL = 3- BM,

also auch 43 = 3- BN, d. h.

3—y=3x und 4—x=3y.

Man erhilt
2 N2 10k
=3 =2 we - () 42 _ Vios,
8 8 8 8 8
m=3\/106'

8
Lésung: Die Seiten des Rechtecks sind gleich

V106 3106

—m=~ 1,29m und
8 8

519. Die Flache des gleichseitigen Dreiecks ABC (Abb. 7) ist gleich

1ai:;a = ?a’.

2 2

m = 3,87 m.

Das Dreieck ALN, fiir das AL = § aund AN = ga gelten soll, hat den Winkel
NAL mit dem'Dreieck ABC gemeinsam.
c
N,
M
Abb. 7
A L
Man_weiB, daB sich die Flichen wie die Produkte der Seiten verhalten:
1 2
-a‘=a
Agv 3 3
A pc a-a



Man erhilt:
12 2

Agy == Agpc = §'A46c-

33
Daraus kann man herleiten:

1
Ay = Aapc — 34y = 5Auc,

a3
12

Bemerkung: Das Dreieck LMN ist wie das Dreieck ABC gleichseitig (Nach-
weis!). ‘
Aus diesem Grunde kann man die Fliche des Dreiecks LMN bei beliebigem
Teilverhiltnis in allen diesen Fillen bestimmen.

R .
Losung: 4 \/3.

12

Ay =

520, Wenn die Bezeichnungen wie in Abbildungs gewihlt werden, erhilt man
a+b+c=2sunda+b=25—c

Daraus folgt: a? + 2ab + b* = (25 — ¢)%.
Ferner gilt: a> + 4> = c> und ab = ¢ h.

c
b a
h
Abb. 8
A p
Deshalb ist ¢? + 2ch = ds? ~ dcs + c2.
Folglich gilt
252
C = .
h+2s

-Man erhilt weiter

a+b=2s(h+s)
h+ 2s
und 5
a b= 2sh;
h+2s
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a und b sind die Wurzeln der Gleichung

xz__z»(h+s)x+ 25*h
h+ 2s h+ 2s
252

b+ 25

s
=—[h+s+(s—h?*—2r;
a h+2[ s+ V(s —h 1

=0.

Lisung: ¢ =

=1 N O
b= gt Vs — h)E = 217

Die Aufgabe ist nur 18sbar fiir s > h(\/i + 1).

521. Die Seiten AC und BC (Abb. 9) dés Dreiecks 4BC haben die Lange

25 — 2k
————=s5-a.
2
Wenn x die Lénge der Strecke CM ist, dann gilt: CN = CM = x.
4
M N
Abb. 9
A 8

Den Umfang 2k des Trapezes ABNM erhilt man aus dem Umfang 2s des Drei-
ecks ABC, wenn man von 2s die Summe CM + CN = 2x subtrahiert und die
Strecke MN zu dieser Differenz addiert.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und MNC erhilt man:

AC  s-a
Folglich gilt:
25 — 2x + 2ax = 2k,
s—a

-—ais—k
s—2a ’

x =
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Mmg: CT[ = C_[V = M__k.)._
s —2a
522, Gefordert wird die Linge der Strecken NO = x (Abstand des Punktes O
(Abb. 10) von der Gundlinie 4B = a)' und MO = y (Abstand des Punktes O
von AD = k). Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AOM und ACD, wobei
CD = c, ist erhilt man

MO _ AM dn 2=%
CD 4D’ c K

D c 4

M 0
h Y

x
N Abb. 10

A a

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke NBO und 4ABD erhilt man

NO_BN 4n ¥-9=7,
4D 4B h a

Man 1§st diese beiden Gleichungen.

ac
a+c

Lésung: x = s y=
a+c¢
523, ABC ist das gegebene Dreieck (Abb. 11). DE ist die Verbindung des Mittel-

punktes eines Schenkels mit dem Mittelpunkt der Basis. Da nach Konstruktion

E = B-ﬁ -1 und nach Voraussetzung CD = DE ist, folgt daraus CD = 1 AC.
AC AB 2 2
c
£
Abb. 11
A ' D 8

1 Die Losung ist unabhéngig davon, ob a die groBere oder die kleinere Grundseite ist.
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Folglich muB ¥ CAD = 30° betragen.
. D NE
3
CD =2 \/5 cm.
Liosung: A = 12\/3 cm?.

524. Man bezeichnet wie folgt: DM = x und AM = » (Abb. 12). Die Fliche des
Rhombus ABCD ist gleich 2xy.
Nach Voraussetzung gilt

m
1 x+y=—.
n r=3

8 Abb. 12
In dem rechtwinkligen Dreieck AMD gilt

— 1 s 2 2 s\
AD=- 2s=- und Q) x"+y"=[=).
4 2 @ ’ (2)

Quadriert man die Gleichung (1) und subtrahiert davon die Gleichung (2), so
2
erhilt man 2xy = i 2 s .

m -5t
cm”.

Losung: A =

525, Man bezeichnet die Hohe DE mit h (Abb. 13).
Dann gilt: AE ih uniﬁ‘ =_h \/é__
Es gilt ferner: AB = AE + EF + BF

a=h+c+h3.

Daraus folgt: _
a-c (a—C)(\/3—1)
h= = .
NZES 2



@-A3-1)
4

Losung: A =
0 c C 0 C
h
4| £E_o F 18 A€ - B
Abb. 13 Abb. 14

526, Gegeben sind AB = 44 cm und CD = 16 cm (Abb. 14), folglich gilt '
AE + BF = 28 cm.
Man bezeichnet AE mit x (in cm): BF = 28 cm — x.
Ferner waren gegeben: AD = 17 cm und BC = 25cm.
Es ist bekannt, daB DE? = 172 — x? und CF? = 252 — (28 — x)? ist.
Man erhilt die Gleichung: 172 — x* = 252 — (28 — x)? und daraus x = 8 cm.
Man berechnet daraus die Hohe # = DE = /172 — x2 = 15 cm,
Man kann nun den Flicheninhalt berechnen:

-2 2.5

Losung: A = 450 cm?2,

A

527. Man bezeichnet die Seite des einbeschriebenen Quadrats mit x (Abb. 15). Die
Dreiecke AKN und ADC sind éhnlich.

C
N M
Abb. 15
A K D ¢
Es ergibt sich:
AR-AB-MN _a-x . 15-9 &p-9Y3
2 2 2 2
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528.

529,

66

Durch die Ahnlichkeit der Dreiecke findet man die Beziehung

a-—x
2
Man erhilt

-3 e -
YV ( )

a a
- =X
2

3
>

Losung: A = 322 — /3)? = 3(7 - 4~/3) a2.

Gegeben sind AD = 36 cm, BD = 14 cm (Abb. 16). Die Flichen 4, und 4, der
Dreiecke ADC und BCD (die Dreiecke besitzen beide die Héhe CD) stehen im
Verhéltnis

A, A, = 36: 14, alsoﬂ= E
A, 7
[4
/]
Abb. 16
A £ D

Daraus kann man schluBfolgern: A4, = ;—:A, wobei 4, + A, = A (Fliche

des Dreiecks 4BC) ist. Die Strecke EF halbiert die Fliche des Dreiecks ABC.
Die Gerade durch E und F schneidet 4B zwischen den Punkten 4 und D (aber
nicht zwischen den Punkten D und B). L
Man erhilt das Dreieck AEF; sein Flicheninhalt 4, ist gleich 2—A.
Die Flichen der dhnlichen Dreiecke AEF und ADC verhalten sich wie die
Quadrate der Seiten AE und AD:

18 1

—A:- A =236 AE>.
2572

Daraus folgt: Az = 30 cm.
Es gilt: BE = AB — AE = (36 cm + 14 cm) — 30 cm = 20 cm.

Losung: 30 cm und 20 cm.

Man beachte die Losung der vorigen Aufgabe. Nach Voraussetzung muB gelten:
AD:BD = 1:8.



Die Flidche des Dreiecks BCD (Abb. 17) ist glelch - der Fliche A des Drei-
ecks ABC.

Weil nach Voraussetzung CD = 4 ist, erhilt man
EF16=24:34.
2 9

c

Abb. 17

A D 3
Lésung: EF = 3 Langeneinheiten.

530. Weil Acrg = Aprer = Aapep (Abb. 18) ist, muB die Fliche des Dreiecks CFG
halb so groB wie die Fliche des Dreiecks DEC sein. Die Fliche ABC ist drei-
mal so groB wie die Fliche CFG. Weil diese Dreiecke dhnlich sind, gilt

CF?:CD?: AC? = 1:2:3.
[

F, G
3

1)
Z \  Abb.18
8

A
Nach Voraussetzung ist AC = a. Folglich gilt

2 und CD = d \/_E
V3 V3
Lésung: Die Seite AC = a wird wie folgt geteilt:

‘gﬁ, “‘/3(\/2— D, "‘/3(f3 -V2).

531. Man bezeichnet, wie in der Aufgabenstellung gegeben, den Flicheninhalt des
Dreiecks ABC (Abb. 19) mit A4,, den Flicheninhalt des Dreiecks KFC mit 4,.

CF =
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Drei Eckpunkte des zu berechnenden Vierecks sind die Punkte X, F und C.
Der vierte Punkt kann beliebig auf der Seite AB liegen. Die Fliche A, des Vier-
ecks KEFC 14Bt sich als Summe der Dreiecksflichen KFC und KEF darstellen.
Die Fliche KEF &ndert sich nicht, wenn der Punkt E beliebig auf 4B wandert.

c

Abb. 19

A /] E

. (Da FK ]]A_é ist, ist die Hohe immer gleich, und alle diese Dreiecke besitzen die

gleiche Grundseite FK.) CD ist die Hohe des Dreiecks 4BC, ihr FuBpunkt auf
ABist D. Liegt der Punkt E auf dem FuBpunkt des Lotes (D), so erhalt man das
Viereck CKDF, dessen Diagonalen aufeinander senkrecht stehen:

A2=%-ﬁ<-61.

Es gilt ferner
4y = ; -FK - CD.

Daraus schluBfolgert man: 4;: 4, = CD:CH.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und KFC folgt

Ay: A, = CD*: CH?.
Folglich gilt

<D 4,
4= Ay = 4y 2L = A, 4.

2

Bemerkung: Fillt der Punkt E nicht mit dem Punkt D zusammen, so erhlt
hilt man die Lsung auf folgendem Wege:

Yrx-ca+ 7k -E6 = L FR(c + BG
2 2

FK(CH + EG) =

A = FK - CD.

!
2

N =

Der weitere Weg verliduft wie im vorangehenden Teil.

Losung: N/ A, - 4.



532. _Dla Strecke EF = x (Abb. 20) teilt die Fliche des Trapezes' ABCD (AB = a;
CD = c¢) in zwei gleich groBe Teile.
Also gilt:

a (GEXNFL_GHIEN G 40T = (x + o) FF.

2 2
S
AV
—
Al a K _L |8 Abb. 20
| 1

Es ist nicht méglich, die Hoken FL und FN einzeln zu finden. (Ihre Lingen
kann man zunichst beliebig wihlen.) Der Wert des Verhltnisses FL: FN ist
eine GrBe, die man bestimmen kann.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke KBF und FMC (wobei BK = g — x und
CM = x — cist) folgt

@

a-x_x-—c¢
FL  FN’

Man multipliziert die Gleichungen (1) und (2) miteinander und erhilt

a? —x? = x? — ¢2,

a* + ¢*
x=_| .
2

Anderes Lisungsverfahren:

Man verlangert die Schenkel des Trapezes und erhilt die dhnlichen Dreiecke
DCS, EFS und ABS.

Thre Flichen (4, 4,, 4;) sind den Quadraten der Seiten ¢, x und a propor-
tional, also gilt

4, =¢q-c%,
A4, = q-x%,
A3 =gq-a,

wobei g der Proportionalititsfaktor ist (seine GroBe ist abhéingig von der Hohe
des Trapezes):
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Es gilt die Beziehung: A; — 4, = A3 — A, d. h. g(x? — ¢?) = g(a* ~ x?).
Da g # 0 ist, erhilt man x2 — ¢? = a? — x2.

2 2
Losung: x = /‘%

533, Wir setzen DE = DG = a (Abb. 21) und EG = b.

I —_ 2
Wir wissen, daBB EF = g und DF = \/az - (g) ist.

Nach dem Kathetensatz gilt: DE? = BD - DF.
daraus folgt

o2 2
ﬁ)Ji L —
=
2
0
AMNC
F
£ [ —¢ Abb. 21
8

Wir bestimmen die Seitenlinge 4B des Rhombus. Die gleichschenkligen Drei-
ecke ABD und DEG sind dhnlich, weil ihre Winkel iibereinstimmen (alle sind
spitze Winkel, und ihre Schenkel stehen paarweis aufeinander senkrecht).
Es gilt also: AB: BD = DE: EG, d. h.

_ 2

AB: — a — =aq:

Py

Man berechnet 4B und erhilt die Fliche des Rhombus

A=AB-a.
4
Losung: —2‘1—.
b 4a* — b*

534. Die gegebenen GroBen sind: AB = 27cm, AC = 29 cm (Abb.22) und die
Seitenhalbierende 4D = 26cm. Man verlidngert AD, bis die Entfernung DE=AD
ist. Das Viereck ABEC ist ein Parallelogramm (das ist nachzuweisen!)
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mit den Seitenldngen 27 cm und 29 cm. Die Fliche des Dreiecks 4BC ist halb
so groB wie die des erhaltenen Parallelogramms, aber auch die Fliche des
Dreiecks ABE ist halb so groB3 wie die Fliche des Parallelogramms ABEC.

Folglich ist die Fliche des Dreiecks ABC gleich der des Dreiecks ABE. Die
Seiten des Dreiecks ABE sind aber bekannt:
AB =27cm, BE =29cm, AE = 52cm.

A

1
N v

\
N
[
v/
N\t

Ny

\

ANV

\VE

Der Flicheninhalt wird nach der HEroNischen Dreiecksformel

A=Vss—a)(s—b)(s—¢)

berechnet.
Lésung: 270 cm?.

Abb. 22

535, Nach dem Kosinussatz gilt a> = b% + ¢? — 2bc cos a.
Man verwendet die Formel 4 = % besine, d.h.

. 2 4
sine === -,
be 5
Es gilt aber
COS & = i\/l - sinzoc = ;tg
Man erhilt zwei Losungen; beide Losungen sind brauchbar. (« ist im ersten
Falle ein spitzer, im zweiten Falle ein stumpfer Winkel.)

Lb‘sung:a=\/b’+cz—gbc oder a=\/bz+cz+§bc.
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§36. Wihlt man die Bezeichnung wie in Abbildung 23 und fiihrt zusdtzlich noch

72

em:
xDAB =, ¥ABC =8, ¥BCD=y, ¥CDA=3,

so erhalt man fiir das Dreieck BCD:
m? = c? + b* — 2bccosy.

0 c c

A L lﬂ
a Abb. 23
-

Da cosy = cos (180° — f) = —cos f ist, erhilt man
1) m? = ¢ + b* + 2bccos f.

Im Dreieck 4BD gilt

(03] m? = a® + d? — 2ad cos .

Aus (1) und (2) folgt

@A) 2bccos B + 2adcos & = a* — ¢* + d* — b2,

Betrachtet man die Dreiecke ABC und ACD, so erhilt man durch die gleichen
Umformungen

“) 2ab cos B + 2cdcos x = a* — ¢* — (d? — b?).

Man multipliziert (3) mit ¢, (4) mit a. Dann subtrahiert man die erste der so
erhaltenen Gleichungen von der zweiten und erhilt

2(a* — c¥)bcosB = (a* — cD)(@a—c)—-(@*—b)(a+c).
Man dividiert beide Seiten der Gleichung durch (¢ — ¢2) # 0 und erhilt
d> - b*

) 2bcosf=a—c— .
a—-c




Die Gleichung (1) wird weiter umgeformt:
m?=c®+ b + (2bcosﬁ)c,

@ - b)c
a—c

b*+ ac -

3
I

2 _ 2 2 _ g2
m2=a(b c*) + cla d).
a-c

Analog zu (5) erhilt man
d> - »*

(6) 2dcosa =a—c + ,
a-—c

und daraus ergibt sich
nt=c2+d*+ (2dcosa)c

_ad® — )+ cd® - b)
a—=c¢ '

Bemerkung: Ist 4B = a die groBere Grundseite des Trapezes, so erhilt
man nur fiira < b + ¢ + deine Losung. (Zunéchst sagt diese Bedingung wenig,
aber im folgenden wird ihre Bedeutung offensichtlich.) Es seia > cund b = d.
(Wenn diese Ungleichungen nicht erfiillt sind, kann man die Bezeichnung so
indern, daB sie erfiillt werden.)

Man zeichnet die Gerade CL parallel zu AD und erhilt ein Parallelogramm
ALCD, wobei AD = CL = dund AL = CD = c ist. Im Dreieck LBC ist die
Seite BL = AB — AL = a — c groBer als die Differenz der Seiten BC = b und
AD =d.

Deshalb kann nur noch die zweite Bedingung gelten: a — ¢ > b — d.

Wenn eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ist, dann kann es vorkommen, daB
einer der Ausdriicke fiir m? oder n? negativ wird.

Die zwei Bedingungen @ < b + ¢ + d und @ — ¢ > b — d geniigen, um eine
Lgsung fiir die Aufgabe zu erhalten. Fiir die erste Bedingung kann man schreiben
a — b < ¢ + d. Es ist also immer maglich, aus folgenden drei Seiten das Drei-
eck BCL zu konstruieren:

BL=a-¢, BC=b und CL=d.

Verldngert man BL um die Strecke AL = ¢ und konstruiert das Parallelo-
gramm ALCD, so entsteht das Viereck ABCD. Es ist ein Trapez mit den Grund-
seiten

AB=a und CD=c
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und den Schenkeln BC = b und 4D = d.
2 alb? — ) + ola* — d)

Losung: m
a-—c
oo a(d®> - ¢*) + c(@® - b%)
B a-c '

537. Wihlt man die Bezeichnungen wie in Abbildung 24, wobei ¥ DAB = « = 60°
ist, so gilt
BD? = AB* + AD* — 2AB - AD - cos 60° = a* + d? — ad
und —
AC* =a* + d*> + ad.

2
Da AC gréBer als BD ist, muB das gegebene Verhiltnis —9 gleich ;;z (also

2
+ nicht gleich Cz) sein.
Man erhilt folgende Gleichung:
@ +d+ad 19
a*+d*—ad 1

Man erhilt 4 =§ und £ = 2
d 2 d 3

Beide Losungen ergeben ein Parallelogramm. (In der Abbxldung 24 miiBte man
dann eine Bezeichnungsiinderung vornehmen: AB = d, AD = a.)

3 Abb. 24

Lésung: Die Seiten verhalten sich wie 3: 2.

538. Es sei M ein beliebiger Punkt in dem gleichseitigen Dreieck 4BC (Abb. 25).
Man verbindet M mit den Eckpunkten 4, B und C. Die Summe der Flichen
der Dreiecke ABM, BCM und CAM ergibt die Fliche des Dreiecks ABC. Be-
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zeichnet man die Linge der Seiten des Dreiecks 4BC mit a und die Hohe
mit A, so erhdlt man

(0 + Km + Il = 21
2 2.
Also gilt: h = OM + KM + LM.
[
I3 o ¢
0 -]
L
A
A K 8
Abb. 25 Abb. 26

539. Gegeben sind DE = 47m und CD = 9 m (Abb. 26; die Abbildung ist nicht
maBstiblich). CE muB also 56 m betragen. Folglich gilt

BC-AC = 9-56m? = 504 m?2.

Setzt man BC = xm, dann ist nach der Aufgabenstellung AB =xm + 72m.
Manerhilt also AC = 2xm + 72 m. Aus der Gleichung xm(2xm +72m) = 504m
erhdlt manxm = 6m.

Losung: AC = 84 m.

540. Die Entfernung des Punktes 4 vom Mittelpunkt M betriigt m Meter. Das Drei-
eck MAB (Abb. 27) ist rechtwinklig. Die Strecke BD ist gleich g (nach Auf-
gabenstellung). Man bezeichnet die groBere Kathete mit x, die kleinere mit y.

Den Flidcheninhalt des Dreiecks MAB kann man berechnen:

x'y==-'m,

S RN

also: 2xy = am.
Auflerdem gilt: x2 + y? = m?.
Die Gleichungen werden addiert bzw. subtrahiert, und man erhilt

x+y=~m+am
x—y=\/m2—am.

Sowohl x als auch y kénnen der gesuchte Radius sein.
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Lﬁsung.'%(\/m’+am+\/mz—.am) oder %\/m2+am—\/m2—am)

L

[4 Abb. 27 Abb. 28

541. Da der Radius des Kreises gleich 13 cm und MP = 5cm sind, miissen DP = 8cm
und CP = 18cm sein (Abb.28). Man bezeichnet BP mit x. Dann gilt
AP= 25 — x. Weil AP - BP = DP- CP ist, gilt (25 — x)x = 18- 8, woraus
x; = 16; x, = 9 folgen.

Lésung: Die Lingen der Abschnitte betragen 16 cm und 9 cm.

542. Aus dem Dreieck ECM, (Abb. 29), mit CE = % AC, erhilt man
r,=CM, = AC .
2cos?
2

Im Dreieck ADM, gilt

$M,AD = i £CAD =%(90° —?’),

also r, = DM, = AD - tan (45° - 2—;)
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Weil 4D = AC- sing ‘ist (Dreieck ADC), folgt

cét (45° - ’i)
4

rir = sinp

cot (45" - E)

Losung: L _—
r siny

543. Nach Voraussetzung sinn_l_a_: E‘f‘_= 13cm,b = AC = l4cm,c = AB = 15¢cm
(Abb. 30). Man ersetzt EM = FM durch r. Die Fliche des Dreiecks ABC ist
gleich der Summe der Flichen der Dreiecke AMC und MBC. Weil die Flichen

[

E F
Abb. 30
A
dieser Teildreiecke gleich l;—’ und %’- sind, folgt A.pc = 221 Andererseits

ist nach der HERONischen Formel

Agsc = V2121 — 15) 21 — 14) 21 — 13) = 84 cm?.

Setzt man beide Ausdriicke einander gleich, so findet man die

Losung: r =6 g cm.
544. Im rechtwinkligen Dreieck MCD (Abb. 31) ist der Winkel MCD gleich 60°.
Deshalb gelten die Beziehungen

_r/3+ 2

N

CM =DM ---=%_ und &:r(l+%)
3
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Aus dem Dreieck AEC erhilt man

E:M
V3

Damit ist 4B = 2r(v/3 + 2).

und AE = r(/3 + 2).

A E 8

Abb. 31
Losung: AB = 2r(\/§ +2); AC=BC= ﬁ\/j_—nz
3

545, Im Dreieck ADC (Abb. 32) ist bekannt

CD = +/4C? — AD? = 18 em.
e == =y ——  AC?
Weil BC+ CD = AC” ist, gilt BC = bl = 50cm.

Folglich ist 4B = v/BC? — AC? = 40 cm.
Lésung: Die Linge des Halbkreisbogens ist gleich 20z cm.

Abb. 32

[N

Abb. 33

546. Da die Winkel ECD, CDM und MEC im Viereck MECD rechte sind, und weil
DM = EM ist (Abb. 33), muB das Viereck ein Quadrat sein. Die gesuchte
Bogenlinge DE ist also ein Viertel des Kreisumfanges. Man bezeichnet den
Radius des Kreises mit . Aus den dhnlichen Dreiecken AMD und MBE folgt

AD EM

AM BM’
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547.

Ferner gilt AD = AM? — DM* = V/15% — r?, also
aus r = 12 folgt.

Lésung: 6x Lingeneinheiten.
Die Flache 4 des Vierecks ADEC (Abb. 34) ist

A = Aupc — Apss-

Man findet

Fiir die Bestimmung von A ist es wichtig, zu erkennen, da8 die Dreiecke DBE
und DBC den Punkt D und die zugehorige Hohe (in der Abb, 34 nicht ein-
gezeichnet) gemeinsam haben.

Es gilt Appc = %Am = 6 cm?, folglich Apgs: 6 = BE: BC. Die Linge der

Strecke BE erhilt man aus den Verhaltnissen auf den Sekanten, die durch den

Punkt B verlaufen. —
Es gilt BE - BC=BD- E, woraus BE = BD._.AB folgt.
Folglich ist . . BC
BE _BD-AB 2-4 R
A =6—==6——=6 = 1,2cm”.
° = "BC BC® 2?16

Liosung: A = 10,8 cm?,

c c
D/ F £
£ M
Abb. 34 Abb. 35
A D B A 3 B

548. Die Fliche A des Dreiecks ABC (Abb. 35) ist gleich dem Produkt des Dreiecks-

umfanges 2¢ + 2/ ¢* + A% mit '2—' (r, ist dabei der Radius des Inkreises):
A=+ +m¥)r.

79



549.

80

Andererseits gilt
1 —

A=5AB-'c_é=ch.

Man setzt beide Ausdriicke einander gleich und erhélt

ch
rn= .
S+ r
Die Strecke ﬁEstimmt man aus der Proportion DE: AB = CF: CG. Dabei
sind AB = 2¢; CF = h — 2r;; CG = h.
Bemerkung: Die GréBe von r; kann man auch so besnmmen Die Strecke AM
hegt auf der Winkelhalbierenden des W Winkels DAG, d. h. die Strecken GM = r,
und CM = h — r; sind den Seiten AG und AC proportional, also

o ¢
h~r  Jc*+ K
L(')'sung:r,:-—Ch—
c+VeE+
[z 2 2 2 _ a2
DE = 2¢- ¢ +h c=26(\/c +lz1 c).
JE+ R +e kK
Weil DP - AP = CP - BP (Abb. 36) und DP = CP sind, muB AP = BP sein.

Die gegeniiberliegenden Seiten 4D und BC des Vierecks ABCD sind gleich lang,
das bedeutet, daB die gegebenen Lingen von 6 m und 2,4 m zu den Seiten AB

P

Abb. 36

und CD gehoren (4B = 6m; CD = 2,4m). Da die Strecken 4D und BC gleich
lang sind, miissen die Geraden, auf denen die Strecken 4B und CD liegen,



parallel zueinander verlaufen. Das Viereck 4ABCD ist also ein_gle_if_l{schﬂkliies
Trapez. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke DCPund ABP folgt DP: AP = CD: AB,
woraus

AP=PL4B_26, _sn folgt; d.h. 4D =3m.
CD 2,4

Jetzt bestimmt man die Hohe des Trapezes
e OI— - 2
h=DK=+AD’ — AK* = 3’—(%‘) m=24m.
Losung: A = 10,08 m2,

550. Nach Voraussetzung sind AC =6cm; 4B = 7cm; BC = 9 cm (Abb. 37). Man
bezeichnet mit r,, 75 und rc die gesuchten Radien der Kreise mit den Mittel-

Abb. 37

punkten in 4, B und C. Dann sind r4 + r¢ = 6cm, rg—r,=7cm,
rg — rc = 9cm, Man erhilt die Radien r,4, rg und re.

Losung: ry = 4cm, ry=1lcm, ro=2cm.
551, Man konstruiert EM, parallel zu 4B und M,P parallel zu CD (Abb, 38). Nach
Voraussetzung ist ; CD = 4B.

= . T = _3
Man ersetzt CD durch x. Dann ist M,P = x; EM, = =x.
Aus den Drejecken M, M,E und M, PM, findet man

M M:=EM? + %xz und M, M: = M,P* + x°.
Man setzt die rechten Seiten einander gleich und bemerkt, daB die Beziehungen

EM, = AM, — AE = AM, — BM, = 5cm — 2cm = 3cm
und analog M,P = CM, + DM, = 7cm gelten.
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Dann erhsilt man 9 cm? + 3x2 = 49cm? + x*, woraus x? = 32 cm? folgt.

Deshalb ist M,M? = 49cm? + 32cm? = 81 cm?.

Losung: MM, = 9 cm.

552, Weil die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise kleiner als die Summe, aber

groBer als die Differenz der Radien dieser Kreise ist, miissen sich diese Kreise
schneiden, d. h., sie haben eine gemeinsame duBere Tangente, aber keine ge-
meinsame innere.

X
N
©

Abb. 39
Man setzt CM, = x, CM, = y (Abb.-39). ,
Dann gelten folgende Beziechungen
x—y=MM,=2lcm und x:y=AM,:BM, =17:10.
Lésung: CM, = S1cm; CM, = 30 cm.

553, Durch den Punkt E (Abb. 40) verlaufen zwei Tangenten (DE und AE) an den

82

Kreis um M, , also ist DE = AE. Ebenso kann man zeigen, daB DE = BE ist.
Folglich gilt

EF = 2DE = 4E + BE = 4B.



Um 4B zu bestimmen, konstruiert man parallel zu AB die Gerade CM,. Aus
dem Dreieck M, M,C, mit CM, = AB, M\M, =R+ rud CM, =R -1,
erhdlt man

AB=v @R+ 12— (R—r? oder 4B =2VRr.

Abb. 40

Lésung: EF =2 \/}Tr

5§54, Es sci FH die lie gemeinsame Tangente an die beiden Kreise (Abb. 41). Weil
DF = FP = CF ist, muB FH die Mittellinie des Trapezes ABCD sein.

0

8 Abb. 41

Man findet FH = CD = 2+/Rr (s. Lésung der vorigen Aufgabe) und kennt
dann dle Héhe CG des Trapezes. Nach dem Kathetensatz (4 ECD) erhilt man
-

__CE
Da CE = MM, = R + rist, folgt

C_G= 4Rr'
R+r

8(Rr)?

Losung: A = .
R+r
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555.

556.

Den unbekannten Radius des Kreises bezeichnet man mit x. Durch den Mittel-
punkt M, dieses Kreises (Abb. 42) wird die Parallele CD zu AB gelegt. Da diese
Parallele senkrecht auf den Radien BM,, AM, und EM, steht, gilt

BC=AD=x, dh. CM; =R —x und DM; =r — x.
AuBerdem gilt MM, = R + rund M,M; =r + x.

Abb. 42

Es folgt

CM; =V R+ % — (R - x)? = 2/Rx.

Ebenso gilt DM; = 2v/rx. -
Weil CD = 2V Rr (s. Losung der Aufg. 553) ist, gilt 2 \/R\‘ +2 \/rx =2+VRr,

woraus \/;c = —\/L folgt.

VR+/r
Lésung: Der Radius des Kreises ist x = N

r
R+

Da 4= ;-ab siny gilt (y sei der Winkel zwischen den Sehnen), hat die Auf-

gabenurfir 4 £ % ab Lsungen.

Fir 4 < éab erhdlt man siny = 2—:; es existieren zwei Dreiecke, die die
al

Seiten a und b sowie die Fliche 4 haben. Im ersten Falle ist der Winkel y spitz,
im zweiten stumpf. Fiir das erste Dreieck gilt
= N 44>
cosy = e

fiir das zweite

COos —\/1 - 4,{;‘
4 azbz'



557.

Folglich ist ¢* = a? + b?> — 2abcosy = a* + b* F 2/ a?h? — 44%. (Das
obere Vorzeichen gilt fiir y < 90°, das untere fiiry > 90°.)

Fir 4 = éab erhilt man ein rechtwinkliges Dreieck, also ¢ = a* + % Den

Radius des Kreises, in den dieses Dreieck einbeschrieben ist, erhdlt man aus
der Formel

c
r

- 25iny.

abVa? + 8 F 2/a8 — 4L

Losung: r =
o 44

Fir 4> }zab existiert keine Losung, fir 4 < %ab existieren zwei. (Das

obere Vorzeichen gilt, wenn der Winkel zwischen den Sehnen spitz ist, das untere,
wenn dieser Winkel stumpf ist.)

Fir 4 = 1ab gibt es genau eine Losung. (Die Sehnen stehen senkrecht aufein-
ander.)

Nach Voraussetzuag (Abb. 43) sind 4,8, = ag =1, 4,8, = a, = r+/2 und

AsBs=a3;=r \/3. Die Héhen der Dreiecke MA,B,, MA, B, und MA,B, sind

_r/2
T2

bzw. C3M =

r
2

Abb. 43

Daniit bestimmt man die Flidchen dieser Dreiecke und findet anschlieBend die
Fliche des Sektors MA,DB, .

- | ‘o ar?
Sie betrigt P der Kreisfliche: Apyq,ps, = o

. 1
Aua og sind Aya,ps, = ‘-‘:rzr2 und Aua,ps, = ;:zrz.
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Wenn man von der Fliche eines Sektors jeweils die Fliche des entsprechenden
Dreiecks subtrahiert, erhilt man die Fliche des betreffenden Segments:

A =1t f—ﬁ, Au=r2(iz—l> und Ay =1’ 7—’—\&.
6 4 2 3 4

Die Teilfliche des Kreises, die von den Sehnen 4,B, und 4,B, begrenzt wird,
ist gleich

2
Ay — A= @+3V3-6).
12
Die Fliche zwischen den Sehnen A4,B, und 4;B; hat die Groe
2 —
A — Ay = 1’—2(:: -3V3+6).
7+ 32 —+3)

7 —-32 -3

558. Fiir die Bestimmung des Inkreisradius EM = r (Abb. 44) benutzt man die
Formel zur Berechnung einer Dreiecksfliche: 4 = s r (s ist der halbe Drei-
ecksumfang). Nach Voraussetzung sind AD = 14,4cm und BD = 25,6 cm;
folglich ist AB = 40 cm.

Lésung: Das Verhiltnis der Flichen betrigt

C

Abb. 44

A DE

A!soistA_C=\/A_D-E=24cm,B_C=\/§5~§§= 32 cm.
Demnach sind s = 48 cm und 4 = 384 cm?2.

Lésung: Die Fliche des Kreises ist gleich 4 = 64x cm?.

559, Die Strecke EG, die die Berithrungspunkte der beiden parallelen Seiten 4D
und BC mit dem Kreis (Abb. 45) verbindet, ist Durchmesser des Kreises.
Deshalb sind die Winkel GHE und EFG (und analog die Winkel HEF und
FGH) rechte. Folglich ist das Viereck EFGH ein Rechteck. Das Dreieck
ABD ist gleichseitig (denn AB = 4D und & = 60°). Die Strecke EG (die Hohe

av3

des Rhombus) ist gleich der Hohe des Dreiecks 4BD, d. h. EG = . Die

86



Fldche des Rechtecks ist gleich
A= %EE’ sin X EMH = %EG’ sin X DAB.
(Die Schenkel der Winkel EMH und DAB stehen baarWeise aufeinander senk-

recht.)
Folglich ist 4 = %("‘2/3

2
) sin 60°.

0. ‘L -
a & c
F G
2 /2 Abb. 45
Losung: A = 3a16\7/}.- .8 - - -

. Gesucht sind die Flichen 4, und 4, der Figuren GCHN (Abb. 46) und FBGL
(die Flichen den:iigureu AFKE und EJHD __s_igd gleich A, und A4,). Weil nach
Voraussetzung AC = 4r ist, gilt CM = 2HM, d.h. XMCH = 30°. Ferner

) 17/ o
B o Abb. 46,
sind X HMG = 180° — 2-30° = 120° und ¥GMF = 60°. Die Fliche des
Vierecks GCHM ist gleich r? Ji und die des Sektors‘HMG_N ist gleich émz.
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V3

- 2 2
Folglich ist 4, = r*/3 — %, so daB man A4, = Tr’ - % erhilt.

@ \/3 - ) @ \/3 — m)
3 SR 6 )

Losung: A, = A,

561. Weil der Winkel DAB = 30° ist (Abb. 47), muB die Hohe DE = h des Trapezes
gleich %E sein. Da ABCD ein Tangentenviereck ist, gilt
CD + AB = 4D + BC = 24D,

deshalb gilt
_AD+BC, 1.5
2 2
0 C
30°
A [3 8
Abb. 47

Lésung: 4D = \/24.

562. Aus der Fliche A4 = 20 cm? und der Hohe DE = 2r = 4 cm (Abb. 48) findet

man die Lange der Mittellinie des Tfapezes 48+ D = 5cm.
0 C
s Abb. 48
A E

Folglich ist 4D = 5 cm (s. Losung der vorigen Aufgabe). Jetzt berechnet man
4E = \/4D* - DE* = 3cm.
AE ist aber der halbe Wert der Differenz beider Trapezgrundseiten,
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563.

Aus der Lange der Mittellinic und dem Wert von AE erhalt man die Léange der
Grundszite selbst.

Lisung: Z§=8cm,a=20m,E=R'=50m.
Die Fliche A des Trapezes ABCD (Abb. 49) ist gleich
e . —
< :—ABDE=(CD+AB)-r
(r ist der Radius des einbeschriebenen Kreises).

0 C

« ) Abb. 49
A E F 8

Weil dieses Trapez einem Kreis umbeschrieben ist, muB CD + AB = 4D + BC
sein. Ferner sind

6= ‘und BC =
sin o sin 8
Deshalb gilt
A=2? .1 + .1 =27 sxfux + ?mﬂ
sinx_ sin sin x - sin
smﬁ%—ﬂ cos#
A=ar? -
sina sin 8

Asinasin g

sinfiﬁcosﬁ;_ﬂ

. Der Scheikel AD (Abb. 50) steht senkrecht auf der Grundlinie und hat die

Lange 2r. Der andere Schenkel BC muB deshalb groBer als 2r sein. Das heiBt,
die kleinste Seite des Trapezes ist die (kleinere) Grundlinie CD mit der Liange

gr. Um die Linge der gréBeren Grundlinie 4B zu bestimmen, konstruiert

man die Strecken CM und BM. Sie sind die Winkelhalbietenden der Winkel
BCF und EBC, deren Summe gleich 180° ist.
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565.

566.

Folglich ist ¥ MCF + ¥ EBM = 90°.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck EBM erhilt man

XBME + ¥EBM = 90°.

Es folgt X BME = ¥ MCF. Also sind die Dreiecke EBM und MCF &hnlich.
Man erhiilt die Proportion

BE:EM = FM: CF.
0 F _C

~.

Abb. 50

A £ 8
Hierin sind EM = FM = r und CF = g(uach Voraussetzung).
Dann gilt BE = 2r und damit AB = AE + BE = r + 2r = 3r.
9r*

Losung: A = —.
& 2

Die Dreiecke MCF und BME (Abb. 50) sind Zhnlich (s. vorige Aufgabe). Aus
BM _ 4 _ 5 tolgen ZE 2 und ﬂ:z, dh
2 FM CF

gl

-

BE =2FM =2r und CF=

NIEI

Aus dem rechtwinkligen Dreieck EBM erhdlt man r? + (2r)> = 4, woraus

r= i— cm folgt.

NG

Jetzt bestimmt man AB = AE + BE=r + 2r=3r = Tcm
5

und CD = :/-: cm. Die Hohe EF des Trapezes hat die Linge 2r = T cm.
Lésung: A = 14,4 cm?.
Der Mlttelpunkt M des ersten Kreises (Abb. 51) teilt die Hohe CE = h im

Verhiltnis CM : EM =2:1
Der Durchmesser EG hat deshalb eine Linge von 3 h d.h. CG = 3 h.



Der zweite Kreis ist in das Dreieck DFC einbeschrieben. Die Hohe dieses Drei-
ecks betragt % der Héhe h des Dreiecks ABC, d. h., der Radius des Kreises

um M, (r, = GM,) ist gleich einem Drittel des Radius r = EM. Wenn also 4

2 2
die Fliche des Kreises um M ist [A =n (a \6/3> = %], dann ist die Flidche
des Kreises um M, gleich 4, = 31—2A.

Von diesen Kreisen mit den Radien r; gibt es drei. Die Summe ihrer Flichen

betrigt Q, = %A. c
M,
M,
0 A F
M
Abb. 51
A E

Durch analoge Uberlegungen findet man, daB die Flichensumme der drei
folgenden Kreise sich zu

1 1
g, = 3 0 = 3 A4
ergibt usw.

Man erhilt eine unendliche Reihe
I 1

1
A+Q.+Q2+Q3+~-=A+§A+§;A+¥A+---
Subtrahiert man von beiden Seiten A, so erhilt man eine konvergente geo-

metrische Reihe mit dem Anfangsglied a, = §A und dem Quotienten ¢ = %
1
a

1-¢

Thre Summe ist A.

o0l

-4
=3 _
8
9

Dazu muB noch 4 addiert werden.
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Lésung: Die gesuchte Fliche hat eine GréBe von %A = ;—2 na.

567. Um die Fliche des Trapezes ABEF (Abb. 52) bestimmen zu kénnen, muf3 zu-
erst die Grundseite AF und die Hohe EF bestimmt werden, denn BE ist bekannt.
Man bezeichnet BD mit xcm und findet: x(4B + x) = CD? oder x(5 + x) = 150.
Daraus folgt BD = xcm = 10 cm. iF FE
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADF und BDE folgt 5 = 35 oder

AF = 6em , woraus AF = 9 cm folgt.
I5cm 10cm

F
C

Abb. 52

A 8

Die Hohe EF des Trapezes erhilt man aus der Proportion
£= 2, wobei DE = +/BD* — BE? ist.
AB BD
SchlieBlich erhdlt man EF = 4 cm.
Losung: A = 30 cm?,
568. Es mdgen M,, M, und M, die Mittelpunkte der gleich groBen inneren Kreise

und r ihr Radius sein (Abb. 53). Da AM, und BM, Winkelhalbierende der
c

Abb. 53

Winkel CAB = ABC = 60° sind, muB &M, AD = 30° sein. Folglich ist
AD=EB=r \/3
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56

=3

570.

Ferner gilt: DE = M, M, = 2r. Deshalb ist 2r (1 + v/ 5) =a.

Ljsung: r = a = a(\/3 = I).
2/3+1) 4
. Die gesuchte Fliche FGH (in Abb. 53 schraffiert) erhdlt man, wenn man von

der Fliche des Dreiecks M, M, M, die Flichensumme der drei Sektoren M, HG,
M,FH und M,GF subtrahiert (ihre Flichensumme ist gleich der Fliche eines
Halbkreises mit dem Radius r).

Die Seiten des Dreiecks M, M, M, sind gleich

o aG/3-1
2

(siehe Losung der vorigen Aufgabe),

deshalb gilt
2 /33 - 1)
PRRREEN SR

Die Summe der Flichen der drei Sektoren hat den Wert
(/3 = 17 _ ma'2 = V/3)
32

16
Lisung: A =r* (\/3 - E) = a____—_’(z - \/3) (2\/3 -
: 3 .

16

ar®
2

Der Losungsweg ist dem vorigen dhnlich (Abb. 54).
a*(4 — 7)
16 -

Losung: A =

D

Abb. 54

A 8

Anderes Verfahren:

Die ‘Figur EKFL hat die gleiche Fliche wie die in Abbildung 54 schraffierte
Figur. Folglich erhilt man die gesuchte Fliche, indem man von der Fliche
des Quadrates EFGH die der zwei Halbkreise subtrahiert.
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571. Man bestimmt den Radius r des Kreisbogens. Der Umfang des Segments ist

gleich der Summe aus den Lingen des Bogens AB und der Sehne 4B (Abb. 55).

Man erhilt z—nr +r3= u, woraus r = i—_ folgt.

3 ' 27 + 33
Die Flidche A des Segments ist gleich der Differenz der Flichen des Sektors und
des Dreiecks MBA, also

1’3
o

A—_—lyprz_
3

3u¥(dn — 3/3)
4Qn + 337

N
\<,:,,>-/

Losung: A =

Abb. 56 Abb. 55 A E 8

572, Fiir die Bestimmung der Lingen der Seiten AC und BC (Abb. 56) reicht

es aus, CD = CF = x zu errechnen, denn es gilt AD = AE = 6cm und
BF = BE = 8 cm. Man benutzt zwei Formeln fiir die Berechnung der Dreizcks-

fliche _—
A=r;s und A=+Vs(s—a)(s—b)(s—¢),

wobei s der halbe Dreiecksumfang ist, d. h.
s=%(E+E+B_E+ﬁ+a'+C_D)=%(ZSCm+2x)

= l4cm + x.

Man erhilt die Gleichung
48 +x) =14 +x)x-6-8,

woraus x = 7 cm folgt.

Losung: AC =13cm; BC = 15cm.

573. Es sei BD: CD = m: n (Abb. 57). Dann gilt CD: BC = n:(m + n), folglich ist
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Da y = 180° — 28 ist, muB cos 28 = cos (180° — y) = — —? _ sein. Man
m+n

findet N 5
cosﬂ:\/ +;os ﬂ= m

2m + n)’
Lisung: y = arccos
m+

n \/ m [ 1 n )]
; B =arccos [———| =-arccos | — .
n 2m + n)| 2 ( m+n
c
0 A‘l B
D '
‘ ‘
A Abb. 57 Abb. 58
A 8

574. Die Peripherie des Kreises wird in vier paarweise gleiche Bgen AB = BC und
CD = DA geteilt (Abb. 58). Es wird angenommen, der Bogen BC gehdre zu
einem Zentriwinkel & < 90° (der Fall m:n = 1 wird hier nicht betrachtet, da
dann jeder Bogen gleich einem Viertel des Kreisumfanges wire). Die GroBe des
Zentriwinkels & = ¥ CMB ist durch den Bogen BC bestimmt.

Nach V(Eussetzung ist DE:BE = m:n. Man wihlt als Einheitslinge die

GroBe E, dann sind DE =m und BE =n, d.h. 82-—D = mT-f-n und
m
EM=DE-DM=m-232_"m""
2 2

Folglich ist cos o = EM _m=1 1d & = arccos "=,

CM m+n m+n
Der Zentriwinkel zum Bogen €D hat die GroBe n — arccos ",

m+n

Lésung: Der Zentriwinkel, der kleiner als 7—2’ ist, betrigt

m—

n .
arccos (m > n),
m+n

der, der groBer als g ist,

m—

n n—m
= arccos ——.
+n m+n

T — arccos
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575.

576.

Es sei o ¢in Winkel im Parallelogramm (Abb. 59), dann gilt b, = DE = 4D sin &
und b, = DF = CD-sin«, d. h., by + h, = (AD + CD)sin& = s - sin &, wor-

aus sinx = bt by folgt. Wenn « ein spitzer (oder ein rechter) Winkel ist,
P .
. . hy + hy .
dann gilt & = arcsin ——2, Der stumpfe (oder rechte) Winkel des Parallelo-
gramms ist dann gleich = — arcsin bt b
5
0 c
CS
hZ
hy
& F Abb. 59
A E 8

Bemerkung: Die Aufgabe hat keine Losung fiir 4, + h, > s. Ist dagegen
hy + h, S s, so ist die Aufgabe 16sbar (fiir 4, + h, = s entsteht ein Rechteck).

Lésung: Einer der Winkel ist gleich arcsin bt by s

s
der andere = — arcsin h‘—+—h2
Nach Voraussetzung gilt CD: CE = 40: 41 (Abb. 60). Man verwendet als Ein-
heitslinge 4% der Strecke CD. Dann sind CD = 40 und CE = 41.

[

Abb. 60

A b E

Da das Dreieck ABC rechtwinklig ist und CE die Seitenhalbierende der Hypo-
tenuse ist, folgt AE = CE = 41.
Das Dreieck DEC ist rechtwinklig, also ist DE = \/ CE* — CD? = 9. Dann
folgt AD = AE — DE = 32. Aus den &hnlichen Dreiecken ADC und ABC er-
hilt man A=C=£=-3—%=§.

BC CD 40 5
ic

4
Losung: = -,
& BC 5



577. Da AM dic Winkelhalbierende des Winkels o = % CAD ist (Abb. 61), folgt
g = ¥ MAB. Ebenso erhilt man XABM = %(90o — &) = 45° — "E‘ Aus den

Dreiecken ADM und DBM folgt AD = DM - cot> und
BD =DM - cot(45° - %‘)
Folglich gilt
c=4B=4D+BD = m[cotg + cot(45° - g)]

Daraus erhilt man

4

cotZ + cot(45° — %
2 2

r =

Abb. 61

A 0 8
Nun wird der Nenner auf eine bequem zu logarithmierende Form gebracht:

« o &

o o cos —  cos (45 - -)

cot ~ + cot 45°———_-_2+ 2
2 2

sin%  sin(45° =%
2 2

cos Zsin(45° — %) + sin Zcos (45° = £
2 2 2 2

sin % sin (45° — £
2 2

sin 45°
sin Zsin {45° - £
2 2

Losung: r = c-\/isin%‘sin<45° - %‘)
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Bemerkung: Verwendet man die Formel r = '—4 (A ist die Dreiecksfliche,
s

s der halbe Dreiecksumfang), so erhilt man das gleichwertige Ergebnis
¢ sin & cos &

T 1+cosa +sina

578. Man bezeichnet die Seiten des Dreiecks mit @, b und ¢. Dann sei a = 7 cm,
b =24cmund ¢ = 25cm.
Da hier @ + b* = ¢? ist, muB es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handeln.

Folglich ist der Radius des Umkreises gleich % Den Radius des Inkreises er-

mittelt man aus der Beziehung r;, = 4 (4 ist die Dreiecksfliche, s der halbe
Dreiecksumfang). s
Lésung: r, = 12,5cm, r; = 3 cm.

?

579. Nach Voraussetzung ist X EAC = ¢ (Abb. 62). Daraus folgt *xM,AC = s

Es sind die Radien R = CM, und r = BM, zu bestimmen. Es sind bekannt:

R+r=FM, + FM, = M\M, = d,

R—-r=CM, - BM, = DM,.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck M, M,D mit xM,M,D = xM,AC = g er-

hilt man
DM, = M, M, sin‘g, d.h. R—r=dsin %.

Aus diesen beiden Gleichungen ermittelt man

d(l + sin 1’) d(l — sin f)
R=—_ 2% N Y
2

2

und r =

98



580.

58,

-

e

Wenn man sin & durch cos (90" - ?) ersetzt, kann man diese Ausdriicke
umformen. 2

Lésung: R = dcos® (45“ - %) r = dsin® (45" - %)

Abb. 63

Aus diesen Gleichungen kdnnen r und a bestimmt werden. Da man aber nur den

Quotienten T zu bestimmen braucht, dividiert man die Zweite Gleichung durch
a

die erste und erhilt

i’—r=é oder
2a Ay a 7A

r_24,
1
Losung: ¥ DAB = arcsin 4—:’

Ay

. Die Fliche des einbeschriebenen regelmiBigen 2n-Ecks ist gleich

A, = nr¥sin 180 R
n

die des umbeschriebenen regelméBigen n-Ecks gleich

A, = nr’tan &
n
Nach Voraussetzung gilt nr? (tan 180° _ sin 180 ) =P
Daraus findet man i n n
VP

+/n(tan x — sino;)’

r=



582.

583.

100

180° . .
wobei « = -—8—0 ist. Den Ausdruck tan « — sin « formt man um:
n
tanx — sina = tan&(l — cos &) = 2tanocsin’g.

P cot @-

Lisung: r = / 180°P S = 1900 "
n(tan —— —sin ——) sin — 2n
n n n

Die regelmiBigen n-Ecke (n ist in beiden Fillen gleich) sind einander &hnlich
(Abb. 64). Ihre Flichen (4, ist die des einbeschriebenen, 4, die des.umbe-
schriebenen Vielecks) verhalten sich wie die Quadrate der Radien:

A, : A, = DM*: BM?.

Im Dreieck MDB gilt aber 1;:—:4_{ = cos XBMD = cos 180 .
n

Lisung: F,: F, = cos® @—
n

8 D A c
c <P
Abb. 64 Abb. 65

Es sei 4B = a die Seite des regelmiBigen n-Ecks (Abb. 65). Dann gilt
xcMA=a=" wna xcap=%-%
n 2 n

(X CAD ist Peripheriewinkel iiber dem Bogen E(t‘). Die Fliche 4 des Kreis-
ringes ist

2
A = n(AM* — DM?) = nAD* = n(;) .

Die Breite d des Ringes kann man aus dem Dreieck ADC bestimmen.



‘-’tan?&.

2
Liosung: A = ﬂ; d=
4 n

584, Der gesuchte Radius wird mit x bezeichnet (Abb. 66), so daBl AM, = BM, = x
ist. Im rechtwinkligen Dreieck AM, M, sind

XAM M, =‘;-‘ und MM, = BM, — BM, = r — x.

Man findet 4M, = M, M, sin "-2‘ d.h. x = (r — x)sin "5‘

@

Abb. 66

.« . &
rsin 2 rsin 7
Lisung: x = = .
1+sin® 2cos?(4a5° - %
2 P

585, Die Fliche 4, des Vierecks ABCM (Abb. 67) ist gleich 2 - IE—C—A_I - BC = ricota.

Von ihr wird die Fliche A, des Sektors CMAD subtrahiert. Der Zentriwinkel
C

Abb. 67
A

dieses Sektors ist gleich (180° — 2«). Es gilt

e B2 00—

4 =
360° 180°
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Losung: A= A, — A, = r* (cotoc - g + -l%z—c), (o im GradmaB)
oder .
A=r? (cot o — g + zx') (&' im BogenmaB).
586. Nach Voraussetzung ist die Flache des Dreiecks AFD (Abb. 68) gleich einem

Drittel der Fliche des Rhombus ABCD, d. h. gleich zwei Dritteln der Fliche
des Dreiecks ACD.

‘6

Abb. 68
A
Da die Dreiecke 4CD und AFD die gemeinsame Hhe AG haben, gilt
pF=2¢p=2a.
3 3
Ferner ist
AF? = A—ﬁ’ + DF? — 24D - DF cos (180° — «)

4 , 4
=a* +-a* + -a’cosa.
9 3

Lésung: AF = AE = (31\/13 + 12 cos «.

587. Man verldngert die Strecke BP iiber P hinaus (Abb. 69) und erhilt den Schnitt-
punkt C mit dem Schenkel S4 des Winkels BSA.

Abb. 69

[

" Aus dem Dreieck ACP, in dem ¥ CPA = X BSA = 60° ist (dle Schenkel dieser
Winkel stehen paarweise aufeinander senkrecht), erhélt man CP = 24P = 2a.

102



Folglich ist BC = CP + BP = 2a + b. Im Dreieck SCB ist CS = 2BS. Man
findet (2BS)? — BS® = (2a + b)*, folglich ist BS = %’

3

Die gesuchte Entfernung PS wird aus dem Dreieck SPB bestimmt.

— 2
Losung: PS = —=~/a* + ab + b*.
¢ V3

588. Man fiihrt die Aufgabe auf die Ermittlung der GroBe des Winkels BCA = 2y

(Abb. 70) zuriick. L

Abb. 70

A ] 8
Dazu verlingert man AC iiber C hinaus und konstruiert eine Parallele zu CD
durch B. Mit Hilfe des Satzes iiber die Halbierende des Innenwinkels eines
Dreiecks weist man nach, daB BC = CL = a ist.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC und ABL erhalten wir BL =
Im gleichschenkligen Dreieck BLC ist BL = 2a cos V.
(@a+ byw

(a+bw

Folglich ist 2acosy =
sin p. Also gilt

. Daraus erhilt man cosy und schlieBlich

A= %awsiny +51bwsiny = éw(a + b)siny.
Ein anderer Losungsweg:
Die Fliche i ab sin 2y des Dreiecks ABC ist die Summe der Flichen % bwsiny
und 51 awsiny der Dreiecke ADC und DBC. Dann gilt
absinycosy = %bw siny+ %aw siny,
daraus bestimmt man cos y.

Losung: 4 = (“L%’\/M‘b‘ — @+ bW
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589.

Es wird angenommen, die Strecken CE und CF (Abb. 71) wiirden den Winkel
BCA in drei gleiche Teile teilen:

¥BCF = XFCE = ¥ECA=1y.

Nach Voraussetzung sind AC = BC'=a und CE = CF = 1. Aus dem Drei-
eck EBC erhilt man, wie in der vorangegangenen Aufgabe,

t(a+t)=t+a
2at 2

cosy =

Abb. 11

A E F 8

Danach bestimmt man sin p. Die gesuchte Fliche ist die Summe der Flichen
der Dreiecke AEC, EFC und FBC.

Losung: A = 4i(za +9VGa+ @ -0
a

. Im Dreieck ABC (Abb. 72)sind die Strecken CE Hohe und CD Seitenhalbierende.

Man bezeichnet den gesuchten Winkel ECD mit ¢, die Winkel des Dreiecks
mit «, 8 und p. Aus den Dreiecken AEC, EBC und DEC findet man folgende
Beziehungen fiir die Abschnitte auf der Grundlinie 4B:

E=E‘-cota
BE = CE-cotf
D_Eza"tanzp.
Weil AD = BD ist, gilt AE — BE = (4D + DE) — (BD — DE) = 2DE.
c

Abb. 72

A 0 E
In diese Gleichung setzt man die gefundenen Ausdriicke ein und erhilt

CEcota — CEcotf = 2CEtan ¢
oder
cotx — cotf = 2tan ¢.



591.

Lésung: tan p = %(cotu — cotf)

@ = arc tan B (cota — cot‘ﬁ)].
Die gesuchte Fliche A (in Abb. 73 schraffiert) ist gleich dem Dreifachen der
Fliche EBH. Nach Voraussetzung ist EM = laﬁ = g. Im rechtwinkligen
Dreieck DEM ist die Kathete DM (der Radius des Kreises) gleich a—G%.
Folglich ist DM = 57‘473 d. h. XDEM = 60°. Ohne weiteres folgt

¥ MHG = 60°. Da der Winkel EBH ebenfalls gleich 60° ist, miissen EM und BH
sowie HM und BE jeweils zueinander parallel verlaufen. Das Viereck EBHM ist

also ein Rhombus mit der Seitenlinge 2 und mit dem Winkel 60° an der Ecke M.
2
Man subtrahiert die Fliche des Sektors HME, also Agyg = %n (‘-;) , von der
2 X
' /
Fliche (5) 1/2—5 des Rhombus und verdreifacht die Differenz.

2 -
Losung: A = %(3 V3-a).

. Es soll die Fliche 4 = %E - CD (Abb. 74) bestimmt werden.

Der Winkel CFB ist ein rechter (Satz des TuALEs). Folglich ist CD = AF, so daB
4= ; 4B - 4F gilt.
Auf Grund der Sekanteneigenschaften ergibt sich ferner
— — — 2
AB- AF = AE* = (g) .
2
Losung: A = 5—
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593.Da ¥DCA = XFBC (Abb. 75) und ¥ BCF = % FBC sind (die Seitenhalbierende
CF hat die halbe Linge der Hypotenuse), folgt ¥ DCA = X BCF.

N

Nach Voraussetzungist X ECA = ¥ BCE. Man subtrahiert von dieser Gleichung
die vorige und erhilt

XECD = XFCE,

Abb. 75

d. h. CE halbiert den Winkel FCD.

594, Der Durchmesser 2r, des Umkreises ist gleich der _Hypotenusenlinge 4B
(Abb. 76). Der Durchmesser 2r; des Inkreises ist gleich CE + CG (denn EMGC
ist ein Quadrat).

[

S

Abb. 76
A F 8

Danach gilt:
AC + BC = (4E + BG) + (CE + CG)
= (4F + BF) + (CE + CG)
A_C+R=2r.+2r,,
wie behauptet.

595. Wie in Aufgabe 594 zeigt man, daBa + b = 2(r, + r,), d. h.
a+b=2 2ru+r, —zc
5 5
ist.
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AuBerdem gilt a* + b2 = 2.
' 3 4 4 3
Daraus folgt a==¢, b=-c(odera=-¢, b="=c).
5 5 5 5

Lésung: « = arcsin g; B = arcsin g

596. Man konstruiert (Abb. 77) die Dreiecke MFM, und MM E (die Punkte F und
E sind Seitenmitten des Parallelogramms). Diese Dreiecke sind kongruent denn
FM = CE, und aus der Voraussetzung folgt CE = EM,. Also ist M = EM‘

Abb. 77

Ebenso zeigt man, daB m = EM ist. Die stumpfen Winkel MFM, und
M EM sind gleich, dennihre Schenkelstehen paarweise aufeinander senkrecht.
Aus der Kongruenz der Dreiecke MFM,; und MM,E folgt, daB MM, = MM,
und XFM,M = £ EMM, sind. Da FM, und EM miteinander einen rechten
Winkel bilden, miissen MM, und MM, aufeinander senkrecht stehen, d. h.,
das Dreieck MM, M, ist gleichschenklig-rechtwinklig. Ebenso verhilt es sich
mit den Dreiecken M M, M, M,M;M und M, M, M. Daraus folgt, daB das
Viereck M, M,M3;M, ein Quadrat ist.
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9. Polyeder

In den Kapiteln 9 und 10 werden folgende Symbole'verwendet:
V Volumen
A oder A; Grundfliche!
Ay Mantelfliche!
A, Oberfliche!
a Seite der Grundfliche )
r, Radius des Inkreises der Grundfliche!
r, Radius des Umkreises der Grundfidche’
h  Hohe des Korpers
"h, Hohe der Grundfiiche!

Wenn gesuchte GroBen einmal anders bezeichnet werden sollten, wird das jeweils
vermerkt.

Bei Darstellungen rdumlicher Gebilde werden die unsichtbaren Kanten und die Hilfs-
linien durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

[} (o

A

BI
2>2)c

Abb. 78

A 8

597. AC ist dic Projektion der Raumdiagonalen 4,C des Parallelepipeds auf die
Ebene der Grundfliche 4BCD (Abb. 78). Deshalb ist der gegebene Winkel o,

! Wenn in einer Aufgabe keine Unterscheidung nétig ist, werden die Symbole ohne Indizes ge-
schrieben.
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der zwischen 4,C und der Ebene durch ABCD liegt, der Winkel ACA,. Aus
dem Dreieck 4CA, erhilt man

AA, = AC-tanx = \/a? + b? - tan .
Das wird in die Formel Ay = (22 + 2b) - A4, eingesetzt.

Losung: Ay = 2(a + b)v a®> + b* - tan«x.

598. In jeder Ecke des Prismas treffen sich drei Raumdiagonalen, so z. B. in 4, die
Diagonalen 4, E, A, D und 4,C (Abb. 79). Ihre senkrechten Parallelprojektionen
auf die Ebene ABCDEF sind die Diagonalen der Grundfliche ABCDEF: AE,
AD und AC. Von den Strecken A,E, 4,D und A,C ist diejenige die langste,

o
o

o

Ky

.

AN
G
i
!
i

‘\‘\«
X
A
Y
/
/

~0
AT

o
i
!
1
I
i
I
|
I,
]//
b

-t Abb. 79
F

deren Projektion am groBten ist. Folglich ist die Diagonale 4,D die langste der
gewdhlten. (Im Prisma existieren weitere Raumdiagonalen, die die gleiche
Linge wie 4,D besitzen, es gibt aber keine groBeren.) Aus dem Dreieck DAA,
(¥A44,D = &, A,D = d) erhilt man h = A4, = dcosx, AD = dsina. Die

Flache des gleichseitigen Dreiecks ABM ist A4 = i AM?- \/ Z—& Démzufolge ist

1 — /2 1 /AD\* /3
Ag=6---AM* /3 =6--[Z=) V3.
e=6 3 A im0 L () Y

Das Volumen ist gleich

V=A,;-h=%§.A—D’.ZZ.

Léosung: V = %«ia sin® & cos .



Bemerkung: Anschauliche Zeichnungen erleichtern oft die Lésung der Auf-
gaben. Deshalb werden in einer Reihe von Aufgaben Moglichkeiten zur Dar-
stellung rdumlicher Gebilde in der Ebene gezeigt. Sie ermdglichen selbst bei
Freihandskizzen gute Anschaulichkeit.

Die Darstellungen liegen in Parallelprojektion vor: Die Projektionsrichtung ist
beliebig. Parallele Geraden gehen in parallele Geraden iiber, wihrend z. B.
senkrecht aufeinander stehende Geraden nach der Abbildung (im allgemeinen,
d. Ubers.) nicht mehr senkrecht aufeinander stehen. Streckenverhiltnisse auf
einer Geraden bleiben nach der Abbildung unveridndert.

Liegen gleich lange Abschnitte auf Geraden vor, die nicht parallel sind, dann
gehen sie durch Parallelprojektion in Strecken verschiedener Linge iiber.

Um die Abbildung des regelméBigen Sechseckes, der Grundfliche des Prismas,
zu konstruieren, braucht man nur ein beheblges Parallelogramm BCDM zu
zeichnen., Verlingert man die Strecken DM, CM und BM iiber M hinaus um
sich selbst bis zu den Endpunkten 4, F und E, so erhilt man ein Sechseck
ABCDEF.

Der Punkt M ist das Bild des Mittelpunktes der Figur.

599, a) Darstellungsverfahren:

110

Das Quadrat der Grundfliche wird durch ein beliebiges Parallelogramm 4BCD
dargestellt (Abb. 80). Der Schnittpunkt M der Diagonalen des Parallelogramms
liefert das Bild des Mittelpunktes der Grundfidche. Die Verbindung der Seiten-
mitte der Seite 4B mit der Pyramidenspitze E stellt die Seitenhhe EF dar.

i

B

S
/

Abb. 80

b) Losungsweg

Esgilt V== xzh wobei x = 4B ist und & dic Hohe EM der Pyramide dar-
stellt.



Der Winkel « ist der Winkel MBE (s. Losung der Aufgabe 597). Aus dem Drei-
eck MBE erhilt man h = m - sin «. Das Dreieck ABM liefert
x = W«/E =m\/§cosa¢.
3' :
Lisung: V = gm’ cos®asina = r_nﬂ__gowos_g'

600. Wenn man die unbekannte Seitenkante mit m bezeichnet, erhilt man wie in
der vorigen Aufgabe

3.
V= m" sin 2x cos zx.
3
Nun wird m bestimmt.
3
Losung: m = \/_L
sin 2x cos &

601. Es werden folgende Bezeichnungen benutzt (Abb. 80): 4B = x, EF = y. Dann
gilt 4y = 2xy. Im rechtwinkligen Dreieck MFE ist EM = h. Man findet also

2
2 X 2
=(Z) + A

Wird y eliminiert, so erhdlt man x* + 4h%x% — A% = 0. Diese Gleichung hat "
zwei reelle Losungen, aber nur eine von ihnen ist positiv.

Lisung: x = V \/4’1‘—1-/1,2, — 2h%.

602.! Man verbindet die Mitten Hund G der Grundkanten EFund BC miteinander und
erhiiltin GH den Inkreisdurchmesser (Abb. 81). Esist also GH = d und GM = ;
Weil GM die Hohe im gleichseitigen Dreieck mit a = BC = CM = BM ist,

gilt
a3

4_9Y3 4nh a=-4.
2

2 7

Die Hohe & = MS bestimmt man aus dem Dreieck MCS:

— — 2
h=~/cs’—CM‘=\/1=—a’=\/1=—%,

! Siche Bemerkung zur Darstellung einer regelm#Bigen sechsseitigen Pyramide in Aufgabe 598!
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die Strecke m = GS aus dem Dreieck GCS:

2 1 -
m= [P —(%) = _ 2 _ g2
(2) 2\5-‘/12’ &
2 S
Losung: V = ‘%\/311 — &, Ay = g\/mz- &,

Abb. 81

603. a) Darstellungsverfahren:
Als Bild der Grundfliche kann jedes beliebige Dreieck ABC dienen (Abb. 82).
Der Mittelpunkt der Grundfliche wird durch den Schnittpunkt M der Seiten-
halbierenden dargestellt.!

Abb. 82

1 AnschlieBend kann man die beiden Seitenhalbierenden, die fiir die Aufgabe nicht von Bedeutung
sind, if Man behdlt lediglich M auf AE, wie dies in Abbildung 85 gezeigt wird.
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b) Losungsweg:
: . 1 11, \/- . .
Bekannt ist ¥V = SAG ch= 3 2 a® h+/3. Aus dem Dreieck AMD bestimmt

man die Beziehung zwischen @ und . Wenn AD = g und AM der Radius des
Umkreises ist, dann gilt a = r, \/5
Folglich ist
— & 2 2
B =4D' -AM*=a* -~ =Za
3 3
ﬁ I
8

Setzt man @* = g h? in die Formel fiir V ein, so erhilt man ¥ =

3
Lisung: h—-2,[ .
V3

604. a) Darstellungsverfahren:
Zum Unterschied vom Quader, der nur rechteckige Seiten aufweist, hat das
gerade Parallelepiped als Grund- und Deckfliche gleiche Parallelogramme,
wihrend die Seitenflichen Rechtecke sind.
Wenn wir einen Quader darstellen wollen, sind wir gezwungen, seine Grund-
flidche als Parallelogramm zu zeichnen (s. Abb. 78, S. 108).
Deshalb unterscheiden sich Quader und gerades Parallelepiped in ihren Dar-
stellungen nicht, was das ,,Lesen* der Zeichnungen etwas erschwert.
Man muB also darauf achten, daB der spitze Winkel des Parallelogramms der
Grundfliche wirklich als solcher zu erkennen ist. Dazu empfiehlt es sich, den
Winkel sehr spitz zu zeichnen und unbedingt zu benennen.

b) Losungsweg:

Im geraden Parallelepiped sind ]CWClls zwei Raumdlagonalen glelch lang (es
existieren insgesamt vier): A4, A,C = AC, und BDl = B,D. (AC, und B,D sind
in Abbildung 83 nicht eingezeichnet.)

Abb. 83

Der spitze Winkel der Grundfliche sei der Winkel DAB = «. Dann ist der Winkel
ABC = 180° — « stumpf und AC > BD. Daraus folgt: die kleinere Raumdia-
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gonale ist_B'—‘_D—;, denn BD,? = h? + BD™. Ebenso ist 4,C? = h* + AC?, folg-
lich ist BD,2 < A,C?. Laut Aufgabenstellung ist BD, = AC, also kann man &
bestimmen. Im Dreieck DBD, gilt

h? = BD,* — BD* = AC* — BD*.
Aus dem Dreieck 4BD folgt
BD? = a® + b* — 2abcos «,

aus dem Dreieck ABC AC? = a® + b? — 2ab cos (180° — ).
Folglich ist A2 = 4ab cos «.

Lésung: V = 2sin & +/ (ab)? cos «.

Map bezeichnet die groBere Seite der Grundfliche (4B in Abb. 84) mit a, die
kleinere mit b (BC). Dann gilt nach Voraussetzung a + b = 9 cm,
0, G

\
A N 8,
\
\
\\
h \
\
H \
b N e
e o= 5 € apboas
A a 8

Um a, b und den spitzen Winkel & zu bestimmen, muB man die Linge der
Diagonalen der Grundfliche berechnen. Wie frither schon gezeigt, ist die
Diagonale BD die senkrechte Projektion der kleineren Raumdiagonalen
[BD, = «/3—3 cm] auf die Ebene der Grundfldche. Deshalb gilt

BD* = BD,* — DD,* = (v/33)cm? — 4*cm? = 17 cm?.
Ebenso findet man 4C* = 65 cm?. Daraus folgen zwei'Gleichungen:
a? + b? — 2abcosx = 17; a* + b*> + 2abcosx = 65.

Es werden beide addiert, und man erhilt a> + b? = 41 cm2. Unter Verwendung
der Gleichung @ + b =9cm findet man g = 5cm, b = 4cm (man betrachtet
als die groBere Seite). Durch Subtraktion erhilt man 4ab cos x = 48, d. h.,

cosx = 48 = 0,6.
-5

Folglichist 4 = absinx = 4-5-0,8cm? = 16 cm?.
Lésung: V = 64cm3, A, = 104 cm?,



606.

607.

g*

a) Darstellungsverfahren:

Zur Lage des Punktes M siche Aufgabe 603 (Abb. 82 auf Seite 112)! Um den
gesuchten Winkel zwischen Grund- und Seitenfliche darzustellen, verbindet man
die Mitte E der Kante BC mit D und 4 (Abb. 85). Der Punkt E ist das Bild des
Halbierungspunktes von BC. Weil die Dreiecke BCD und ABC in Wirklichkeit
gleichschenklig sind, stehen DE und AE auf BC senkrecht. Esistalsox = X AED
der gesuchte Winkel. Die Hohe DM = h liegt in der Ebene AED.

0

Abb. 85

b) Losungsweg: .
. DM L — —_— 1= . . .
Es gilt tanx = 7 wobei DM = hund EM = EAM sind, denn die Seiten-

halbierenden teilen einander im Verhéltnis 1: 2. _
Die Strecke AM wird aus dem Dreieck AMD bestimmt (4D = /).

Lisung: &« = arctan ———=—

\/2 hz

Esist « = X MBE (Abb. 86), weil BM die senkrechte Projektion der Kante BE
auf die Ebene der Grundflache darstellt. Um den Winkel ¢ zwischen den Ebenen
der Grund- und Scitenfliche zu veranschaulichen, verbindet man den Halbie-
rungspunkt F der Kante 4B mit M und E (s. Bemerkung zur Aufgabe 606).

2
Weil Ag =a* = % ist, kann man das Volumen mit Hilfe von 4 = EM und
d = BD bestimmen. Im Dreieck MBE gilt h = gtanzx und nach Voraus-
setzung éh = As. Multipliziert und dividiert man beide Gleichungen mit-

bzw. durchemander, ) erhalt man

2
h? = Astana  und (g) = Ascoto.
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Folglich ist ¥V = %As ch= ;A?cot‘}a.

Den Winkel ¢ bestimmt man im Dreieck MFE. Hier ist
a_ d
2 2 \/2

F =

und

ME d 1 -
ta“‘P=ﬁ=h:2—\/_5=\/.45tana:$ﬁscota =tanx- V2.

A\

S
c?’
[+ -}

Abb. 86

0

Losung: V = ;A?cotia; tan @ = \/E ‘tan .

. a) Darstellungsverfahren:

Die Grundfliche der Pyramide ist ein regelméBiges Fiinfeck, denn aus der Glei-
chung 180° (n — 2) = 540° folgt n = 5. Im regelmaBigen Fiinfeck ABCDE
(Abb. 87a) teilt jede Diagonale (z. B. E) die andere (z. B. BE) innen in einem
konstanten Verhéiltn\i;._
5-1

Soist z.B. DN = AD ~ 0,6 AD (genauer: 0,61803 ... - AD). AuBer-

dem lauft eine Diagonale parallel zu jeweils einer Fiinfeckseite (z. B. 4D | DC).
Der Mittelpunkt M liegt im Schnittpunkt der Strecken EL und CN. Deshalb
ist es mdoglich, die Grundfliche der Pyramide wie folgt darzustellen: Man
zeichnet ein beliebiges Dreieck ABD (Abb. 87b). Dann teilt man die Seiten 4D
und BD durch die Punkte L und N in Teilstrecken, die sich wie AN : DN = 2:3
verhaiten (Niherungskonstruktion, d. Ubers.).



Dazu teilt man eine Seite und konstruiert LN|AB. Ebenso wird AE|BD bis
zum Schnittpunkt mit der {iber N verlingerten Strecke BN konstruiert. _Analog
findet man C. Das Bild des Mittelpunktes M liegt im Schnittpunkt von CN und
EL. .

Abb. 87a
b) Losungsweg:
Aus dem Dreieck CMF (es sind ¥ FCM = « und CF = I) bestimmt man
h=FM=Isinx, CM =lcosax.
Die Grundfldche ist

A= séc_nrm-sin ¥DMC = %C_Mz-sinn“
= glzcoszzx sin 72°.

Losung: V = % Ah = 213 sin 72° cos® & sin «.

609.! Um deq_\)\_/inkfl_a zu bestimmen, betrachtet man das Dreieck CMF (Abb. 88).
Hier ist CF = BC = a, denn nach Voraussetzung ist das Dreieck BCF gleich-
seitig. Die Strecke CM (der Radius des Umkreises) kann durch a im Dreieck

CMU ausgedriickt werden. Es sind ¥ CMU = 36° und CU = ‘—;. Also gilt

—_— a M 1 .
=———— sodaB cosa = =— = ist.
2 sin 36° CF  2sin 36° \/'
Den Winkel ¢ bestimmt man aus dem Dreieck UMF, wobei FU = —— ist

(Hohe eines gleichseitigen Dreiecks!).
! Zur Darstellung einer regelméBigen fiinfseitigen Pyramide s. vorige Aufgabe!
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Ferner gilt MU = a c°;3—6 (s. Dreieck CMU).

Es gilt dann cosqz——-j‘ﬁl—aco—t36 M—-me .

FU 2 0 2 V3

. 1 cot 36°
Ljsung: & = arccos ————; @ = arccos ——.
2 sin 36° ﬁ

610. Es gelte (s. Abb. 88) BC =aund MU = icotﬂ

Die Grundfliche ist dann n

nea a_ 180° na®  180°
. = cot .

Die Beziechung ¥V = —AG h liefert h = 2/— gtan 180 .
A; na

Den Winkel FCM bezexchnet man mit «.

Dann gilt tana = L, wobei CM = — ist.
CM

180°
n

2 sin —

24V sin 18;0 tan 180

n n

Losung: o = arctan 3
na
Vorbemerkung zur Aufgabe 611 und zu den folgenden Aufgaben:
Wenn alle Seitenkanten einer Pyramide mit der Grundfliche gleiche Winkel bilden,
dann gilt:
1. Alle Seitenkanten sind gleich lang.
2. Um die Grundfiiche 14Bt sich ein Umkreis konstruieren.
3. Die Hohe der Pyramide hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt des Umkreises,
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Nachweis: Es mogen AS, BS, CS usw. (Abb. 89) mit der Ebene ABCDE gleiche
Winkel bilden. Dann betrachtet man die rechtwinkligen Dreiecke AMS und MBS
(MS ist die Hohe der Pyramide). Da in beiden Dreiecken die Hohen und die spitzen
Winkel SAM und MBS gleich sind (alle Kanten sollen mit der Grundfldche gleiche
Winkel einschlieBen), ist BS = AS. Ebenso zeigt man, daB BS = CS ist usw.

Aus den kongruenten Dreiecken SAM und MBS folgt auch AM = BM, BM = CM
usw., d. h., auf dem Kreis mit dem Mittelpunkt in M und mit dem Radius mliegen
die Punkte B, C usw.

B Abb.89 A 8  Abb.%0
611. Wie gezeigt, liegt der FuBpunkt der Hohe EM im Mittelpunkt des Umkreises,
d. h. im Schnittpunkt M der Diagonalen (Abb. 90). Die Fliche eines Parallelo-
gramms errechnet sich aus dem halben Produkt der Diagonalen und dem Sinus
des von ihnen eingeschlossenen Winkels:
A=1psina
2
Aus dem Dreieck AME erhilt man

h=m~tanﬂ=gtanﬂ.
.. | P
Lisung: V=Eb sin & tan §.

612. a) Darstellungsverfahren:
Die Hohe der Pyramide muB (s. Vorbemerkung zur Aufgabe 611) ihren FuB-
punkt im Mittelpunkt des Umkreises des gleichschenkligen Dreiecks 4ABC
haben (Abb. 91). Da der Winkel « = ¥ CAB beliebig gewihlt werden kann,

e



stellt man den Mittelpunkt M durch eineﬂeliebigen Punkt M auf der Strecke
AE dar (E ist der Halbierungspunkt von BC). Man kann sogar M auf der Ver-
lingerung von AE festlegen. (In diesem Falle wire der Winkel & in Wirklichkeit
stumpf.)

b) Losungsweg:
Die Hohe DM der Pyramide bestimmt man aus dem Dreieck AMD. Hier ist
£DAM = B und AM = r der Radius des Umkreises. Nach dem Sinussatz ist
die Linge der Seite BC gleich dem Produkt aus der Linge des Umkreisdurch-
messers 2r und dem Sinus des gegeniiberliegenden Winkels «. Es gilt also
I
2sina’

Dic GroBe von 2€ = BE bestimmt man im Dreieck ABE <£ = gsin 0—6)4
Folglich ist 2 2
asin%tan B

h=rtanf = .
sin &

und damit 4 = —; a*sin o

a*sin Ztan g

Losung: V =
8 6

Abb. 91

613. a) Darstellungsverfahren:
Die Parallelprojektion eines Kreises auf eine Ebene ist (im allgemeinen) eine
Ellipse. Die Ellipse wird wie folgt konstruiert: In einem Kreis legt man einen
Durchmesser MN fest (Abb. 92). Von einem beliebigen Punkt P auf der
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Peripherie des Kreises wird das Lot PP’ auf den Durchmesser MN gefillt,
Der Punkt R sei der Schnittpunkt von PP’ und MN. Man verkiirzt die Strecke
PR in einem beliebigen Verhdltnis (z. B. 2 :1) und tréigt die verkiirzte Strecke OR
auf der Strecke PP’ von R aus naoch beiden Seiten ab (QR = Q'R). So erhilt
man punktweise die Ellipse.

Die Ellipse ist symmetrisch zur Strecke MN (der grofen oder Hauptachse der
Ellipse) und zur Strecke UU’ (diese steht in O senkrecht auf MN). Die Strecke
VV" ist die kleine oder die Nebenachse der Ellipse. Der Punkt O ist der Mittel-
punkt der Ellipse.

Um den Kreis, der einem Rechteck umbeschrieben ist, darzustellen, ist es be-
quemer, erst die Ellipse ABCD, d. h. das Bild des Umkreises, zu konstruieren
(Abb. 93). Dazu ordnet man die Hauptachse schrig an.!

o, Cy
i
|
A, 8,
]
D —==5iC
RN, o
s _oxTeL,/
///’ Pt 0 ‘{('
-l N Abb. 93
A

Eine Seite des Rechteckes kann durch eine beliebige Sehne AB in der Ellipse
dargestellt werden. Diese Sehne zeichnet man zweckmiBigerweise waagerecht.
Im Mittelpunkt O der Ellipse schneiden einander die Strecken BD und AC. Das
Viereck ABCD ist das Bild des Rechtecks.

b) Losungsweg: _
Der Peripheriewinkel CAB ist gleich «, denn der zu BC gehdrige Zentriwinkel
ist gleich 2x. Aus dem Dreieck 4BC erhilt man

AB = 2rcosx, BC = 2rsina
und damit 4 = 2(4B + E(—?) h = 4r(cos & + sin x) h.
A

- 4r(cos o« + sin &)

! In Abbildung 93 ist die groBe Achse der Ellipse als Di: le AC des Rechteck
Das vereinfacht die Abbildung, ist aber nicht unbedingt erforderlich.

121



Nun berechnet man ¥ = 4B - BC - h.

Die Voraussetzung, daB der Zentriwinkel 2« zur kleineren Seite des Rechteckes
gehore, ist iiberfliissig.

A rcosasin *_ A rsin 2x

Lisung: V = - .
cosx + sinw \/§ cos (45° — &)

614, Die Grundfliche ist 4 = iaz tan 8 (Abb. 94). Nach Voraussetzung ist

Ay =24 =ia‘tanﬂ.

Andererseits gilt

‘2-1 2acoszg
Ag=\a+r2 2 Jno—Zp

cos cos B

Man setzt die beiden Ausdriicke fiir A,, einander gleich und erhalt

h=- ————taué.

a3
Losung: V = Etanﬂtan—.

8,

Abb. 94 Abb. 95
615.! Man verbindet den Halbierungspunkt G der Seite CD mit M und S (Abb. 95).
Der Winkel SGM = « ist derjenigé Winkel, den die Ebene der Seitenfliche

* Zur Darstellung eines regelméBigen Sech in Parallelprojektion s. S. 109, Vorbemerkung zur
Aufgabe 598.
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mit der Ebene der Grundfliche einschlieBt (s. Bemerkungen zur Ldsung der
Aufgabe 606).
Folglich ist

@=a§coso¢ =m-*Cos«x.

Aus dem Dreieck CGM (¥ GMC = 30°) bestimmt man
mcos «.
Weiter erhélt man
2
As=6(%) /3 und Ay =6%m.
2, 2
Man setzt fiir ; den gefundenen Ausdruck ein und erhilt

A, =Ag + Ay = 2\/§mz cos (1 + cos «).

Losung: A, = 4 V3 m? cos « cos? 0-2‘.

616. Nach Voraussetzung sind die in der Skizze verkiirzten Strecken AC und BC
einander gleich (Abb. 96), d. h., auch ihre Projektionen sind gleich: 4D = BD.
Der Winkel CFD (F ist die Seitenmitte von 4B) ist der Winkel zwischen den
Ebenen E und ABC. Da das Dreieck ABC in C rechtwinklig ist, folgt

CF=dF =",

N

Demnach ist DF = —; cos «.

SchlieBlich gilt noch AD = BD = </ AF? + DF* = g V1 + cos?a,
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2 — — —
Losung: App = “%, AB + BD + AD = c(1 + /1 + cos?a).

Vorbemerkung zur Aufgabe 617 und zu den folgenden Aufgaben:

Wenn alle Seitenflichen der Pyramide mit der Grundfliche den gleichen Winkel &
einschlieBen und wenn die Héhe ihren FuBpunkt in irgendeinem Punkt O der Grund-
fliche hat, dann gilt:

1. Die Hohen aller Seitenflichen sind glgich lang.

2. In die Grundfliche der Pyramide 148t sich ein Kreis einbeschreiben, dessen
Mittelpunkt O ist.

3. Ag = Ay - cOs o

Nachweis:

1. (Abb. 97.) Man zeichnet die Hohe FM der Seitenfliche BCF ein und verbin-
det M mit O. Die Strecke MO ist die Projektion von FM auf die Ebene ABCDE.
Folglich steht MO senkrecht auf BC, d.h., der Winkel OMF = « gibt dic
GréBe des Winkels an, den die Seitenflichen mit der Grundfliiche einschlieBen.
Im Dreieck OMF gilt

=9, 30 = 70 - cota.
sin &

Abb. 97

Alle weiterén Hohen FL, FN, ... der Seitenflichen sind, wie man ebenso beweist,
gleich —
FO

sin &
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Die Strecken ZB, MO usw. stehen jeweils auf den entsprechenden Seiten 4B, BC
usw. senkrecht, und jede hat die Lange

FO - cota.

Deshalb 1iBt sich um O ein Kreis mit dem Radius MO konstruieren, der der Inkreis
der Grundfliche ABCDE ist.

. Der Punkt O (FuBpunkt der H6he der Pyramide) ist Mittelpunkt dieses Inkreises.

Asco =%?'_6 = %E@(mcosa)
Apco = GB—C-ﬁ{)cosa = Apgcr * COS &.

Ebenso 14Bt sich zeigen, daB A, p0 = A4pr €OS & ist usw.
Durch Summation findet man A = A, cos «.

617. Die Hohe FM des Dreiecks BCF (Abb. 97) ist die Projektion der Héhe FO der

Pyramide auf diese Seitenfliche. Deshalb ist ¥ MFO = ¢. Weiter folgt:
« = 90° — g, d. h., alle Seitenflichen schlieBen mit der Grundfliche den gleichen

Winkel ein. 4 A
Es wurde gezeigt, daB A4, = —% = =% gilt,
cosx sing
" A
Losung: Ay = ——.
sin ¢
| 24 cos® (45" - Z)
A,:AG(H : )=____2.
sin @, sin ¢
618. Aus dem Dreieck OED findet man (Abb. 98'):
h=F0 tana =1 -CF-tana = L 3 tan .
3 3 2

Es gelten dann folgende Beziehungen:
A

COos &

Ag =}1a2\/§ und A, =

(Vergleichen Sie auch mit den Vorbemerkungen zur vorigen Aufgabe!)

- 3¢ 2./31 @ V3cos E
. a® tan
Losung: V = & 44 (I +cosa) _
24 4 cos x 2cosa
Vergleichen Sie mit der Dar in Abbildung 82 auf Seite 112!
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Bemerkung: Ein geschlossener Ausdruck fir die Oberfliche einer Pyramide,
deren Seitenfliichen mit der Grundfliche gleiche Winkel einschlieBen, 148t sich
in der Form

24, cos? %
A,,=A,;+AM=AG(1+—1—)= 2

COSs o, Cos &

angeben. [/

Abb. 98

619. Es wird die Bezichung
x
2% /3 cos? 5

A, =
" 2cosx

benutzt, die in Aufgabe 618 gefunden wurde.

Lisung: a = \/ZA cosoc

620. a) Darstellungﬂ;erfahren:

Die Strecke LN, die die Beriihrungspunkte L und N auf den gegeniiberliegenden
Seiten des Rhombus (Abb. 99a) miteinander verbindet, geht durch den Mittel-
punkt des Inkreises. Man zeichnet deshalb zuerst die Ellipse (Abb. 99b), die das
Bild des Inkreises darstellt!, dann legt man durch ihren Mittelpunkt O zwei
Strecken LN und KM. Durch die Endpunkte dieser Strecken (sie liegen auf der
Ellipse) werden Tangenten an die Ellipse gelegt. Man erhilt das Parallelogramm
ABCD, das Bild des Rhombus.

b) Losungsweg:

Zur Berechnung der Grundfliche benstigt man die Hohe DF und die Seite AB
des Rhombus. In Abbildung 99a erkennt man, daf DF = 2KO= 2r ist. Im

! Zur Ellipsenkonstruktion vergleichen Sie mit der Lésung der Aufgabe 613!
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Dreieck AFD (¥ DAF = «) gilt

Abb. 99a Abb. 99b

Weiterhin erhélt man

A¢;=1—4§-5}=a'2r= 4r

sin &
Im Dreieck NOE (Abb. 99b), in dem NO =r und ¥ENO = B ist, bestimmt
man h. Zur Bestimmung von A4, verwendet man die Beziehung aus der vorigen
Aufgabe.

8% cos??
4r’tan B, _ 2
3sine = sinacosf

Losung: V =
621. Es werden die Hinweise zur Losung der Aufgabe 618 ausgewertet.

Ljsung: @ = arccos ﬁ

Au

622. a) Darstellungsverfahren:*

Die Schnittfliche A ist das Parallelogramm A4,BCD; (Abb. 100). Um den
Winkel zwischen ihr und der Grundfliche darzustellen, zeichnet man das Bild
der Hohe des Rhombus ABCD, die Strecke DM, ein. Da in Wirklichkeit die
Strecken DM und DD, auf der Kante AD senkrecht stehen, muB die Ebene
DMND; ebenfalls auf 4D (und damit auf BC) senkrecht stehen. Diese Ebene
schneidet die Schnittfliche in der Strecke D, M, so daB also ¥ DMD, = f ist.

b) Lisungsweg: .
Die Mantelffidche ist die Summe der Flichen von vier gleichen Rechtecken (die
Grundfldche ist ein Rhombust).

1 Siehe Seite 113, Aufgabe 604: Darstellung eines geraden Parallelepipeds!
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Die Seitenfliche ADD, 4, berechnet sich aus Ax = A,D, - DD,, die Schnitt-
fliche ist gleich ’

As = A,D, - D, M. .
Im Dreieck DMD, gilt DD, = D, M - sin .

o

G
i
A,
0 B‘/ c
/N
P B
o
ol Abb. 100
A 8

Es ist also 44 = Agsin .
Losung: Ay = 4Assin f.
623. Man beachte die Vorbemerkungen zur Aufgabe 617. Nach Vqraussetzung ist

EM = d (Abb. 101). Der Punkt E ist Halbierungspunkt der Hypotenuse DF
des Dreiecks FMD und damit Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks FMD.

Abb. 101

Deshalb ist DF = 2DE = 2EM = 2d. Im Dreieck FMD bestimmt man ferner
den Radius FM = r des Kreises, der der Grundfliche einbeschrieben ist:
r = 2d cos ¢, wobei ¢ = X DFM ist. Zur Berechnung der Pyramidengrund-
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fliche benétigt man ﬁ‘(die_lmlbe Basisldnge des gleichschenkligen Dreiecks ABC)
und die zugehdrige Hohe CF.
Der Mittelpunkt M des Inkreises liegt auf der Winkelhalbierenden des Winkels

CAB,d.b. XxMAF = "5‘

Aus dem Dreieck AFM erhilt man AF = r cotz.

Aus dem Dreieck AFC erhilt man CF = AF - tan «. Folglich ist
Aq = 3B TF = 4F- CF = 4F* tan«

&
Ag = r?cot? gtan « = 4d* cos* ¢ cot? itan x.

Hierays (s. Bemerkungen zur Aufgabe 618) folgt

" 24gcost?

A, =
cos @

Losung: A, = 84 cos ¢ cos® ‘; ) * tan o.

Abb. 102

624. Man beachte die Vorbemerkung zur Aufgabe 617'.

Die Héhe der Pyramide bestimmt man mit Hilfe des Dreiecks MGP (Abb. 102):
h=rtanax.

! Konstruktion einer Ellipse (Darstellung des Inkreises einer Grundfliche) siehe Seite 120
(Aufgabe 613)!
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Wenn a,, a,, ... die Seiten der Grundfliche sind, so ist
Ac = Aupu + Apem + ... = %A_Bﬁl+ %R‘W + ...

—lar+lar+
2 vt

1 1
Ag=-ra, +a, + ..)=-r-2s=r-s.
G 2(I 2 2

r¥stan o«

Lisung: V = 3

625. a) Darstellungsverfahren:
Man zeichnet das Bild einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide ABCD
(Abb. 103)! und konstruiert das Dreieck 4,B,C, so hinein, daB seine Seiten
parallel zu den entsprechenden Seiten der Grundfiiche ABC verlaufen und daB
seine Eckpunkte auf den Bildern der Kanten der Pyramide liegen. Das Drei-
eck A4,B,C, stellt die Deckfliche des Pyramidenstumpfes dar. Das Bild des

Abb. 103

Mittelpunktes O, der Deckfliche liegt im Schnittpunkt der Strecke DO mit
einer der Seitenhalbierenden (z. B. 4, E,) des Dreiecks A 1B1Ci. Die Strecke A, M
isteine Parallele zu OO, und schneidet die Seitenhalbierende A E des Dreiecks ABC

1 Zur Darstellung einer regeiméBigen dreiseitigen Pyramide s. S. 112 (Abb. 82).
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626.

.9+

im Punkt M. Die Strecke A4,M stellt das Lot vom Punkt 4, auf die Grund-
fliche der Pyramide dar.

b) Losungsweg:
Das Volumen eines Pyramidenstumpfes berechnet sich aus

N -
V=St At Vaa),

wobei 4, und A, die Inhalte der Grundfliche bzw. der Deckfliche, im vor-
liegenden Fall der Dreieckflichen 4ABC bzw. 4,B,C, sind.
Fiir die Grundfliche und die Deckfliche erhilt man in dieser Aufgabe

e V3.

A, =-—¢c* bzw. A, =-—c;.
1 4 2 4 1

Die Hohe h = A, M bestimmt man aus dem Dreieck AMA, , wobei ¥ 4, AM = «
und AM = 40 — 4,0, sind. Die Strecken 40 und 4,0, sind die Radien der
Umkreise der Dreiecke ABC bzw. A4, B,C, .

Deshalb gilt

40 = und 4,0, =&

NE NS

das heiBit
aMm ==
3
Folglich ist

c—c
h="tana.

NE

Lésung: V = 11—2(03 — ¢})tana.

a) Darstellungsverfahren:

Der Pyramidenstumpf wird wie in der vorangegangenen Aufgabe dargestellt.
Um den Winkel zu veranschaulichen, den die Seitenflichen mit der Grundfliche
einschlieBen, zeichnet man A4, E und ET‘ (Abb. 104) parallel zv MM, bis zum
Schnittpunkt mit den Flichendiagonalen AC und BD. Dann zeichnet man durch
E und F ¢ine zu AB parallele Gerade. Diese schneidet AD und BC in G bzw. H.
Die Ebene GHB, 4, steht senkrecht auf 4D, denn in ihr liegen die Strecken 4,E
und GH, die beide zu 4D senkrecht verlaufen. Folglich ist ¥ 4,GE = ¢ der
gesuchte Winkel.
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b) Losungsweg:

‘Aus dem Trapez GHB, A, erhilt man EG = 9—_—1) .
Die Hohe des Pyramidenstumpfes bestimmt man im Dreieck AEA,. Hier gilt

a—-b

Vo

E;I

Dann ist
a-b5

V2

Das Volumen berechnet man nach der Formel

=
N

X
o]
I

tan .

= g(az + ab + b).

Abb. 104

E—G=a—b

ist. 2

Damit gilt _
;amp:-_—‘_l—g:a_btanoc:a_b.

627. Siehe Vorbemerkung zur Aufgabe 611 auf Seite 118!
Die Hohe der Pyramide muB ihren FuBpunkt im Mittelpunkt des Umkreises der
Grundfliche haben. Im rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb 105) liegt aber dieser
Mxttelpunkt auf der Seitenmitte der Hypotenuse 4¢ AC im Punkt E. Folglich sind
AE, BE und CE Projektionen der Seitenkanten 4D, BD und CD auf die Ebene
der Grundfliche, so daB < DAE = £ DBE = £ DCE = f gilt. Das Volumen
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der Pyramide bestimmt man nach der Formel

V= IAB BCﬁ
3 2 )
Im Dreieck ABC ist AB = b-cosa, BC = b-sina, im Dreieck AED ist

b
DE = - tan 8.
> B

Die Winkel an der Spitze bezeichnet man folgendermaBen:

XCDA =0,, ¥CDB=0,, ¥BDA=0,.

Abb. 105

Die Dreiecke ABD, BCD und ACD sind gleichschenklig. Die Héhen dieser
Seitenflichen haben also ihre FuBpunkte in den Seitenmitten des Grundfiéichen-
dreiecks. Aus Dreieck ACD folgt 6, = 180° — 28.

Im Dreieck BCD gilt

0, AN
SIN — = =—=.
2 4D

Man erhilt ferner (Dreieck AED)

4D =CD =

2cos B
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und (Dreieck 4ABC)

C_=B_C=ésinot; ﬁ:ﬂ:écoszx.
2 2 2 2
3 .
Lisung: V=b—L::la—n£3
6, = 180° — 28;

0, = 2 arcsin (sin « cos f);
@, = 2 arcsin (cos x cos f).

Es ist das Volumen der Pyramide ABCC; zu bestimmen (Abb. 106). Da die
Seitenkanten dieses Korpers untereinander gleich sind, miissen sie mit der
Grundflichenebene gleiche Winkel einschlieBen. (Die Umkehrung dieses Satzes
wurde in den Vorbemerkungen zur Aufgabe 611 auf Seite 118 gezeigt). Die
Korperhshe m hat ihren FufBpunkt im Mittelpunkt O des Umkreises der

B, A,

Abb. 106

Grundfliche ABC. Der Punkt O liegt auf dem Halbierungspunkt der Hypo-
tenuse 4B, da das Dreieck 4BC rechtwinklig ist. (Vgl. Sie mit der Bemerkung
zur vorigen Aufgabe!) Der Winkel ODC, (D ist die Mitte der Kathete 4C)
stellt den Winkel, den die Seitenfliche C4A4,C, mit der Grundfiiche bildet, dar.
Die Lingen der Katheten bestimmt man mit Hilfe der Gleichungen

BC+ AC=m und BC = AC-tanx.
Es ergibt sich dann:

m mcos « - m sin &
= BC =

AC = =- , - .
1+ tanx sinx + cosa Sinx + cos«x




Nunmehr berechnet man Ag = %EZ‘ AC.
Die Kérperhohe 4 erhilt man im Dreieck ODC, .
Hier ist DO = %B—C (Mittellinie im Dreieck).

3 .2
Lésung: V = 1 m sin zxcosoc3
12 (sinx + cos &)

tan 8
m® sin® « cos &
y= - 2%
24/2 cos® (x — 457)
629. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks 4BC (Abb. 107).
(Vgl. Sie hierzu u die Vorbemerkung zur Aufgabe 611 auf Seite 118!) Der Radius
des Kreises ist AM = r. Das Volumen der Pyramide ist gleich

tan g

BC-AE +— 4E DM — —
V=1-——'DM=1-——%BC=1AS-BC;
3 2 3 2 3
denn es gilt
4E - DM
O = U4,
Abb. 107

Mit Hilfe des Sinussatzes erhdlt man
BC = 2rsin (180° — 28) = 2rsin 2.
Da AAMD ~ ABEA (denn X MDA = ¥ ABE = B), gilt

AM _DM' - B TE. T
=—=—, d h. AM BE = AE-DM.
AE BE
1 Die Abbildung 107, in der AM < AE ist, entspricht offenbar nicht dieser Bedingung. Eine Ab-
bild in der die Bezi o = 90° — B ihren Ausdruck finde, wire aber wenig iibersichtlich.
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In diese Gleichung setzt man AM = r, BE = B—zc, AE - DM = 245 ein und
erhalt .
r-BC _ 24s.

Nachdem man die so gefundene Bezichung nach r aufgelsst hat, erhilt man
BC = \/84sin 28.

Losung: V = § @45 sin? 28

Wenn die Flidchen ADE und DCE (Abb. 108) senkrecht auf der Ebene der Grund-
fiiche stehen, dann ist die Kante DE die Hohe der Pyramide. Der Winkel EAD
gibt die GréBe des Neigungswinkels zwischen der Seitenfliche ABE und der
Grundfliche an, da die Ebene ADE senkrecht auf der Kante AB steht (nach-
weisen!).

E

Es sind also {ED = « und analog é:DCE_ = f. Aﬁ den Dreiecken ADE und
DCE, in denen DE = hist, bestimmt man 4D und CD und setzt die gefundenen
Ausdriicke in die Formel

v='4D.-D-

w

ein.
Losung: V = % K cot & cot B.

Im Dreieck DBE (Abb. 109) ist ¥ DBE = . Man erhilt
DE =1Isinf und BD = lcosf,



d. h., esist

Ez_}_?g__lcosﬂ

V2 2

Aus dem Dreieck ADE bestimmt man AE = «/ AD? + DE?. Der Winkel ¢,
den die Kante AE mit der Ebene der Grundfiéche einschlieBt, ist ¥ EAD (nach-
weisen!). BDE
Im Dreieck ADE gilt ferner tan ¢ = >

E

Abb. 109

Lasung: DE=1- sin f;

—_ 2
,TE=CE=1\/1_+;'_"/’.

@ = arctan (\/i tan B).

632. Die Seitenfliiche ABD in Abbildung 110 ist die groBte, da ihre Flachenhohe DE
groBer ist als die Hohe CD = h der beiden anderen Seitenflichen und da die
Grundlinien aller drei Seitenflichen gleich sind. Im Dreieck ACD gilt

4D =-2 und h=atanf.
cos

Weiterhin erhilt man im Dreieck AED

DE=\/AD‘—AE’=\/ ez,
cos“f 4
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Der Neigungswinkel der groBten Seitenfliche gegeniiber der Grundfliche ist

— 3

der Winkel DEC (nachweisen!). Es gilt tanx = _—h_—, wobei CE = i
ist. CE

a’ 2tanf

Losung: A = \/4 —cos’f; « = arctan =

4cos B V3
/]

Abb. 110 Abb. 111
633. Die Schnittfliche 4 ist gleich ;A_C - MN (Abb. 111). Tm rechtwinkligen Drei-

eck ABN (hier ist X NAB = 30°) erhdlt man

a und BN =-a.

BN | =

_ ! 2 2

Im Dreieck NBM gilt 3N = /(£) + .
VA2 2

wobei 4 = a tan « aus dem Dreieck ABD bestimmt werden kann.

/3

Losung: A = .
4cosx

634. a) Darstellungsverfahren' :
Um die Schnittfliche, die senkrecht auf der Grundifiiche 4BC (Abb. 112) steht
und die Seiten 4B und 4C dieser Grundfliiche halbiert, darzustellen, wird die
Verbindungsstrecke MN der Seitenmitten dieser beiden Seiten konstruiert.

1 Zur Darstellung einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide sei auf die Aufgabe 603 auf Seite 112 ver-
wiesen.
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