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AUS DEM YORWORT ZUR RUSSISCHEN AUSGABE

Die ersten drei Binde der ,,Enzyklopadie der Elementarmathematik*
(kurz EJEM genannt), die sich mit Arithmetik, Algebra und Analysis be-
fassen, erschienen vor mehr als zehn Jahren. Inzwischen erlitt unser Mit-
arbeiterkollektiv schmerzliche Verluste. Im Jahre 1959 verstarb nach langer
Krankheit A.J. CHINTSCHIN; kurz vorher war auch D.I. PEREPELKIN ver-
storben, der an den Banden iiber Geometrie mitgearbeitet hatte. DaB es
trotzdem gelang, die EAEM weiter for t ist tlich W. G. Bor-
TsaNSKI und I. M. JacLoM zu verdanken.

Aus dem Vorwort zum ersten Band, in dem die Besonderheiten dieses
Werkes zum Ausdruck gebracht werden, méchten wir folgende Stelle zitieren:
,,Es [das Werk] kann nicht als Einfithrung in den behandelten Stoff dienen,
sondern ist fiir Leser bestimmt, die die El tarmathematik bereits studiert
haben und schon Lehrer der Elementarmathematik sind oder es werden wollen.
Die ,Enzyklopédie‘ halt sich in der Regel weder an die Reihenfolge noch an die
Methode der Darstellung der Mathematik in der Oberschule, da beide durch
die Entwicklung des Auff, gsvermogens der Schiiler und die all i
bildenden Ziele der Oberschule bedingt sind, d. h. durch Erwa,gungen, die fiir
den ausgebildeten Fachmann ohne Belang sind. Grundsatz unseres Aufbaus
ist es vielmehr, jene Fragen der Mathematik, aus denen die Schulmathematik
besteht, in systematischer und méglichst einfacher und zuginglicher Form
darzulegen. Daneben sollen auch Fragen angeschnitten werden, die zwar
nicht direkt im Unterricht behandelt werden, die aber fiir das richtige und
bewuBte Verstindnis der Schulmathematik notwendig sind oder Perspektiven
auf eine weitere Entwicklung ihres Inhalts und ihrer Methoden erdffnen.*

Diese unsere urspriingliche Absicht hat sich nicht geindert. Auch blieben
wir bei unserem EntschluB, der Geometrie zwei aufeinanderfolgende Binde
zu widmen. Hinsichtlich des Inhalts dieser beiden Bénde haben wir jedoch
Anderungen vorgenommen, Jie in der Hauptsache von dem Wunsch diktiert
waren, Bemerkungen von Rezensenten und Lesern zu den ersten drei Bianden
zu bericksichtigen. Uber die jetzt vorgenommene Auswahl der Themen und
deren Reihenfolge kann sich der Leser anhand des Inhaltsverzeichnisses in-
formieren.

Der vierte und fiinfte Band der EdEM bilden zusammen ein einheitliches
(Ganzes, so daB sie unabhingig von den frither herausgegebenen Bénden, die
ebenfalls einen abgeschlossenen Zyklus bilden, benutzt werden kénnen.

Im Jahre 1951, als der erste Band der EAEM erschien, konnte kaum jemand
vorhersehen, daB sich neue mathematische Berufe (wie z. B. der des Program-
mierers) entwickeln wiirden; auf diese Berufe sollte schon in der Oberschule
vorbereitet werden. Diese neuen Aufgaben erfordern eine berpriifung und
Erweiterung des Begriffes ,,Elementarmathematik”. Die diesbeziiglichen




VI Vorwort

Fragen wollen wir in den letzten Binden behandeln (es sind insgesamt sieben
Binde geplant), die somit in vielem von dem abweichen werden, was wir im
Vorwort zum ersten Band umrissen hatten.

Wiirden wir heute noch einmal von vorn anfangen, so wiirden wir vor allen
Dingen die Struktur und die Art der Darlegung in den friiher erschienenen Bén-
den éindern, aber wir denken, daB8 sie trotz allem sehr niitzlich sind. Wir hoffen,
daB dieser und der folgende Band der EdEM ihren Leserkreis finden und nicht

nm' Math tikleh an Oberschulen sowie Studenten an Umvemta.ten,
hschul ?ndP’f-‘Lq gisch .F tituten wertvolle Dienste leist n
a.nch alle mat tisch Int ten ansprechen werden.

Die Redaktion

Die deutsche Ausgabe der ersten drei Bande der EAEM hat, wie die gute

Resomnz und die mehrfachen Nachauflagen beweisen, ihren Platz in unserer

tischen Literatur gefunden und sich viele Freunde erworben. Die

Binde iiber Geometrie wurden lange erwartet. Wir dirfen daher annehmen,

daB auch dieser vierte Band und der in Vorbereitung befindliche fiinfte Band
ebenfalls auf groBes Interesse stoBen werden.

Herausgeber und Verlag
der deutschen Ausgabe
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B. A. ROSENFELD

AXIOME UND GRUNDBEGRIFFE DER GEOMETRIE



§ 1. Das Entstehen grundlegender Begrifte der Geometrie

1.1. Die Begrlﬂe der Goometrie als Resultate  von Abstraktionen. Die Geome-

trie ist die al haft von den riumlichen Formen. Mit kompli-
zierteren riumlichen Formen kam in der Vorzeit der Mensch vor allem bei der
Vermessung von Lindereien in Beziehung, und so k t es, daB die Bezeich-

nung Geometrie von dem griechischen Wort yewuetpix herriihrt, das ,,Erd-
messung*‘ bedeutet. Mit weiteren riaumlichen Formen wurde der Mensch bei
der Errichtung von Gebauden, der Herstellung von GefiBen usw. bekannt.

Die Geometrie, wie auch die gesamte Mathematik, untersucht bestimmte
Gesetzmal.’olgkelten der realen Welt. Dabei unterscheiden sich jedoch die
math Wi haften in einem charakteristischen Punkte von
anderen Wissenschaften, die spezielle physikalische, chemische, biologische,
Gkonomische oder andere GesetzmiBigkeiten studieren. Im Gegensatz zu
anderen Wissenschaften untersucht namlich die Mathematik die Objekte der
realen Welt auf eine sehr abstrakte Weise, wobei sie grundsitzlich von deren
konkreter Natur absieht. Insbesondere beschiftigt sich die Geometrie z. B.
mit der duBeren Form der Gegenstinde und abstrahiert dabei von ihrer stoff-
lichen Beschaffenheit und ihren physikalischen Eigenschaften gerade so, wie
sich beispielsweise die Arithmetik nur mit Anzahlen von Gegenstinden und
zwischen Anzahlen bestehenden Beziehungen befaB3t. Dieser abstrakte Charak-
ter der Mathematik ermoglicht es andererseits, ja macht es in einem gewissen
Sinne sogar erforderlich, in hohem MaBe die deduktive Methode anzuwenden,
d. h. die mathematischen G aBigkeiten aus einer kleinen Zahl von grund-
legenden Annahmen (Definitionen, Axiomen) durch logische Schliisse ab-
zuleiten. Dagegen arbeiten die meisten anderen Wissenschaften iiberwiegend
induktiv, d. h. stellen ihre allgemeinen GesetzmaéBigkeiten auf der Grund-
lage einzelner empirischer Beobachtungen auf.

Allerdings spielten empirische Beobachtungen und praktische Versuche bei
der Entstehung der ersten mathematischen Begriffe und der Aufstellung der
ersten mathematischen Sitze ebenfalls eine wichtige Rolle. Gerade weil die
Menschen milli fach auf solche arithmetischen GesetzmiBigkei tieB
wie z. B. die Unabhingigkeit des Resultates eines Zusammenzihlens von
Steinen oder Fingern von der Reihenfolge der gezéhlten Objekte, oder auf
solche geometrischen GesetzmaBigkeiten, wie z. B. die Eindeutigkeit der
Linie, die von einem gespannten, zwei Pflscke verbindenden Seil gebildet wird,
konnten sie die entsprechenden grundlegenden Sétze der Arithmetik und der
Geometrie aufstellen (wie das Kommutativgesetz der Addition und das Axiom
von der Eindeutigkeit der zwei Punkte verbindenden Geraden). Ferner zeugt
die gesamte in der Geometrie verwendete Terminologie mit duBerster An-
schaulichkeit davon, daB die geometrischen Begriffe durch Abstraktion von
realen Gegenstinden verschied Art entstanden sind.

1*
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So stummt z. B. das deutsche Wort ,,Punkt*‘ von dem lateinischen Wort.
,punctum*, das sich seinerseits von dem lateinischen Wort ,,pungere‘
(stechen) herleitet. Das Wort ,,Linie** kommt von dem lateinischen Wort
»linea®, welches auf das lateinische Wort ,linum* (Bindfaden aus Flachs)
zuriickgeht, wax zeigt, da der Begriff der Linie die Abstraktion von einer
diinnen Schnur ist. Hautig wird das Wort ,,Linie” im Sinne von ,gerader
Linie* gebraucht (woraus sich z. B. der Begnﬁ ,,Lineal* herleitet). Der Begriff
der geraden Linie ist offensichtlich die Abstraktion von einer gespannten Schnur.

Ahnlich liegen die Dinge auch bei den geometrischen Termini gnechlschen
Ursprungs: Das Wort , Sphire’* stammt vofi dem griechischen ,opxigx*
(Ball), ,,Kubus“ von ,xvfoc* (Spielwiirfel), ,,Zylinder* von ,,nwlwégnc
(kleine Walze), ,, Konus' von ,,x@roc** (Fichtenzapfen), ,, Prisma* von ,,mpiopux*
(abgefeilter Balken), ,,Rhombus‘‘ von ,,d6uf0s* (Schellentrommel), ,»Trapez*
von ,,tganéliov (Tischchen) usw. Hiernach leuchtet ein, daB die erwihnten
geometrischen Begriffe Figuren bezeichnen, die Abstraktionen von den Formen
der entsprechenden realen Objekte (Ball, Wiirfel, Walze, Fichtenzapfen, abge-
feilter Balken, viereckige Schellentrommel, Tischchen mit schrigen Beinen
usw.) sind. Das Wort ,,Pyramide* ist abgeleitet von dem griechischen Wort
7o uic* und geht zuriick auf das altagyptische Wort ,,purama‘, womit die
alten Agypter jhre Pyramiden bezeichneten.

Der Faden, das Seil war. nicht nur das Urbild der geometrischen Lmle,
sondern auch -das erste geometrische Instr t: Das g te Seil 1
die Rolle eines Lineals. Hielt man das eine Ende des Seils fest, so beschrieb
das andere Ende wie ein Zirkel einen Kreis. Teilte man ein geschlossenes Seil
durch Markierungen in zwélf gleiche Teile und formte man daraus ein Dreieck,
dessen Seiten aus 3, 4 und 5 Teilen bestanden, so erhielt man ein rechlwinkliges
Dreieck, und auf diese Weise konstruierte man tatsichlich einen rechten Win-
kel. Die Griechen nannten die altagyptischen Geometer, bei denen sie die Geo-
metrie studierten, ,,kpnmeddvonrac’‘. d. h. . Seilspanner. Die élteste geometri-
sche Abhandlung aus Indien, die sich mit Regeln zur Konstruktion von Altaren
befaft, heiBt ,,Sulvasutra®, d. h. ,,Regeln des Seils*. Zirkel und Lineal wurden
sehr frith vor allem auch in China benutzt: Hieroglyphen zur Bezeichnung von
Zirkel und Lineal finden sich im chinesischen Schrifttum aus der Mitte des
2. Jahrtausends v.u.Z. Die alten Griechen schrieben die Erfindung dieser
Instrumente THALES VON MILE’I‘ (6. Jahrhundert v.u.Z.) zu; anscheinend
b die dgyptischen ,Seilspanner, von denen THALES gelernt hat,
diese Instrumente noch nicht. Mit dem Zirkel hiingt die Pragung des Wortes
,Zentrum* zusammen, das sich von dem griechischen Wort , uéwgov (zuge-
spitzter Stab zum Ochsentreiben) herleitet und durch welches spiiter derjenige
Schenkel des Zirkels bezeichnet wird, der im Mittelpunkt eines zu zeichnenden
Kreises steht.

1.2. Die Entstehung der (Aometrie in der alten Welt. Die Herausbildung der
abstrakten geometrischen Begriffe war das Resultat eines langwierigen histo-
rischen Prozesses des Sammelns geometrischer Erfahrungen. Anfangs stellte
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man geometrische Tatsachen auf experimentellem Wege fest, d. h. anhand
einer groBen Zahl spezieller Beispiele, wobei die in diesen Sonderfallen erhal-
tenen Resultate auf andere Fille verallgemeinert wurden. Dies geht z. B. aus
uns iberlieferten Regeln zur Berech des Flicheninhalts von Vierecken
hervor, die von den Agyptern und Indern verwandt wurden, aber nurin Spezial-
fillen eine g im al i Fall dagegen bloB eine angenaherte Losung
der Aufgabe liefern: Die Kgypter lefinierten den Flacheninhalt eines beliebi

Vierecks mit den aufeinanderfolgenden Seiten a, b, ¢, d durch das Produkt

a;c.b:d und die Inder durch ¥Y(» —a) (® — b) (p — ¢) (p — d) mit

p= %(a + b + ¢ + d). Die erste Definition ist nur fir Rechtecke und die

zweite nur fiir einem Kreis einbeschriebene Vierecke richtig.

Soweit bekannt ist, war THALES der erste, der Beweise fiir einfachste geome-
trische Behauptungen aufstellte. Vor ihm sah man also die Notwendigkeit,
geometrische Tatsachen zu ,beweisen‘, augenscheinlich nicht ein. Die Be-
weise des THALES sind uns nicht bekannt, aber es diirfte feststehen, daB diese
Beweise sich nicht auf andere geometrische Fakten (Axiome, frither bewiesene
Satze) griindeten, so wie das bei unseren heutigen geometrischen Beweisen
der Fall ist. Aus der Art der von THALEs aufgestellten Satze 1aBt sich jedoch
auf seine Beweisfithrungen schlieBen. Fast in allen Satzen des THALES wird die
Gleichheit irgendwelcher geometrischer Figuren behauptet: die Gleichheit
der beiden Teile einer Kreisfliche, in die sie durch einen Durchmesser geteilt
wird ; die Gleichheit von Scheitelwinkeln; die Gleichheit der Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks; die Gleichheit zweier Seiten in einem Dreieck mit
zwei gleichen Winkeln ; die Gleichheit zweier Dreiecke, die in zwei Seiten und
dem von ihnen eingeschl ‘Winkel ibereinsti Die Beweise dieser
Satze fiihrte THALES zweifellos so, daB er die Figuren, deren Gleichheit er
beweisen wollte, durch eine passende Transformation miteinander zur Deckung -
brachte. Der bekannte Satz des THALES, daB jeder Peripheriewinkel iiber
einem Durchmesser eines Kreises ein rechter Winkel ist, wurde von ihm hochst-
wahrscheinlich so bewiesen: Durch eine Drehung der Figur um 180° entsteht
ein dem Kreis einbeschriebenes Viereck, von dem zu zeigen ist, daB es ein
Rechteck ist, und dies wurde wahrscheinlich durch Umklappen des Vierecks
um seine Mittellinien bewiesen.?)

§ 2. Die ,,Elemente des Euklid

2.1, Euklid und seine Vorgiinger. Nachdem eine Reihe von geometrischen
Behauptungen exakt formuliert vorlagen, ergab sich die Moglichkeit, mit ihrer
Hilfe weitere Behauptungen (als Theoreme) zu beweisen. Die ersten derartigen

1) Eine Variante eines solchen Beweises findet sich in dem Artikel ,,Geometrische
Transformationen*; vgl. S. 62.
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Beweise vieler geometrischer Sitze schreibt man PyTHAGORAS und DEMOKRIT
(V. Jahrhundert v. u. Z.) zu.

Man hilt HipPokRATES VvON CHIOS (um 440 v. u. Z.) fiir den ersten Verfasser
eines systematischen, auf Definitionen und Axiomen aufgebauten Geometrie-
kurses. Dieser Kursus und seine spiteren Bearbeitungen wurden als ,,27oryein
(Elemente, d. h. Urstoffe) bezeichnet, weil in diesen Kursen die Geometrie
mit Hilfe von Definitionen und Axiomen so aufgebaut wurde, wie man sich
einen physikalischen Korper aus den ,,Elementen‘‘ (Urstoffen, d. h. aus Feuer,
Luft, Wasser und Erde) zusammengesetzt vorstellte. Die weitere Vervoll-
kommnung dieser Kurse fihrte schlieBlich zum Erscheinen der beriihmten
Biicher EvkLIDs im III. Jahrhundert v. u. Z. in Alexandria. Diese Biicher wur-
den ebenso bezeichnet wie das (iiberhoite) Buch des HipPOKRATES und dessen
spatere Bearbeitungen. Eine wesentliche Rolle fiir die Ausarbeitung der ,,Ele-
mente‘* EUKLIDs spielten die im IV. Jahrhundert v. u. Z. durch PraToN und
insbesondere durch ARISTOTELES geschaffene Beweistheorie und die von beiden

bei allgemeinen Prinzipien tber den deduktiven Aufbau einer
Wissenschaft (d. h. ‘den Aufbau einer Wissenschaft mit Hilfe von Ableltungen
Beweisen). Von der lateinischen Bezeichnung der ,Elemente” EUkLIDs
(,,elementa‘’) rithrt die Bezeichnung El 17 trie her. Die Elementar-
geometrie beinhaltet demgemaB die Gesamtheit der geometrischen Resultate,
die bei EUKLID dargelegt sind oder die man durch analoge Methoden erhalten
kann.

Die ,,Elemente* EURLIDS bestehen aus 13 ,,Biichern*. Das 1. bis 6. Buch
enthalten die Planimetrie, das 7. bis 10. Buch die Arithmetik und die nicht-
kommensurablen GroBen, die man mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstru-
ieren kann, und das 11. bis 13. Buch die Stereometrie. Das 1. Buch beginnt
mit einer Darlegung von 23 Definitionen (6got) und 10 Axiomen, wobei die
ersten 5 dieser Axiome als ,,Postulate* (xir/juarax) und die iibrigen als ,,allge-
meine Abfassungen‘ (xotvax{ Eévvoixt) bezeichnet werden. Weitere Definitionen
sind in den Einfiihrungen zu den anderen Biichern enthalten.

Ungeachtet dessen, daBB die Werke der Vorginger EukLIDS uns nicht iiber-
liefert sind, kénnen wir doch eine gewisse Vorstellung von diesen Werken iiber
die ,,Elemente* EUKLIDs gewinnen. In den ,Elementen’ Eukvrips gibt es
némlich Teile, die logisch nur in sehr geringem MaBe mit den anderen Teilen
zusammenhdngen, und ihr Vorhandensein 1aBt sich nur so erklaren, daB sie
aus Tradition hineingebracht und von den ,,Elementen‘ der Vorginger EUKLIDs
kopiert worden sind. Hierzu gehért vor allem die Einleitung zum 1. Buch.

Die Einleitung zum 1. Buch der ,,Elemente* beginnt mit der Definition des
Punktes: ,,Ein Punkt ist, was keinen Teil hat‘. Eine solche Definition, die
im gesamten Text der ,Elemente nirgends verwendet wird, trat zweifellos
in allen vorhergehenden Varianten der , Elemente* auf. Der Inhalt dieser
Definition besteht darin, daB ein Punkt ein unteilbarer Bestandteil (ein Atom)
des Raumes ist. Eine solche Vorstellung war bei THALES noch nicht vorhanden,
sie erschien zuerst bei PYTHAGORAS und DEMOKRIT. Der Begriff des Punktes
hat bei diesen beiden Denkern jedoch einen ganz unterschiedlichen Charakter:
Bei PyTHAGORAS, einem Idealisten und Mystiker, der alle GesetzméBigkeiten
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der Welt mit Hilfe von Beziehungen zwischen Zahlen zu erklaren versuchte,
haben die Punkte keine Ausdehnung, sondern nur eine Lage im Raum ; PyTaa-
GORAS identifizierte die Punkte mit Zahleneinheiten sowie entsprechend seinem
philosophischen System mit den Seelen ungeborener oder gestorbener Menschen
Im Gegensatz dazu besitzen bei DEMOKRIT, dem Schépfer einer at ti
Theorie in der Physik, die Punkte — analog den Atomen der Materie — eine
endliche, wenn auch ,,iibersinnlich

kleine** Ausdehnung. Beide Denker

nahmen aber an, daB in einem end- .
lichen Korper stets eine endliche, o (]
wenn auch sehr groBe Anzahl von e Y .
Punkten vorhanden ist. Die Bestim- 7 4

mung von Flichen- und Rauminhal- Quadratzahlen

ten fiihrten PyTHAGORAS und DE-

MOKRIT auf das Zahlen der Punkte .

in den Figuren zuriick. Dieser Ge- ° oo
sichtspunkt veranlaBte die Pythago- ° ¢ . s
réer zum Studium sogenannter ,.figu- .. * 0 o o0
rierter Zahlen*: ,,Rechteckszahlen‘,
»Quadratzahlen*, ,Dreieckszahlen*,
,,Polygonalmhlen ,,lederznh- Abb. 1

len*, ,,Kubik .

zahlen” usw.; das sind die Elementanzahlen endlicher Mengen von Punk-
ten, die in Form von Dreiecken, Quadraten und anderen Figuren an-
geordnet sind (Abb. 1). ,,Rechteckszahlen* sind also Zahlen, die sich
als Produkt zweier ganzzahliger Faktoren groBer als 1 darstellen- lassen;
,,Quaderzahlen* sind Produkte aus drei Faktoren. Die Bezeichnungen ,,Qua-
drat-“ und ,,Kubikzahlen‘‘ verwenden wir auch heute noch. Durch Aufsum-
mation der endlich vielen Atome in verschiedenen ebenen Figuren und in
Korpern fand DEmMokRrIT mit Hilfe einer originellen naherungsweisen Inte-
gration Formeln fiir den Flacheninhalt des Kreises sowie fiir den Rauminhalt
der Pyramide, des Kegels und der Kugel.

Die folgenden Definitionen Eukrips: ,Eine Linie ist eine Lange ohne
Breite*, ,,eine Flache ist, was Lange, Breite, aber keine Tiefe hat‘‘ haben eben-
falls in atomisti Vorstell g ihren Ursprung. Eine Linie, die sich
PyTHAGORAS und DEMOKRIT als eine Kette von Punkten vorstellten, galt als
teilbar in ihrer Richtung, aber als nicht teilbar ,,in der Breite*‘; entsprechend
wurde eine Fliche in zwei Richtungen (ndmlich in , Lénge‘‘ und ,,Breite‘) als
teilbar angesehen, nicht aber als teilbar ,,in der Tiefe*‘.

Sehr alt sind offensichtlich auch die bei EvkLID angegebenen Definitionen
der Geraden und der Ebene. ,Eine Gerade ist eine Linie, die gleichformig zu
den in jhr enthaltenen Punkten liegt’ und ,eine Ebene ist eine Fliche, die
gleichférmig zu den in jhr enthaltenen Geraden liegt.* Weiterhin werden Defi-
nitionen des Winkels, des Polygons, des Dreiecks und Vierecks und ihrer
speziellen Formen, des Kreises und seiner Teile sowie der parallelen Linien
angefiihrt. Parallelen werden dabei folgendermaBen definiert: ,,Parallelen

e & o o
.® o0 0
oo o0
e o0 0

~e
w

Dreieckszahlen
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sind gerade Linien, welche in derselben Ebene hegen und nach beiden Seiten
unbegrenzt verldngert auf keiner Seite mitei treffen‘‘.

2.2. Die ,,Postulate‘ Euklids. Die Postulate EvkLIDs sind im wesentlichen
Regeln fiir Konstruktionen mit Hilfe eines idealen Lineals und eines idealen
Zirkels. Die ersten beiden Postulate: ,,Es soll gefordert werden, da man von
jedem Punkte zu jedem Punkt eine Gerade ziehen kann‘‘ und ,,daB man jede
begrenzte Gerade ununterbrochen verlingern kann“ beschreiben Konstruk-
tionen mit Hilfe eines idealen Lineals. Das dritte Postulat, ,,daB man um jeden
Mittelpunkt mit jedem Halbmesser einen Kreis beschreiben kann* legt die
Konstruktion mit einem idealen Zirkel fest.!) Das vierte Postulat, ,,daB alle
rechten Winkel einander gleich sind*, ist iiberfliissig ; wie spater bemerkt wurde,
1aBt es sich unschwer aus den iibrigen Axiomen ableiten. Das letzte Postulat
EukLips, sein beriihmtes V. Postulat, lautet: ,,Wenn eine Gerade zwei andere
Geraden trifft und mit ihnen auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zu-
sammen kleiner als zwei Rechte sind, sollen jene beiden Geraden, unbegrenzt
verlangert, auf der Seite zusammentreffen, auf der die Winkel liegen, die
kleiner als zwei Rechte sind*“‘.

In den Formulierungen der Postulate begegnen wir der ,,Gleichheit* von
Winkeln und der Beziehung, da8 die S zweier Winkel , kleiner‘‘ als ein
dritter ist. Diese Begriffe werden durch die ,,Axiome‘?) EvkLIDs ndher fest-
gelegt, die im wesentlichen Prinzipien des Lingen-, Winkel-, Flacheninhalts-
und Volumenvergleichs sind. Es sind ebenfalls fiinf Prinzipien: ,,Dinge, die
demselben Dinge gleich sind, sind auch einander gleich*, ,,Wenn man Gleiches
zu Gleichem hinzufiigt, dann sind auch die Summen gleich*, ,,Wenn von
Gleichem Gleiches abgezogen wird, dann sind auch die Reste gleich, ,,Dinge,
die einander decken, sind einander gleich*, ,, Das Ganze ist groBer als sein Teil‘“.
Das vierte Axiom ist ein Kriterium fiir die Gleichheit von Strecken und Win-
keln, das — wie wir oben erwiahnten — bereits von THALES verwendet wurde.
Ferner liefert es eine hinreichende (jedoch keine notwendige) Bedingung fiir
die Gleichheit des Flacheninhalts von komplizierteren Figuren, d. h., bei der
Anwendung auf den Flicheninhalt muB8 man dieses vierte Axiom folgender-
maBen auffassen: ,,Figuren, die sich miteinander zur Deckung bringen lassen,
haben den gleichen Flicheninhalt (sind einander in bezug auf den Flichen-
inhalt gleich). Die Gleichheit des Flicheninhalts von Polygonen verschiedener
Form wird bei EUKLID dadurch bewiesen, daB man neben dem vierten Axiom
auch die ersten drei Axiome verwendete.?) Das fiinfte Axiom ergibt zusammen

1) Ein vollstindi von ,,Px ! ‘“ fiir die Losung von Konstruktionsauf-
gaben mit Hilfe von Zirkel und Lineal findet der Leser in dem Artikel ,,Uber die Losbar-
keit von Konstruktionseufgaben mit Zirkel und Lineal* auf S. 208.

2) Im Original steht ,,allgemeine Begriffe‘; wir fo]gen hier C. THAER: ,,Die Elemente
von Euklid*, Ialpzlg 1933. — Anm. d wissenschaftl. Red

3) Ein vollsti System von ,,P \! ¢ fiir die Fl&chenmhaltsberechnungen und
eine Darl der d Unt. h iiber den Flicheninhalt findet der Leser am
Anfang des Artikels iiber Flichen- und Rauminhalt in Band V der EdEM.
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mit den anderen ein Kriterium dafiir, daB eine Figur (in irgendeinem Sinne)
groBer als eine andere ist. Um beispielsweise nachzuweisen, daB die Summe
zweier Winkel groBer als ein dritter» Winkel ist, muBte man sich davon tiber-
zeugen, daB sich der dritte Winkel in den von den ersten beiden Winkeln
gebildeten Winkelraum hineinlegen lat.

Unter der Losung einer Aufgabe verstand EUKLID stets eine Konstruktion
mit Hilfe eines idealen Zirkels und eines idealen Lineals. Insbesondere bestand

die Besti g eines Flacheninhalts oder eines Volumens fiir EUKLID in der
Aufgabe, mit Zirkel und Lineal ein Quadrat bzw. einen Wiirfel zu konstruieren,
dessen Flicheninhalt bzw. Vol gleich dem der gegebenen Figur ist, d. h.

wie man sagt, in einer Quadratur oder einer Kubatur der betreffenden Figur.
Da die Quadratur des Kreises und die Kubatur der Kugel mit Hilfe von Zirkel
und Lineal nicht gelang (und, wie spiter von LINDEMANN bewiesen wurde,
unméglich ist), betrachtete EUkLip weder den Flacheninhalt eines Kreises
noch das Volumen einer Kugel. Mit der Losung solcher Aufgaben beschaftigte
sich (bald nach EukLID) vor allem ARCHIMEDES, der fiir zahlreiche ebene
Figuren den Flacheninhalt und fiir viele Kérper das Volumen mit Hilfe von
Methoden, die auf DEMOKRIT zuriickgehen, bestimmte.

Einen wesentlichen Bestandteil der ,Elemente” Eukrips bilden Kon-
struktionen mit Hilfe von Zirkel und Lineal fiir die Netze der fiinf regelmiBigen
Polyeder, die einer Kugel von gegebenem Radius einbeschrieben sind, und
Untersuchungen iiber die dabei erhaltenen inkommensurablen GroBen.

2.3. Der Begrift der Stetigkeit bei Euklid und seinen Vorgﬁngem. Zwar weisen
die ersten Definitionen EUkLIDS noch Spuren der at hen Vorstell
des PyTHAGORAS und des DEMOKRIT auf, jedoch wurde diese Vorste]lung von
EukwLID selbst nicht geteilt. Zum Beispiel nahm EUKLID an, daB sich eine ge-
gebene Strecke mit Hilfe seiner idealen Instr beschrinkt oft unter-
teilen laBt. Kurven, Flichen und Korper stellt sich EURLID stetig vor, und er
benutzte z. B. hiufig die Tatsache, daB zwei Geraden oder Kreise sich schnei-
den, wenn zwei Punkte einer dieser Geraden bzw. eines dieser Kreise auf ver-
schiedenen Seiten der anderen Geraden bzw. des anderen Kreises liegen.
PyTHAGORAS und DEMOKRIT kannten den Begriff der stetigen GroBe nicht;
fiir sie waren Kurven, Flichen und Korper Mengen von einzelnen, diskreten
Punkten. Schon ARISTOTELES definierte eine stetige GroBe als eine GroBe mit
der Eigenschaft, daB bei jeder Zerlegung in zwei Teile diese Teile stets eine
gemeinsame Begrenzung haben (man vergleiche hierzu die Ausfithrungen auf
S. 31). Bei Evruip findet man diese bemerkenswerte Definition nicht auf-
gefiihrt, weil seine Definitionen — wie wir oben erwiahnt haben — aus élteren
voraristotelistischen Darstellungen iibernommen sind. Trotzdem fate EvkLID
Kurven, Flichen und Koérper als stetig im Sinne von ARISTOTELES auf.

Im AnschluB an seine Definition der stetigen GroBe argumentiert allerdings
ArisToTELES folgendermafBlen: Wihrend man eine diskrete GrofSe als Menge
von Punkten auffassen kann, darf man eine stetige GroBe in keinem Fall als
eine Menge von unteilbaren Elementen ansehen. Er ging dabei offensichtlich
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davon aus, daB zwei Punkte, die stetig aneinanderstoBen, zu einem emugen
Punkt verschmelzen und somit keine Ausdehnung besit da ja ein ei
Punkt, wie er annahm, keine Ausdehnung hat. Das gleiche miisse dann auch
mit einer beliebigen Gesamtheit von Punkten geschehen, wobei ARISTOTELES
diese fiir eine endliche Anzahl von Punkten sicher richtige Behauptung auch
auf unendliche Punktmengen iibertrug. Deshalb stellte sich ARISTOTELES eine
Kurve nicht wie PyrHagoras und DEMOKRIT als eine Menge von Punkten
vor, sondern als einen ,,0rt*, an dem sich Punkte ,,befinden kénnen‘‘. Hiervon
riihrt der heute noch verwendete Terminus ,,geometrischer Ort von Punkten*
her, den man bei Kurven oder Flichen anwendet, deren Punkte durch kon-
krete Bedingungen festgelegt sind: ARISTOTELES und die nachfolgenden
Mathematiker konnten sich indes diese Kurven oder Fliachen nicht als Mengen
von Punkten vorstellen.!) Auch EukLID vertrat den Standpunkt des ARrisTo-
TELES, daB eine stetige GroBe nicht aus unteilbaren GroBen bestehen kann.

Wir bemerken zum Abschlu8 folgendes: Wahrend bei PyTHAGORAS und
DEeMOKRIT noch die Arithmetik mit der Geometrie vereint war, betont EvkrLin
stindig, daB es sich hierbei um prinzipiell verschiedene Wi haften handle.
Beispielsweise behandelt er in den ,,Elementen* die Theorie der Proportionen
stetiger GréfBen im 5. Buch und beweist dann die gleichen Sitze fiir ganz-
zahlige Proportionen nochmals im 7. Buch.

2.4. Bewegungen. Die Bewegungen (als starre Verschiebungen von Figuren)
und insbesondere das Zur-Deckung-Bringen, die grundlegende Beweismethode
des THALES, spielen auch bei EUKLID eine wesentliche Rolle. Wir erwihnten
bereits, da8 Evkrip Figuren genau dann als gleich ansieht, wenn man sie
durch eine Bewegung zur Deckung bringen kann. Zur Ubertragung einer Strecke
verwendet EURLID standig den Zirkel, und selbst die Erzeugung einer Geraden
und eines Kreises mittels Lineal und Zirkel geschieht durch eine Bewegung.
Im 11. Buch der ,Elemente definiert EUKLID die Sphire direkt als das
Resultat der Drehung eines Halbkreises um einen Durchmesser. In allen Fallen
jedoch, in denen Eukrip ohne Verwendung von Bewegungen auskommen
kann, verfihrt er auch so. Wir finden bei ihm weder eine Definition der allge-
meinen Bewegung noch eine solche der Drehung um einen Punkt oder um eine
Achse.

Wir sehen also, dal EukLip fiir einige grundlegende Begriffe der Geometrie
(z. B. Punkt, Linie, Fliche) im wesentlichen traditionelle Definitionen wieder-

l) Dlese fn,lschen Vomtellungen des A.BISTOTELES und der in diesem Zusammenhang
her Ort von Punkten‘ lastet bis heute als

schwere Biirde auf der Method:k der Schulmath ik. In Wirklichkeit stimmt der
Begriff ,,geometnwher Ort von Punkten‘ vollstand:g u:uv dem Begrlﬂ‘ ,.Menge von Punk
ten'* (die eine gegebene Eigenschaft besit: : Eine g ge ist

zugleich auch ein ,,geomatmcher Ort von Punkten (und zwar msbeaondere der geome-
trische Ort aller Punkte, die die Eigenschaft haben, zu dieser Menge zu gehéren). Vgl. im
Zusammenhang hiermit den § 4 des Artikels ,,Allgemeine Prinzipien geometrischer Kon-
struktionen‘ auf S. 1781.
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gibt, sie aber gar nicht anwendet, da er die Vorstellungen, in deren Zusammen-
hang diese Definitionen entstanden sind, nicht mehr teilt. Fiir andere grund-
legende Begriffe der Geometrie, wie Stetigkeit und Bewegung, die er stindig
verwendete, gibt er keine Definitionen. Trotzdem findet man in der Geometrie
EukLIDs bereits die genaue Vorstellung vom Punkt, der keine Ausdehnung,
aber eine bestimmte Lage hat, von der Linie als dem Ergebnis der Bewegung
eines Punktes und insbesondere von der Geraden und dem Kreis als Linien,
die durch eine mittels des idealen Lineals und des idealen Zirkels erzeugten
Bewegung entstehen. SchlieBlich findet man die Betrachtung von Flachen, die
man als Ergebnis der Bewegung von Linien erhilt, insbesondere der Rotations-
flichen, die sich als Resultat der Drehung einer Linie um eine Achse ergeben.

& 3. Die Herausbildung der axiomatischen Methode

3.1, Die Entstehung der nichteuklidischen G trie. Die stirksten Impulse
fiir die weitere Entwicklung der Geometrie waren die verschiedenen Kritiken
am Werk des Eukrip. Eine Reihe von Mathematikern kritisierten bei EvkwLip,
daB er sich auf die Betrachtung nur solcher geometrischer Groen beschrinkte,
die man mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruieren kann, und da8 er daher
viele praktisch wichtige Aufgaben, wie z. B. die Ermittlung des Flacheninhalts
des Kreises und des Volumens der Kugel, nicht behandelte. Diese Liicken bei
Evukrip wurden, wie wir bereits erwihnten, in gewissem Umfang durch
ARCHIMEDES geschlossen. Andere Mathematiker kritisierten an EUkLID, daB
er die Geometrie und die Arithmetik trennte und iiberfliissigerweise fiir ganze
Zahlen aufs neue das bewies, was er frither schon fiir geometrische GréBSen
gezeigt hatte. Dritte iibten Kritik an den Axiomen des EvUkLID, d. h. an seinen
,,Postulaten’ und ,,allgemeinen Abf gen*‘, und schlugen vor, einige
Axiome wegzulassen oder, im Gegenteil, neue hi fiigen. Besonders grole

inungsverschiedenheiten rief das verwick und am igsten ansch

liche Postulat EvkLIDs — sein V. Postulat — hervor. Viele Mathematiker
glaubten, daB dieses Postulat iiberfliissig sei und daB man es als Theorem aus
den iibrigen Axiomen beweisen konne. Andere vermuteten, da man das Postu-
lat Eukvips durch ein einfacheres und anschaulicheres Postulat ersetzen konne.
Ein einfacheres Postulat, das dem V. Postulat dquivalent ist, ist z. B. das fol-
gende: ,,Durch jeden nicht auf einer gegebenen Geraden liegenden Punkt kann
man in der durch die Gerade und den Punkt bestimmten Ebene nicht mehr
als eine Gerade legen, die die gegebene Gerade nicht schneidet*‘.

Diese Kritik an Evkrip, die sich iiber 2000 Jahre hinzog, fithrte zu zwei
besonders wichtigen Entdeckungen. Die Kritik an der Trennung zwischen
Geometrie und Arithmetik, wie man sie bei EUKLID findet, fithrte zur Schaffung
des umfassenden Begriffs der reellen Zahl, mit dessen Hilfe man jetzt nicht
nur die Verhéltnisse kommensurabler geometrischer GréBen, sondern auch die
Verhiltni inkc abler GroBen charakterisieren kann; einen reellen
Wert kann man auBerdem stetig indern. Damit war die Einfithrung der reellen
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Zahlen in die Mathematik gleichbedeutend der Einfilhrung stetig verdnder-
licher GréBen in die Mathematik. Diese Umwilzung in der Mathematik, die
in erster Linie mit dem Namen RENE DEscArRTES (XVII. Jahrhundert) ver-
bunden ist, filhrte kurz darauf zum systematischen Ausbau der Differential-
und Integralrechnung, dem mathematischen Apparat der Mechanik und der
klassischen Physik.?)

Der Meinungsstreit iiber die Giiltigkeit des V. Postulats fiihrte schlieSlich da-
zu, daB zu Begmn des XIX. JJahrhunderts N. I. LoBaTscHEwWSKI, J. BoLyAr und
C. F. Gauss eine neue Geometrie schufen?), in der alle Axlome der Eukhdx-
schen Geometrie erfiillt sind, mit Ausnahme des V. Postulat
richtig ist: ,In einer Ebene kann man durch jeden Punkt auBerhalb einer
gegebenen Geraden mehr als eine Gerade legen, die die gegebene Gerade nicht
schneidet.” Diese Geometrie erwies sich als ebenso widerspruchsfrei wie die
Geometrie Eukrips. Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie wider-
legte die Meinung vieler Gelehrter, die fest davon iberzeugt waren, da die
Geometrie EUKLIDs die einzig dankbare Geometrie sei, die bereits vor jeder
Erkenntnis der realen Welt in unserem BewuBtsein vorhanden ist. Nach
Herausbildung der neuen Geometrie ergab sich die Frage, welche Geometrie
in der Wirklichkeit giiltig ist: die Geometrie EUKLIDs oder die Geometrie
Lonuscnnwsxts. Eine unwiderrufliche Feststellung, daB die euklidische
G trie die richtige Widerspiegel der Wirklichkeit sei, beantwortet
diese Fmge mcht well die deersplegelung immer nur naherungsweise erfolgt:
So sind beispi Experimente in kleinen Bereichen der Erdoberfliche
mit der Voraussetzung vertriglich, da die Oberfliche der Erde eine Ebene
ist, und es sind Experimente in groflen Bereichen nétig, um zu beweisen, daB
man sich diese Fliache richtiger als Kugel vorstellen muB. Analog hierzu unter-
scheidet sich die Geometrie LoBATSCHEWSKIs in kleinen Bereichen fast nicht
von der Geometrie EUKLIDs, und der Unterschied zwischen ihnen zeigt sich
erst in groBen Raumbereichen. Damit ergab sich sofort nach der Begriindung
der LoBATscHEWSKIschen Geometrie die Frage nach naturwissenschaftlichen
Experimenten in groBen Bereichen des realen Raumes, die die geometrische
Struktur der Welt, in der wir leben, kliren sollten.?)

3.2. Die axiomatische Methode in der Mathematik. Wie die Konzeption des
DEscarTEs von einer Mathematik mit festen GroBen zu einer Mathematik
mit veranderlichen Groen fiihrte, so fithrte die Entdeckung LOBATSCHEWSKIs
von einer Mathematik mit konstanten Beziehungen (z. B. zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen in der Geometrie EUKLIDs) zu einer Mathematik mit ver-

1) Die Integralrechnung oglicht es insb dere auch, die Methoden del Dnuoxm’r
und des A zur Besti des Flicheninhalts von kr
Figuren zu einer all, i Theone b (vgl. den Artikel ,,Ableltungen, Inte-
grale, Reihen** in Band III der EdEM). — Anm d. wumuchaﬂl

2) Vgl. den Artikel iiber Nichteuklidisch ien m Band v der EJEM.

3) In der Folge fiihrte die Frage nach den g tri haften der realen Welt
zu Beginn des XX. Jahrhunderts zur Entdeck 1,del"“ ivitatstheori EINSTEINS, die
radikal mit gewohnten g ischen Vorstellungen brach.
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a.ndex'hchen Beziechungen, indem némlich die Bezieh der euklidi
Geometrie durch Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen einer
anderen Geometrie, zunichst der Geometrie LOBATSCHEWSKIS ersetzt wurden.
Im AnschluB an die LoBarscHEwskische Geometrie entstanden zahlreiche
andere widerspruchsfreie Geometrien. Spater wurden dhnliche Verinderungen
an gewohnten Beziehungen auch in anderen mathematischen Disziplinen vor-
genommen. So entwickelten sich neben der iiblichen Algebra viele neue Zweige
der Algebra. Es entstanden eine ganze Reihe vollig neuer mathematischer
Systeme, die keine Analoga in der klassischen Mathematik haben, von denen
ein groBer Teil in verschiedenen Gebieten der modernen Physik oder anderer
Wissenschaften bereits Anwendungen gefunden hat.

Zu diesen bedeutenden mathematischen Entdeckungen gelangten die For-
scher durch die Ausdehnung der Kritik von LoBATSCHEWSKI, Bor yar und Gauss
am V. Postulat des EUKLID auf das gesamte Axiomensystem der euklidischen
Geometrie und spiter durch Ubertragung der in diesem Zusammenhang ent-
standenen axiomatischen Methode auf andere mathematische Disziplinen.
Im Endergebnis entstand jene axiomatische Methode in der Mathematik,
die heute die echte Grundlage sowohl der Geometrie als auch anderer Teile
der modernen Mathematik ist.

Um das Wesen dieser axiomatischen Methoden zu erkennen, betrachten wir
erneut die Geometrie. Bis zur Entdeckung der LoBaTscHEWsKischen Geome-
trie, durch die die Auffassung von der Alleingiiltigkeit der Geometrie EUKLIDS
beseitigt wurde, nahm man an, daB die euklidische Geometrie den realen physi-
kalischen Raum genau beschreibe. Dadurch war der Versuch gerechtfertigt,
die grundlegenden geometrischen Begriffe durch ihre realen Urbilder zu defi-
nieren. So verfuhren EukrLID und seine Vorginger, beginnend mit PYTHAGORAS
und Demoxrir. Wir sahen, daB allerdings die Vorstellungen iiber Punkte,
Linien und Fliachen und jhre Beziehungen untereinander bei den einzelnen
Denkern véllig unterschiedlich waren und ein und dieselbe Definition ,,Ein
Punkt ist, was keinen Teil hat* von den verschiedenen Denkern auf ganz ver-
schiedene Weise gedeutet wurde. Wir sahen ferner, daB das System der Defi-
nitionen und Axiome des EUKLID, das traditionelle Vorbilder wiedergab, nicht
die eigenen Vorstellungen EUKLIDs widerspiegelte und die wichtigsten Begriffe,
die er benutzte, nicht umfaBte.

Aber erst nach der Entdeckung der Geometrie LoBATSCHEWsKIs wurde klar,
daB Evukrips Vorgehen, die grundlegenden Begriffe definieren zu wollen, prin-
zipiell unméglich ist. Wenn viele Geometrien denkbar sind, mufl jede dieser
Geometrien ihre eigenen grundlegenden Begriffe haben, und es kann keine ein-
heitliche allgemeine Definition der grundlegenden Begriffe geben. Mit anderen
Worten, die Definitionen der grundlegenden Begriffe mii von den Axiomen
des betrachteten geometrischen Systems abhéngen. Die Definiti der grund-
legenden Begriffe eines bestimmten geometrischen Systems diirfen sich nur
auf das gegebene geometrische System beziehen, und man darf sie nicht zur
Deﬁnitlon der Grundbegriffe des physikahschen Raumes verwenden, der nur
mit verschiedener Approximati igkeit durch die verschiedenen Sche-
mata geometrischer Raume wndergesplegelt wird.

h
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Da es nicht méglich ist, cine einheitliche Definition der Grundbegriffe fiir
alle moéglichen Geometrien anzugeben, mufl man die grundlegenden Begriffe
einer Geometrie als Objekte belicbiger Natur interpretieren, die die Axiome
dieser Geometrie erfiillen. Nur eine solche Festlegung der Grundbegriffe einer
Geometrie entspricht dem abstrakten Charakter dieser Begriffe. In diesem
Fall sagt man, daB das geometrische System axiomatisch charakterisiert
wird.

Man geht also beim axiomatischen Aufbau cines gewissen geometrischen
Systems (oder allgemeiner beim axiomatischen Aufbau einer gewissen mathe-
matischen Theorie) von einem Awxiomensystem oder, wie man sagt, von einer
Auxiomatik aus. In diesen Axiomen werden die Eigenschaften der Grundbegriffe
der betrachteten geometrischen Systeme beschrieben, und wir kénnen uns
die grundlegenden Begnﬂe als Objekte beliebiger Natur vorstellen, die die in
den Axiomen angeg Eigenschaften besi Von den Grundbegriffen
(z. B. den geometrischen Begnﬁen ,,Punkt*, ,,Gerade* usw.) selbst kann man
sagen, daB sie durch die Axiome indirekt festgelegt werden. Das ist ein Bei-
spiel einer deskriptiven ,,Definition* mathematischer Objekte, d. h. einer Fest-
legung der Objekte durch Beschreibung ihrer Eigenschaften. Keine andere
Definition der Grundbegriffe eines geometrischen Systems ist méglich. Aus
den Axiomen leitet man sodann die ersten Satze her, und aus den Axiomen
und bereits bewiesenen Sitzen leitet man nach und nach weitere Satze ab, deren
Gesamtheit den Inhalt des betrachteten geometrischen Systems bilden. Die
Azxiome sind also urspriingliche Aussagen iiber die grundlegenden Begriffe einer
Geometrie, die dem betrachteten geometrischen System ohne Beweis zugezihit
werden und auf deren Basis alle weiteren Sitze des betrachteten geometrischen
Systems bewiesen werden. Die gleiche Rolle spielen die Axiome auch in anderen
mathematischen Theorien.

Ahnlich verstanden auch EukLip und seine Vorganger die Rolle der Axiome.
Da der Beweis eines beliebigen Satzes der Geometrie seine Ableitung aus ge-
wissen anderen (in der Regel einfacheren) Aussagen bedeutet, kristallisierten
sich im Ergebms einer Jahrhunderte wihrenden ]:.ntwncklung der Geometric
ihre urspriinglichen Aussagen heraus, auf deren Grundlage sich die iibrigen
Sitze beweisen lieBen. Diese ursprungllchen Aussagen (,,Axiome‘* und ,,Postu-
late* bei EUKLID) wurden gerade als Axiome gewihlt. Aus dem Gesagten ist
klar, dal die Axiome der Geometrie einen experimentellen Ursprung
haben, d. h., daB sie gewisse einfache Eigenschaften des realen Raumes wider-
spiegeln. Aus dem Gesagten ergibt sich ferner, dal im ProzeB der historischen
Entwicklung der Geometrie verhiltnismiBig einfache, anschaulich kiare
Aussagen als Axiome gewihlt wurden. Jedoch darf man nicht annehmen, dal
ein Axiom eine einfache Wahrheit ist, die wegen ihrer Offensichtlichkeit keines
Beweises bedarf. ,,Offensichtlichkeit* ist ein der axiomatischen Methode frem-
der Begriff; Einfachheit von Axiomen ist das Resultat einer historischen Ent-
wicklung der Wissenschaft und eine Frage der Bequemlichkeit. Gewisse Sitze
konnen sich als ,einfacher als gewisse Axiome erweisen. Beispielsweise ist
das V. Postulat EUKLIDs zweifellos , .schwerer* zu verstehen als gewisse andere
Sétze der Geometrie.
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§ 4. Modelle

4.1. Modelle der euklidischen Ebene. Wir nehmen an, daB ein gewisses geome-
trisches System (etwa die Geometrie EUkLIDs) mit Hilfe einer Axiomatik (d. h.
durch ein Axic ystem) gegeben ist. Die Objekte, die den Axiomen eines
solchen geometrischen Systems geniigen, gestatten ganz verschiedene konkrete
Deutungen. Diese Deutungen heiflen Interpretationen oder Modelle des betrach-
teten geometrischen Systems.

Wir fithren einige einfache Beispiele von Interpretationen an. Dabei setzen
wir voraus, dafl wir bereits iiber eine gewisse Interpretation der Geometrie
EvukLIps verfiigen (beispielsweise kénnen wir unter der euklidischen Geometrie
das verstehen, was wir uns seit der Schule unter ihr vorstellen). Mit Hilfe dieser
Interpretation konstruieren wir nun eine andere Interpretation der Geometrie
EvuxkLips.

Gegeben sei eine feste Strecke der Linge r. Jede Kugel vom Radius r
nennen wir einen ,,Punkt, jeden unendlichen Kreiszylinder vom Radius r
,,Gerade und jede unendliche Schicht der Dicke 2r, d.h. jeden Teil des
Raumes, der sich zwischen zwei parallelen Ebenen vom Abstand 2r befindet,
eine , Ebene“. Weiter sagen wir, dall ein
,,Punkt* auf einer ,,Geraden* liegt, wenn
die entsprechende Kugel innerhalb des ent-
sprechenden Zylinders liegt. Als Abstand
zwischen zwei ,,Punkten‘’ bezeichnen wir den
Abstand der Mittelpunkte der entsprechen-
den Kugeln. In naheliegender Weise kann
man ferner ,Winkel“, ,Strecken*, , Drei-
ecke* usw. definieren. Man sieht sofort, daB3
man auf diese Weise eine neue Interpreta-
tion der euklidischen Geometrie erhilt: Alle
Axiome (und damit auch alle Sitze) bleiben
bei dieser Interpretation richtig; beispiels-
weise gilt auch jetzt, daB durch zwei belie-
bige voneinander verschiedene ,,Punkte‘
stets genau eine ,,Gerade“ hindurchgeht
(Abb. 2).

Eine andere Interpretation der euklidi-
schen Geometrie!) erhalten wir mittels der
sogenannten stereographischen Projektion. Wir beschrinken uns hier auf
den Fall der Geometrie der Ebene. Es sei /7 eine gewisse Ebene und S eine
Sphire, die sie nicht schneidet. Mit N bezeich wir den am weitesten von
der Ebene IT entfernten Punkt der Sphire 8. Ist A ein beliebiger Punkt der
Ebene IT, so sei A’ der Schnittpunkt der Sphére S mit der Strecke AN (Abb. 3).
Den Ubergang von den Punkten 4, B, ... der Ebene IT zu den entsprechenden

1) Zwei weitere Modelle in Zusammenhang mit der darstellenden Geometrie findet der
Leser im Artikel .,Abbildungsverfahren‘ auf S. 231 ff.



16 Axiome und Grundbegriffe der Geometrie

Punkten 4’, B’, ... der Sphire 8 bezeichnet man als stereographische Projek-
tion. Durch die stereographische Projektion wird der Ebene /T die Menge IT’
zugeordnet, die man erhélt, wenn man aus der Sphare S den Punkt N entfernt
(- heraussticht*).

Ist jetzt ! eine gewisse Gerade auf der Ebene I, so geht sie bei der stereo-
graphischen Projektion in einen durch den Punkt N gehenden Kreis I’ (aus

Abb. 3

dem der Punkt N entfernt worden ist) iiber. Durchlauft namlich der Punkt 4
die Gerade I, so liegen alle Strecken AN in einer Ebene, deren Schnitt mit der
Sphire § gerade den Kreis I’ liefert (Abb. 4). Die Menge /1’ nennen wir jetzt
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,,Ebene*, und jeden Punkt von II' (d. h. jeden von N verschiedenen Punkt
der Sphére §) nennen wir ,,Punkt‘; jeden’ durch den Punkt N gehenden Kreis
auf der Sphére § (aus dem der Punkt N entfernt worden ist) bezeichnen wir
als ,,Gerade*. Als ,,Abstand‘‘ zwischen den ,,Punkten“ 4’ und B’ definieren
wir den gewdhnlichen Abstand zwischen den ihnen entsprechenden Punkten 4
und B auf der Ebene 7. Mit anderen Worten, wir iibertragen alle geometrischen
Objekte der Ebene /T mittels der stereographischen Projektion auf die ,,Ebene‘*
IT'. Es ist klar, daB hierbei alle Axiome und Satze der euklidischen Geometrie

Abb. 5

erhalten bleiben, d. h., die ,,Ebene* IT’ stellt ein Modell (oder eine Interpre-
tation) der euklidischen Ebene dar. Man kann beweisen, daB in dieser Inter-
pretation der ,,Winkel** zwischen zwei sich schneidenden ,,Geraden‘ I; und I,
mit dem gewdhnlichen Winkel zwischen den Tangenten an die Kreise /] und /5 in
deren Schnittpunkt iibereinstimmt (Abb. 5). Ferner sind zwei ,,Geraden‘‘ dann
und nur dann parallel, wenn die sie darstellenden Kreise auer N keinen Punkt
gemeinsam haben, d. h., wenn sie sich im Punkte N beriihren. Hieraus ergibt
sich anschaulich, daB in unserem Modell das V. Postulat EUkLIDs erfiillt ist.

Aus dem eben konstruierten Modell kann man leicht noch ein weiteres Modell der

klidischen Ebene erhal ‘Wir bezeich mit P den Punkt der Sphire S, der von der
Ebene IT den kiirzesten Abstand hat. Ferner bezeichnen wir fiir einen beliebigen ,,Punkt*
A’ der ,,Ebene‘ T’ mit A" den Schnittpunkt der Ebene I7 mit der Geraden PA’. Dieser
Schnittpunkt ist eindeutig definiert, falls der Punkt 4’ von P verschieden ist. Fillt der
Punkt 4’ mit P zusammen, so nehmen wir an, daB der entsprechende Punkt 4 ,,sich im
Unendlichen befindet*, indem wir uns zur Ebene IT einen ,,unendlich fernen‘‘ Punkt
hinzugefiigt denken.l)

1) Das hierbei erhaltene Bild (die Ebene mit einem zu ihr hinzugefiigten ,,unendlich
fernen‘* Punkt) heiBt erweiterte oder geschlossene Ebene. Sie wird auch im Artikel ,,Geome-
trische Transformationen‘‘ (vgl. 8. 51ff.) und im Artikel ,,Geometrie der Kreise* (vgl.
8. 457-526) betrachtet.
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Mit O bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden NP mit der Ebene I7. Ferner
bezeichnen wir mit I7” die Ebene I7, aus der der Punkt O entfernt worden ist, aber zu der
ein’,,unendlich ferner‘‘ Punkt hinzugefiigt wurde. Durchlduft nun der ,,Punkt‘ 4’ auf
der ,,Ebene*‘ IT’ eine gewisse ,,Gerade‘ I’, so beschreibt der entsprechende Punkt A auf

Abb. 6

der Ebene I7 einen gewi durch O hindurchgehenden Kreis, aus dem der Punkt O ent-
fernt worden ist (Abb. 6). Geht die ,,Gerade* I’ durch den Punkt P (Abb. 7), so artet der
durch den Punkt A" beschriebene Kreis in eine Gerade aus, die durch den Punkt O geht

Abb. 7

(Abb. 7; aus dieser Geraden ist der Punkt O entfernt worden, aber der ,,unendlich ferne*
Punkt gehort ibr an).

Aus dem Gesagten ist klar, daB wir folgende Interp ion der euklidischen Ebene
erhalten. Wir bezeichnen die Menge /7" als ,,Ebene"’, alle ihre Punkte (einschlieSlich des
,,unendlich fernen*) als ,,Punkte und definieren als ,.Geraden'‘ simtliche Kreise durch
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den Punkt O (aus denen der Punkt O entfernt wurde) und sémtliche Geraden durch O
(aus denen der Punkt O entfernt, zu denen aber der ,,unendlich ferne** Punkt hinzugefiigt
wurde). In Abb. 8 sind einige ,,Geraden‘ in diesem Modell angegeben. Man kann zeigen,

&
,//\A 0

Abb. 8 Abb. 9

daB in diesem Modell der ,,Winkel‘‘ zwischen zwel snch achneldenden ,sGeraden‘‘ mit dem
shnlichen Winkel zwischen den T: ten im S kt der Kreise iibereinstimmt
(Abb 9). Ferner sind ,,Geraden‘ genau dann ,,pmllel“ wenn die sie darstellenden Kreise
sich im Punkt O berithren (Abb. 10). Hieraus ergibt sich haulich, da8 in dem betrach
teten Modell das V. Postulat erfiillt ist. In diesem Modell gelten auch die iibrigen Axiome

ol

Abb. 10 Abb. 11
und die Sitze der euklidischen Planimetrie. Beispielsweise ist die S der ,,Winkel*
eines beliebigen ,,Dreiecks* gleich z (was man ‘auch unmittelbar beweisen kann; vgl.
Abb. 11).
Der Leser, der mit den als I i 1) bezeick Transf ti vertraut ist,

kann sich leicht klarmachen, wie das Modell /7” und die Ebene I7 miteinander zusammen-
hiingen. Die Inversion mit dem Zentrum O fiihrt nimlich jede Gerade der Ebene I7 in

1) Vgl. die Artikel ,,G ische Transf i ‘(8. 50-54, 68-70) und ,,Geo-
metrie der Kreise'* (S. 477-485).
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einen Kreis bzw. eine Gerade durch den Punkt O, d. h. in eine ,,Gerade** des Modells 17"

iiber. Das Modell 7" entsteht also aus dem Modell IT durch Anwendung der Inversion

mit dem Zentrum O.

Unwr Varwendung der komplexen Zahlen kann man noch zwei weitere Modelle der
Ebene

Offensichtlich sind alle Axiome und Sitze der euklidischen Geometrie in der Ebene
erfiillt, wenn man unter ,,Punkten‘‘ komplexe Zahlen (,»Punkte der sogenannten Gauss-
schen Zahleneb ‘) ht und unter ,,Geraden‘‘ simtliche Mengen von komplexen
Zahlen, die durch eine Gleichung der Form z = z, + It beschrieben werden, wobei z, und
1(I % 0) gegebene komplexe Zahlen sind und ¢ ein reeller Parameter ist. Als,,Abstand‘
zwischen den ,,Punkten‘‘, die durch die komplexen Zahlen z und w repriisentiert werden,
hat man die Zahl |z — w| zu nehmen. Ferner zeigt man leicht, daB auch alle Axiome und
Sitze der Planimetrie EUKLIDs gelten, wenn man in der durch eine ,,Zahl* co erweiterten
komplexen Zahlenebene unter ,,Punkten‘ alle komplexen Zahlen auBer der Zahl 0 (aber
einschlieBlich der ,,Zahl‘‘ o) und unter ,,Geraden‘* alle Kreise und Geraden der Ebene
versteht, die durch den Punkt 0 gehen. Beispielsweise geht durch zwei beliebige vonein-
ander verschiedene ,,Punkte* A und B eine eindeutig bestimmte ,,Gerade*: Sind nimlich
A und B gewéhnliche Punkte, so ist diese ,,Gerade** der Kreis bzw. die gewshnliche
Gerade durch die Punkte 4, B und 0, und ist B der unendlich ferne Punkt, so ist diese
»Gerade* die gewohnhche Gerade, die die Punkte 4 und 0 verbindet. Der ,,Abstand*
zwischen den ,,Punkten”, die dnrch die komplexen Zahlen z und w dargestellt sind, ist

hier gleich 1 wobei — =0 gesetzt mrd) Offensichtlich erhilt man dieses
z w

Modell (das im wesentlichen mit dem oben beschriek Modell I7” ibereinsti ) aus

der gewohnlichen komplexen Ebene, indem man jede komplexe Zahl z durch die Zah] —

ersetzt (mlt der Festeetzung —_= oo)

4.2. Axiomatische Systeme in der Algebra. Beispielen von axiomatischen
Systemen und ihren Interpretationen begegnet man nicht nur in der Geometrie,
sondern auch in anderen Teilen der Mathematik. In den Gebieten der Mathe-
matik, in denen algebraische Operationen betrachtet werden, ist einer der
wichtigsten Begriffe der Begriff der ,,Gruppe‘. Unter einer Gruppe versteht
man ein System von beliebigen Objekten (den ,Elementen der Gruppe*), in

Ichem jedem geordneten Paar von Elementen a, b in eindeutiger Weise ein
gewisses Element ¢ = ab als Produkt zugeordnet ist, wobei folgende Axiome
gelten sollen:

1. Die Operation der Multiplikation geniigt dem Assoziativgesetz, d.h, es
gilt a(be) = (ab)c fiir beliebige El te a, b, ¢ des Syst

2. Fiir beliebig ‘a,bdesu, sind die Gleichungen ax = b und
ya =15 losbar, d. h., es existieren stets Elemente ¢ und d des Systems, fiir
die ac = b und da = b ist (Gesetz der Invertierbarkeit).

Eine (konkrete) Gruppe ist dann nichts anderes als eine Interpretation (ein

Modell) dieser Axiomatik.
Eine Gruppe heiBt & fativ, wenn sie zusitzlich folgendes Axiom erfiillt:

3. Die Multiplikation ist kommutatlv, d. h,, fir belleblge Elemente a, b des
Systems ist ab = ba
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In kommutativen Gruppen bezeichnet man die Operation meistens nicht als
,»Multiplikation‘, sondern als ,,Addition‘‘ (und schreibt dementsprechend statt
»ab auch @ + b“).

Als ein Beispiel fiir eine kommutative Gruppe kann die Menge aller ganzen
Zahlen mit der iiblichen Addition di Weitere Beispiele sind: die Menge
aller reellen Zahlen, die Menge aller komplexen Zahlen, die Menge aller Vek-
toren!) mit der fiir sie in iiblicher Weise erklirten Addition, aber auch die
Menge aller von Null verschiedenen reellen oder komplexen Zahlen mit der
iiblichen Multiplikation. Alle diese Gruppen' sind kommutativ. Andere Bei-
spiele fiir Gruppen und die einfachsten Sitze iiber Gruppen (die aus den obigen
Axiomen abgeleitet werden ké ), kann der Leser im Band I der EdEM
(S. 83-90) finden.

Die rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen liefern uns Beispiele
fiir ein komplizierteres algebraisches System, den sogenannten Kérper. In
einem Korper werden jedem geordneten Paar zwei Elemente ¢ = a + b und
d = ab desselben Systems zugeordnet, wobei folgende Axiome (vgl. EdEM
Band I, S. 95-101) gelten sollen:

1. Die Elemente des Systems bilden beziiglich der Addition eine kommutative
Gruppe.
2. Dxe Element;e des Systems auBer der Null?) bilden beziiglich der Multipli-
eine I tative Gruppe.
3. Addition und Multiplikation sind durch das Dwn ibutivg miteinander
verknﬁpft a(b + ¢) = ab + ac.-

Auch ‘die Korperaxiome gestatten eine groBie Anzahl verschiedenartiger
Interpretationen (Modelle).

In den ersten Banden dieser Enzyklopadie kann der Leser eine Reihe wei-
terer Axiomensysteme finden: die Axiome fiir die natiirlichen Zahlen (EdEM
Band I, 8.112), die Axiome fiir einen metrischen Raum (EdEM Band III,
S. 252) usw.

§ 5. Widerspruchstreiheit und Vollstiindigkeit eines Axiomensystems

5:1. Die Wldersprnchstmiheit eines Axiomensystems. Eine sehr wichtige
Frage bei der Betrachtung eines Axi ystems ist die Untersuchung seiner
W@derapﬂwha{mheot Wir wollen erklaren, was man darunter versteht. Es sei
ein gewisses Axiomensystem gegeben, z. B. das System der Gruppenaxiome.
Aus diesen Axiomen konnen wir immer neue Satze ableiten. Wenn man hier-

1) Vgl. den Artikel ,,Vek und ihre A dungen in der G trie* in diesem Band
der EdEM. .

2) Unter der Null (bzw. dem Nullel t) einer k tiven Gruppe teht man
das (auf Grund der Grupp i deutig existierende) Element 0 des Systems, fir

das @ 4 0 = a bei beliebigem a gilt.
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bei zwei Satze erhilt, die einander widersprechen, d. h. von denen der eine die
Negation des anderen ist, so heiBt das Axiomensystem widerspruchsvoll. Es ist
selbstverst&ndhch daB ein Axiomensystem nur dann als Grundlage fiir eine
inhaltsreiche tische Theorie dienen kann, wenn es nicht widerspruchs-
voll ist. Es entsteht damit naturgemé8 die Frage, auf welche Weise man sich
davon iiberzeugen kann, ob ein vorgelegtes Axiomensystem widerspruchsfrei
ist. Ist z. B. das Axiomensystem fiir Gruppen widerspruchsfrei? Die Tat-
sache, daB die Gruppenaxiome vor vielen Jahrzehnten formuliert wurden
und daB sich bis heute aus ihnen keine Widerspriiche ergeben haben, kann uns
natiirlich nicht von der Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems iiber-
zeugen; denn wer kann garantieren, daB nicht solche Widerspriiche in einigen
Jahren entdeckt werden! Mit anderen Worten, wie weit auch eine Theorie auf
der Grundlage eines bestimmten Axic ystems entwickelt sein mag, streng-
genommen kénnen wir niemals endgiiltig davon iiberzeugt sein, daB das ge-
wihlte Axiomensystem widerspruchsfrei ist. Es zeigt sich nun, daB es unmég-
lich ist, innerhalb einer Theorie ihre Widerspruchsfreiheit nachzuweisen (ein
strenger Beweis fiir diese Behauptung wurde 1931 von dem bekannten Logiker
KurT GODEL gegeben).

Trotzdem gibt es ein allgemeines Verfahren, das es bis zu einem gewissen
Grade gestattet, die Widerspruchsfreiheit eines axiomatischen Systems zu zei-
gen. Dieses Verfahren besteht in folgendem: Wir nehmen an, daB uns eine
bestimmte mathematische Theorie — wir nennen sie die ,,Theorie A“ — zur
Verfiigung steht, an deren Widerspruchsfreiheit wir nicht zweifeln. Wir setzen
weiter voraus, daB uns ein Axiomensystem vorgegeben ist, das als Grund-
lage fiir eine andere mathematische Theorie — die ,Theorie B“ — dient.
Konnen wir nun unter Benutzung der Begriffe der ,,Theorie A ein ,,Modell
konstruieren, in dem alle der ,,Theorie B* zugrunde liegenden Axiome erfiillt
smd 80 ist dadurch dxe Wnderspruchsfrelhext des der ,,Theorie B* zugrunde

den Axi hert. Wenn wir also vereinbaren, die ,, Theorie
4 als ,.gesichert* anzuaehen und wenn wir unter Benulzung des ,,Materials‘
dieser Theorie ein Modell (eine Interpretation) fir das Axiomensystem der
,»Theorie B* konstruieren konnen, dann haben wir dadurch die Widerspruchsfrei-
heit dieses Axiomensystems gezeigt.

Oben (8.13) sprachen wir davon, daB die Geometrie LOBATSCHEWSKIS
,ebenso widerspruchsfrei sei wie die Geometrie EvRLIDs*. Welchen Sinn hat
nun diese Behauptung? Es zeigt sich, daB man unter Benutzung des ,,Materials‘
der euklidischen Geometrie ein Modell der LoBaTscHEWSKIschen Geometrie
konstruieren kann (ein erstes derartiges Modell wurde 1865 von dem italieni-
schen Geometer E. BELTRAMI und ein anderes 1871 von dem deutschen
Mathematiker F. KLEIN angegeben). Umgekehrt kann man auch mittels des
,,Materials* der Geometrie LoBATSCHEWSKIs ein Modell der Geometrie EvKLIDS
konstruieren (ein solches Modell wurde von LOBATSCHEWSKI angegeben).
Folglich ergibt sich aus der Widerspruchsfreiheit einer dieser Geometrien die
Widerspruchsfreiheit der anderen.?)

1) Vgl. den Artikel iiber Nichteuklidische Geometrien in Band V der EdEM.
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Aus dem Gesagten geht hervor, daB die Widerspruchsfreiheit nur einen
relativen Charakter hat: Fiir den Beweis der ‘iderspruchsfreiheit eines
Axiomensystems miissen wir ein Modell konstruieren, aber zur Konstruktion
des Modells bendtigen wir irgendein ,,Konstruktionsmaterial*, d. h., wir brau-
chen eine gewisse Theorie, an deren Richtigkeit wir nicht zweifeln. Die ein-
fachste mathematische Theorie ist die Arithmetik der rationalen®) Zahlen. Auf
die Widerspruchsfreiheit dieser Theorie werden wir uns hier vorbehaltlos
berufen, und mit ihrer Hilfe werden wir Modelle anderer Theorien konstruieren.
Das heiBt, wir betrachten ein Axiomensystem als widerspruchsfrei, wenn man
mittels der Arithmetik der rationalen Zahlen ein Modell fiir dieses System kon-
struieren kann.

Damit ist z. B. klar, daB die Gruppenaxiomatik widerspruchsfrei ist: Die
Menge aller ganzen Zahlen mit der Addition als Verkniipfungsoperation ist
ein Modell dafiir; ein anderes Modell bildet die Menge aller rationalen Zahlen
mit der Addition als Verkniipfungsoperation. Widerspruchsfrei ist auch das
Axiomensystem fiir Korper: Ein Modell bildet die Menge aller rationalen
Zahlen mit den iiblichen Verkniipfungen.

5.2. Die Vollstindigkeit eines Axiomensystems. Eine weitere wichtige Eigen-
schaft eines Axlomensystems ist seine Vollstindigkeit. Zur Definition der Voll-
stindigkeit eines Axiomensystems benotlgen wir den Begnﬂ der Immorphw
von Modellen. Wir nehmen an, daB uns ein Axic vorg ist,
durch welches gewisse Eigenschaften und Beziehung der in ihm auftretenden
Grundbegriffe beschrieben werden. Ferner seien zwei Modelle dieses Axiomen.
systems gegeben. Diese Modelle- heiBen isomorph, wenn man die Elemente
des einen Modells derart eineindeutig auf die EIemenfe des anderen Modells
abbilden kann, daB die durch die Axiome beschri den Be-
ziehungen zwischen den Elementen erhalten bleiben. Zum Bexsplel bilden die
Menge aller ganzen Zahlen und die Menge aller rationalen Zahlen hinsichtlich
der Addition von Zahlen Modelle fiir die Gruppenaxiome, die zueinander nicht
isomorph sind. Betrachtet man dagegen die Gruppe der ganzen Zahlen und
die Gruppe aller ganzen Zahlen, die durch 10 teilbar sind (Gruppenoperation
sei in beiden Fallen wieder die Addition), so erweisen sich diese Gruppen als
isomorph. Ordnet man namlich einer ganzen Zahl n die Zahlen 10n zu, so er-
hélt man eine eineindeutige Abbildung dieser Modelle aufeinander, wobei die
durch die Gruppenaxiome beschriebene Beziehung erhalten bleibt (d. h., die
Summe der Elemente geht in die S iiber). Zueinander isomorph sind auch
die im vorigen Paragraphen erwihnten Modelle der euklidischen Ebene.?)

Ein Axiomensystem heiBt vollstindig®), wenn je zwei seiner Interpretationen
isomorph sind. Zum Beispiel ist das Axi ystem der Gruppen nicht voll-

1) Die Widerspruchsfreiheit der Axiomatik des Korpers der rationalen Zahlen kann man
ibrigens auf die Wid, hsfreiheit der Axi ik der natiirlichen Zahlen zuriickfiihren
(vgl EdEM Band I, S. 1483' )

P |£fs verwelsen wir auf EdEM, Band I, S. 101ff.
3) Diese Art von Vollstindigkei t man meistens als Kategorizitit. — Anm. d.
wissenschaftl. Red,
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standig (weil Gruppen existieren, die nicht isomorph sind), und auch
das Axiomensystem fiir Korper ist nicht vollstindig.

Als Beispiel fiir ein vollstindiges Axi tem fithren wir ein Axiomensystem fiir
den Korper der reellen Zahlen an. Den Korper der reellen Zahlen kann man daﬁnienn als
eine Menge von Objekten beliebiger Natur (nZa.hlen“ t), die fol A
geniigen.

1. (K&rpounome) In der Mange sind zwei Opentlonen (,»Addition“ und ,,Multipli-
kation** g t, beziiglich der die Menge einen Korper bildet.

2. (Anordnunguxlomo) In der betrachteten Menge ist eine zweistellige Relation ,,>‘
definiert, so da8 folgendes gilt:
a) Fir je zwei voneinander verschiedene Znhlen a u.nd b gilt genau ¢ ame der Beziehungen
a > b oder b > a (Trichotomie der >-Bi
b) Wenn a@ > b und b > ¢, 80 a > ¢ (Transitivi der>- iehung).
¢) Wenn a > b, 80 ¢ + ¢ > b + ¢ (Monotonie der Addition).
d) Wenna > bund ¢ > 0, 80 a* ¢ > b+ ¢ (Monotonie der Multiplikation).

. (Stetigkeitsaxiom). Teilt man alle Zahlen so in zwei (nichtleere) Klassen 4, B, da8
jede Zahl der Klasse B groBer als jede Zahl der Klasse 4 ist, so existiert entweder eine
Zahl in der Klasse 4, die groBer als alle iibrigen Zahlen dieser Klasse ist, oder eine Zahl
in der Klasse B, so daB alle iibrigen Zahlen dieser Klasse groBer als diese Zahl sind.

Wir bemerken, daB du von uns bene Stetigk iom eine genaue mathematische
F ung der Steti ition von ARISTOTELES ist (vgl. 2.3.). Das Stetigkeits-
axiom in dieser Form stammt von R. DEDEKIND.

Es liB¢ sich beweisen, daB8 man das DEDERINDsche Axiom (bei Beibehaltung der ersten
beiden Axiome) gleichwertig durch das ArcEHIMEDische Axiom (EdEM Band I, S.111)
und das Vollstindigkeitsaxiom (EdEM Band I, S. 172) ersetzen kann.!) Das Stetigkeits-
axiom (in jeder seiner Formen) erméglicht den Aufbau einer Grenzwerttheorie, das Stu-
dium stetiger Funktionen usw.

Die Widerspruchsfreiheit der Axiome des Kérpers der reellen Zahlen kann man mit
Hnlfe von Modellen dieses Kérpers beweisen, die aus dem ,Material‘ des Kérpers der

Zahlen k iert sind. Gewdhnlich geschieht das mit Hilfe von Schnitten im
Kérper der rationalen Zahlen. Wir fithren diese Konstruktion hier nicht durch, sondern
verweisen auf die Lehrbiicher der Analysis.?)

‘Wir skizzieren einen Beweis dafiir, daB das angegebene Axiomensystem voastdndtg ist:
Um zu zeigen, daB je zwei Modelle des Axiomensystems isomorph sind, geniigt es zu zeigen,
daB man jedes Modell so umkehrbar eindeutig auf die unendlichen Dezimalbriiche ab-
bilden kann, daB bei dieser Zuordnung die arithmetischen Operati und die Relati
»>*" erhalten bleiben. In der Tat: In jedem Modell der Kdrpemxiome sind Elemente 0
und 1 ausgezeichnet. Mittels der Addition kann man aus ihnen die ,,mt.urhehen Zahlen*

=]

und die zu ihnen hinsichtlich der Addition i El te, d. h. die ,,neg: ganzen
Zahlen* gewinnen; die damit erhaltenen ,,ganzen Zahlen sind alle untereinander ver-
hieden. Wir betrachten jetzt eine beliebige ,,Zahl* = Modells. Sti: die ,,Zahl“z

‘) Aun dem Dlnnmmchen Axiom folgen also unter Verwendupg der Kérper- und
die beiden Axiome, und aus beiden Axiomen zusammen
kann man mittels der K6rper und Anordnungsaxiome das DEDERINDache Axiom be-
weisen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
2) Vgl. etwa G.M.hmmou,])iﬂ‘r tial- und Integralrechnung I, 8. Aufl., Berlin -
1968, § 2. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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mit einer ,,ganzen Zahl“ m, @berein, so ordnen wir z den unendlichen Dezimalbruch
(ng — 1),999 ... zu. Ist z nicht ,,ganz", so findet man nach Axiom 2 und nach dem Arcai-
MEDischen Axnom (das aus dem Axiom 3 folgt) eine ,,ganze Zahl‘‘ n, mitn, +1>z>n,.
Welter erlwlten wir, indem wir 1 du:ch 10 teilen, die ,,Zahl* —1- und konstruieren mittels
der Addition die ,,Zahlen® 1, + Tt ;‘; S % Stlmmtd.le,,Znhl“zmitkemer
dieser Zahlen iiberein, so findet man nach Axiom 2 eine solche ,.natiirliche Zahl* n, < 10,
daB n‘+"ll:l>z>u,+%gilt‘ Fahren wir entsprochend fort, so erhalten wir, da8
unsere ,,Zahl* z entweder mit einem gewi endlichen Dezimalbruch* n. Mgy
iibereinstimmt — dann ordnen wir x den unendlichen Dezimalbruch
TigyMy Ty ... Rpe_y(my — 1) 999...

zu —, oder es gibt einen unendlichen Dezimalbruch 7y,n,n,n,..., 0 daB fiir beliebige k&

TgsMyNy oo Mye_y(My + 1) > & > 1o nyny oo Rpe_y My
gilt, — und in diesem Fall wird der Zahl z der bene unendliche Dezimalbruch zuge-

ordnet. Diese Zuordnung liefert einen I I des betrachteten Modells auf das
Modell, das von den unendlichen Dazunnlbriichen geblldet wird.

§ 6. Die Axiomatik der Geometrie

6.1, Die Grundbegrifte der euklidischen Geometrie. Wir kommen jetzt zur
anomatmchen Festlegung des ,,eukhdlschen Raumes*, d. h. zur Angabe eines
maghs Sy das als Widersp iegelung des realen physikalischen
Raumes aufgefaBt werden kann und das in seinen wesentlichen Grundziigen
in den ,Elementen’ EUKLIDs ausgearbeitet wurde. Dieso Festlegung des.
euklidischen Raumes besteht wie wir jetzt wissen, in der Angabe eines Axio-
mensystems, d. h. eines Sy von grundlegenden Aussagen, die in der Geo-

* metrie EvkLIDs richtig sind und aus denen man mit Hilfe der Logik ‘alle
iibrigen Aussagen dieser Geometrie erschlieBen kann. Das System dieser
" Axiome mufl widerspruchsfrei und vollstind:g sein (d h., es muB ein Modell
besitzen, und alle Modelle dieses Axi ms untereinander iso-
morph sein). Den euklidischen Raum kann man definieren als eine Gosamtheit
von drei Arten von Ob]ekten, die ,,Punkte®, ,,Geraden* und ,,Ebenen“

genannt werden, und einer G: theit von Transf ti der G theit
aller Punkte in slch die ,,Bewegnngen“ heiBen. Zwischen diesen Objekten
sind folgende B: gen t: ,.ein Punkt liegt auf einer Geraden‘

(oder ,,eme Gerade geht durch einen Punkt*‘), ,,ein Punkt liegt auf einer Ebene*’,
,eine Gerade liegt auf einer Ebene*, ,,ein Punkt liegt zwischen zwei anderen
Punkten*, wobei die angegebenen Objekte unc Beziehungen den im folgenden
angeﬁihrten Axiomen geniigen sollen. Im Verlauf der Angabe der Axiome

. werden wir. einige neue Begriffe einfiihren und einige einfache:Sitze beweisen, -
da sonst die Formulierung der Axiome zu kompliziert wiirde.
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6.2. Die Inzidenzaxiome.

. Durch je zwes verschiedene Punkte geht eine und nur eine Gerade.

. Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

Es existieren drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

. Durch je drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht eine und nur

eine Ebene.

Auf jeder Ebene liegt mindestens ein Punkt.

Liegen zwei Punkte auf einer Ebene, so liegt auch die durch sie hindurchgehende

Gerade auf dieser Ebene.

7. Haben zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam, dann haben sie mindestens noch
einen weiteren Punkt gemeinsam.

8. Es existieren vier Punkte, die nicht auf einer Ebene liegen.

WD

& o

Im folgenden bezeichnen wir die (nach Axiom 1 eindeutig existierende)
Gerade, die durch die beiden Punkte 4 und B geht, als die Gerade 4B und die
(nach Axiom 4 eindeutige existierende) Ebene, die durch drei nicht auf einer
Geraden liegende Punkte A, B und C geht, als die Ebene 4 BC. '

Aus den formulierten Axiomen lassen sich sofort weitere Sitze der Geometrie
folgern. Wir geben ein Beispiel an.

Satz 1. Auf jeder Ebene kann man drei Punkte finden, die nicht auf einer
Geraden liegen.

Beweis. Es sei « eine gewisse Ebene und 4 ein auf dieser Ebene liegender
Punkt (Axiom 5). Weiterhin seien M, N, P drei Punkte, die nicht auf einer
Geraden liegen (Axiom 3). Weil die Punkte M, N, P voneinander verschieden
sind, findet man unter ihnen einen Punkt, der von A verschieden ist. Es sei
etwa M % A. Da die Punkte M, N, P nicht auf einer Geradeh liegen, liegt min-
destens einer der Punkte N, P nicht auf der Geraden MA. Es liege z. B. der
Punkt N nicht auf der Geraden MA. Dann liegen die Punkte 4, M, N nicht
auf einer Geraden; denn ligen die Punkte 4, M, N auf einer Geraden, dann
miiBte dies die Gerade M A4 sein (nach Axiom 1), aber der Punkt N liegt nicht
auf dieser Geraden.

Weil die Punkte 4, M, N nicht auf einer Geraden liegen, geht durch sie
(nach Axiom 4) eine eindeutig bestimmte Ebene. Stimmt die Ebene A M N mit
der gegebenen Ebene « iiberein, so haben wir in den Punkten 4, M, N drei
Punkte der Ebene « gefunden, die nicht auf einer Gerade liegen. Stimmt die
Ebene AMN nicht mit « iiberein, so haben diese Ebenen (nach Axiom 7)
noch einen von A verschiedenen Punkt B gemeinsam. Das heiBt, auf der
Ebene « existieren zwei verschiedene Punkte 4, B.

Es seien jetzt T, U, V, W vier Punkte, die nicht auf einer Ebene liegen
(Axiom 8). Von diesen Punkten liegt mindestens einer nicht auf der Geraden
AB; denn ligen die Punkte T, U, V, W auf der Geraden AB, so lagen sie alle
auf der Ebene « (Axiom 6), was nicht der Fall ist. Es liege z. B. der Punkt 7'
nicht auf der Geraden AB. Dann geht durch die Punkte 4, B, T eine eindeutig
bestimmte Ebene (Axiom 4). Von den Punkten U, V, W liegt mindestens einer
nicht auf der Ebene ABT; denn sonst lagen 7', U, V, W auf der Ebene ABT,
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was nicht der Fall sein sollte. Es liege z. B. der Punkt U nicht auf der Ebene
ABT. Dann liegen die Punkte 4, B, T', U nicht auf einer Ebene; denn ligen
A,B,T, U auf einer Ebene, so miite dies (Axiom 4) die Ebene ABT sein,
aber der Punkt U sollte nicht auf der Ebene A BT liegen.

Wir bemerken noch, daB die Punkte A, T, U nicht auf einer Geraden liegen;
denn lagen die Punkte A, T', U auf einer Geraden, so miiBte dies die Gerade
AT sein (Axiom 1), und dann lidge der Punkt U auf der Ebene ABT (Axiom 6),
was nicht der Fall sein sollte.

Da die Punkte 4, T, U nicht auf einer Geraden liegen, geht durch sie eine
eindeutig bestimmte Ebene (Axiom 4). Die Ebene ATU kann nicht mit der
Ebene « iibereinstimmen, weil sonst alle vier Punkte 4, B, T', U auf der einen
Ebene « ligen. Nach Axiom 7 haben die Ebenen « und ATU einen von 4
verschiedenen Punkt C' gemeinsam. In A4, B, C haben wir dann drei Punkte
der Ebene «. Wir zeigen, daB diese Punkte nicht auf einer Geraden liegen.
Waire das namlich der Fall, so miiBte dies die Gerade AC sein (Axiom 1), und
diese lage folglich nach Axiom 6 auf der Ebene ATU (da die Ebene ATU die
Punkte 4 und C enthilt), d. h., der Punkt B lige auf der Ebene AT'U. Das ist
aber ein Widerspruch dazu, daB die Punkte A, B, 7', U nicht auf einer Ebene
liegen.

6.3. Die Axiome der Anordnung.

9. Von drei belichigen paarweise verschiedenen Punkten einer Geraden liegt
einer und nur einer zwischen den beiden anderen.

10. Zu je zwei Punkten einer Geraden existiert auf dieser Geraden ein solcher
dritter Punkt, da der zweite Punkt zwischen dem ersten und dem dritten liegt.

Vor der Formulierung des dritten Anordnungsaxioms (Axiom 11) fiihren wir
den Begriff der Strecke ein. Sind 4 und B zwei verschiedene Punkte, so bezeich-
nen wir als Strecke mit den Endpunkten A und B (oder kurz Strecke AB) die

Menge, die aus den Punkten 4, B und allen den Punkten der Geraden 4B

besteht, die zwischen 4 und B liegen.

11. Die Gerade 1 liege auf der Ebene ABC (wobei A, B, C drei nicht auf einer
Geraden gelegene Punkte seien), gehe durch keinen der Punkte A, B, C und
enthalte einen Punkt der Strecke AB. Dann hat | mit mindestens einer der
Strecken AC oder BC einen Punkt gemeinsam.

Dieses Axiom heiBt das Aziom von PascH, nach dem deutschen Mathematiker

MoriTz PascH, der es zuerst formulierte.

Unter Benutzung der Axiome der Anordnung kann man einige weitere

Sétze beweisen.

Satz 2. Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B existiert ein Punkt, der zwischen
thnen liegt.

Beweis. Es sei C ein Punkt, der nicht auf der Geraden A B liegt (ein solcher
existiert nach Axiom 3). Nach Axiom 10 existiert auf der Geraden AC ein

Punkt D, so daB C zwischen 4 und D liegt. Der Punkt D fallt nicht mit B
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zusammen, weil sonst die beiden verschiedenen Geraden 4B und AC die beiden
Punkte 4, B gemeinsam héitten, was nicht méglich ist (Axiom 1). Nach Axiom
10 existiert auf der Geraden BD ein Punkt E, so daB8 B zwischen D und E
liegt. Die Gerade CE geht durch keinen der Punkte 4, B, D. (Ginge z. B. die
Gerade CE durch A, so flele sie mit der Geraden AC zusammen; folglich lagen
die Punkte 4, C, D, E auf einer Geraden; auf dieser Geraden DF lige auch der
Punkt B, d. h., die Punkte 4, B, C ligen auf einer Geraden, was nicht der Fall
sein soll.) Da die Gerade CE mit der Strecke 4D den Punkt C gemeinsam hat,
hat sie mit einer der Strecken 4B oder BD einen Punkt gemeinsam (Axiom 11).
Weil der Punkt B zwischen D und E liegt, kann der Punkt # nicht auf der
Strecke BD liegen (Axiom 9). Wenn wir also annehmen, daB die Gerade CE
mit der Strecke BD einen Punkt F gemeinsam hat, muB F # E sein (denn
E liegt nicht auf der Strecke BD), und die Geraden CE und BD wiirden die
beiden Punkte E und F gemeinsam haben. Dann miiSten aber die Gerad
CE und BD gleich sein (Axiom 1), was unmdéglich ist. Also kann die Gerade CE
mit der Strecke BD keinen Punkt gemeinsam haben und muB folglich wegen
des oben Gesagten einen Punkt H mit der Strecke A B gemeinsam haben. Dieser
Punkt H ist von 4 und B verschieden (weil die Gerade CE nicht durch die
Punkte 4, B geht), d. h., auf der Strecke AB existiert ein von 4 und B ver-
schiedener Punkt H, d.h., es existiert ein Punkt H, der zwischen 4 und B liegt.

Aus den angegebenen Beweisen der Sitze 1 und 2 ist klar ersichtlich, da
sie nur auf den Axiomen basieren. Diese Beweise bendtigen keine erlduternden
Zeichnungen, und sie setzen auch nicht voraus, daB wir uns dabei ein gewisses
Modell der euklidischen Geometrie vorstellen. Das ist verstandlich, denn in
den Axiomen ist ja alles, was wir iiber die Grundbegriffe der Geometrie wissen
miissen, ausgesagt. Ebenso sieht man, daB das Verzeichnis der Axiome bei
EukLID nicht sehr vollstindig ist (ganz abgeselien davon, daB der Sinn seiner
ersten Definitionen recht unklar ist): EURLID benutzt bei seinen Beweisen
Zeichnungen, und eine solche Aussage wie das Axiom 11 war fiir ihn offensicht-
lich. (Eine Gerade, die in ein Dreieck durch eine der Seiten hineingeht, mufl
aus dem Dreieck durch die zweite oder dritte Seite wieder heraustreten.) Ob-
gleich man also bei EUKLID einerseits Ansitze der axiomatischen Methode
findet, benutzt er doch andererseits in den Beweisen Tatsachen, die er als
,,offensichtlich* ansieht und die nicht in seinen Axiomen aufgefiihrt sind.
* Wir setzen voraus, daBl der Leser bereits eine klare Vorstellung von dem
Charakter der auf Grundlage von Axiomen durchgefiihrten Beweisen besitzt,
und wollen daher auf weitere Ableitungen aus den Axiomen verzichten. Wir
beschrinken uns auf die Formulierung einiger weiterer Sitze, die man nach
dem Muster der Sitze 1 uhd 2 mit Hilfe der Axiome 1 bis 11 beweisen kann.

Satz 3. Die Gerade l liege auf der Ebene A BC und gehe durch keinen der Punkte
4, B, C. Dann hat | mit mindestens einer der Strecken 4B, BC oder AC keine
Punlde gemeinsam.

Satz 4. Zu n verschiedenen Punkten einer Geraden kann man stets eine solche

* Numerierung mit den Zahlen 1,2,3, ...,n finden, daf aus i < j <k (oder
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i>§ > k) folgt, daP der j-te Punkt zwischen dem i-ten und dem k-ten Punkt
Liegt.

Zur bequemeren Formulierung von Satz 5 definieren wir den Begriff des
Halbstrahls. Dazu seien O und A zwei voneinander verschiedene Punkte;

als Halbstrahl (ﬁ’ bezeichnen wir die Menge aller der Punkte M der Geraden
OA, fiir die O nicht zwischen 4 und M liegt (die Punkte O und A4 gehéren da-

mit ebentalls dem Halbstrahl 04 an).
Satz 5. Jeder Punkt O einer Geraden 1 zerlegt diese Gerade in zwei Halb-
strahlen; genauer: auf der Geraden | gibt es Punkte A und B, so daf die Halb-

—_— —
strahlen OA und OB nur den Punkt O gemeinsam haben und zusammen die
gesamte Gerade | ergeben.

Als nichstes definieren wir den Begriff der Halbebene. Es sei ! eine Gerade
auf der Ebene o« und 4 ein Punkt der Ebene «, der nicht auf der Geraden !
liegt. Als Halbebene 1A bezeich wir die Menge aus allen Punkten der
Geraden I, dem Punkt A und allen den Punkten M der Ebene «, fiir die die
Strecke A M- mit I keine Punkte gemeinsam hat.

Satz 6. Jede Gerade | einer Ebene o zerlegt diese Ebene in zwei Halbebenen;
genauer: auf der Ebene « gibt es Punkte A und B (die nicht auf der Geraden !
liegen), so daP die Halbebenen A und IB zusammen die gesamte Ebene x ergeben
und thr Durchschnitt die Gerade 1 ist (d. k., ein Punkt N gehért dann und nur
dann beiden Halbebenen lA und IB an, wenn er auf der Geraden 1 liegt).

Analog wird schlieBlich der Begriff des Halbraumes definiert und gezeigt, da
jede Ebene den Raum (d. h. die Menge aller Punkte) in zwei Halbraume zerlegt.

SchlieBlich fithren wir noch den Begriff des Grundgebildes ein, den wir zur
Formulierung eines der folgenden Axiome benétigen. Es sei O ein beliebiger
Punkt, ! eine durch ihn gehende Gerade und o eine Ebene, die die Gerade I
enthalt. Wir wahlen einen der beiden Halbstrahlen aus, in die die Gerade !
durch den Punkt O zerlegt wird (Satz 5), und bezeichnen ihn mit I’. Weiter
wiahlen wir eine der beiden Halbebenen aus, in die die Ebene & durch die
Gerade [ zerlegt wird (Satz 6), und bezeichnen sie mit «’. SchlieBlich wahlen
wir einen der beiden Halbraume aus, in die der Raum durch die Ebene « zer-
legt wird, und bezeichnen ihn mit I'. Das Quadrupel (O, ', &', I'"") bezeichnen
wir als ein Grundgebilde.

Man sieht leicht, daB jedes (geordnete) Quadrupel (0, 4, B, C) von Punkten
0, A, B, C, die nicht auf einer Ebene liegen, ein bestimmtes Grundgebilde

festlegt (wenn man niamlich als Halbstrahl I’ den Halbstrahl 04 der Geraden
! = OA, als o’ die Halbebene !B der Ebene « = OAB und als Halbraum I
den Halbraum «C beziiglich & nimmt, der den Punkt C enthilt). Das so
erhaltene Grundgebilde (0, U, a’, I"') nennen wir das durch das Quadrupel
(0, A, B, C) definierte Grundgebilde.l)

1) Wir merken an, daB man natiirlich auch jedes Grundgebilde (0, ¥, «’, I'') mittels
geeigneter Punkte 4, B, C definieren kann, die jedoch durch I, o, I’ nicht eindeutig
bestimmt sind. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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6.4. Axiome der Bewegung.?)

12, Jede Bewegung 15t eine eineindeutige Abbildung des Raumes auf sich;
: 18t f eine beliehige Bewegung, so werden verschiedene Punkte durch,
die Bewegung f tn verschiedene Punkte uberge/uhrt (d.h.,aus A + B /olgt
f(A) = {(B)), und 2u jedem Punkt M gibt es einen Punkt N sodaf f(N) =
Wit

gilt.

13. Es ses f eine beliehige Bewegunyg. Liegen die Punkte A, B, C auf einer Geraden
und dabei C zwischen A und B, so liegen auch die Punkte f(A), {(B), {(C) auf
einer Geraden und der Punkt f(C) zwischen f(A) und f(B).

Mit Hilfe dieser Axiome lassen sich folgende Sétze beweisen.

Satz 7. Ist f eine beliehige Bewegung und sind A, B, C, D vier belichige
Punkte, so liegen die Punkte f(A4), {(B), {(C), (D) dann und nur dann auf einer
Ebene, wenn die Punkte A, B, C, D auf etner Ebene liegen.

Satz 8. Ist f eine beliebige Bewegung und sind A, B, C drei Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen, so liegen die Punkle f(A), {(B), f(C) ebenfalls nicht auf
einer Geraden.

Satz 9. Jede Bewegung fiihrt Geraden in Geraden, Ebenen in Ebenen, Halb-
strahlen in Halbstrahlen, Halbeb tn Halbeb, Halbrdume in Halbrdume
und folglich jedes Grundgebilde in ein Grundgebilde iiber.

Wir formulieren schlieBlich noch zwei Axiome.

14. Die Hintereinanderausfiihrung von Bewegungen ist wiederum eine Bewegung.
15. Zu je zwei Grundgebilden gibt es eine und nur eine Bewegung, die das erste
Grundgebilde in das zweite Grundgebilde iberfiihrt.

Mit Hilfe der Bewegungen ist es moglich, die ,,Gleichheit** (Kongruenz) geo-
metrischer Figuren zu definieren: Figuren sind gleick, wenn man die eine von
ihnen mittels einer Bewegung in die andere iiberfiihren kann. Damit erhalten
wir die Moglichkeit, von ,,gleichen‘‘ Strecken, ,.gleichen* Dreiecken usw. zu
sprechen.

6.5. Die Stetigkeitsaxiome.

16. (ARCHIMEDisches Axiom)

Es seien Ay, Ay, B drei Punkte einer Geraden, wobei der Punkt A, zwischen
Aq und B liege. Es.sei ferner f eine Bewegung, die den Punkt A, in den Punkt

A, sowie den Halbstrahl AyB in den Halbstrahl A, B iiberfiihrt, und es sei
f(4y) = A,, f(4,) = 4,4, ...

geselzt. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n, so daf der Punkt B auf der Strecke

An 4y, liegt.

1) Uber die Rolle der Bewegungen in der Geometrie verweisen wir auch auf den Artikel
»»Geometrische Transformationen‘ in diesem Band der EdEM (S. 92ff.).
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17. (Axiom von CANTOR)
Es seien A,, A,, ... und B,, B,, ... Folgen von Punkten einer Geraden 1,
80 dap fiir jedes n die Punkte A, und B, voneinander verschieden sind und
auf der Strecke A,_,B,_, liegen. Dann gibt es auf der Geraden ! einen Punkt C,
der fiir jedes n auf der Strecke A, B, liegt.
Mit Hilfe von Axiom 16 (und den vorher angefiihrten Axiomen) kann man
folgenden wichtigen Satz beweisen :
Satz 10. Es sei MN eine belichige Strecke und 04 ein beliebiger Halbstrahl.

Dann gibt es auf dem Halbstrahl ( 04 einen und nur einen Punkt P, so dap die
Strecke MN gleich der Strecke OP ist.

Dieser Satz gestattet es, Strecken ,,abzutragen. Weiter gestattet er es,
die Begriffe ,,groBer* und , kleiner* fiir Strecken einzufiihren, so daB fiir zwei
beliebige Strecken 4B und CD eine und nur eine der Beziehungen

AB <CD, AB=CD, AB>CD

erfillt ist.
Den folgenden Satz bezeichnen wir als Safz von DEDEKIND. Wegen seiner
Wichtigkeit geben wir ihn mit Beweis wieder.

Satz 11. Sind alle Punkte einer Geraden 1 80 in zwes (nichtleere) Klassen ein-
geteilt, daf zwischen zwei Punkten ein und derselben Klasse kein Punkt der
anderen Klasse liegt, so gibt es einen eindeutig bestimmien Punkt C, der auf jeder
Strecke liegt, deren Endpunkte verschied: Klassen angehoren.

Beweis. Es seien 4, und B, Punkte der Geraden [, die verschiedenen Klas-
sen angehoren; die Klasse die den Punkt 4, enthilt, bezeichnen wir mit dem
Symbol I und die Klasse, zu der der Punkt B, gehort, mit dem Symbol II.
Es sei C ein beliebiger Punkt zwischen 4, und B, (Satz 2). Auf dem Halb-
strahl lﬂ: tragen wir die Strecke B,_D ab, die gleich der Strecke Al_G ist
(Satz 10). Wegen 4,C < A4,B, ist auch B,D < 4,B;, d. h., der Punkt D liegt
auf der Strecke 4, B, (Axiom 13). Es sind nun drei Fille méglich : Der Punkt C
fillt mit D zusammen, der Punkt C liegt zwischen 4, und D, der Punkt D
liegt zwischen 4, und C. Im ersten Fall ist 4,C = CB,, d. h., die Strecke 4,C
1aBt sich zweimal auf der Strecke A,B, abtragen. Im zweiten Fall ist 4,C
= DB, < CB,, und die Strecke 4,C 1aBt sich mindestens zweimal auf der
Strecke 4, B, abtragen. Im dritten Fall 148t sich entsprechend die Strecke 4,D
mindestens zweimal auf der Strecke m abtragen. Es gibt also in jedem Fall
eine Strecke, die sich mindestens zweimal auf der Strecke 4,B, abtragen laSt.
Wir wihlen nun eine solche Strecke und tragen sie auf dem Strahl ‘:11—1?: vom

Punkt 4, aus fortlaufend ab, wobei die Strecken 4,M,, M, M, M M,, ... ent-
stehen mogen. Nach Axiom 16 gibt es eine Zahl ¥ 2 3, so daB der Punkt B,




32 Axiome und Grundbegriffe der Geometri

auf der Strecke M,_, M, liegt, d. h., es wird
A M, = MMy = MMy = -+ = My oMy, 2 My\B,.

Aus den Vor t des Satzes folgt leicht, daB es eine Zahl i mit
12142k~ 1gibt, sodaBmder Folge der Punkte 4,, M,, M,, ..., My_,, B,
die Punkte A, M,, M,, ..., M;_, zur Klasse I und die iibrigen zur Klasse II
gehéren.,

Es liegt also der Punkt M;_; in der Klasse I, aber der Punkt M; in der
Klasse II. Den Punkt M;_, bezeichnen wir mit 4, und den Punkt M; mit B,
(gehort schon der Punkt M, zur Klasse II, so nehmen wir als 4, den Punkt 4,
und als B, den Punkt M,; falls der Punkt M,_, noch zur Klasse I gehort,
nehmen wir als 4; den Punkt -Mk—1 und als B, den Punkt B,).

Insgesamt erhalten wir zwei Punkte 4,, B,, die auf der Strecke 4,B,
liegen, wobei der Punkt A, zur Klasse I und der Punkt B, zur Klasse II gehort
und die Strecke 4B, sich auf der Strecke 4, B, mindestens zweimal abtrag
1aBt. Auf die gleiche Weise konnen wir auf der Strecke 4,B, zwei Punkte 45, By
konstruieren, so da8 A4; zur Klasse I und Bj zur Klasse II gehort und sich die
Strecke 4,5, auf der Strecke 4,B, mindestens zweimal, also auf der Strecke
A, B, mindestens viermal, d. h. mehr als dreimal abtragen 1aBt.

Durch Fortset: dieser K ktion finden wir Punkte 4,, 4,, ...
B,, B, ...,s0daB fiir beliebiges n der Punkt A4, zur Klasse I und der Punkt B
zur Klasse II gehort, die Punkte A4, und B, auf der Strecke 4,,_,B,_, liegen und
sich die Strecke 4,B, auf der Strecke A,B; mindestens n-mal abtragen laBt.
Nach Axiom17 glbt es dann einen Punkt C, der fiir beliebiges n der Strecke 4, B,
angehort. Wir zelgen, daB C der gesuchte Punkt ist.

Zunichst zeigen wir, daB man fiir jeden von C verschiedenen Punkt D der
Geraden ! eine natiirliche Zahl # finden kann, so daB die Strecke 4,B, den
Punkt D nicht enthalt (so daB fiir m = = die Strecke A4,B,, ebenfalls den
Punkt D nicht enthalt). Hierzu bezeichnen wir mit n eine solche natiirliche
Zahl, daB die Strecke CD sich weniger als n-mal auf der Strecke 4, B, abtragen
148t (d. h. beim fortlaufenden Abtragen der Strecke CD auf dem Halbstrahl
E: Strecken AP, = P,P, = P,P, = --- erhalten werden, so daB der
Punkt B, zwischen 4, und P, liegt; die Existenz eines solchen n folgt aus
Axiom 16). Lage nun der Punkt D auf der Strecke 4,B,, so ware CD < 4,B,
(weil 4,B, auch den Punkt C enthilt), und es konnte die Strecke A,B, eben-
falls nicht n-mal-auf der Strecke 4,B, abgetragen werden, was der Wahl der
Punkte 4, und B, widerspricht. Dieser Widerspruch zeigt, daB der Punkt D
nicht der Strecke 4,B, angehort.

Es sei jetzt M ein beliebiger, von C verschiedener Punkt der Klasse I und N
ein beliebiger von C verschiedener Punkt der Klasse II. Wir wihlen die Zahl n
so groB, daB keiner der Punkte M, N zur Strecke :4,,—3,-, gehort. Dann liegt der
Punkt M nicht zwischen 4, und B, (hach Wahl von =) sowie der Punkt B,
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lnicht‘; zwischen 4, und M (weil die Punkte 4,,, M zur Klasse I und der Punkt B,

zur Klasse IT gehorten). Folglich liegt der Punkt A, zwischen M und B, (nach
Axiom 9). Entsprechend findet man, da8 der Punkt B, zwischen 4, und N
liegt. Hieraus folgt, daB die Punkte 4,,, B, auf der Strecke N liegen und somit
der Punkt C zur Strecke MN gehort (siehe Satz 4), d. h., C liegt zwischen M
und N.

SchlieBlich zeigen wir, daB C der einzige Punkt ist, der zwischen je zwei von C
verschiedenen Punkten liegt, die zu verschiedenen Klassen gehéren. Dazu
sei D ein von C verschiedener Punkt, M ein beliebiger Punkt zwischen D
und C und N ein Punkt, der nicht in der Klasse liegt, in der der Punkt M liegt.
Weil M zwischen D und C liegt, kann die Strecke M N nicht beide Punkte C, D
enthalten. Den Punkt C' enthélt diese Strecke (denn M und N gehdren ver-
schiedenen Klassen an); folglich enthalt die Strecke MN den Punkt D nicht.
Der Punkt D besitzt also nicht die angegebene Eigenschaft.

Es gibt mithin unter der Voraussetzung von Satz 11 einen und nur einen
Punkt C, so daB jede Strecke, deren Endpunkte verschiedenen Klassen an-
gehoren, den Punkt C enthilt, was zu beweisen war.

Mitunter verwendet man anstelle der Axiome von ARCHIMEDES und CANTOR
den Satz 11 als Stetigkeitsaxiom. Aus ihm lassen sich die Axiome 16 und 17
als Satze ableiten. Man bezeichnet es dann als Axiom von DEDEKIND, weil es
im tlichen mit der Aussage des DEDEKINDschen Stetigkeitsaxioms fir
den Korper der reellen Zahlen itbereinstimmt (vgl. S. 24).

6.6. Das Parallelenaxiom.

18. Durchgedennwluau/emer,,‘ en Qeraden 1 liegenden Punkt A gibt es
in der durch A und 1 bests: Ebene hochstens eine Gerade U, die mit der
Geraden  keinen Punkt gemeinsam hat.

Zwei Geraden { und ¥, die in einer Ebene liegen und keinen Punkt gemein-
sam haben, bezeichnet man als parallel. Allein mit Hilfe der anderen Axiome
kann man den folgenden Satz beweisen:

Satz 12. Durch jeden nicht auf einer gegeb Geraden | liegenden Punkt A
gibt es immer wenigstens eine Gerade U', die zu U parallel ist.
Damit folgt aus dem Parallelenaxiom, daB es durch jeden micht auf einer
b Geraden liegenden Punkt genau eine zu dieser " Geraden parallele:
Gerade gibt.

Das Parallelenaxiom ist uns schon in § 3 als ein Axiom begegnet, das dem
V. Postulat EUxLIDs dquivalent ist.

Mit dem Parallelenaxiom ist die Liste der Axiome der eukhdlschen Geometrie
vollstandig. Mit Hilfe dieser Axiome und der oben formulierten (ihrerseits aus
den Axiomen herleitbaren) Satze kann man alle wéiteren Satze der euklidischen
Geometrie beweisen: die Kriterien fiir die Kongruenz von Drelecken (ein
Winkel wird als ein Paar von einem gemei Punkte hender Halb-
strahlen definiert), die Bezieh zmschen den Seiten und den Winkeln

)
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eines Dreiecks, den Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck usw. Die Beweise
sind im tlichen die gleichen wie im G terricht in der Schul
jedoch miissen sie meistens folgerichtiger durchgefiihrt werden (weil bei den
Beweisen in der Schule nicht nur auf die Axiome und bereits bewiesene Satze
zuriickgegriffen wird, sondern nicht selten Hinweise aus Zeichnungen entnom-
men werden).

Das von uns behandelte Axiomensystem fiir den euklidischen Raum ist
eine Modifikation eines Axiomensystems, das im Jahre 1899 von dem deutschen
Mathematiker D. HILBERT angegeben wurde. Das System HILBERTs unter-
scheidet sich von dem hier betrachteten System vor allem darin, daB HILBERT
anstelle des Begriffs ,,Bewegung‘‘ den Begriff ,,Kongruenz* (,,Gleichheit*) als
Grundbegriff wihlt, d. h. einen Begriff, den man von unserem Stand als In-
varianz gegeniiber Bewegungen definieren kann Das Axiom von CaNTor for-
muliert HILBERT als ,,Vollstindigkeitsaxiom* Iches besagt, daB man den
Raum nicht so durch neue Punkte erweitern kann, daB im erweiterten System
alle Axiome giiltig bleiben. Die Axiome der Bewegung wurden im Jahre 1909
von F. SCHUR angegeben.

In dem von uns betrachteten Axiomensystem sind Punkt, Gerade, Ebene
und Bewegung Grundbegriffe, die nicht definiert werden und deren gegen-
seitige Beziehungen durch unsere Axiome festgelegt werden. Es sind jedoch
auch andere Axiomensysteme des euklidischen Raumes méglich, in denen
andere Grundbegriffe verwendet werden; so wird bei HILBERT anstelle des
Begnﬂs ,,Bewegung* der nicht deﬁmerte Begnﬁ ,,Kongruenz* gewdahlt. In

einer Axiomatik des bekannt ters W. F. KagaNn wird
statt dessen der Begriff ,,Abstand“ als Grundbegnﬁ verwendet usw. Ein Bei-
spiel fiir ein Axic ystem der euklid trie, das von dem hier

behandelten verschieden ist, findet sich in dem Artlkel iiber Vektoren in diesem
Band der EAEM (S. 384). Selbstverstandlich sind die verschiedenen Axiomen-
systeme der euklidischen Geometrie dquivalent, d. h., aus den Axiomen des
einen Systems lassen sich die Axiome der anderen Systeme als Sitze beweisen
und umgekehrt.

Wir bemerken abschlieBend, da man durch Fortlassen der sich auf den
Raum beziehenden Axiome 4 bis 8 aus dem oben angegebenen Axiomensystem
ein solches fiir die euklidische Ebene erhdlt (wenn man in einigen Axiomen
naheliegende Anderungen vornimmt; z. B. mu8 man den Begriff des Grund-
gebildes dadurch abandern, daB man aus ihm den Halbraum streicht).

§ 7. Widerspruchstreiheit und Vollstindigkeit der Axiome
der euklidischen Geometrie

7.1. Die Einfithrung von Koordinaten. Nachdem wir das volle System der
Axiome der euklidischen Geometrie entwickelt haben, wollen wir die Frage
nach seiner Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit erortern. Fiir den Be-



§ 7. Die Axiome der euklidischen Geometrie 35

weis der Widerspruchsfreiheit miissen wir mit den Mitteln der Arithmetik
(etwas anderes steht uns bis jetzt nicht zur Verfiigung) ein Modell der eukli-
dischen Geometrie konstruieren. Der Beweis der Vollstandigkeit erfordert den
Nachweis, daB zwei beliebige Modelle der euklidischen Geometrie ssomorph
sind. Sowohl die Widerspruchsfreiheit als auch die Vollstindigkeit lassen sich
mit Hilfe des gleichen Verfahrens — der Konstruktion eines Koordinaten-
systems — beweisen. Der Einfachheit halber fiihren wir diese Konstruktinn
nicht fiir den Raum, sondern nur fiir die euklidische Ebene durch, wobei wir
uns auf die Darlegung der wichtigsten Punkte beschranken.

achst stellen wir eine eineindeutig Zuord.mmg zwischen den Punkten
einer Geraden und den reellen Zahlen her. Dazu seien O und 4, zwei verschje-

dene Punkte einer Geraden. Auf dem Halbstrahl 071, tragen wir fortlaufend
die zur Strecke 04, gleichen Strecken A;4,, 4,4, ... ab. Auf dem anderen
der beiden durch den Punkt O auf der Geraden OA, definierten Halbstrahlen
(vgl. Satz 5) tragen wir fortlaufend die zur Strecke 074-; gleichen Strecken
OB,, B.B,, BB,, ... ab. Sodann teilen wir die Strecke 04, durch Punkte
0, C,, Cy, ..., Cy, 4, in zehn gleiche Teile.!) Man zeigt leicht, daB sich guf
jeder der Strecken

... BsBy, B:B,, B0, 04,, A,4,, 4,4, ... *)

die Strecke OC, ebenfalls genau 10mal abtragen 138t. AnschlieBend kénnen
wir jeden zehnten Teil wieder in zehn Teile teilen usw. Wir ordnen dem Punkt
O die Zahl 0, den Punkten 4; (i = 1, 2, ...) die entsprechende Zahl i und den
Punkten B; (i = 1, 2, ...) die entsprechende Zﬂ —1 zu. Weiterhin ordnen wir
den Punkten C,, C, ..., C,, die die Strecke 04, in zehn gleiche Teile teilen,
der Reihe nach die Zahlen 110 120 ) e % zu. Durch Teilung der iibrigen
Strecken (#) in zehn gleiche Teile ergeben sich die Punkte, denen die iibrigen
Zahlen der Form % entspl:echen, wobei 7 eine heliebige ganze Zahl ist. Durch
die weitere Zerlegung der Strecken in jeweils 10 Tei]e werden allgemein die
Punkte konstruiert, denen die Briiche der Form W zugeordnet werden.

Ist nun M ein beliebiger Punkt unserer Geraden, so konnen wir mit Hilfe
des ARCHIMEDischen Axioms eine ganze Zahl n finden, so daB der Punkt M
sich auf der Strecke befindet, deren Endpunkte den Zahlen » und » + 1 ent-

sprechen, dabei aber nicht mit dem Punkt zusammenfillt, dem die Zahl # + 1
zugeordnet ist. Weiterhin konnen wir eine solche Zahl a, (=0,1,2,...,9)

1) Wir bemerken, daB man dies mittels dee folgenden Satzes durchfithren kann: Auf

einer Geraden seien zueinander gleiche S getragen und durch die Endpunkte
dieser Strecken zueinand liele Gerad die eine andere Gerade schneiden.
Dann sind auf dieser Geraden die Strecken zwischen den Schni k der Paralle}

gleich, Der Beweis dieses Satzes wird genauso wie in der Schule geluhn
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ﬁnden, daB der Punkt M auf der Strecke liegt, deren Endpunkten die Zahlen
n + — bzw. n + l ) +1 zugeordnet sind, dabei aber nicht mit dem zweiten

dxmr Endpunkte zusammenféllt, Durch unbeschrinkte Fortsetziung dieses

Prozesses ordnen wir dem Punkt M schlieBlich eine eindeutig bestimmte reelle
& P I

Zahln + 70 + — 10’ T + - zu.

Man kann zeigen, daB die konstruierte Zuordnung eineindeutig ist und jede
reelle Zahl einem Punkt entspricht.!) AuBerdem besitzt sie zwei weitere wich-
tige Eigenschaften:

a) Sind z,y,z drei reelle Zahlen, die der Ungleichung = < y < z oder
x > y > z geniigen, und sind M, N, P die Punkte, die den Zahlen z,y, 2
entsprechen, so liegt der Punkt N zwischen den Punkten M und P.

b) Besteht zwischen den Zahlen x; ', y, y’ die Beziehung x — 2’ = y — ¥/,
so sind fir die entsprechenden Punkte M, M’, N, N’ die Strecken MM’ und
NN’ einander gleich.

Hieraus ist die Analogie zwischen den Axiomen der Anordnung und der
Stetigkeit fiir den Kérper der reellen Zahlen einerseits und fiir den euklidischen
Raum andererseits ersichtlich.

Wir bemerken noch folgendes: Wihrend EUKLID unter einer ,geraden
Linie“ eine geradlinige Strecke verstand, fir die er die Moghchkext der
unbeschrankten Fortsetzung forderte, verstehen wir -hier unter einer ,,Ge-
raden‘ sofort die ganze Gerade; entsprechend steht es mit dem Begriff der

" Ebene.

Wir fithren jetzt auf der Ebene ein Koordinatensysiem ein. Dazu betrachten
wir zwei aufeinander senkrecht stehende Geraden ! und I’, die sich in einem
Punkt O schneiden, und wahlen auf ihnen gleiche Strecken OA, und OA’ Fir
jede dieser Geraden stellen wir die oben beschriebene eineind
zwischen ihren Punkten und den reellen Zahlen her. Damit sind w1r in der Lage,
jedem Punkt der Ebene in.bekannter Weise ein Paar von: Zahlen z,y (die
Koordinaten dieses Punktes) zuzuordnen, wodurch die Gesamtheit aller Punkte
der Ebene eineindeutig auf die Menge aller Paare (x,y) von reellen Zahlen
abgebildet wird.

Fiir die Punkte einer gegeb Geraden g
bestimmten Gleichung ersten Grades .

ox +py+y=0, (ws)

iigen die Koordinaten einer

wobei mindestens einer der Koeffizienten « oder # von O verschieden ist,
und umgekehrt liegen samtliche Punkte, deren Koordinaten einer derartigen
-Gleichung (s+) geniigen, auf einer bestimmten Geraden. Liegen drei Punkte
M, N, P auf einer Geraden, so liegt der Punkt M dann und nur dann zwischen

" 1) Letzteres folgt aus dem Axiom von CANTOR. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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N und P, wenn er mit keinem der Punkte N, P zusammenféllt und wenn die
z-Koordinaten dieser Punkte durch eine der Beziehungen

vy S oy Szp oder Ty =Ty =ap

verkniipft sind und dasselbe fiir die y-Koordinaten gilt.
SchlieBlich entsprechen die Bewegungen der Ebene, wenn man sie in den
Koordinaten ausdriickt, genau den Transformationen der Form

T =ax+by+e,
Y =ax + by + ¢,

wobei (a,, a,) und (by, by) orzhogonale Einheitsvektoren sind (d. h.a} + af = 1,
b + b3 = 1, b, + azb, = 0gilt).

7.2. Widerspruchstreiheit und Vollstiindigkeit der Axiome der euklidi-
schen Ebene. Die angegebenen Tatsachen gestatten es, sowohl die Wider-
spruchsfreiheit als auch die Vollstindigkeit der Axiome der Geometrie zu
beweisen. Zunachst 1a8t sich unschwer zeigen, daB alle Axiome der euklidi-
schen Ebene in dem folgenden arithmetischen Modell erfiillt sind: , Punkte
sind die Paare (z, y) von reellen Zahlen, eine ,,Gerade* besteht aus der Menge
aller der ,Punkte”, die einer Gleichung der Form (#+) mit gegebenem
«, B, y geniigen, und die Begriffe ,,zwischen* und ,,Bewegung‘ werden auf die
oben angegebene Weise definiert. Wir wollen nicht die Giltigkeit aller Axiome
in diesem arithmetischen Modell verifizieren. Wir erwahnen als Beispiel, daB
in der Tat zu zwei verschiedenen Punkten (z;, ¥,), (3, ¥3) genau eine Gerade
existiert, die durch diese beiden Punkte hindurchgeht, namlich die Gerade, die
z. B. durch die Gleichung

@—2) -~ —p)(@—2)=0

beschrieben wird (wn' bemerken, daﬂ sxch die Gemde nicht &ndert, wenn man
alle Koeffizienten einer sie b Gleichung (#s) mit der gleichen
Zah] multipliziert). Hierdurch ist gezeigt, daB in unserem Modell das Axiom 1
gilt. Ebenso einfach verifiziert man die iibrigen Axiome, wodurch zugleich dic
Widerspruchsfreiheit der Axiome der euklidischen Geometrie bewiesen ist.

Die zu Begmn dieses Paragraphen durchgefiihrten Uberlegungen zeigen
ferner, daB ein beliebiges Modell der euklidischen Ebene zum arithmetischen
Modell lsomorph ist (der Isomorphismus wird durch die Einfiihrung eines

vermittelt). Daher sind zwei beliebige Modelle der eukli-
d:schen Ebene zum arithmetischen Modell und damit untereinander isomorph.
Hierdurch ist die Vollstandigkeit unserer Axiome bewiesen.

AbschlieBend bemerken wir, daB sich analog ein arithmetisches Modell fiir
den euklidischen Raum konstruieren laBt, indem man namlich als ,,Punkte*
die Tripel (z, y, z) von reellen Zahlen wahlt und die anderen Grundbegriffe in
der aus der analytischen Geometrie bekannten Weise interpretiert.
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§ 8. Die Unabhiingigkeit der Axiome

8.1. Die Unabhiingigkeit eines Axiomensystems. Die Entdeckung LoBa-
TSCHEWSKIS, die zur Entwicklung der axiomatischen Methode beitrug, ist
unmittelbar mit der Frage nach der Unabhdngigkeit der Axiome verbunden.
Dabei heiBt ein Axiom unabhingig von den iibrigen Axiomen eines gewissen
Axiomensystems, wenn es sich nicht aus diesen iibrigen Axiomen als Satz
beweisen 1a8t.

Beim axiomatischen Aufbau einer mathematischen Theorie bemiitht man
sich naturgemdB darum, daB sich unter den Axiomen keine , iiberfliissigen*
Axiome befinden, d. h. keine Axiome, die als Sdtze aus den iibrigen Axiomen
abgeleitet werden konnen. Historisch war eines der ersten Ergebnisse dieser
Béstrebungen die Ausmerzung des IV. Postulates EvKLIDs (iiber die Gleichheit
aller rechten Winkel, vgl. S. 8) aus dessen Axiomen. Die folgerichtige Weiter-
fithrung dieses Gesichtspunktes fithrt schlieBlich zum Aufbau einer ,,mini-
malen“ Axiomatik, d. h. zu einem Axiomensystem, in dem alle Axiome von
den iibrigen unabhingxg sind. Man muf3 ]edoch bedenken daB die Forderung
nach der Unabha ;,' t eines Axi so logisch befriedigend und
asthetisch sie auch sein mag, keinerlei grundsatzllche Bedentung besitzt. Viel-
mehr ist es vom Standpunkt der leichteren Handhabung einer axiomatischen
Theorie aus haufig zweckmaBig, bewuBt ein mit iiberfliissigen Axiomen ange-
fiilltes Axiomensystem zu verwenden, da man mit seiner Hilfe meistens ein-
facher und schneller zu den wirklich interessanten Folgerungen gelangt.

Fiir den Beweis der Unabhingigkeit eines Axioms von anderen kann man
wie folgt vorgehen: Man ersetzt im gegebenen Axiomensystem das als unab-
hangig nachzuweisende Axiom durch seine Negation und beweist die Wider-
spruchsfreiheit des dabei entstehenden neuen Axi yst Die Wider-
spruchsfreiheit des neuen Axiomensystems zeigt man, wie iiblich, durch Kon-
struktion eines Modells, in dem alle Axiome dieses Systems gelten. So sind
z. B. die Gruppenaxiome (d. h. die Axiome 1 und 2 auf S. 20) voneinander
unabhingig. Als Modell, in dem das Axiom 1, aber nicht das Axiom 2 erfiillt
ist, kann beispielsweise die Menge aller ganzen Zahlen mit der gewdhnlichen
Multiplikation als Gruppenoperation dienen: Die Gleichung mx = n, wobei
m und n ganze Zahlen sind, besitzt nicht stets eine ganzzahlige Losung. Ein
Modell, in dem das Axiom 2, aber nicht das Axiom 1 erfillt ist, bilden z. B.
die drei Elemente @, b, ¢ mit der folgenden ,,Multiplikationstabelle‘:

aa=bb=cc=a, ab=bc=ca=b, ac=ba=ch=c.
Man verifiziert leicht, daB in diesem Modell das Axiom 2 tatsichlich erfiillt
ist; z. B. haben die Gleichungen
ar=b, ya=1>

die (eindeutigen) Losungen x = b und y = c¢. Andererseits ist das Axiom 1
nicht erfiillt, denn es ist

(Bb)b =ab = b, bdb) =ba = c.
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8.2. Uber die Unabhingigkeit der Axiome der euklidischen Geometrie. Es ist
verstandlich, daB bei der relativ groBen Anzahl der Axiome der Geometrie
der Nachweis ihrer Unabhangigkeit sehr kompliziert ist. Die Existenz der nicht."
euklidischen Geometrie LoBaTsCHEWSKIs beweist die Unabhingigkeit des
Parallelenaxioms von den iibrigen Axiomen der euklidischen Geometrie, da
man das Axiomensystem der LoBaTscHEWSKIschen Geometrie dadurch erhilt,
daB man in dem von uns behandelten Axiomensystem fiir die euklidische
Geometrie das Axiom 18 durch das folgende Axiom von LOBATSCHEWSKI
ersetzt: ,,Durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden gibt es in der durch dea
Punkt und die Gerade bestimmten Ebene mehr als eine Gerade, die die ge-
gebene Gerade nicht schneidet“. Die Widerspruchsfreiheit der Geometrie
LoBATSCHEWSKIs kann man mit Hilfe von Modellen fiihren, deren wichtigste
in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts von E. BELTRAMI, F. KLEIN und
H. PoiNcARE konstruiert wurden (vgl. hierzu den Artikel , Nichteuklidische
Geometrie‘‘ in Band V der EdEM).

Die Unabhingigkeit der Stetigkeitsaxiome kann man mit Hilfe von Modellen
beweisen, die ahnlich wie das obige Modell fiir die euklidische Geometrie
aufgebaut sind, nur daB man an die Stelle des Korpers der reellen Zahlen einen
geeigneten anderen Korper setzt. So erhilt man eine sogenannte ,nichtarchi-
medische* Geometrie, in der alle Axiome mit Ausnahme des ARCHIMEDischen
Axioms gelten, wenn man von einem vollstindigen nichtarchimedisch ange-
ordneten Korper!) ausgeht, als Punkte alle Tripel (z,y,2z) von Elementen
dieses Korpers nimmt und die iibrigen Grundbegriffe dhnlich wie in dem
obigen Modell der euklidischen Geometrie interpretiert.

D1e Unabha.ngxgkelt des Axioms von Cantor laBt sich mit Hilfe einer

i torschen Geometrie* bewei Eine derartige Geometrie erhilt
man, wenn man von dem Korper aller der reellen Zahlen ausgeht, die sich aus
der Zahl Eins durch endlich viele Anwendungen der Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division und Ausziehen der Quadratwurzel er-
zeugen lassen, als Punkte alle Tripel (z, y, 2) von Elementen dieses Kérpers
nimmt und die iibrigen Grundbegriffe ahnlich wie im obigen Modell der eukli-
dischen Geometrie interpretiert.?) Smd namlich 4,B,, 4,B,, ... Strecken der
Geraden y = z = 0, die den Vor: des CanToRschen Axioms ge-
niigen, wobei jedoch die z-Koordinaten der Punkte 4,, B, 4,, B,, ... ratio-
nale Zahlen sind, die gegen eine reelle Zahl konvergieren, welche nicht zu dem
betrachteten Korper gehort, so existiert in unserem Modell kein Punkt C, der
die Behauptung des CanTorschen Axioms erfiillt. EvkLID selbst betrachtete
im wesentlichen nicht das, was wir ,,euklidischen Raum'‘ nennen, sondern
eben diesen nichtcantorschen Raum (vgl. die Ausfithrungen auf S. 9).

1) Vgl. § 24 und §28 des Artikels von I. W. PRoskURJAROW in Band I der EdEM; fiir
du Konntruktmn emes solchen Korpers verweisen wir z. B. auf Kap. IV, §3, des im
ngegeb Buches [4] von N. W. EFiMow. — Anm. d. wissenschaftl.

Rd.
%) Die Betrachtung dieses Modells wird durch al), ine Resultate iiber g isch
Konstruktionen nahegelegt, die im Artikel ,,Uber die Losbarkeit von Konstrukti f.

gaben mit Zirkel und Lineal hergeleitet werden.
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Eine besondere Rolle in der Axiomatik der Geometrie spielt das Axiom 8,
dessen Inhalt im wesentlichen ini der Behauptung besteht, daB der Raum drei-
dimensional ist. Die Umbhanglgkelt dieses Amoms von den ubngen kann man
z.B. durch die Konstruktion eines vierdi:
beweisen. Eine Beschrelbung sowohl des vierdimensionalen Raumes als auch
von Raumen einer hoheren (endlichen) Anzahl von Dimensionen findet der
Leser-im Artikel ,,Mehrdimensionale Réume* im Band V der EdEM. In der
modernen Mathematik betrachtet man ibrigens auch unendlichdimensionale
Réume, die fiir viele Anwendungen z. B. auch in der Physik von grundlegender
Bedeutung sind.

8.3. AbschlieBende Bemerkungen. Wir haben gesehen, daB die Frage nach der
Unabhangigkeit des Axic ystems der euklidi G trie zur Betrach-
tung von vielen Arten ,,geometrischer Raume* fiihrt, die in ihren Exgenschaf-
ten z. T. erheblich von den uns gewohnten Raumvorstellungen der G trie
Evuxuips abweichen.

Sehr interessant sind z. B. die ,,endlichen Réume*, die man erhélt, wenn man.
den Korper der reellen Zahlen durch einen endlichen Kérper, etwa den Rest-
klassenkorper der ganzen Zahlen modulo einer Primzahl, ersetzt. In einem
endlichen Raum* gibt es auf jeder Geraden, auf jeder Ebene und im ganzen
Raum nur endlich viele Punkte und damit auch nur endlich viele Geraden
und Ebenen. Die ,,endlichen Raume* sind zugleich die einfachsten B
fiir ,,diskrete Rdume*, in denen Grenzwerte und Stetigkeit fehlen.

Mittels der durch Axiome festgelegten abstrakten Raume, die sich ihrerseits
durch verschiedenartige mathematische Methoden realisieren lassen, kann
man raumliche Schemata schaffen, die uns die Méglichkeit bieten, den realen
physikalischen Raum besser widerzuspiegeln als mittels des Schemas des
euklidischen Raumes. Zudem treten diese abstrakten Réume in steigendem
MaBe in den verschiedensten Gebieten der Mathematik auf, wodurch sich
neue Anwendungen auf die reale Welt ergeben.

Sowohl LoBATsCHEWSKI als auch C. F. Gauss stellten bereits die Aufgabe,
experimentell zu priifen, welche Geometrie in der realen Welt wirklich gilt:
die Geometrie EUkLIDS oder eine andere (z. B. die von LOBATSCHEWSKI).
In der allgemeinen Relativititstheorie wurde gezeigt, daB sich Raum (und
Zeit) der realen Welt in sehr guter Naherung durch die sogenannte RIEMANN-
sche Geometrie beschreiben lassen, die in der Mitte des vorigen Jahrhunderts
durch den deutschen Mathematiker B. RIEMANN geschaffen wurde (vgl. dazu
den Artikel ,,Nichteuklidische Geometrie’ im Band V der EdEM). Jedoch
diirfte auch dieses raumliche Schema bei weitem nicht die beste Approximation
sein.- Viele Physiker nehmen z. B. an, daB eine ganze Reihe von Schwierig-
keiten und Unstimmigkeiten im mathematischen Apparat der heutigen
Quantenphys:k jhre Ursache darin haben, da8 quantenhafte, diskrete Er-

gen in einem stetigen Raum beschrieben werden und man zur Uber-
windung dieser Schwierigkeiten zu einem diskreten, gequantelten Raum iiber-
gehen muB. Dem widerspricht keineswegs die Tatsache, daB der stetige Raum
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die Bediirfnisse der klassischen Physik befriedigt, obgleich etwa eine Fliissig-
keit aus diskreten Molekiilen und das elektromagnetische Feld aus diskreten
Quanten besteht; denn der klassischen Hydrodynamik und Elektrodynamik
liegt die Vorst-ellung zuginnde, daB eine Fliissigkeit und das elektromagneti-
sche Feld stetige Medien sind. Es ist daher durchaus méglich, daB die Geome-
trie eines Tages zu den Vorstellungen DEMOKRITS iiber die diskreten Atome
des Raumes zuriickkehrt, selbstverstandlich nicht in derselben naiven Form.
In di Fall mii die grundlegenden Begriffe der Geometrie eine wesent-
lich neue Auffassung erhalten. . .

Wir haben gesehen, daB sich die Ansichten {iber die Grundbegriffe der Geo-
‘metrie und deren gegenseitigen Beziehungen im Verlaufe der Entwicklung der
Wissenschaft wiederholt gewandelt haben, und so werden in Zukunft neue
mmnschafthche Entdéckungen sicher auch einen weiteren Wandel in unseren
ischen Vorstellungen bewirken.
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GEOMETRISCHE TRANSFORMATIONEN



§ 1. Der Begrift der Transformation. Beispiele

1.1. Geometrisehe Abbildungen. Einer der grundlégenden Begriffe der moder-
nen Mathematik ist der Funktionsbegriff!). Eine Veranderliche y heit Funk-
tion einer Veranderlichen = (es wird y = f(z) ‘geschrieben), wenn jedem Ele-
ment z einer gegebenen .Menge (des Definitionsbereiches der Funktion) ein ein-
doutlg besnmmter Wert y entspncht Dabel kann die Vorschrift, nach welcher
fiir ein g z das ige y besti wird, in analytischen Formeln
oder emfa.ch in einer Tabelle, in welcber alle Werte x und die ihnen entsprechen-
den y aufgefiihrt sind, bestehen. (Die zuletzt genannte Art der Festlegung -
einer Funktion ist insbesondere dann anwendbar, wenn x nur endlich viele
Werte annehmen kann.) Auch andere Arten der Festlegung einer Funktion
sind moglich (z. B. die Beschreibung in Worten, wie sie bei der bekannten
DrricaLETschen Funktion erfolgt: Jedem rationalen Wert x entspricht der
Wert y = 1, und jedem srrationalen Wert x entspricht der Wert y = 0).

Wir bemerken, daB in der Definition der Funktion keineswegs verlangt wird,
daB die Veranderlichen unbedingt reelle Zahlen sind. Man 148t im Gegenteil
in der modernen Mathematik zu, daB = und y El te vollke beliebi;
(such unterschiedlicher!) Natur sein konnen, etwa komplexe Zahlen?), Punkte -
der Ebene oder des Raumes, irgendwelche geometrischen Figuren, Geraden
oder beliebige Linien usw. So sind der Mittelpunkt und auch der Radius eines
Kreises Funktionen dieses Kreises (hier besteht der Definjtionsbereich aus
.allen Kreisen; die zugeordneten Werte sind Punkte bzw. Zahlen). In neuer
Zeit nimmt in der Mathematik das Studi Icher Funktionen y= f(x) einen
groBen Raum ein, bei denen z oder sogar z und y Funktionen im alten Sinne
dieses Wortes, d. h. Zahlenfunktionen sind.3)

In der G trie spielen eine wichtige Rolle Funktionen y = ®(x), bei denen
z und y Punkte der Ebene oder des Raumes sind. In diesem Fall wird das

1) Vgl §46 und § 54 des Artikels ,-Elementare Funktionen einer reellen Veriinderli-
chen. Grenzwerte von Folgen und Funktionen. Der allgemeine Funktlonsbegnﬁ' “in
Band III der EdEM.

%) Den Funkti einer } )! Veriinderlichen ist der Artikel ,,Elementare Funk-
tionen einer komplexen Veriinderlichen® in Band III der EJEM gewidmet.

3) Mit dem Studlum der Funktlonen dieser Art bewhémgt snch in der modemen Mathe-
matik eine umf: i i haft, die Funkti Funkti y= =),
beldenenz—x(t)emeF ktion irgendeiner Verinderlich tundyemanhlmt,etwa

y= f x(t) dt, heiBen Funktionale. Funktionen y = F(z), bei denen z =z(t) und y = y(t)
Znhlenfunknonen sind, etwa y(t) = 2'(t) oder y(t) = f x(t) dt, heien Funktionalopera-
toren In der Funktionalanalysis spleleh die Funktionale dleselbe Ro]le wie die Zahlen-

(einer ofler meh Veriinderlicher) in der 8o h Iysis; die Rolle
der Funktionaloperatoren ihnelt der Rolle der g Transfa i
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Wort ,,Funktion‘‘ gewohnlich durch dle ich trische (Punkt-)
Ablnldnng“ tzt. Eine trische Abbildung ist daher nichts anderes als
eine bestimmte Art von funktionaler Abhiéngigkeit y = f(z), bei der namlich
als ,,Argumente’ x und als ,,Funktionswerte’ y Punkte auftreten.

Zur Festlegung einer geometfwchen (Punld-) Abbildung D sind also folgende
Bestnmmungsstﬁcke notig: 1. eine gewisse Figur (Punktmenge) ./ als soge-

Def b "derAbbddungQ 2emegewmseF1gurd als soge-

nannter Wertebereich der Abbildung @ ; 3. eine gewisse Vorschrift, durch welche
jedem Punkt 4 des Bereiches &/ eindeutig ein Punkt 4’ = @(4) des Bereiches
&' zugeordnet wird. Wenn die gegebene Abbildung @ den Punkt A in den
Punkt A’ iberfiihrt, d. h. $(4) = A’ ist, heiBt der Punkt 4’ das Bild des
Punktes A bei der Abbildung ®. Es sei jetzt L eine gewisse Linie (oder Figur),
die ganz im Bereich & liegt. Durchlauft der Punkt 4 diese Linie (oder Figur)
L, 8o durchlauft das Bild 4’ = ®(A) dieses Punktes eine gewisse Punktmenge
L’ des Bereiches o’. Diese Menge L' heiBt das Bild der Menge L bei der Ab-
bildung @, und man schreibt L' = &(L).})

Beispiel 1. Die Abbﬂdung @ defini wir folgend Ben: Als Defini-
tionsbereich &/ nehmen wir die ganze Ebene und als Wertebere:ch &' eine ge-
wisse Gerade der Ebene /. Wir ordnen einem beliebigen Punkt 4 als Bild

’

(ﬂl

AN #(1)

Abb. 1 Abb. 2

denjenigen Punkt 4’ zu, der sich durch orthogonale Projektion von 4
auf die Gerade &/’ ergibt (Abb. 1). Ist L eine Gerade, die nicht senkrecht auf
&' steht, so fillt ihr Bild L' = ®(L) offenbar mit der ganzen Geraden &’ zu-
sammen; das Bild @(L,) einer zu &/’ senkrechten Geraden L, ist ein einziger
Punkt auf o#’; das Bild &(S) eines beliebigen Kreises . (oder eines beliebigen
Dreiecks; Abb. 2) ist eine Strecke.

Beispiel 2. In der Ebene fithren wir ein gewisses (rechtwinkliges) Koordi-
natensystem ein. Wir definieren eine Abbildung @, indem wir als Defini-
tionsbereich und Wertebereich die ganze Ebene nehmen und einem belie-

1) Bei der henden Definition ist nicht g da8 alle Pnnku von o’
als Bilder von Elementen der Punktmenge f auff Meistens b man als
Wertebereich die Gesamtheit aller Bilder, d. h., man setzt &’ = ®(sf). — Anm. d. wissen-
schaftl. Red
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bigen Punkt 4 mit den Koordinaten (z,y) den Punkt 4’ = @(4) mit den
Koordinaten (sin z, sin y) zuordnen.

Beispiel 3. Als letztes Beispiel nennen wir die Drehung der Ebene o/
um den Punkt O mit dem Winkel .
Fiir diese Abbildung bestehen der
Definitionsbereich und der Werte-
bereich aus allen Punkten der
Ebene «/; als Bild eines Punktes 4
wird derjenige Punkt A’ der Ebene
definiert, fiir den |04’| = |0A| und
¥ AOA’ = « ist, wobei zusitzlich
die Drehrichtung (entweder ,im
Uhrzeigersinn‘‘ oder ,,entgegen dem
Uhrzeigersinn*“) im voraus festge-
legt werden muB (Abb. 3).

1.2. Geometrische Transformatio-
nen. Zwischen den oben betrachteten
Beispielen 1 und 2 einerseits und dem Beispiel 3 andererseits besteht ein
licher Unterschied. Bei den in den Beispielen 1 und 2 betrachteten Abbildungen
existieren verschiedene Punkte, deren Bilder zusammenfallen, d. h. Punkte
A # B, fiir welche 9(A) = D(B) ist. So ist bei der im Beispiel 1 betrachteten
Abbildung $(4) = P(B), wenn man als B einen beliebigen Punkt der Geraden
AA’ nimmt (Abb. 1). Durch die- Abbildung & des Beispiels 2 werden z. B.
jeweils die Punkte A(z, y) und B(z + 27, y — 4n) in ein und denselben Punkt
iibergefiihrt. Diesen Sachverhalt driickt man folgendermaBen aus: Die in den
Beispielen 1 und 2 betrachteten Abbildungen sind nicht eineindeutig. Bei der
in Beispiel 2 betrachteten Abbildung @ ist auBlerdem nicht jeder Punkt des
Wertebereiches &/’ (= o) Bild eines gewissen Punktes; z. B. ist der Punkt

(2, --;-) kein Bild eines Punktes (denn es existiert keine reelle Zahl z mit

sin z = 2).

Eine Abbildung ¢ mit dem Definitionsbereich & und dem Wertebereich .2/’
heiBt eineindeutige Abbildung von s/ auf &', wenn 1. fiir keine zwei verschie-
denen Punkte 4 und B des Bereiches .« ihre Bilder @(4) und $(B) zusammen-
fallen und 2. bei der Abbildung jeder Punkt des Bereiches =/’ Bild eines ge-
wissen Punktes aus & ist.

Grob gesprochen ist eine eineindeutige Abbildung P von & auf &/’ dadurch
charakterisiert, daB keine zwei verschiedenen Punkte durch die Abbildung @
,,zusammengeklebt” werden und auBlerdem @ den Bereich &/ nicht nur
auf einen Teil des Bereiches &', sondern auf den ganzen Bereich &/’ ab-
bildet.

Eine wesentliche Rolle spielen in der Geometrie d i d
Abbildungen, fiir welche der Definitionsbereich . mit ‘dem Werteberexch o
zusammenfallt. Solche Abbildungen heiBen Transformationen der Menge /.
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Die Menge o selbst werden wir den Operationsbereich der Transformstxon (4
nennen.

Die im Beispiel 3 betrachtete Abbildung @ (die Drehung der Ebene um den
Punkt O mit dem Winkel «) ist offenbar ein Beispiel einer Transf tion der
Ebene (d. h. einer Transformation, deren Operationsbereich die ganze Ebene
ist). |

In diesem Artikel werden wir uns im weiteren.auf die Betrachtung von

Transformationen?) beschrinken, und zwar auf solche Transformationen, deren
Operationsbereich die Ebene oder ,,annihernd die Ebene* ist.?) Genauer ge-
sagt werden wir in einer Reihe von Fillen
gezwungen sein, als Operationsbereich: der
betrachteten Transformation @ nicht die
ganze Ebene anzusehen, sondern die Ebene
mit , herausgestochenen‘ (d. h. entferntén)
Punkten oder Linien. Andererseits werden
wir manchmal zur Ebene neue (,,uneigent-
liche*, d. h. vom Standpunkt der Schul-
geometrie nicht existierende) Punkte oder
"Linien hinzufiigen. Weil aber in allen Fallen
fiir die Konstruktion des Operationsberei-
ches der Transformation @ als Grundlage
die Ebene dient, wollen wir — indem .wir.
eine gewisse Ungenamgkext zulassen — alle
betrachteten . Transforma,tlonen unter der g B hnung Trans-
formationen der Evene zusammenfassen,

Wir geben noch einige Beispiele fiir Transformationen der Ebene an.

Beispiel 4. In der Ebene wahlen wir eine feste Richtung MM’ (sie kann
z. B. durch eine Gerade 'mit einem Pfeil angegeben werden); auBerdem geben
wir eine bestimmte Linge a vor (Abb. 4). Einem beliebigen Punkt 4 der Ebene
ordnen wir als Bild denjenigen Punkt A’ zu, fiir den die Strecke A4’ die Rich-
tung von MM’ und die Linge a hat. Die konstruierte Abbildung @ heiBt die
Parallelverschiebung der Ebene in Richtung MM’ um dle GroBe a (oder Ver-

schiebung um den Vektor MM =a ).

Beispiel 5. In der Ebene wahlen wir einen bestimmten Punkt O aus und
ordnen einem beliebigen von O verschiedenen Punkt A denjenigen Punkt 4’ -
als Bild zu, fiir den die Strecke 44’ durch den Punkt O hindurchgeht und von

‘) In exmgen Gelneten der Geometrio spne]en auch Abbl.ldungen, dne keine Transfor-

sind, eine b tende Rolle. Zum Beispiel sind die v d Arten von

Projektionen des dreidimensionalen Raumes auf die Ebene keine Transformationen; sie
werden ausfiihrlich im Artikel ,,Abbildungsmethoden“ studiert.

%) Im vorliegenden Artikel werden wir fast nichts iiber Transfc ti des R:
sagen, weil der emfachere Fall der Ebene bereits dafiir icht, alle prinzipiellen Moment
der Theorie der g trischen Transformati zu erliutern.

3) Vgl. den Artlkel Vel und ihre A dungen in der G trie.
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ihm halbiert wird (Abb. 5); als Bild des Punktes O wihlen wir den Punkt O
selbst. Die auf diese Weise definierte Transformation heiit die Spiegelung der
Ebene am Punkt O. Es ist leicht zu sehen, dafl die Spiege-
lung am Punkt O ein Spezialfall der Drehung ist; sie stimmt
némlich mit der Drehung um den Punkt O mit dem Win-
kel 180° iiberein.

Beispiel 6. Wir geben in der Ebene eine gewisse Gerade o
vor und ordnen einem beliebigen nicht auf o gelegenen
Punkt A denjenigen Punkt A’ als Bild zu, fir den die
Strecke AA’ orthogonal zu o ist und von dieser Geraden hal-
biert wird (Abb. 6); die Punkte der Geraden o ordnen wir
sich selbst zu. Die erhaltene Transformation der Ebene wird
die Spiegelung an der Qeraden o genannt.

Beispiel 7. In der Ebene wihlen wir einen Punkt O aus und
ordnen einem beliebigen von O verschiedenen Punkt A den-
jenigen Punkt 4’ des Strahls 0—1; als Bild zu, fiir den %
= k ist, wobei k eine gegebene positive Zahl bedeutet (Abb. 7);
der Punkt O wird sich selbst zugeordnet. Diese Transforma-
tion heiBt die Kontraktion oder zenirale Ahnlichkeitstransfor-
mation zum Punkt O mit dem Koeffizienten k') oder auch Ho- Abb. 5
mothetie?) (mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten k).

Hiufig 1aBt man auch negative Zahlen als Homothetiekoeffizienten k zu; in
diesem Fall nimmt man als Bild 4’ denjenigen Punkt der Geraden 0A, fiir

den Ilgfdll = |k| ist und die Richtungen der Strecken 04’ und 04 (von O zu
A'\ 7
—|
L\'
¢ 7 "
—
4 )

Abb. 6 Abb. 7

1) Wenn der Koeffizient k groBer als 1 und demnach |04’| > [04| ist, wiire es angebrach-
ter, die Transformation nicht Kontraktion, sond¢rn Deknung zu nennen.
2) Von den griechischen Wértern dudg (gleich) [oder 6uoto; (ahnlich)] und derog (gelegen).
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A’ und von O zu 4) entgegengesetzt sind. Wenn man sich auf diesen Standpunkt
stellt, kann man die Spiegelung an einem Punkt (Beispiel 5) als Spezialfall der
Homothetie ansehen, niamlich als eine Homothetie mit dem Koeffizienten
k= -1

Beispiel 8. Wir geben eine gewisse Gerade o der Ebene vor und ordnen
einem beliebigen, nicht auf o gelegenen Punkt A denjenigen Punkt 4’ als
Bild zu, fiir den 4 und A4’ auf der gleichen Seite von o liegen, die Gerade 44’
senkrecht auf o steht und die Abstande |40| und |4’0| der Punkte 4 und 4’

von o durch die Relation Ig‘jl = k zusammenhdngen, wobei k eine gegebene
positive Zahl ist (Abb. 8); wenn der Punkt A =a o gehért, ordnen wir 4 als

¢

N U

(x~%)
Abb. 8 Abb. 9

Bild sich selbst zu. Die auf diese Weise definierte Transformation heiBt natur-
gemil die Kontraktion in bezug auf die Gerade o mit dem Koeffizienten k, und
die Gerade o heiBt die Achse der Kontraktion.

Man kann auch hier negative Werte als Koeffizienten k einer Kontraktion
zulassen (in diesem Fall haben die Strecken OA’ und OA entgegengesetzte
Richtung, d. h., die Punkte 4 und A’ liegen auf verschiedenen Seiten der
Geraden 0). Die Kontraktion in bezug auf die Gerade o mit dem Kontraktions-
koeffizienten ¥ = —1 stellt dann offenbar die Spiegelung an der Geraden o
dar (Beispiel 6).

Beispiel 9. Die Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten k&
(Beispiel 7) wurde als die Transformation definiert, die den Punkt A in den
Punkt A’ des Strahls 6Z iiberfiihrt, fiir den das Verhaltnis ||?):14 gleich k ist.
Jetzt betrachten wir die Transformation, die den Punkt A in denjenigen

Punkt A’ des Strahls 04 iiberfiihrt, fiir den das Produkt |0A4| - |04’| einen
gegebenen Wert k hat, also |04’| - |04| = k, wobei k eine gegebene posi-
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tive Zahl ist (Abb. 9). Diese Transformation heiBt die Inversion') mit dem
Zentrum O und dem Grad k. Wenn k = a3 ist, gehen die Punkte des Kreises S
mit dem Mittelpunkt O und dem Radius a bei der Inversion in sich iiber. Die
auBerhalb des Kreises S gelegenen Punkte gehen in innere Punkte und die
innerhalb des Kreises gelegenen Punkte in duBlere Punkte iiber. Dieser Um-
stand erklart auch eine andere Bezeichnung fiir die betrachtete Transformation :
Spiegelung am Kreis 8. Die Spiegelung am  Kreis § kann man auch geometrisch
beschreiben. Bei dieser Transformation geht ‘ein auBerhalb von S gelegener
Punkt A4 in den Schnittpunkt 4’ der Geraden OA (wobei O der Mittelpunkt
des Kreises ist) mit der Geraden PQ iiber, wobei P und @ die Beriihrungspunkte
der von 4 ausgehenden Tangenten an S sind. Umgekehrt geht der Punkt 4’
in den Punkt A iiber, was daraus folgt, daB in dem rechtwinkligen Dreieck
OPA (Abb.9) PA’ die Hohe ist und daher |0A|-|0A4’| = |[OP|* = a? = k
gilt.

Man kann auch zulassen, daB der Grad k ciner Inversion negativer Werte
fahig ist. In diesem Fall sind die Strecken 04 und OA' entgegengerichtet,
und es gilt |04’ - |0A| = |k|.

Wir bemerken, da8 wir genau genommen keine exakte Definition der In-
version gegeben haben, denn die oben beschriebene Abbildung ist im Punkt O
nicht definiert. Diesem Punkt entspricht bei der Inversion kein Punkt der
Ebene. Eine Moglichkeit zur Beseitigung dieser Inkorrektheit besteht darin,
daB man als Operationsbereich der Inversion nicht die ganze Ebene ansieht,
sondern als Operationsbereich &/ die Ebene unter AusschluB des (,,heraus-
gestochenen“) Punktes O nimmt, weil dieser Punkt bei der Inversion kein
Bild hat. Es ist klar, daB die Inversion eine eineindeutige Abbildung dieses
Bereiches & (der ,,gelochten‘‘ Ebene) auf sich darstellt. Wir begegnen hier
also erstmalig einer ,,Transformation der Ebene*, deren Operationsbereich sich
von der ganzen Ebene unterscheidet.

Man kann sich aber auch auf einen anderen Standpunkt stellen. Weil der
Punkt O kein Bild bei der Inversion hat, kann man verabreden, daB der Punkt
O bei der Inversion in einen ,,uneigentlichen* (nicht auf der gewohnlichen
Ebene vorhandenen) Punkt £ und umgekehrt der Punkt £ bei der Inversion
in den Punkt O iibergeht. Bei einer solchen Betrachtung wird eine Inversion
also eine eineindeuti Abbild (,,Transformation“) der ,.erweiterten*
Ebene o/*, die man aus s der gewohnhchen Ebene durch Hinzufiigen eines neuen
Punlktes  erhalt. Bei der Inversion entfernt sich der Bildpunkt 4’ eines sich
dem Punkt O niéhernden Punktes A unbeschrinkt von O (denn es ist |04’|
= -'?)%I-), daher bezeichnet man das Bild £2 des Punktes O manchmal als
unendlich fernen Punkt der ,erweiterten” Ebene .&*. Die durch Adjunktion
eines ,,unendlich fernen‘ Punktes £ aus der gewohnlichen Ebene .o/ entstan-
dene Ebene «/* wird hiaufig erweiterte Ebene?) genannt. Weil wir im folgenden
jedoch auch anderen Arten der , Erweiterung‘ der gewohnlichen Ebene be-

1) Von dem lateinischen Wort inversio (Umkehrung).
2) Diese Bezeichnung ist z. B. in der Funktionentheorie iiblich.
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gegnen werden, ist hier der Terminus geschl Ebene der. Die
Griinde fiir eine solche Bezeichnung werden spéter ausemandergesetzt l)

‘Wir konnen also als Operationsbereich der Inversion entweder die gelochte
Ebene oder die durch Adjunktion eines ,,uneigentlichen‘‘ Punktes ,,erweiterte‘
Ebene ansehen. Im folgenden wird es sich zeigen, daB es bei einer Reihe von
Fragen wesentlich bequemer ist, die erweiterte Ebene als Operationsbereich
der Inversion zu betrachten.

Wir méchten hier betonen, daB eine Aussage der Form ,,die Inversion fiihrt
den Punkt O in den unendlich fernen Punkt iiber* kein eigentliches Theorem
ist, sondern nur eine andere Formulierung fiir die Tatsache darstellt, daB der
Punkt O bei der Inversion auf der gewdhnlichen Ebene kein Bild hat. Die Ein-
fiihrung des Begriffes der geschl Ebene bedeutet ein rein terminologisches

. 1) Wir bemerken noch, da8 die geschlossene Ebene d * dle der Operationsbereich der
Inversion ist, ememdeutng (mit Hilfe der ion; vgl. 8. 17.) auf
die Oberfliche 8 einer Kugel abgebildet werden kunn, 80 dﬂ.B “also die Kugeloberfliiche
als Modell (vgl. S. 15fF. ) der hl Ebene angesehen werden kann. Der Punkt 2
geht bei der Projektion in den ,,Nordpol* N der Sphiire 8 iiber. Wenn
d.bel der Radmn der Sphm 8§ so nusgewnhlt wird, daB der Kreis der Inversion bei der

ktion in den Aquator der Sphiire § iibergeht, entspricht der In-
version der geschlossenen Ebene o/* die Spiegelung der Sphiire 8 an der Aquatorebene.

Abb. 10

Anders ausgedriickt: Sind B und B’ zwei beziiglich der Aquatoreb trisch ge-
legene Punkte auf der Sphiire und werden sie von N aus auf die Ebene m die Punkte 4
und 4’ proJmert (Abb. 10), so geht A4 in A’ iber bei der Inversion beziiglich desjenigen
Kreises, in welchen der Aquator der Sphiire projiziert wird (vgl. in diesem Zusammenhang
auch S. 477-485).
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+h +i20h,

Ubereink : Wir machen hier einen neuen Schritt der
Absttakhon, indem wir ein vollkc neues Gebilde betracht amlich
eine Ebene, die auBer den Punkten, welche in der Schulgeometrie au.ftreten,
noch einen neuen (mit den iibri gleichberechtigten!) ,,unendlich fernen*
Punkt enthalt. Hierbei ist die geschlossene Ebene ein ebenso berechtigter
mathematischer Begriff wie die gewohnliche ,,euklidische* Ebene. Ist doch
auch die Vorstellung einer (unbeschrinkten) Ebene, in welcher jede Gerade
unbegrenzt nach beiden Seiten fortgesetzt werden kann, nur eine mathemati-
sche Abstraktion. Eine genaue Beschreibung dieser Ebene wird lediglich durch
die Axiome gegeben, welche die G trie der Ebene charakterisieren.!) Dabei
bedingen unterschiedliche Axiomensysteme eine unterschiedliche Festlegung
des Gebrauchs des Wortes ,,Ebene*. So ist etwa auf der geschlossenen Ebene
das folgende Axiom nicht erfiillt: ,,Durch zwei Punkte geht eine einzige
Gerade“. Es gehen namlich durch einen ,,gewdhnlichen* Punkt 4 und den
,,unendhch fernen* Punkt 2 unendlich' viele, Geraden hindurch (denn alle
den der geschl Ebene gehen durch den ,,unendlich fernen* Punkt
Q, so daB die Bilder der Geraden bei der Inversion alle durch das Inversions-
zentrum O gehen; vgl. S. 69). Die unterschiedlichen Auff: gen des Begriffs
der Ebene, die durch die verschied Axi yst charakterisiert
werden, sind alle gleich zuldssig. In Abhangigkeit von den jeweiligen Auf-
gaben wird es nétig sein, das Wort ,,Ebene‘ in dem einen oder anderen Sinne
zu deuten. Vollkommen gegenstandslos wire auch der Streit, ob die Ebene einen
oder mehrere ,,unendlich ferne* Punkte besitzt. Das hangt allein vom einge-
nommenen Standpunkt ab, der durch die vorgelegten Aufgaben bedmgt ist.
In manchen Fillen (z. B. im Zust hang mit Homol
vgl. S. 104ff. — oder mit der hyperbohschen Inversion — vgl. Bexspxel 10)
konnen wir vor die Notwendigkeit gestellt werden, eine ganzlich andere. Ver-
vollstindigung der Ebene durch ,ideale‘“ oder ,,unendlich ferne‘‘ Elemente zu
betrachten. Die hierbei erhaltene ,,Ebene‘‘ wird sich von der gewdhnlichen und
der geschlossenen Ebene unterscheiden, aber sie wird weder ,,schlechter* noch
,,besser* sein als diese.

Beispiel 10. Es sei o eine gegebene Gerade und k eine feste positive Zahl. Die Abbil-
dung @ fiihre einen Punkt A in denjenigen Punkt A’ iiber, der auf der gleichen Seite der
Geraden o wie 4 liegt und wobei A4’ senkrecht auf o steht und [04’| - |04] = k gilt,
wenn O den Schnittpunkt der Geraden A4’ mit o bezeick (Abb. 11). Diese Transfor-
mation heiBt die hypcrboluche Inversion?) mit der Achse o und dem Grad k. Wenn k = a?
ist, gehen bei unserer Transformation die Punkte derzu o im Abstand a parallel verlaufenden
Geraden ! und I, in sich iiber. Die inneren Punkte des von ! und !, begrenzten Streifens
gehen in iiuBere Punkte und die &ueren Pnnkt,e m innere iiber. Hiermit hiingt die Bezeich-

nung Spuodung an einem Paar parallel. die man hmal der
ion gibt. Es ist klar, dnB die Bildpunkte einer zu I senkrech

Geraden n bex der Spiegel an den parallel den | und 1, mit den Bildpunkten

dieser Geraden bei der Spiegelung an dem Kreis S fallen, dessen Mittelpunk

1) Vgl. den Artikel ,,Axiome und Grundbegriffe der G: trie in diesem Band der
EdEM.

) Die Griinde fir diese Bezeichnung werden spiter erklirt (vgl. S. 70).
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der Schni kt O der Geraden o und 7 und dessen Radius a ist. DleeeTntachohnn
zur Konstruktion des Bildes 4’ eines Punktes A bei der h hyperbolisch
werden (Abb. 11). Hiufig 1iBt man auch negative Werte als Grad der hyperbolischen
Inversion zu. In diesem Fall ist |04’) - |04| = [k|, und die Strecken 04’ und 04 sind
entgegengeaet.zt gencheet

Als Op h der hyperbolischen Inversion kann man die um die Gerade o ver-
mmdem gewohnliche Ebene ansehen, weil die Punkte dieser Geraden bei unserer Trans-
formation in keine Punkte der Ebene iibergefiihrt werden. Man kann aber auch einen

n

Abb. 11 \
4

d Op bereich der hyperbolischen Inversion konstruieren. Dazu entfernt man
keine ,,ﬂberﬂusslgen“ Punkte, d djungiert im Geg il neue igentliche*
Punkte zur Ebene. Darauf wollen wir hier ]edoch nicht weiter eingehen.

Bemarkung Alle bisher betrachteten Punk fi i sind stetig, d. h., sie
i die f de Eigenschaft: Wenn eine Punktfolge 4, aus dem Operahombemch
der Transformation @ gegen einen Punkt A aus dem Operationsbereich der Transf
konvergxert (wenn also die Abstinde |4,,4| mit wachsendem 7. gegen Null streben), kon-
vetglmn die den Punkten 4, zugeordneten P\mkm A, =D(A,) gegen den B|Idpunkt
= @(A4) von 4. Man kn.nn auch leicht Beispiele fiir teti an-
geben (z. B. ist die Transformation unstetig, bei der alle zu einer gegebenen Geraden !
llelen Geraden in sich hoben werden, und zwar um die Strecke a == 0, wenn ihr
Abstnnd von [ rational ist, und um die Strecke 2a, wenn ihr Abstnnd von ! muom.l ist).
Weil aber in der Geometrie fast ausschlieBlich stetige Transf t wer-
den, beschriinken wir unsere Betrachtung hler auf solche Tmnsfomtlonen Ubrigens
werden wir nirgends die Stetigkeit der zu b htenden Transfc

1.3. Einige Typen geometrischer Transformationen. Es ist unschwer zu sehen,
daB8 die in den Beispielen 3 bis 6 beschriebenen Transformationen die fol-
gende bemerkenswerte Eigenschaft besitzen: Zwei beliebige Punkte 4 und B
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gehen stets in solche Punkte A’ und B’ iiber, Drehung
deren Abstand |[4’B’| gleich dem Abstand [AB| , _--=""""TTTe
ist (Abb. 12 bis 15). Transformationen, die 5 N h
den Abstand zwischen den Punkten invariant \
lassen, heiBen Bewegungen. Die Drehungen, \ 4
die Parallel hieb , die Spiegel an \ /
einem Punki und die Spwyelungm an einer \ /
Geraden sind also Bewegungen der Ebene. \ |

Fiir die in Beispiel 7 beschriebene Transfor- \ /
mation (die Homothetie) folgt aus der Ahnlich- \(‘-/‘7 7
keit der Dreiecke' OA'B’ und OAB (Abb. 16), ¥
daB der Abstand der Bildpunkte 4’ und B’ 0
proportional dem Abstand der Punkte 4 und B Abb. 12

Parallel- 4

verschiebung /,/\

g > 8 i%iﬁ’ﬁu”i;}” -

/g ~——

Abb. 13 Abb. 14
Spiegelung ai
emeryb‘e/a%eg
o
l A'
. i //
......... 1._........‘ ’
P e
. i //
H e
1 s
. \ 4 '
i J 8 Ve —=8

/ﬁ -
i 0% 1480 {_ 104’ _ 1081

V2L = oar = TosT

Abb. 15 Abb. 16

ist (der Proportionalititsfaktor k hingt dabei nur von der Transformation und
nicht von der Wahl der Punkte 4 und B ab). Transformationen, die die Ab-
stinde der Punkte im gleichen Verhéltnis k¥ dndern (oder anders gesagt, die
das Abstandsverhdltnis invariant lassen, d. h., bei denen fiir Punkte 4, B, C, D



56 G trische Transfe

’
und ihre Bilder 4’, B’, ¢, D' stets -g,g,’ } CD gilt), heiBen dhnlichkeits-
transformati (mit dem Ahnlichkeitsk k). Die Bewegungen kann
man als Ahnlichkeitstransfor-
L mationen mit dem Ahnlichkeits-
koeffizienten 1 ansehen. Jede
Homothetie ist damit eine Ahn-
lichkeitstransformation.?)
Die in Beispiel 8 beschrie-
/" bene Transformation (die Kon-
traktion in bezug auf eine Ge-
rade) besitzt die folgende wich-
tige Eigenschaft: Jede Gerade !
wird durch sie in eine gewisse
J<k=<| Gerade U iibergefiihrt. Diese
ptung ist offensichtlich
wenn [ eine zu der Kontraktions-
achse o parallele oder orthogo-
nale Gerade ist (insbesondere

|
|
|
1
4
1]

(] g geht jede zur Kontraktionsachse
orthogonale Gerade in sich iiber).
Abb. 17 Bildet die Gerade ! mit o einen

spitzen Winkel «, so geht sie in
die Gerade !’ iiber, welche die Kontraktionsachse o in demselben Punkt Q wie !

schneidet und mit der Geraden o einen solchen Winkel s’ bildet, duB tan of =k

ist. Denn wenn die Senkrechte zu o im Punkt O die Gerade ! jm Punkt A
schneidet und A’ auf der Senkrechten derjenige Punkt mit tan (x 4'Q0)
= k - tan « ist, gilt (Abb. 17)

|04 _ 10| tan (x 4Q0) _
[04] 0] - tan o '

Folglich geht der Punkt A in den Punkt 4’ iiber. Transformatiorien der Ebene,
welche jede Gerade in eine Gerade iiberfithren, heiBen affine?) Transforma-
tionen. Die Kontraktionen in bezug auf eine Gerade sind also affine Transfor-
mationen. Jede Kontraktion in bezug auf eine Gerade besitzt noch folgende
Eigenschaften: Sie filhrt parallele Geraden in parallele Geraden iiber, und sie
1aBt das Verhéltnis zweier auf einer Geraden liegenden Strecken invariant.
Diese Eigenschaften der Kontraktion in bezug auf eine Gerade kann man
unschwer aus ihrer Definition ableiten. Wir werden diese Ableitung jedoch nicht

l) Es ist lelchc i hen, daB eine Homothetie mit dem (positiven oder negativen)
thetiekoeffizi k eine Ahnlichkei formation mit dem Ahnlick

fizienten |k| darstellt.
%) Von dem lateinischen Wort affinitas (Verwandtschaft).
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durchfiihren, da wir spater sechen werden, daB sogar jede affine Transformation
diese Eigenschaften besitzt (vgl. S. 71).

Die in Beispiel 9 angefiihrte Transformation (die Inversion) ist keine affine
Transformation, da sie, wie wir spiter sehen werden (S.69), Geraden in
Geraden oder in Kreise iiberfiihrt. Weiterhin werden bei einer Inversion auch
Kreise entweder in Kreise oder in Geraden iibergefiihrt. Transformationen,
die jeden Kreis und jede Gerade in einen Kreis oder in eine Gerade iiberfiih-
ren, heiBen Kreistransformationen'). Jede Inversion ist also eine Kreistrans-
formation.?)

Es ist leicht einzusehen, daB jede Bewegung und jede Ahnlichkeitstransfor-
mation Geraden in Geraden und Kreise in Kreise transformiert. Denn ein
Kreis ist die Menge aller von einem Punkt O gleich weit entfernten Punkte,
wihrend eine Gerade als Menge aller von zwei verschiedenen Punkten gleich
weit entfernten Punkte charakterisiert werden kann. Weil nun eine Bewegung
die Abstinde dberhaupt nicht und eine Ahnlichkeitstransformation alle Ab-
sténde um ein und denselben Faktor verdndert, gehen Kreise in Kreise und
Geraden in Geraden iiber. Man kann auch umgekehrt beweisen, daB jede Trans-
formation der Ebene, die Geraden in Geraden und Kreise in Kreise iiberfihrt,
eine Ahnlichkeitstransformation (und in Spezmlfallen eine Bewegung) ist. Auf
den Beweis dieser Behauptung wollen wir hier nicht eingehen.?) Wir konnen
jedenfalls feststellen: und Ahnlichkeitstransformati sind
sowohl affine Transiormatlonen als auch Kreisverwandtschaften.

§ 2. Die Anwendung von Transformationen bei der Llisung
geometrischer Aufgaben

2.1. Einige Beispiele. Schon die oben aufgezihlten einfachen geometrischen
Transformationen kénnen effektiv fiir die Losung wichtiger geometrischer
Aufgaben benutzt werden. Weithin bekannt sind z. B. die Anweridungen der
geometrischen Transformationen bei der Losung von Konstruktionsaufgaben.
Wenn etwa eine Strecke A4’ der Lange a zu konstruieren ist, deren einer End-
punkt auf einem gegebenen Kreis S und deren Endpunkt auf einer geg
Geraden L liegen sollen und die ferner zu einer gegebenen Geraden ! parallel
sein soll, erhdlt man die Losung unmittelbar mit Hilfe der Parallelverschie-
bung @ des Kreises § um die Strecke a in Richtung I. Bei dieser Verschiebung

1) In der d h higen Li ist hierfiir auch die Bezeichnung Kreisverwandt-
schaft iblich. — Anm. d. wmemduzlﬂ Red.

3) Eine ausfithrliche Theorie der Kreistransformationen wird in dem Artikel ,,Geometrie
der Kreise** in dlesem Band der EdEM dnrgelegt Dort findet sich ebenfalls ein Beweis
dafiir, daB eine I ion eine Krei tion ist. Dieser heidet sich von dem
von uns auf S. 681. ausgefiihrten Beweis.

%) Vgl. z. B. Band II des im Literaturverzeichnis am SchluB dieses Artikels zitierten
Buches von I. M. Jagrom [2].
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geht namlich der eine Endpunkt der gesuchten Strecke in den anderen
Endpunkt iber, woraus folgt, daB der eine Endpunkt der gesucht:
Strecke der Schnittpunkt des Kreises 8’ = @(S) mit der Geraden L ist

Abb. 18

(Abb. 18a). Weil man die Verschiebung in zwei inand t t
ten Richtungen vornehmen kann, kann die Aufgabe bis zu vier Losungen
besitzen (Abb. 18b).

Die Konstruktion einer Strecke, die zwischen zwei gegebenen Geraden I
und /, eingespannt ist und von einem gegebenen Punkt O halbiert wird,
ist z. B. mit Hilfe der Spiegelung am Punkt O lésbar (Abb. 19); die Auf-
gabe hat im allgemeinen eine einzige Lo-
sung.

Die Aufgabe, in einem gegebenen
Kreis S eine Sehne AB zu konstruieren,
die durch einen gegebenen Punkt A des
Kreises S geht und von einem zweiten
Kreis 8; halbiert wird, kann mit Hilfe

der Homothetie mit dem Koeffizienten l

2
und dem Zentrum A gelést werden (Ab-
Abb. 19 bildung 20; die Aufgabe kann bis zu zwei

Losungen haben)?). .
Am interessantesten sind jedoch die Anwendungen von g trischen Trans-
formationen beim Beweis von Theoremen.

1) Weitere Beispiele fiir die A ung von g trischen Transf i bei der
Losung von Kumtruktlonuufgaben kann der Leser im Artikel nAllgemeine Prinzipien
* finden.
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Betrachten wir etwa ein Drei-
eck ABC. Bei der Homothetie
mit dem Zentrum B und dem
Koeffizienten —;— geht die Grund-
linie AC in die Mittellinie C,4,
iiber (Abb. 21), d. h., es ist

C,4,]AC und [C,4,] = %pw].

Hieraus folgt wiederum, daB8 bei
der Homothetie mit dem Koeffi-
zienten — %, welche 4 in 4,
transformiert, das Dreieck ABC
in das Dreieck 4,B,C, iibergeht,
welches von den Mittellinien des
Dreiecks ABC gebildet wird. Das
bedeutet also, daB sich die Ge-
raden AA,, BB, und CC, (die
Seitenhalbierenden des Dreiecks)
in einem Punkt M (dem Zentrum
der zuletzt belrachteten Homothetie)
schneiden und durch M, von den
Ecken aus gerechnet, im Verhdlt-
nis 2 : 1 geteilt werden. Weiterhin
gehen bei dieser Homothetie die
Hoéhen des Dreiecks ABC in die
Hohen des Dreiecks 4, B,C, iiber.
Die Mittelsenkrechten des Drei-
ecks ABC, d.h. die in den Mittel-
punkten der Dreiecksseiten er-
richteten Senkrechten, schneiden
-sich in dem Zentrum O des dem
Dreieck ABC umbeschriebenen
Kreises 8. Hieraus folgt, daB die
Héhen des Dreiecks ABC sich in
einem Punkt H schneiden; dabei
liegen die Punkte H, O und der
Schnittpunkt M der Seitenhalbie-
renden (das Homothetiezentrum
der  Dreiecke ABC und A,B,C,)
auf einer Geradenl), und es ist

—
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|HM|: |[MO| = 2. Es sei noch bemerkt, daB bei der betrachteten Homothetie
der Kreis § in den'dem Dreieck 4,B,C; umbeschriebenen Kreis 8, iibergeht
!) Diese Gerade HMO heiBt die EvLERsche Gerade des Dreiecks ABC.
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(d. h. in den Kreis, welcher durch die Mittelpunkte der Dreiecksseiten A BC
geht); der Radius R, dieses Kreises ist offenbar gleich der Halfte des Radius R
von §, und sein Mittelpunkt O, liegt auf der Geraden MO, dabei ist |OM| : | MO,|

= 2 (denn M ist das Zentrum einer Homothetie mit dem Koeffizienten — l,

die S in 8, iiberfiihrt). Hieraus ergibt sich, daB der Punkt O, der Miltelpunkt
der Strecke HO ist. Das bedeutet, daB der Kreis §, auch dem Kreis S bei der

Homothetie mit dem Zentrum H und dem Koeffizienten +% entspricht. Also

halbiert der Kreis S, die Hohenabschnitte HA, HB und HC des Dreiecks ABC
in den Punkten A', B', C'%)

2.2. Anwondung der Spiegelnng Wenn man iiber die Anwendung geometri-
scher Transfor fir B ke spricht, muB man in erster Linie
auf die Benutzung von Symmetrieiiberlegungen zum Auffinden der Eigen-
schaften ,symmetrischer” Figuren hinweisen. Sehr hiufig deutet das Eigen-
schaftswort ,,symmetrisch bei geometrischen Figuren das Vorhandensein
einer ,,Symmetrieachse‘‘ an, d. h. einer Geraden !, so daB die Spiegelung an
dieser Geraden die Figur in sich iberfiihrt (Abb. 22). Symmetrische Figuren
sind etwa: die Strecken (eine Strecke hat zwei Symmetrieachsen, ndmlich die
Mittelsenkrechte der Strecke und die Gerade, auf welcher die Stmcke hegt,
die Winkel (die Symmetrieachse ist die Winkelhalbi de); die it
Dreiecke (Symmetrieachsen sind die drei kaelha]bxerenden), die glexch-
schenkligen Trapeze (Symmetrieachse ist die Gerade, welche die Grundlinien
halbiert) ; die Rhomben (Symmetrieachsen sind die Diagonalen); die Rechtecke
(Symmetrieachsen sind die Mittellinien); die Kreise (Symmetrieachsen sind
die Geraden durch den Mittelpunkt) usw.

Mitunter wird das Eigenschaftswort:,,symmetrisch‘‘ auch bei geometrischen
Figuren beim Vorhandensein eines ,,Symmetriezentrums* angewendet, d. h.
eines Punktes 0, so daB die Spiegelung an diesem Punkt die Figur in sich iber-
fihrt (Abb. 23). Zentralsymmetrische Figuren sind z. B. die Parallelogramme
(Symmetriezentrum ist der Schnittpunkt der Diagonalen) und die Kreise
(Symmet; um ist der Kreismittelpunkt). Wir bemerken noch, dal eine

1) Der Kreis 8, heiBt EvLERscher Kreis des Dreiecks ABC. Hiufig nennt man diesen
Kreis auch Neun-Punkte-Kreis, weil er durch die neun ,,bemerkenswerten‘ Punkte des
Dreiecks geht, und zwar durch die Mittelpunkte 4,, B,, C; der Seiten, durch die Mittel-
punkte 4’, B’, ' der Hohenabschnitte und durch die FuBpunkte P, @, R der Hohen.
Letzteres folgt daraus, daB etwa die Punkte 4, und 4’ des Kreises §, Diametralpunkte
sind (oder daB die Tangenten an 8, in den Punkten 4, und 4’ aus der Tangente § im

1
Punkt A4 durch die Homothetie mit dem Z "M und dem Koeffizienten -3 bzw.
durch die Homothetie mit dem Z H und dem Koeffizienten +ihervoi-gehen, was
bedeutet, daB diese T: inand llel sind). Daher ist der rechte Winkel

A,PA’ dem Kreis 8, einbeschrieben, und der Punkt P liegt auf 8,.
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Zentralsymmetrie mit dem Zentrum O mit der Drehung um den Punkt O
o
um 180° = 3“% zusammenfillt. Dies erlaubt es, den Begriff der Zentralsym-

metrie zu verallgemeinern, indem man namlich bei einer gewissen Figur M
von einer Symmetrie der Ordnung k mit dem Zentrum O spricht, wenn die Figur

Abb. 22 Abb. 23

bei einer Drehung um den Punkt O (das Zentrum der Symmetrie der Ordnung
o
k) um den Winkel 360 in sich iibergeht (Abb. 24). So besitzt ein gleichseitiges

Dreieck eine Symmetrie dritter Ordnung (in bezug auf den Mittelpunkt des
Dreiecks), ein regelmiBiges n-Eck besitzt eine Symmetrie n-ter Ordnung.

\

Abb. 24 Abb. 25

Es ist klar, daB sich die bekannten Eigenschaften der Mittelsenkrechten
einer Strecke oder die Eigenschaften der Winkelhalbierenden eines Winkels
ittelbar aus der Tatsache ergeben, daBl die betrachtete Gerade Symmetrie-
achse der entsprechenden Figur ist. Genauso folgen auch alle Eigenschaften
eines gleichschenkligen Dreiecks aus seiner Symmetrie. Aus der Symmetrie
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des Kreises ergibt sich, daB der auf einer Sehne senkrecht stehende Durch.
messer diese Sehne halbiert. Aus dem Vorhandensein des Symmetriezentrums
O beim Kreis S schlieBt man, daB ein iiber einem Durchmesser dem Kreis S
einbeschriebener Winkel als Winkel eines dem Kreis einbeschriebenen Paral-
lelogramms betrachtet werden kann (Abb. 25). Andererseits folgt aus dem Vor-
handensein von Symmetrieachsen beim Kreis S, daB die vom Mittelpunkt
ausgehenden Senkrechten auf die Seiten des Parallelogramms Symmetrie-
achsen sind. Somit gelangen wir zu der Erkenntnis, daB jeder einem Kreis iiber
einem Durchmesser einbeschriebene Winkel ein rechter Winkel ist. Da die Ver-
bindungslinie ¢ der Mittelpunkte zweier Kreise S; und S, eine Symmetrieachse
der aus diesen bexden Kreisen gebildeten Figur 1st liegt der Schnittpunkt der

aub ten m; und m, (oder der beiden inneren Tangenten n,
und #,) an die Kreme 8, und 8, auf der Geraden ¢ (Abb. 26). Der Mittelpunkt O

eines gleichseitigen Dreiecks 7' (oder eines Quadrates @) ist Zentrum einer
Symmetrie dritter (entsprechend vierter) Ordnung. Hieraus ergibt sich z. B.,
daB die von den Ecken des Dreiecks 7' ausgehenden Geraden, die von der gegen-

iiberliegenden Seite Tl;- abschneiden (Abb. 27a), ebenfalls' ein gleichseitiges

Dreieck mit dem Mittelpunkt O bilden. Analoges gilt fiir die Geraden, welche
durch die Ecken des Quadrates @ hindurchgehen und die gegeniiberliegenden
Seiten halbieren (Abb. 27b); sie bilden ein Quadrat mit dem Mittelpunkt O.

Abb, 27
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Alle diese Aussa.gen beweist man fast glelchsmg Bei der Spiegelung an der
Verbind Q der Mittelpunkte O, O, der in Abb. 26 abgebildeten Kreise
8, und 8, gehen diese Kreise in sich iiber; daraus folgt, daB auch die beiden
Tangenten m, und m, dieser Kreise durch diese Spiegelung ineinander iiber-
gefiihrt werden (genauer gesagt: m, geht in m, iiber, und m, geht in m, iber).
Hieraus folgt weiter, dal die Gerade ¢ Symmetrieachse des durch die Geraden
m, und m, gebildeten Winkels ist, d. h., sie fallt mit der Winkelhalbierenden
dieses Winkels zusammen. Genauso ergibt sich aus der Tatsache, daB bei der
Drehung mit dem Zentrum O und dem Winkel 120° das gleichseitige Dreieck 7'
in sich iibergeht, daB das in Abb. 27a dargestellte ,innere* Dreieck T bei
dieser Drehung in sich iibergeht (die Gerade a geht in b iiber, die Gerade ¢
in a). Daher hat auch das Dreieck T den Punkt O als Zentrum einer Symmetrie
dritter Ordnung, was nur méglich ist, wenn dieses Dreieck gleichseitig ist.

2.3. Die Anwendung geometrischer Transformationen auf die ,,Symmetrie-
sierung* von Figuren. Die Verwendung von anderen Transformationen als
Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen gestattet es manchmal, ein-
fache Symmetrieerwiigungen bei komplizierten
Verhiltnissen anzuwenden. Wir bemerken z. B.,
daB eine Kontraktion in bezug auf eine Gerade
(Beispiel 8 auf S. 50) gestattet, jedes Dreieck
ABC'in ein gleichschenkliges Dreieck A’ B’C” iiber-
zufiihren. Dieses erreicht man leicht mit Hilfe
einer Kontraktion in bezug auf, die Seite BC,
wenn man den Kontraktionskoeffizienten so
wahlt, daB |4’B| = |BC| wird (Abb. 28; fiir BC
kann man z. B. die groBere der beiden Seiten 4 B,
BC nehmen). Hieraus und aus der Tatsache, daB
parallele Geraden bei einer Kontraktion in par- Abb. 28
allele Geraden iibergehen (8. 56), folgt, da jedes
Trapez ABCD durch eine Kontraktion in ein gleichseitiges Trapez AB'C'D
ibergefithrt werden kann (Abb. 29; es geniigt, das Dreieck ABF in das gleich-
schenklige Dreieck AB'F uberzufuhren) Es bezeichne nun E’ den Schnitt-
punkt der Diagonalen des gleich n Tr: AB'C’'D und F den
Schnittpunkt der Verlingerungen der Schenkel dieses Tr P Die Gerade
E'F geht durch die Mittelpunkte der Grundlinien AB’ und C’'D und ist die
Symmetrieachse dieses Trapezes. Daraus kann man schlieBen, daB in einem
beliebigen Trapez ABCD der Schnittpunkt der Diagonalen, der Schnittpunkt der
Schenkel und die Mittelpunkte der Grundlinien dieses Trapezes auf ein und der-
selben Geraden liegen (hierbei ist benutzt worden, daB eine Kontraktion in
bezug auf eine Gerade das Langenverhaltnis von Strecken einer Geraden nicht
andert; vgl. 8. 56). Anders ausgedriickt besagt dies, daB die Verbindungs-
gerade des Schnittpunktes der Diagonalen eines Trap und des Schnitt
punktes der Schenkel dieses Trapezes die Grundlinien dieses Trapezes hal-
biert.
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Durch zwei Kontraktionen kann ein beliebiges Dreieck in ein gleichseitiges
Dreieck iibergefiihrt werden. Tatsiachlich geht das gleichschenklige Dreieck
A'BC (in Abb. 28) durch eine Kontraktion in bezug auf die Gerade A’C in

Abb. 29 5!

das gleichseitige Dreieck 4'B’C iiber. Daher braucht man fiir den Beweis, daB
sich die Seitenhalbierenden eines beliebigen Dreiecks in einem Punkt schneiden,
nur den Fall eines gleichseitigen Dreiecks zu behandeln. Das folgt jedoch sofort
aus Symmetriegriinden (oder daraus, daB die Seitenhalbierenden eines gleich-
seitigen Dreiecks zugleich Winkelhal-
bierende der Dreiecke sind). Hieraus er-
gibt sich auch noch folgendes: Zieht
man in einem beliebigen Dreieck 4 BC
die von den Ecken ausgehenden Ge-
raden, die die gegenﬁberllegenden Drei-
eck im Verhdltnis 2:1 teilen
(Abb. 30), so fallt der Schnittpunkt
der Seitenhalbierenden des von den ge-
zogenen Geraden gebildeten Dreiecks
mit dem Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden des Ausgangsdreiecks zusam-
men (denn es fallen die Schnittpunkte
der Seitenhalbierenden — die Mittelpunkte — der in Abb. 27a dargestellten
gleichseitigen Drejecke 7' und v zusammen). Der Beweis hierfiir wire ohne
Benutzung von Symmetrieargumenten und den Eigenschaften der Kontrak-
tion in bezug auf eine Gerade recht kompliziert.

Abb. 30

Eine analoge Anwendung liBt auch die Inversion zu (vgl. das auf S.50 angefiihrte
Belxplel 9). So kann man z. B. zeigen, daB man je zwei Kreise durch eine geeignete Inver-
sion in zwei kongruente Kreise iiberfiihren kann. Als Anwendung hiervon betrachten wir
die in Abb. 31a dargestellten vier Kreise S, , Sy, S5 und 8,, wobei ]eder Kreis den folgenden
beriihrt und S, wieder 8, beriihrt. Die Beriihrungspunkte seien 4, B und € und D. Mittels
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einer Inversion fithren wir die beiden ,,gegeniiberliegenden‘ Kreise 8, und S, in kongruente
Kreise 8] und 8; iiber. Dadurch entsteht aus der Figur in Abb.3la die symmetrische
Figur in Abb. 31b (ihre Sy ieachse ist die Verbindungslinie » der Mittelpunkte der

5, a)
Abb.31a und b

Kreise S; und 8)). Es ist klar, daB die Gerade 0;0; auch Symmetrieachse des durch die
Berithrungspunkte A’, B’, ', D’ der Kreise gebildeten Vierecks ist. Hiernach muB dieses
Viereck A’B’C"D’ ein gleichschenkliges Trapez sein; das fiihrt uns zu der Feststellung, da8
die Punkte A’, B’, C’ und I’ auf einem Kreis liegen.!) Weil nun aber eine Inversion einen
Kreis stets in einen Kreis abbildet, liegen auch
die Punkte 4, B, C und D auf einem gemein-
samen Kreis.

Bei einer Inversion ist ein Punkt der Ebene
— das Inversi trum — b ders aus-
gezeichnet. Dieser Punkt geht bei der Inver-
sion in einen (im Sinne der Elementarmathe-
matik nicht existierenden) unendlich fernen
Punkt iiber. Dieser Umstand erdffnet neue
Moglichkeiten der A dung einer solch
Abbildung in der El h ik. Oben
sprachen wir iber den Nutzen, welchen man
daraus ziehen kann, daB durch eine Kon-

1) Oder auf einer Geraden (vgl. Abb. 3lc).
Allgemein wollen wir in allen Fragen, die mit
der A dung von I i
hiingen, verabreden, daB Kreis und Geraden
als gleichberechtigt gelten (denn eine Inversion
kann einen Kreis in eine Gerade iiberfiihren).
In solchen Fillen hat also das Wort ,,Kreis* die
Bedeutung von ,,Kreis oder Gerade‘. Abb. 3l¢
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traktion in bezug auf eine Gerade g ische Sachverhalte in 8L trische* hberge
fithrt werden kénnen (vgl. S. 64). Eine Inversi indert nun eine Zeichnung stiir
ker als eine Kontraktion. Das macht die I i auch fir A d

Wir betrachten z. B. noch einmal das dargelegte Theorem: Bertihren ‘sich die 1 Krem
8y, 84, 83, 8, in der angegebenen Beshen/alge und beriihrt S, wieder 8, (Abb. 31a), s0 liegen

die vier Beriihr kte auf einem g Kreis (oder auf einer germmmn

gsp

Geraden). Oben bewiesen wir dieses

Theorem, indem wir die Figur in eine

symmetrischere Figur der gleichen

Sy Art iberfilhrten. Aber man kann

diese Figur noch stirker abindern,

indem man sie einer Inversion in be-

zug auf den Beriithrungspunkt 4 der

Kreise 8; und 8, unterwirft. Hierbei

geht der Punkt 4 in den ,,unendlich

fernen‘ Punkt £ iber; aus den Krei-

sen 8, und 8, werden Geraden S

und §;. Diese Geraden miissen par-

S,’ allel sein, weil sie auBer dem Punkt Q

keinen weiteren Punkt gemein haben

\ \ (8; und 8, haben némlich als einzi-

gen gemeinsamen Punkt den Punkt

Abb. 32 A!). Die Figur geht damit in eine

ganz andere iiber (vgl. Abb. 32). Die

Punkte B’, C’ und D’ in Abb. 32 liegen nun auf einer Geraden (denn fiir die Winkel

gilt <1 = <4 und <¥I= %2 und X4 = <3, folglich ist X2 = ¥3). Daraus ergibt

sich aber weiter, daB die Urbilder B, C und D dieser Punkte B’, ' und D’ auf einem
Kreis (oder einer Geraden) durch den Punkt 4 (das Inversionszentrum) liegen.

§ 3. Die analytische Beschreibung geometrischer Transtormationen

3.1. Die Beschreibung geometrischer Transformationen durch Koordinaten.
Fiir das Studium von Transformationen und Punkmbbildungen ist die Ko-
ordinatenmethode sehr niitzlich. Wir setzen dazu voraus, daB in der Ebene
ein gewisses Koordumtensystzm 2,y emgefuhrt ist. Der Emfachhelt halber
betrachten wir ein kar , obgleich sich prinzipiell

nichts dndern wiirde, wenn wir etwa ein Pnla- dinatensystem betracht

wiirden. Es sei @ eine gewisse Abbildung, deren Deﬁmtlonsberexch &/ und deren
Wertebereich &' in der Ebene liegen bzw. die ganze Ebene sind. Jeder Punkt 4
des Definitionsbereiches & ist dann durch ein Zahlenpaar (z, y) charakteri-
siert. Die Transformation @ ordnet nun diesem Zahlenpaar ein gewisses neues
Zahlenpaar (z', y') zu, namlich die Koordinaten des Punktes A’ = &(4). Mit
anderen Worten sind also die Koordinaten (', y') des Bildpunktes 4’ Funk-
tionen des Zahlenpaares (z, y):

@' = gz, y),

¥ =y y).

1)
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Auf diese Weise ist also die Angabe einer Punktabbtldung mit der Angabe enws
Paares von Zahlenfunktionen zweier Verinderlicher gleichbedeul
wird auch durch jedes Paar von Funktionen zweier Veréinderlicher eine be.mmmle
Abbildung?) beachrzeben Insbesondere kann man durch Formeln der Gestalt (1)
die Transformationen der Ebene beschreiben.

Wir werden jetzt die analytischen Formeln fiir gewisse von uns betrachtete
Transformationen angeben. Vor allem ist klar, daB sich in einem kartesischen
Koordinatensystem jede Parallelverschiebung wie folgt darstellt:

:z:’=x+a.,l @

y=y+b
Hierbei sind (z, y) die Koordinaten des Punktes 4 und (2’, y') die Koordinaten
des Bildpunktes A’ sowie (a,b) die Koordinaten des konstanten Vektors

44" = MM [des Verschiebungsvektors?)].
Weiter schreibt sich die Spiegelung in bezug auf den Koordinatenursprung
0(0, 0) in Formeln so:
2= —x,
| o

¥ =-y
wihrend die Formeln fiir die Spiegelung an der 2-Achse wie folgt lauten:

4)

a =z, }
¥ =~y
Als Verallgemeinerung der Formeln (3) und (4) erhalten wir Formeln fir die
Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten &

_ k‘yl 8)

und Formeln fiir die Kontraktion in bezug auf die z-Achse mit dem Koeffi-
zienten k

¥ ®
¥ =ty
Fiir k = —1 gehen die Formeln (5) und (6) in die entsprechenden Formeln (3)

und (4) iber.

In allen bisher betrachteten Fillen haben die Funktionen g(z, y) und y(z, y)
aus (1) ein sehr einfaches Aussehen, sie sind lineare Funktionen. In anderen
Fillen erweisen sich diese Funktionen schon als komplizierter. Se wird z. B.

1) Hierbei entsprechen stetige Abbildungen (vgl. S. 54) stetigen Funkti
%) Vgl. 8. 75.
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die Inversion mit dem Zentrum O und dem Grad k beschrieben durch
Jkx

at + y2’
.
V="ay¢

Die hyperbolische Inversion vom Grad k (vgl. S. 53) mit der z-Achse als In-
versionsachse wird dargestellt durch

’

@)

= a,
8

y =—.
y Yy

In der Tat zeigen z. B. die Formeln (7), daB 2’ : y' = z: y gilt, d. h. der Bild-
punkt 4’ und der Ausgangspunkt 4 auf einer Geraden durch den Ursprung O

des Koordinatensystems liegen. AuBerdem ist z2 + y'2 = 5,d. h
k2
N2 =
|04’| [OAT

3.2. Analytische Methoden zum Studium von Transformationen. Die analy-
tische Beschreibung der geometrischen Transformationen gestattet es, die
Eigenschaften der Transformationen mit Methoden der analytischen Geome-
trie zu studieren. Wir beweisen etwa, daB eine Inversion jeden Kreis in einen
Kreis oder in eine Gerade und jede Gerade in eine Gerade oder in einen Kreis
tiberfiihrt. Man sieht leicht, daB die Gleichung fiir einen Kreis mit dem Koor-
dinatenursprung als Mittelpunkt und dem Radius r die Form a? + y? = r?
hat. Demnach lautet die Gleichung fiir den Kreis mit dem Mittelpunkt Q(a, )
und dem Radius r

(w—ap+@-bp=r

oder
A@* + ¥®) + 2B+ 2Cy + D=0 9)
mit
B C D
— = = = - a2 2 _ 2 X
= 4 b, v a? + b 2, A %0 (9a)

Dieser Kreis geht genau dann durch den Koordinatenursprung, wenn der Koef-
fizient D in (9) gleich Null ist. (Bei D = 0 erfiillt der Punkt mit den Koordina-
ten (0, 0) die Gleichung (9); bei D # 0 erfiillt der Punkt mit den Koordinaten
(0, 0) diese Gleichung nicht). Die Gleichung (9) erfaBt auch die Geraden. Eine
Gerade erhalten wir, indem wir in (9) den Koeffizienten A4 gleich Null setzen.
Wenn in (9) A = 0 und D = 0 sind, so bekommen wir eine Gerade, die durch
den Koordinatenursprung geht.
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Wir kldren jetzt, in welche Punktmengen bei einer Inversion die Menge
der Punkte, deren Koordinaten die Gleichung (9) erfiillen (d. h. Kreise oder
Geraden), iibergehen. Zunachst lassen sich die Formeln (7) auch in der folgen-
den Form schreiben: b

pEEr

Y=oy

Wenn wir nun in (9) fiir x und y die Ausdriicke gemaB der Formel (7a) ein-
setzen, erhalten wir

AK? + 2Bkx’ + 2Cky’ + D(z' + y'*) = 0. 9
Hieraus folgt unmittelbar :

A Eine Gerade, dwdmhdaalmammﬂmmgehl (das tst der Fall A = 0,

= 0), wird bei der Inversion in sich ibergefiihrt.

B Eine Gerade, die nicht durch das Inversionszentrum geht (A’ = 0 D # 0),
wird in einen Kreis tibergefiihrt, der durch das Inversionszentrum geht.

C. Ein Kreis, der durch das Inversionszenirum geht (4 # 0, D = 0), wird in
eine Gerade tibergefiihrt, die nicht durch das Inversionszentrum geht.

D. Ein Krm, der nicht durch das Inversionszentrum geht (A *0,D%0),
wird in einen Kreis iiberge-
fiikrt, der nicht durch das In- y
versionszentrum geht. Y,

Analog hierzu beweist man fiir h
die hyperbolisshe Inversion (8): ! 1
1
1
!
1

(7a)

A. Eine Gerade y = a, die par-
allel zur Achse y = 0 der hyperbo-
lischen Inversion ist, geht in die il

k k a , -~ '
Gaucic?:a(mkr y’=:) I-M/;
dber, die ebenfalls parallel zur ;
Achse der Inversion verliuft.

B. Eine Gerade x = b, die senk-
recht auf der Inversionsachse steht,
geht in sich iiber. !

C. Eine Gerade |, dic durch die 4
Gleichung Abb. 33

zmay+b (a0) (10)
gegeben wird und die Inversionsachse y =0 unter einem von 90° verschiedenen Winkel
schneidet, geht in die Hyperbel
z = % +b (oder (& —b)y = ak) (107)

tiber, deren A die I i hse o und deren Senkrechie g sind, die durch den
Schnittpunkt der Geraden | wnd o geht (Abb. 33; in kartesischen Koordinaten mit den
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Achsen o und ¢ schreibt sich die Gleichung (10’) in der Form XY = ak; das Bild dieser
funktionalen Abhingigkeit ist bek tlich eine Hyperbel).

Umgekehrt gehen bei einer hyperbollschen Inversion nur die Parallelen zur Inversions-
achse und deren Senkrechte sowie die Hyperbeln (10’), deren eine Asymptote die Inversions-
achse ist, in Geraden iiber. Dieser Umstand erklirt die Bezeichnung ,,hyperbolische Inver-
sion* fiir diese Transformation.

3.3. Lineare Transformationen. Haiufig ist die analytische Angabe einer
Transformation der Ausgangspunkt zur Definition dieser Transformation. In
diesen Fillen ist man gezwungen, die geometrischen Eigenschaften der Trans-
formation aus ihren analytischen Formeln abzuleiten.

‘Wir betrachten folgendes Beispiel : Unter einer linearen Abbildung der Ebene
versteht man eine Abbildung, die in irgendeinem kartesischen Koordinat
system durch Formeln (1) beschrieben wird, in denen die Funktionen ¢(z, y)
und y(x, y) linear sind:

xr=a1x+bly+v,,] an

Y = agx + by + ¢,.

Speziu]iﬁlle von linearen Abbildungen sind, wie wir gesehen haben, die Paral-
lelverschiebungen (2), die Spiegelungen an einem Punkt (3) und an einer
Geraden (4), die Kontraktionen in bezug auf einen Punkt (Homothetie) (5)
und die Kontraktionen in bezug auf eine Gerade (6).

Wenn in den Formeln (11) @, = b; = a, = b, = 0 ist, fithrt die Abbildung
offensichtlich alle Punkte der Ebene in den Punkt (c,, ¢;) iilber. Wenn die
Koeffizienten von x und y in den beiden Gleichungen (11) proportional sind,
d. h. a; = Aa,, by = Ab,, so haben wir bei beliebigem z und y

Yy =A'+c¢ mit ¢=cy — Ac;. (12)

Das bedeutet, daB3 die Ebene in die Gerade (12) iibergeht. Sind schlieBlich die
Koeffizienten a,, by nicht proportional zu a,, b,, d. h. ist a;b, — azb, + 0, so
kann man die Gleichungen (11) in der folgenden Form schreiben:

it =0 + Y+, Y=o + By +7, ar)
mi
b, —=b bicy — byey
Ny = B = ’ = ’
1 by — ah A ayb, — ash, & ab, — azb, (1)
—4s a4 A6y — 4Cq
Xy = R = , = .
27 by — ah, e ab, — azb, re aby — agb, ]

(Hierzu geniigt es, die Gleichungen (11) nach den Unbekannten z’, y' aufzu-
16sen.) Daher fithrt die Abbildung (11) nur den durch die Formeln (11’) ein-
deutig bestimmten Punkt (z, y) in den Punkt («', y') iiber, d. h., die Abbildung
ist eine lineare Transformation.

Wir zeigen, daB jede lineare Transformation eine Gerade der Ebene wivder in
cine Gerade der Ebene iiberfiihrt. Jede lineare Transformation ist also cine affine
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8 &

Transformation.!) Um namlich die Gerade zu finden, in welche die Transfor-
mation (11) die Gerade AX+BY +C =0 13)

iiberfithrt, brauchen wir nur in die Gleichung (13) fiir x und y die Werte aus
(11') einzusetzen. Wir erhalten hierbei

(Aoxy + Bog) 2’ + (APy + BBy)y' + (Ayy + By, + C) =0, (13")

wobei die Koeffizienten Ax, y
+ Bx; und AB;, + BB, nicht
beide Null sind, denn die Ab-
bildung (11’) ist ebenfalls eine
Transformation mit «,f; — xsf;
% 0. Wir erhalten also wieder

die Gleichung einer Geraden.
Sehr einfach iiberzeugt man /‘

sich auch davon, daB eine lineare
Transformation das Lingenver-
haltnis zweter Strecken einer Ge-
raden invariant lipt. Hierzu bemerken wir, daB fiir die vier Punkte A(z,, y,),
B(z,, y5), O3, ys), D(z,,y,) einer Geraden y = kx + b (Abb. 34)

= :’_z ist. Gehen nun bei der Transformation (11) die Punkte A(a:,, y,),
. —

.. D(zg, y‘) in die Punkte A'(2}, ¥1), ..., D'(x}, y) iiber, so ist
zp — 2 = ()% + byys + ¢5) — (a2 + byyy + ¢))

= ay(@y — %)) + bi(y: — ¥1)
= ay(%y — %) + byl(kwy + b) — (kzy + b)]
= (a; + bik) (23 — )

mtd analog zp = 75 = (ay + bik) (¥ — 25).

Hemuslolgt  \4B| _z-af _m-z _ 4B

DT "= a-=z (0D

Der Leser moge selbstandig bestatigen, daB jede lineare Transformation der
Ebene parallele Geraden in parallele Geraden iiberfiihrt.

Abb. 34

1) Man kann auch das Umgekehrte zeigen: Jede affine Transformation der Ebene ist eine
lineare Transformation, d. h. 1Bt sich in Koordinaten durch lineare Gleichungen beschrei-
ben. Der Beweis hierfiir ist jedoch recht kompliziert [vgl. etwa B. H. lenore n [I. A.
Paitko, Ananutudeckas reomerpua (B.N.DerauNay und D. A. Raikow, Analytische
G trie), Teil I, Moskau-Leningrad 1948, 8. 152, oder 1. M. firzom u B.T. Amknnyse,
Hper u mMeropu addmuoft ® mpoexrnBHo#t reomerpun (I. M. Jacrom und W.G. AscHKI-
NUSE, Ideen und Methoden der affinen und projektiven Geometrie), Teil I, Moskau 1962,
8. 78, oder, fir den n-dimensionalen Fall, O.-H. KELLER, Analytische Geometrie und
lineare Algebra, 2. Aufl., Berlin 1963, S. 159-161].
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3.4. Komplexe Koordinaten der Punkte der geschlossenen Ehbene. Da die
geschlossene Ebene einen voéllig neuen geometrischen Begriff darstellt, der
sich von dem der gewohnlichen Ebene unterscheidet, ist fiir sie auch die bei
der Ebene iibliche Art der Einfiihrung von Koordinaten unbrauchbar und zu-
néchst eine analytische Untersuchung der Inversion (und anderer Kreistrans-
formationen) als Transformationen der geschlossenen Ebene unméglich.
Aus diesem Grunde ergibt sich die iiberaus wichtige Aufgabe, fiir die geschlossene
Ebene ein Koordinatensystem einzufiihren, in dem auch dem ,,unendlich fernen‘¢
Punkt der geschlossenen Ebene Koordinaten zukommen. Wir gehen hier nicht
auf Einzelheiten ein, sondern skizzieren nur einen Weg zur Losung dieser
Aufgabe. Zunachst bemerken wir, daB man hiufig bequemer verfahrt, wenn
man statt der Paare (z, y) reeller Zahlen die entsprechenden komplexen Zahlen
z=2+ ty als Koordinaten der Punkte wihlt (wobei also ]eder Punkt eine

lexe Koordinate* erhalt). In diesem Fall wird eine geometnsche
Transformation der Ebene nicht durch ein Paar von Funktionen zweier Ver-
anderlicher (vgl. die Formeln (1) auf S. 66) beschrieben, sondern durch eine
Funktion einer komplexen Veranderlichen?):

2 = F(z). (14)

Wir erweitern jetzt den Bereich der komplexen Zahlen, indem wir zu den
,,gewohnlichen Zahlen noch eine ,ideale’ Zahl oo (Unendlich) hinzuneh-
men. Hierbei definieren wir den Quotienten aus einer beliebigen von Null ver-
schiedenen Zahl und Null (im Bereich der gewohnlichen Zahlen existiert dieser
Quotient nicht) als co. Diese ,,erweiterte’ komplexe Ebene fallt im wesent-
lichen mit der geschlossenen Ebene zusammen (hierbei entspricht. der ,,idealen‘
Zahl oo der ,,uneigentliche’ Punkt £).

Eine Inversion vom Grad k mit dem Zentrum O, das die komplexe Koordi-
nate 0 hat, wird analytisch — wie wir jetzt sehen — durch die Formel

7=

-

) (15)

beachrieben, wobei z = x — iy die zu z = z + iy konjugiert komplexe Zahl
ist. Aus (15) folgt sofort, daBl das Inversionszentrum O in den ,jdealen‘
Punkt oo iibergeht und umgekehrt. Ein vom Zentrum verschiedener Punkt
2 = x + ty geht in den Punkt

, b e k _k(:c+iy)_ kx " ky
“1_;3/— 2t + y? _xa+yt 2 + y?

i (15a)

iiber, was zeigt, daB die Transformation (15) mit der Inversion zusammenfallt
(vgl. Formel (15a) mit den Formeln (7) auf .S. 68). Analoge Eigenschaften
wie die Inversion haben die Transformationen der geschlossenen Ebene, die

1) Vgl. den Artikel ,,Elementare Funkti einer kompl Verénderlichen® in
Band ITI der EdEM.
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sich durch gebrochene lineare Funktionen

az + b , _az+b
bzw. 2’ = —
cz+d cz+d

(@, b, ¢ und d sind komplexe Zahlen) beschreiben lassen. Die Transformation
(16) fihrt denjenigen Punkt der geschlossenen Ebene in den ,,unendlich
fernen‘‘ Punkt £ iiber, fiir dessen komplexe Koordinate ¢z + d = 0 bzw. ent-

sprechend ¢z + d = Omt d.h.z= ——bzw zZ= -i ; sie fiihrt den Punkt Q
in den Punkt 2’ = — iiber Das letzte folgt daraus, dnB (16) auch in der Form

2 =

mit ad —bc+0, d.h. %#% (18)

b b
a+ z - a+ 3
o v

2 = ri bzw. z' = F

c +— c+ -

2z z
geschrieben werden kann. Die ,,gebrochenen-linearen Transformationen‘‘ (16)
der kompl Ebene stehen in einem engen Zusammenhang mit den Inver-

sionen.})

8.6. Birationale Transformationen. Vom analytischen Standpunkt sind die li
i (ll) die einfachst well hierbei dle Funknonun ¢(z, y) und v(z, y), dle
bel der analytischen Beachreib n. Ub
kann man in diesem Fall such die Koordinat z, y du Ausgangspunl dureh die
Koordinaten 2/, y’ des Bildpunktes mittels eines li druck idergeben [vgl.
die Formeln (11°)]. Eine Veral} g dieser Transfa i bilden die Transfor-
mmonen, bei denen sowohl die Koordinaten 2’ und y’ durch gewisse rationale (aber nicht
dig lineare!) Funkti @und p von z und Y| [vgl. (1)] als auch umgekehﬂ zund y
durch nuonsle Funktionen ~von 2’ und y' werden. Tr: dieser
Art heiBen birationale Transformati Slo splelen in der modernen Geometrie eine iiber-
aus wnchtlge Rolle 3) Dm ich ti bilden das einfachsts
f ti Als weibere Beispiele konnen die Inversion (7),
die hyperbohsche Inveuuon (8) und die folgende Transformation dienen:

___Y=z+y—1 fe__awzty—1)
Y m-Dtw-1 Y wm-Drw-D n

Betrachtet man die Formeln (17) als Gleichungen in den Unbek z und y und 166t

sie nach z und y auf, so erhalten wir genau die obigen Ausdriicke fiir z und y in den
Unbekannten z’ und y':

Y@ +y -1 y= (@ +y —1) (178
(T e Vi 2@ —1) +yy —1)
1) Die Menge der Transf i (16) der hl Ebene stimmt mit der Menge
aller Kmatnnsiormatwnen ﬂberem (vgl den Amkel ,»Geometrie der Kreise*, 8. 487).
2) Der Begriff der birati ist grandlegend fiir die

»algebraische Geometrie*, die gegenwirtag zu einem umf; den Wi haftegebi
angewachsen ist.






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































