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Anmerkung;:

Diese wissenschaftliche Arbeit wurde zum Abschluss des Diplomlehrerstudiums fiir Mathematik und
Physik an der Sektion Mathematik der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt von Oktober 1980
bis Februar 1981 erarbeitet und per Schreibmaschine in vierfacher Ausfertigung geschrieben.

Herr Dr. Liebold iibernahm die wissenschaftliche Betreuung der Arbeit.

Die schriftliche Arbeit und das miindliche Kollogium wurden abschlieend mit dem Pradikat "Gut”
bewertet.

Der nachfolgende Text ist eine nahezu identische Abschrift des Originaltextes.

Es wurden nur wenige Verdnderungen vorgenommen. Geéndert sind korrigierte Rechtschreib- und
Grammatikfehler, unklare Formulierungen sowie einige Nummerierungen.

Auflerdem wurde die mathematische Symbolik an die heutige Form angepasst.

Die Abbildungen weichen vom Original in der Form, jedoch nicht in der inhaltlichen Aussage ab. Die
Abbildungen der in Form von Platonischen Koérpern kristallisierenden Minerale wurden durch aktuelle
Fotos ersetzt.

Das urspriingliche Kapitel 5 wurde hier als Abschnitt 3.7 eingefligt. Durch den LaTex-Satz sind die
Seitenummerierungen verdndert. Das Original beinhaltete 192 Seiten.

Der fachwissenschaftliche Inhalt wurde nicht verdndert bzw. gekiirzt.
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Kapitel 1

Geschichte der regelmiafligen Korper

Kein der Geometrie Unkundiger trete unter mein Dach. Plato

Die Geschichte der regelméfligen Korper ist bereits dlter als unsere Zeitrechnung. Schon seit unerdenk-
lichen Zeiten interessieren sich Mathematiker fiir diese geometrischen Gebilde.

So lebte um 450 v.u.Z. ein italienischer Mathematiker namens Hippassos von Metapont aus der Schule
der jiingeren Pythagoreer, dessen Verdienst es unter anderem war, dass er ”... zuerst die aus zwolf
Fiinfecken zusammengesetzte Kugel 6ffentlich beschrieb und deshalb als ein Gottloser im Meer umge-
kommen sei ...” (Wussing [33]).

Die Kenntnis des Pentagondodekaeders héngt wahrscheinlich damit zusammen, dass der in Italien
vorkommende Schwefelkies als Dodekaeder kristallisiert.

Weiterhin waren den Pythagoreern nachgewiesenermaflen auch der Wiirfel und das Tetrader bekannt;
moglicherweise aber auch die anderen beiden regelméafligen konvexen Korper.

Die Entdeckung des regelméfligen Tkosaeders und des Oktaeders schreibt man Theaitetos, der Freund
Platos (etwa 429-348 v.u.Z.) zu. (Naas-Schmid [22])

Der antike Philosoph Plato war es auch, nach dem spéter die finf regelméfligen konvexen Koérper
benannt wurden; womit es eine besondere Bewandtnis hat.

Dieser Plato gab den fiinf Kérpern eine bestimmte Bedeutung, und zwar ordnete er sie den vier
Elementen zu, so setzte er

den Wiirfel (Hexaeder) = Erde

das regelméiflige Tetraeder = Feuer

das regelméaflige Oktaeder = Luft

das regelméaflige Tkosaeder = Wasser



Dabei storte ihn das Missverhéltnis von vier Elementen zu fiinf Kérpern iiberhaupt nicht; er schrieb
einfach dem fiinften Koérper, dem Pentagondodekaeder, die Rolle des ”Allumfassenden”, des Univer-
sums zu. (siehe Abbildung vorhergehende Seite)

In mancher Literatur findet man auch die Bezeichnung "Kosmische Koérper”. Dieser Begriff basiert auf
dem gleichen Inhalt; man stellt sich die 5 Korper ineinandergeschachtelt vor, also Erde, Feuer, Luft
und Wasser eingeschlossen im Universum.

Euklid (365-300 v.u.Z.) widmete das 13.Buch seiner "Elemente” den 5 regelméfligen konvexen Korpern,
indem er sie dort beschrieb, den Existenznachweis erbrachte und vor allem, sie konstruierte.

Spéter im 14. und 15.Buch, die nach dem Tod Euklids hinzugefiigt wurden, erweiterte man diese Vor-
stellung der Polyeder noch.

Einen sehr groflen Anteil an der Beschreibung der fiinf Platonischen Koérper hatte Johannes Kep-
ler (1571-1630). (siehe auch Abschnitt 3.5)

In seinen Biichern "Mysterium cosmographicum” (”Weltgeheimnis”) und "Harmonices mundi” (”Welthar-
monik”) wird selbst dem mathematisch-unkundigen Leser die Schonheit und Faszination, welche von
diesen 5 Korpern ausgeht, nahegebracht. Fiir Kepler bilden diese Korper den Inbegriff alles Harmoni-
schen auf der Welt, er meinte sogar, "Gott” héitte die Welt auf diesen Koérpern errichtet. Kepler ging
sogar soweit, mittels dieser Korper die Entstehung und Entwicklung der menschlichen Gesellschaft
tiberhaupt zu erkldren. (sieche [33] und Kepler [18], Seite 281f.)

TABVLA ITIORBIVMPLANETARV' M DIME!
o REGVLARIA CORPORA GEOMERNEOA Do TIAS PER QUINQVE

PLERL munaris opus, SPECTATOR A[)m’;}'v
ﬂmz.?n i

Mit seiner Vorstellung {iber den Aufbau unseres Planetensystems (siehe Abbildung) erkennt man nun
auch deutlich, was unter dem Begriff "Kosmische Koérper” zu verstehen ist.

Seit dieser Zeit gibt es kaum ein Buch der Geometrie, in dem diese regelméfligen Vielflichner nicht
mindestens erwdhnt werden.

Heute sagt man auch, wenn kein Irrtum moglich ist, nicht mehr regelméflige Vielflichner, sondern
einfach Oktaeder, Tetraeder usw.. Wobei wir auch der Einfachheit halber nicht mehr Pentagondode-
kaeder (Zwolfflachner, dessen Seitenflichen regelméflige Fiinfecke sind) sagen, sondern, wenn moglich,
nur vom Dodekaeder sprechen.



Kapitel 2

Das allgemeine Polyedermodell

2.1 Polyederdefinition

Wird ein Kérper nur von ebenen Fléchen begrenzt, so nennt man ihn ebenflichig begrenzter Korper,
Vielflichner oder Polyeder.

Die begrenzenden Fliachen heiflen Seitenflachen; die Seiten dieser Fldchen nennt man Kanten, da jede
Seite einer Fléche aus Seite genau einer anderen Seitenfliche ist. Zu einer Kante gehoren genau zwei
Flachen und zwei Ecken. In jeder Ecke stoflen mindestens drei Flachen und damit drei Kanten zusam-
men.

Jedes Polyeder besitzt wenigstens vier Seiten und wenigstens vier Eckpunkte.

Als Beispiel fiir das beschriebene Modell sind Wiirfel, Quader, Prismen, Pyramiden, Sternpolyeder
u.a. zu nennen. (siche Tafel 2 und Tafel 4)

2a) 2b) “ 2¢) 2d)

Ein Gegenbeispiel wire die Kegel, da sein Mantel keine ebene Fléche bildet.
Im Folgenden soll lediglich auf die geraden Polyeder, die aulerdem noch konvex sind, Bezug genommen
werden.

Definition

Ein Polyeder heifit schief, wenn der FuBlpunkt einer Héhe auf der zugehorigen Grundfliche
des Korpers keinen konstanten Abstand zu den Eckpunkten dieser Grundflache besitzt.

Ein Polyeder, welches nicht schief ist, heiflit gerades Polyeder.

Ein Polyeder heifit konvex oder Eulersches Polyeder, wenn die Verbindungsstrecke zweier
beliebiger Punkte des Polyeders nur Punkte aus dem inneren des Korpers enthélt, wobei der
Mantel zum Inneren gezahlt wird.

Von den auf Tafel 2 dargestellten Korpern sind alle konvex, Kérper 2b ist aber im Gegensatz zu den
anderen schief. Der auf Tafel 4 dargestellte Sternpolyeder ist nicht konvex, aber gerade.
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2.2 Der Eulersche Polyedersatz

Nachdem definiert wurde, was man unter einem konvexen Polyeder versteht, ist es nun interessant,
einige Zusammenhénge zwischen der Anzahl von Ecken, Seitenflichen und Kanten zu untersuchen.

Es existiert ein grundlegender Satz iiber Polyeder, den schon Archimedes (um 287-212 v.u.Z.) kannte,
welcher aber erst spiter nach dem Schweizer Mathematiker Euler (1707-1783) benannt wurde; der
sogenannte Eulersche Polyedersatz.

Eulerscher Polyedersatz
Ist e die Anzahl der Ecken, f die Anzahl der Seitenflichen und &k die Anzahl der Kanten eines
konvexen Polyeders, so gilt

e+ f+(—k)=2

Beweis: Man stelle sich ein Polyeder als Hohlkérper mit diinner Gummihaut als Oberfliache vor. Schnei-
det man eine Seitenfldche heraus, so ldsst sich der Rest derart dehnen, dass man die restliche Oberflache
auf eine Ebene legen kann.

Das gleiche Bild lasst sich auch erzeugen, wenn man sich ein Polyeder lediglich als Kantenmodell denkt
und dieses perspektivisch aus einem Punkt betrachtet. Ein solches Bild heifit Schlegel-Diagramm.
(siehe Tafel 3, die hier dargestellten 5 Diagramme sind gerade die der fiinf Platonischen Korper).

Tetraeder Hexaeder Oktaeder

Dodekaeder Tkosaeder

Die Idee der Kantenmodelle geht auf Leonardo da Vinci zuriick, welcher Polyedermodelle herstellte,
indem er fiir die Kanten Holzstdbe verwendete.

Man kann den Polyedersatz fiir alle konvexen Polyeder beweisen, aber aus Ubersichtlichkeits- und
Verstandnisgriinden soll die Giiltigkeit des Satzes an dieser Stelle nur fiir den Wiirfel gezeigt werden.
Beim Entfernen einer Seite und dem anschlieBenden Projizieren in eine Ebenen dndern sich zwar die
Winkel und Form der Flédchen, jedoch bleibt die Anzahl der Kanten und Ecken erhalten; die Anzahl
der Flachen vermindert sich im 1.

Wenn man also zeigen kann, dass fiir das restliche Bild

e+ f—-k=1

8



gilt, so gilt der Polyedersatz.

Zerlegt man das Schlegel-Diagramm durch Ziehen von Diagonalen in Dreiecke (sieche Abbildung 1), so
andert sich die Summe e+ f — k nicht, da sich bei jeder Diagonalen sowohl f als auch k£ um 1 erhdhen.

Abbildung 1

Entfernt man jetzt vom Rande her jeweils von einem Dreieck eine Kante, die nicht gleichzeitig zu
einem anderen Dreieck gehort, so nehmen f und £ um je 1 ab. Man fithrt so fort, d.h. wie in den
nachfolgenden Abbildungen 2

Abbildung 2a Abbildung 2b Abbildung 2c

Entfernt man vom letzten Diagramm (2c) je eine Kante mit einer Ecke, die keiner Flichen mehr
angehort, so nehmen e und k£ je um 1 ab. Die Summe e 4+ f — k &ndert sich dabei wiederum nicht.
(sieche Abbildungen 3)

Abbildung 3a Abbildung 3b Abbildung 3¢

Man fihrt so weiter fort (siehe Abbildungen 3b, 3c¢), bis letztendlich nur noch ein Dreieck iibrig bleibt.
Fiir dieses Dreieck gilt dann

und damit
e+ f—k=1

Der Beweis ist erbracht.

Zu diesem Beweis machen sich zwei Bemerkungen notwendig. Man konnte das Dreieck noch weiter
reduzieren, bis nur noch eine Ecke {ibrig bleibt. Doch auch dann gilt noch: e+ f —k=14+0—-0=1.
Auflerdem kann man jedes Schlegel-Diagramm eines konvexen Polyeders durch Ziehen von Diagonalen
in Dreiecke zerlegen, auf die sich das gezeigt Verfahren anwenden l&sst.



Kapitel 3

Die fiinf Platonischen Korper

Besteht die Oberflédche eines Polyeders nur aus regelméfigen, untereinander kongruenten n-Ecken, so
sprich man von einem regelmiéfligen Polyeder.

Es gibt genau 9 solcher Kérper; 4 nichtkonvexe, die sogenannten Sternpolyeder und 5 konvexe Polyeder,
auch Platonische Korper genannt:

&
&

Tetraeder Wiirfel Oktaeder

e
Yy

Dodekaeder Tkosaeder

Die Entdeckung zweier Sternpolyeder (die Abbildung zeigt den sogenannten Dodekaeder-Igel bzw. das
kleine Sterndodekaeder) schreibt man Kepler zu.

Sie gerieten jedoch wieder in Vergessenheit und wurden erst 1810 von dem franzésische Mathematiker
L.Poinsot neu entdeckt, zusammen mit zwei weiteren Sternpolyedern.
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Im Jahre 1811 wies Couchy nach, dass es tatsdchlich nur diese vier regelméfligen Sternpolyeder gibt.

Die folgende Arbeit wird sich lediglich auf die fiinf Platonischen Kérper (Wiirfel, Tetraeder, Oktaeder,
Tkosaeder und Dodekaeder) beschréanken, siehe Tafel 5, deren Existenz in den folgenden Ausfithrungen
bewiesen werden soll.

3.1 Eindeutigkeitsbeweis

Es soll gezeigt werden, dass tatsédchlich nur fiinf regelméflige konvexe Polyeder existieren kénnen.

Satz
Es existieren genau fiinf regelméflige Polyeder.

Beweis: Sei n die Anzahl der Seiten einer Begrenzungsflache und m die Anzahl der in einer Ecke zu-
sammenlaufenden Kanten. Jede Kante eines Polyeders ist nach 2.1 Seite von zwei Begrenzungsflachen.
Wenn man also die Seitenzahl aller Begrenzungsflachen addiert, d.h., die Seitenzahl n mit der Flachenzahl
f multipliziert, so erhdlt man die doppelte Anzahl der Kanten:

fn=2k (3.1)

Jede Kante lduft nach zwei Ecken hin; addiert man nun die Anzahl der in die Eckpunkte laufenden
Kanten, erhélt man:
eem=2-k (3.2)

Da die Platonischen Koérper konvexe Polyeder sind, gilt der Eulersche Polyedersatz:

f+e=k+2
und damit
fooe 1.1
2k 2%k 2k
aus (3.1) folgt
i 1
2k
aus (3.2)
e _1
2k m
und somit 1 1 1 1
T4 =4z (3.3)

Schétzt man diese Gleichung ab, erhilt man

1 1 1

n o m 2

da k in jedem Fall positiv sein muss. Multipliziert man beide Seiten der Ungleichung mit 2mn, so wird
2m+2n>m-n ; m-n—2m—2n <0
Man begeht keinen Fehler, wenn man auf der linken Seite einmal 4 addiert und wieder subtrahiert:
m-n—2m-—2n+4<4 ; m(n—2)—2(n—2) <4
(m—2)-(n—2) <4

Die linke Seite der Ungleichung kann nicht kleiner als 1 werden, da m und n mindestens gleich 3 sein
miissen. Ansonsten wiirde man sich nicht im Raum bewegen.
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Das Produkt kann also nur 1, 2 oder 3 werden. Die Zerlegung in Faktoren ergibt

1-1: m=n=3
1-2: m=3;n=4
1-3: m=3;n=5
2:-1: m=4n=3
3:-1: m=5n=3

d.h. also, es kann nur fiinf Korper dieser Art geben, was zu beweisen war.

Ein zweiter Beweis ist folgender:

Bei einem konvexen Korper kann die Summe der Kantenwinkel niemals grofler als 360° sein. Bei 360°
spannen alle Winkel eine Ebene auf, bei mehr als 360° handelt es sich schon um keinen konvexen
Korper mehr.

Da es sich bei den Platonischen Korpern um regelméflige Polyeder handeln soll, d.h., der Koérper
nur von regelméfigen, untereinander kongruenten Fléchen begrenz sein soll, konnen die Begrenzungs-
flichen also regelméflige Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke, Sechsecke usw. sein.

In einem regelméfBigen (gleichseitigen) Dreieck ist nach dem Innenwinkelsatz jeder Winkel gleich 60°
grof}, d.h. also, in einer Ecke kénnen 3, 4 oder 5 Dreiecke zusammentreffen. Sechs Dreiecke sind nicht
mehr moéglich, denn dann betragt die Summe der Winkel schon 360°, und wir befinden uns nicht mehr
im Raum.

In einem regelméfBigen Viereck (Quadrat) betrigt jeder Winkel 90°, d.h., es konnen in einer Ecke
lediglich 3 Quadrate zusammentreffen. Die Summe der Kantenwinkel betragt dann 270°.

Fiir Fiinfecke gilt Analoges. Da ein Winkel 108° betrdgt, konnen wiederum nur 3 Fiinfecke in einer
Ecke zusammenstoflen. Wie man sieht, ist das Zusammentreffen von Sechsecken nicht moglich, da ein
Innenwinkel 120° betragt. Daraus folgt, dass auch keine n-Ecke mit gréflerem n als Begrenzungsflachen
moglich sind. Es kann also nur 5 solcher Korper geben:

1. 3 Dreiecke treffen in einer Ecke zusammen
2. 4 Dreiecke treffen in einer Ecke zusammen
3. 5 Dreiecke treffen in einer Ecke zusammen
4. 3 Vierecke treffen in einer Ecke zusammen
5. 3 Funfecke treffen in einer Ecke zusammen

Anschlielend bemerken wir noch, dass aus beiden Beweisen ersichtlich wird, dass es tatsdchlich nur 5
regelméflige konvexe Korper geben kann, jedoch ist hier der erste Beweis vorzuziehen, da schon ohne
weitere Uberlegungen Aussagen iiber n und m getroffen werden kénnen.

3.2 Existenznachweis

Es ist nun zu zeigen, dass die gefundenen 5 Korper tatséchlich existieren.

Die Falle 4, 2 und 1 sind trivial. Ersterer kennzeichnet einen Wiirfel (Hexaeder), welcher allgemein
bekannt ist.

Zeichnet man in den Wiirfel alle seine Flachendiagonalen, entsteht ein weiterer Kérper, das Tetraeder,
Fall 1. (siche Abbildungen 6 bzw. 7a)

Verbindet man nun jeweils 2 benachbarte Seitenmittelpunkte der Wiirfels miteinander, so bildet die
Inneren entstandene Korperhiille ein Oktaeder, Fall 2. (siehe Abbildung 7b)

In Abbildung 6 sind beide Fille iibersichtlich zusammengefasst. Man erkennt die beiden Tetraeder
ABCD und A’B'C'D’, welche beim Ziehen samtlicher Diagonalen der Wiirfels entstehen.
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Abbildung 6

Auflerdem sieht man, dass jeweils die Schnittpunkte der Tetraederkanten, welche gleichzeitig die Sei-
tenmittelpunkte des Wiirfels sind, die Eckpunkte eines Oktaeders bilden.

Abbildung 7a Abbildung 7b

Noch zu zeigen sind Fall 3 und Fall 5:

zu Fall 3:

Man konstruiert eine regelméflige fiinfseitige Pyramide, welche von regelméfiigen Dreiecken begrenzt
wird. Diese Pyramide spiegelt man an ihrer Grundfliche. Es entsteht so ein von zehn regelméfigen
Dreiecken umgrenzter Korper.

Diesen Korper trennt man jetzt an der ehemaligen Grundflache auseinander, so dass zwei kongruente
fiinfseitige Pyramiden entstehen. An jede Kante der regelméBigen fiinfeckigen Grundflichen der Pyra-
miden heftet man ein zu den Seitenflichen kongruentes Dreieck an, so dass jetzt zusétzlich 10 Dreiecke
hinzugekommen sind.

Nun néhert man beide Pyramiden mit den angehefteten Dreiecken derart aneinander an, dass die
freien Dreiecke so ineinander gepasst werden, dass jedes Dreieck der einen Pyramide an zwei Flachen
(Dreiecke) der anderen anliegt.

Es entsteht eine vollsténdig geschlossene Fliche; in jeder Kante treffen sich zwei Seiten. Der so entste-
hende Korper besitzt 20 kongruente Seitenflichen; an jeder Korperecke stoflen 5 Kanten aneinander.
Den so entstandenen Koérper nennt man Ikosaeder.

zu Fall 5:
Verbindet man beim Tkosaeder (dhnlich wie beim Wiirfel) jeweils zwei benachbarte Seitenmittelpunkte,
so entsteht wieder eine geschlossene Fliche im Inneren des Ikosaeders, das Dodekaeder.
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3.2.1 Die Platonischen Korper in der Natur

Ein Existenznachweis besonderer Art ist der, dass man nachweisen kann, dass die von uns untersuch-
ten fiinf Korper tatsédchlich auch in der Natur vorkommen und von dieser in ihrer ureigensten Form
geschaffen werden, womit unsere Betrachtungen praktischen Charakter erhalten.

So kristallisiert zum Beispiel Si0O4 und Fahlerz als Tetraeder (siehe Abbildung).

Als Wunder der Natur kann man die Kristalle des Pyrits (Eisen-(II)-disulfid) bezeichnen, welche fast
ideale Wiirfel darstellen (linke Abbildung):

Des weiteren kristallisieren Kalimdichromat und Steinsalz als Wiirfel.

Fiir die typische Struktur des Oktaeders finden wir in der Natur das CaOy, den Magneteisenstein und
das Chrom(III)-kaliumsulfat (rechte Abbildung).

Dass der Schwefelkies als Dodekaeder kristallisiert war schon den Pythagoreern bekannt.

In der nichtlebenden Materie ist bis jetzt kein Beispiel fir einen Korper in Form eines Ikosaeders
bekannt geworden. Dagegen findet man bei einfachsten Lebewesen, zum Beispiel bei einigen Arten
von Viren, eine charakteristische Ikosaedergestalt.

In der Fernsehsendung ”Umschau” vom 16.Februar 1981 wurde das Modell eines 900000-fach ver-
groflerten Krebsvirus gezeigt, welches eindeutig die Form eines Ikosaeders aufwies.

3.3 Ecken, Kanten und Flichen

Da nun bekannt ist, wie viele und welche regelméfligen konvexen Polyeder existieren, sollen im folgen-
den Abschnitt diese Korper im Einzelnen betrachtet werden.
Aus Abschnitt 3.2 ergibt sich fiir

Tetraeder : m=n=3

Hexaeder: m=3;n=4
Oktaeder : m=4;n=3
Ikosaeder : m =5;n=3

Dodekaeder : m=3;n=5

Als einfachsten Koérper dieser Art betrachtet man das Tetraeder n = 3 und m = 3. Ausgehend von
Gleichung (3.3) aus 3.1 erhélt man durch Umformen

_ 2mn
C2m42n—m-n

14



Setzen wir die Werte des Tetraeders ein, ergibt sich
kr =6

d.h., die Kantenzahl des Tetraeders betrégt 6. Die Anzahl der Fldchen lisst sich aus Gleichung (3.1),

3.1, herleiten:
2k
f=— fr=4

n
Die Eckenzahl ergibt sich einerseits aus dem Polyedersatz und andererseits aus Beziehung (3.2), 3.1:
2k
e=— ; er =4
m
Analog lassen sich alle diese Groflen fiir die anderen vier Kérper berechnen. Die folgende Tabelle gibt
einen Uberblick tiber die Abschnitte 3.1 bis 3.3:

regelméfiger Korper begrenzende Flaiche m n &k f e
Tetraeder Dreieck 3 3 6 4 4
Hexaeder Viereck 3 4 12 6 8
Oktaeder Dreieck 4 3 12 8 6
Tkosaeder Dreieck 5 3 30 20 12

Dodekaeder Fiinfeck 3 5 30 12 20

3.4 Schwerpunkte, Mittelpunkte

Dieser Abschnitt bildet eine unmittelbar Vorarbeit fiir den folgenden. Er ist die Grundlage fiir die
Bestimmung von drei charakteristischen Kugeln der Platonischen Korper.
Da ein Platonischer Korper regelméfig ist, gilt der Satz {iber den Mittelpunkt.

Satz

Es gibt in jedem regelméfligen Korper einen einzigen Punkt, welcher von den Eckpunkten des
regelméafigen Korpers den gleichen Abstand besitzt.

Weiterhin existiert genau ein Punkt, welcher von allen Seiten des Koérpers konstanten Abstand
hat. Beide Punkte sind identisch.

Man nennt den entstehenden Punkt den Mittelpunkt dieses regelméfliigen Korpers.

Beweis: Man nehme sich einen beliebigen regelméfiigen Kérper und betrachte eine Seitenfliche. Nun
konstruiert man zu dieser regelméfligen Flache alle Mittelsenkrechten. Da die Flache gleichseitig ist,
schneiden sich alle Mittelsenkrechten in einem Punkt, dem Mittelpunkt der Korperseite. (siehe Abbil-

dung 8a)

a ‘ a
a M £ 5, a
Ml = 51
Abbildung 8a: Quadratseite Abbildung 8a: Dreiecksseite

Diese Mittelsenkrechten sieht man jetzt als Spuren von Ebenen an, die orthogonal zur Fliche liegen
und die Seite schneiden.Der Mittelpunkt M ist somit der gemeinsame Spurpunkt der Schnittgeraden
der Ebenen.
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Dieses beschriebene Verfahren fiihrt man mit jeder Seitenfliche des Korpers durch, so dass, fiir n
Seitenflachen auch n Schnittgeraden entstehen.

Man betrachte jetzt zwei anliegende Seitenflichen und deren Schnittgeraden. Da beide Geraden im
rechten Winkel auf den Flichen stehen und die Flachen gegeneinander geneigt sind, miissen sich die
Geraden in einem Punkt schneiden, der, wegen der Regelméfigkeit des Korpers, von beiden Seiten
gleich weit entfernt ist. (sieche Abbildung 8b)

E My

4
¥
/., 0
M My
17 51 ;i $2
S1
M
Abbildung 8b: Quadratseite Abbildung 8b: Dreiecksseite

Betrachtet man jetzt eine dieser Schnittgeraden und die einer anderen anliegenden Fléache, so kommt
man wieder zu einem Punkt, der auf beiden Geraden liegt und gleichweit von beiden Seiten entfernt
ist. Wegen der Regelméfligkeit der Korpers muss dieser Punkt aber wieder derselbe sein wie beim
ersten Vorgang, d.h., man kann den Vorgang (n — 1)-mal durchfithren und erhélt n — 1 Punkte, welche
alle identisch sind, d.h., der gefundene Punkt hat von allen Seiten den gleichen Abstand.

Der gefundene Punkt liegt also auf den Schnittgeraden, die die Seitenkanten halbieren. Da die Kan-
ten halbiert werden, haben je zwei Eckpunkte des Korpers damit den gleichen Abstand von dem
gefundenen Punkt. (siehe Abbildung 8c)

Ey My Ey

E1 M, 1 FEs
@
2 1 (D2
M~ M A
S1 ﬁ
53
52
pr="r2=.=Ppm P1=DpP2=..=DPn
Abbildung 8c: Quadratseite Abbildung 8c: Dreiecksseite

Auf Grund der Symmetrie der regelméfliigen Korper hat folglich jeder Eckpunkt die gleiche Entfer-
nung zu diesem Punkt. Dieser Punkt ist durch diesen Beweis eindeutig bestimmt, d.h., es kann keinen
weiteren Punkt geben, der diesen Anforderungen gentigt.

Es ist gezeigt, dass alle funf Platonischen Korper einen Mittelpunkt besitzen.

Es gilt nun den Schwerpunkt zu bestimmen, Fiir Hexaeder, Oktaeder, Ikosaeder und Dodekaeder
ist die Bestimmung einfach. Da diese Korper punktsymmetrisch sind, zeichnet oder denkt man sich
zwei beliebige Raumdiagonalen, und der Schnittpunkt beider ist der Schwerpunkt, da sich die Diago-
nalen dieser Korper halbieren. (siehe Abbildung néchste Seite)

Fiir das Tetraeder ist das Verfahren etwas anders. Man bestimmt zunéchst den Mittelpunkt (Schwer-
punkt) der einzelnen Dreiecksseiten iiber die Mittelsenkrechten, und dieser Schwerpunkt existiert
auf Grund des bewiesenen Satzes. Danach verbindet man diese Schwerpunkte jeweils mit den ge-
geniiberliegenden Eckpunkten.
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Tetraeder Wiirfel Oktaeder

Dodekaeder Tkosaeder

Da das Tetraeder regelméBig ist, schneiden sich diese Geraden in einem Punkt, dem Schwerpunkt des
Tetraeders. Dieser Schnittpunkt liegt ih, h sei die Hohe des Tetraeders, iiber jeder Grundflache.

3.5 Drei charakteristische Kugeln
Zu allen fiinf Platonischen Koérpern kann man drei charakteristische Kugeln finden, die sogenannten

Um-, Mittel- und Inkugeln, mit denen es eine besondere Bewandtnis hat.

Um-, Mittel- und Inkugel am Beispiel des Wiirfels

M M M
Umkugel r,, = @a Mittelkugel r,, = ga Inkugel r; = 1a
Abbildung 11a Abbildung 11b Abbildung 11c

Im Mittelalter, als Naturerscheinungen gern durch schéne mathematische Zusammenhédnge erklart
wurden, verwendete man auch diese Kugeln der Platonischen Koérper.

Im Jahre 1595 glaubte der 23jédhrige Johannes Kepler das "Weltgeheimnis” gefunden zu haben. In
seinem ersten groflen Werk ”Mysterium cosmographicum” behauptet er, dass die Planeten sich genau
auf den charakteristischen Kugeln der Platonischen Koérper um die Sonne bewegen. Er schreibt:
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ad paq. j86
Fun

"Wir kommt es zur Sechszahl der Wandler, wie zu dem Abstand dieser Gestirne, warum ist des
Jupiters Laufbahn vom Mars so weit entfernt, da im AuBersten beide?

Nimm Pythagoras hin, er lehrt’s mit seinen fiinf Kérpern.

Zwischen Saturn und Jupiter steht ein Wirfel so, dass die Innenflache der Saturnsphére die dem
Wiirfel umschriebene, die Auflenfliche der Jupitersphére die eingeschriebene Kugel ist.

Ebenso steht zwischen Jupiter und Mars ein Tetraeder, zwischen Mars und Erde das Dodekaeder,
zwischen Erde und Venus das Tkosaeder, zwischen Venus und Merkur das Oktaeder.

Auch die mittleren Bewegungen stehen in Beziehung zueinander. Sie verhalten sich ndmlich wie
die Quadrate der Abstéande ..”

Ohne, dass die Kugelradien hier schon explizit hergeleitet wurden, verdeutlicht folgende Tabelle, wie
grof} die Abweichungen der Keplerschen Wert zu den wahren Werten sind:

Planet bewegt sich auf Verhéltnis [{ﬁiugg;l’l wahres Verhéltnis
Merkur Inkugel des Oktaeders 1,7321 1,8685
Venus Umkugel des Oktaeders 1,7321 1,8685
Venus Inkugel des Ikosaeders 1,2584 1,3866
Erde Umkugel des Tkosaeders 1,2584 1,3866
Erde Inkugel des Dodekaeders 1,2584 1,5237
Mars  Umkugel des Dodekaeders 1,2584 1,5237
Mars Inkugel des Tetraeders 3,0000 3,4145
Jupiter = Umkugel des Tetraeders 3,0000 3,4145
Jupiter Inkugel des Wiirfels 1,7321 1,8365
Saturn Umkugel des Wiirfels 1,7321 1,8365

Mit der Entdeckung der drei nach ihm benannten Gesetze stellte Kepler spéter selbst fest, dass die
Planeten sich auf Kreisen (Kugelschalen) sondern auf Ellipsenbahnen bewegen.
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3.5.1 Die Umkugel

Unter einer Umkugel versteht man die Kugel, welche den Kérper vollstandig enthélt, d.h., alle Ecken
des Korpers liegen auf der Kugeloberfliache (siehe Abbildung 11a)

Um den Radius dieser Kugel zu ermitteln, sucht man zunéchst der Mittelpunkt. Der Mittelpunkt jeder
dieser Kugeln ist aber wegen der Regelméfligkeit der fiinf Kérper auch gleich dem Schwerpunkt der
entsprechenden Korper. (siehe Abschnitt 3.4)

Der néchste Schritt nach der Bestimmung des Schwerpunktes ist die Ermittlung des Kugelradius.

a) Tetraeder

3h
[\ /I
ru:%h ; h:‘ééa ; ruzéa
b) Wiirfel
S
%
X
x:%\/i DTy = %—i—% ; ruzéa
c) Oktaeder
a
a
2
a
»

re =gVa2+a2 vy =zav2

d) Ikosaeder

Fiir das Ikosaeder sind umfangreichere Uberlegungen notwendig. Je zwei Gegenseiten eines Tkosaeders
sind auf Grund der RegelméBigkeit des Korpers parallel, so dass sie zu einem Rechteck gehoren, dessen
anderen beiden Seiten gerade Diagonalen in einem regelmifigen Fiinfeck des Seitenlénge a, wenn a
die Lange der Kante des betrachteten Ikosaeders ist, sind. (siehe Abbildung)
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In der Abbildung sind drei derartige Rechtecke eingezeichnet.
Die Diagonale eines so gebildeten Rechtecks ist dann der Durchmesser der Umkugel des Ikosaeders,

d.h.
1
Ty = 5\/ a? + d?2

Um nun die Diagonale d zu eliminieren, betrachten wir ein regelméfiges Fiinfeck mit der Seitenldnge
a. (siehe Abbildung)

D

36°

362
A a B
Da ein Winkel in einem regelméfiigen Fiinfeck 108° betrdgt, erhalten wir aus Symmetriegriitnden

{BAF = /FAD = ZADB = /BDC = ZADE = 36° und

/BAD = Z/AFB = /ZABD = /DFC = /ZFCD = 72°

Auf Grund der Ahnlichkeitssitze ist dann das Dreieck AABD zum Dreieck ABF A dhnlich. Damit
gilt aber fiir deren Seiten:
AB: AF = AD : AB

Setzen wir die Lange der Seiten und der Diagonalen d ein, erhalten wir

a d

d—a a
Losen wir die quadratische Gleichung d? — ad — a? = 0, so bekommen wir fiir die gesuchte Diagonale
1
d= 5a(x/B +1)

Fiir den Umkugelradius des Tkosaeders wird damit

1 1 1 1 1 1
7"“:2\/ 2+4a2(\/5+1)2:2(1\/14—4(\/5—1-1)2:4a\/4+5+1+2\/5:4a\/10+2\/5

womit wir die gesuchte Grofle erhalten haben.

e) Dodekaeder

Auf Grund der Punktsymmetrie des Dodekaeders sind gegeniiberliegende Kanten parallel. Wéhlen
wir ein Paar solcher Kanten AB und C'D aus, so kénnen wir von A ausgehend {iber die Kanten des
Dodekaeders zu den Eckpunkten W7 und Wy gelangen (siehe Abbildung).
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Von B gelangen wir zu W3 und W4 und von den Punkten C' und D zu W5, W, W und Wg. Diese
Punkte des Dodekaeders bilden dann offenbar einen Wiirfel. Der exakte Beweis wird spéter gegeben.

Der entstehende Wiirfel ist dann so in das Dodekaeder einbeschrieben, dass die Umkugeln beider
Korper identisch sind. Die Kantenldnge des Wiirfels ist dann gerade gleich der Diagonale einer der
fiinfseitigen Seitenflichen des Dodekaeders.

Bei den Uberlegungen zur Umkugel des Tkosaeders sahen wir, dass diese Diagonale d gleich

d= %a(\/g—i—l)

ist. Setzen wir nun die Gleichheit der Umkugelradien der betrachteten Korper an und ersetzen die
Groflen, wird
1 1 1/1
Ty (Dodekader) — Ty (Wiirfel) — 5(:"(\/\]1"11rfel)\/§ = §d\/§ = 5 ia(\/g + 1) \/g
1
Ty (Dodekader) = Za(\/g + 1)\/3

womit wir alle Umkugelradien der fiinf Platonischen Korper bestimmt haben.

3.5.2 Die Mittelkugel

Die Mittelkugel ist diejenige Kugel, auf deren Oberfliche sdmtliche Mittelpunkte des Kanten des re-
gelméfBigen Korpers liegen. (siehe Abbildung 11b)

Zur Ermittlung dieser Kugeln wird zuerst wieder der Schwerpunkt bestimmt. Die Berechnung der
Kugelradien geht wie folgt vor sich:

a) Tetraeder

PN



b) Hexaeder

lr’f)'L

e

c) Oktaeder

N

d) Tkosaeder

‘ -

Da die Kanten eines Tkosaeders Tangente der Mittelkugel ist und wir den Umkugelradius kennen,
konnen wir iiber den Satz des Pythagoras den Mittelkugelradius berechnen

Tm = \/T2 — iaQ D T = \/%6a2(10 +2/5) — ﬁ(lla?) D T = %ax/G—i— 2v5
e) Dodekaeder
siehe Bemerkung und Abbildung zum Ikosaeder

Tm = \/T2 —3a® 5 1y =1a(3+V5)

3.5.3 Die Inkugel

Die Inkugel ist eine Kugel, die vollstédndig im Korper enthalten ist, d.h., sie beriihrt den Koérper in
allen seinen Flachenmittelpunkten. (siehe Abbildung 11c)

Der Mittelpunkt der Inkugel wird wieder wie in 3.5 bestimmt; der Radius wie folgt:
a) Tetraeder




b) Hexaeder

ri

c) Oktaeder

d) Ikosaeder

wls

A B

Wie bei der Berechnung des Mittelkugelradius, kénnen wir auch hier mittels Satz des Pythagoras
und dem bekannten Umkugelradius der gesuchten Kugelradius bestimmen. In der Abbildung sind die
Strecken BM und M S senkrecht zueinander (rdumliche Darstellung).

Die Hohe einer Begrenzungsfliche ist dabei Tangente. Der Bertihrungspunkt der Inkugel befindet sich
dann %, h ist die betrachtete Hohe, von der Koérperkante entfernt:

2 1
ri:\/rg—(3h)2: 60 25+\f)—§a2 \/910+2\f)—48_

1
ﬁm/42+18 —a\f\/9+6 +5——a\[3+\[)

e) Dodekaeder Entsprechend der Vorgehensweise beim Ikosaeder verfahren wir nun bei der Berechnung
des Inkugelradius des Dodekaeders.

Hier befinden sich die Beriihrungspunkte der Inkugel jeweils im Mittelpunkt einer Begrenzungsflache
der Korpers, also eines regelméfligen Fiinfecks. Dabei erhalten wir:

ri:\/rg (%Oa\/50+10\/5) \/116a23( 1+ V5)2 ——a2(50+10xf)

100

1 1
— 2 J— J— = — = -_—
20@\/75(1 +/5)2 — 200 — 40V/5 20a\/250 + 11510 20@\/10(25 +11V5)
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3.6 Oberflichen und Volumina

Die fiinf Platonischen Kérper sind von ihrem AuBeren her nun charakterisiert. Da diese Kérper nicht
nur theoretisch sondern auch in der Praxis vorkommen, macht es sich erforderlich, iiber mehr als nur
das Aussehen der Korper Bescheid zu wissen. Wenden wir uns zunéchst den Oberflachenformeln dieser
Koérper zu.

a) Tetraeder ... bestehend aus vier gleichseitigen Dreiecken, da f = 4, n = 3 und RegelmafBigkeit
vorausgesetzt waren. Nach der Definition miissen alle diese Dreiecke zueinander kongruent sein,
d.h. sie besitzen alle den gleichen Flacheninhalt:

1 1
A = 4Ap ek = 4(§ah) = 2ay/a? — ZaQ =a’V3

b) Wiirfel ... allgemein bekannt, d.h., A = 6a?

c) Oktaeder ... besteht aus 8 regelméfigen, zueinander kongruenten Dreiecken
1
A=8- Za2\/§: 2aV/3

d) Tkosaeder ... besteht aus 20 kongruenten Dreiecken
A=5a*V3

e) Dodekaeder ... besteht aus zwolf kongruenten regelméfigen Fiinfecken, welche eine Flache von

iaQ\/QS +10v5
A = 3a%\/25 + 10V5

besitzen:

Gehen wir zur Volumenberechnung tiber:

a) Tetraeder: Ausgehend von der Volumenformel einer Pyramide V = %Agh (k).
Die Grundfliche ist ein Dreieck: A, = %aha.
Die Hohe h, ist mittels Satz der Pythagoras berechenbar

1 1
he = /a? — ZCLZ = 5@\/5
und damit fiir die Grundflache )
Ag = ZQQ\/g

Die Berechnung der Hohe des Tetraeders ist aus folgender Abbildung ersichtlich:

DTS

e
vl

Daraus ergibt sich fiir die Hilfsgroflie x

1 1 1 1
r= |50 + ot = e = o5
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und fir die gesuchte Hohe

1 1
h = a2—§a2:§a\/6

Setzen wir in (**) die gefundenen Grofien ein, ergibt sich

1
ViPetraeder = ﬁagﬂ

Hexaeder ... allgemein bekannt: Viyirfe = a®

Oktaeder:

Die Herleitung der Volumenformel ist analog zu der des Tetraeders. Man teilt das Oktaeder in
zwei vierseitige Pyramiden, welche ein Quadrat als Grundfliche besitzen. Die Seitenldnge dieses
Quadrats ist gleich der Kantenldnge des Oktaeders. Die Héhe bestimmt man wie beim Tetraeder
(sieche Abbildung vorhergehende Seite), so dass man erhalt:

VOktaeder = éa?’\/ﬁ
Ikosaeder:
Man stelle sich das Tkosaeder als aus 20 dreiseitigen Pyramiden zusammengesetzt vor. Dabei sind
die Seitenflichen des Ikosaeders die Grundflichen dieser Pyramiden. Die Hohen dieser Pyramiden
werden dann durch den Inkugelradius gestellt.
Dass eine derartige Zerlegung des Ikosaeders moglich ist, folgt wieder aus der Punktsymmetrie der
Korpers.
Das Volumen des Tkosaeders setzt such also aus 20 der beschriebenen Pyramiden zusammen. Wir
erhalten:

V =20 (Ag : ;h> =20 (; : ia2\/§) (112a\/§(3 + x/5> = 20(ﬁa3 -3(+V5))

b
‘/Ikosaeder = Eag (3 + \/g)

Dodekaeder:

Wir benutzen das gleiche Verfahren wie bei dem Ikosaeder. Das Dodekaeder kann in zwolf fiinfseitige
Pyramiden, welche jeweils eine Seitenfliche des Dodekaeders als Grundfliche und den Inkugelra-
dius als Hohe besitzen.

Die Grundflache hat dabei eine Flache von iaQ\/ 25 + 104/5. Wir erhalten

1 11 1
V=12 (Ag : 3h) =12 (3 : Za2 25 + 10v/5 <20a 10(25 + 11\/5))> =

1
VDodekaeder = Za3(15 + 7\/5)

Wenn wir die Ergebnisse zusammenfassen ist von Interesse, wie sich die Oberflichen zu den Volumina
der Platonischen Koérper verhalten. Bekanntlich ist die Kugel der Kérper, welcher das grofite Volumen
bei vorgegebener Oberfliche besitzt.

Korper Oberflache Volumen
Tetraeder a’V/3 %ag’ V2
Hexaeder 6a? a’
Oktaeder 2a2/3 %a?’ V2
Tkosaeder 5av/3 Za(3+V/5)

Dodekaeder 3a24/25 + 104/5 %a3(15 +7V5)
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Setzen wir fiir alle Platonischen Kérper eine Kantenlénge von 1 an, so erhalten wir:

Korper v = % Volumen
Tetraeder 0,067 0,118
Hexaeder 0,167 1,000
Oktaeder 0,136 0,471
Tkosaeder 0,250 2,181

Dodekaeder 0,371 7,663

Stellen wir alle fiinf Platonischen Korper mit gleicher Oberfliche her, so verhalten sich die Volumina
der Korper wie

Tetraeder : Oktaeder : Wirfel : Ikosaeder : Dodekaeder
4 : 8 : 10 : 15 : 22
Konstruieren wir die Kérper mit einer konstanten Kantenlénge, so verhalten sich die Volumina

Tetraeder : Oktaeder : Wiirfel : Ikosaeder : Dodekaeder
2 : 8 : 17 : 36 : 121

d.h., in zwei Dodekaeder kann man 121 Tetraeder der gleichen Kantenléinge unterbringen.

3.7 Winkel in Platonischen Koérpern

Die Mantelflichen der Platonischen Kérper bestehen aus regelméfligen Vielecken. Hier soll nun im
Weiteren untersucht werden, wie grof§ die Winkel zwischen zwei Seitenflichen sind. Die Bewéltigung
dieses Problems erfordert umfangreiche Vorbetrachtungen.

Gegeben sei ein Platonischer Korper, wobei p die Anzahl der Ecken einer Flache und ¢ die Anzahl der
in einer Ecke zusammenlaufenden Kanten sind. Zur Veranschaulichung nehmen wir den Wiirfel mit
p=4und q = 3.

Wir bestimmen den Schwerpunkt des Korpers (siehe 3.4) und verbinden diesen Punkt mit allen Eck-
punkten des Korpers. Fiir den Wiirfel entstehen somit 6 zueinander kongruente nichtregelméfBige
Pyramiden (sieche Abbildung)

Allgemeine gilt, wenn f die Anzahl der Seitenflachen ist, dass f kongruente Pyramiden entstehen.
Wir nehmen eine solche Pyramide heraus und betrachten diese. In jede solche Pyramide kann man
p Symmetrieebenen legen. Hier ist dies wiederum nur fiir eine aus einem Wiirfel herausgeschnittene
Pyramide getan:

S

o) P o’
Das Ergebnis dieses Verfahrens sind 2p unregelméfige zueinander kongruente Tetraeder.
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Im Folgenden soll solch ein Tetraeder betrachtet werden. Die nachfolgende Abbildung zeigt einen
derartigen Korper:

P

In solch einem Tetraeder existieren drei charakteristische rechte Winkel, und zwar sind dies
1.) Winkel ZPM S, da der Radius eines Kreises stets senkrecht auf einer Fliche steht.

2.) Winkel ZOPS, aus gleichem Grund.

3.) Winkel ZOPM, aus Symmetriegriinden, da durch P und M eine Symmetrieebene verlauft.

Dagegen ist Winkel « gleich dem 2p-ten Teil des Vollwinkels, d.h.

1
a=/OMP = —360° =
2p p
Der Winkel ZSPM ist gleich dem halben von uns gesuchten Flichenwinkel, da an die Flache PSM

ein kongruentes Dreieck anschliefit. Es gilt:
/SPM =7 — g —
und damit fir den Fldchenwinkel
LFW =7 — 29 (3.4)

Jetzt nimmt man eine Korperecke des urspriinglichen Platonischen Korpers mit den angrenzenden
Kanten. Halbiert man die in dieser Ecke zusammenlaufenden Kanten und verbindet die entstande-
nen Mittelpunkte, so entsteht eine Fliache. Gezeigt ist dies fiir eine Wiirfelecke in der nachfolgenden

Abbildung:
%
2
(0]

l

oI~

Q
P T

Das entstandene Schnittgebilde ist tatsdchlich eine Fliache, da zum einen die Eckpunkte dieser Figur
auf der Kugel um O mit der halben Kantenldnge [ des Korpers als Radius liegen und zum anderen
alle Eckpunkte des Schnittes auf der Mittelkugel des Platonischen Koérpers liegen.

D.h. also, bei ¢ in einer Ecke zusammenstoflenden Kanten entsteht ein ¢-Eck; im Falle des Wiirfels ein
Dreieck.

Aus Symmetriegrimden muss die entstandene Fliche regelméfig sein. Es interessiert nun die Sei-
tenlédnge dieses ¢g-Ecks. Wegen der Regelméfligkeit geniigt es, eine Seite, bezeichnet mit x, zu berech-
nen. Aus dem Kosinussatz folgt

2
z? = 21% — 21% cos (;(p - 2)) =1%(2 — 2cos <7r - ;)
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Formen wir mittels des Additionstheorems

2 1
cosy = 2cos” — — 1
2y

um, so erhalten wir

2 =12 (2—2 (20082 (g - ;) - 1)) =4 (1 - oo (72T - Z))

Umformen mit sin?y + cos?y = 1 ergibt

22 = 4]? sin® (W—Tr> — x = 2lsin <7r_7r>
2 p 2 p

und auf Grund der Phasenverschiebung von 5

x = 2l cos <W> (3.5)

p

Q@ sei jetzt der Mittelpunkt des Umkreises. Aus Symmetriegriinden geht die Strecke OS durch das
erhaltene g-Eck. Klappt man jetzt des Dreieck AOPS heraus, so ergibt sich: (sieche Abbildung)

S

P

coswz%—nzzkcosgo (3.6)

wobei u der Umkreisradius des ¢-Ecks ist. Der Umbkreisradius ldsst sich aber auch auf eine andere
Weise berechnen. Man nimmt das gefundene ¢-Eck. Der Mittelpunkt des Umbkreises liegt auf dem
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des g-Ecks. Die Mittelsenkrechten halbieren damit eine g-Eckseite.
(siehe Abbildung)

(NI
(SIS

lcos (T
sin(w>:;%u:x — u:J (3.7)
s s : s
q u 2sin (5) sin (5)
Gleichungen (3.6) und (3.7), welche beide den Umkreisradius darstellen, werden gleichgesetzt, so dass
wir erhalten:
cos (1)
P

sin (g)
Damit ist der Winkel ¢ ermittelt.
Im Weiteren sollen noch ¢ und dariiber hinaus die Beziehungen fiir Um-, Mittel- und Inkugelradien
bestimmt werden. Dafiir klappen wir als erstes die Fliche OPM heraus.

cosp =
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P b M

cot (F) -7 und y=1-cot <W>
p ! p

Als néchstes wird die Flache OPS herausgeklappt:

Radius der Mittelkugel r,, =lcotep Radius der Umkugel 7, = =

sin ¢
Zur Ermittlung des Winkels ¢ bezieht man sich auf die Fliche PMS"
P
T'm
Y
v
M " S
cost) = h (3.8)
m

und nach dem Satz des Pythagoras

2
7“? = rfn — (l cot (W>>
p

Zur Bestimmung von sin ¢ und zur Vereinfachung der bisher gefundenen Ausdriicke wird an dieser
Stelle eine Hilfsgrofie eingefiihrt:

k? = sin? (W) — cos? (ﬂ> = sin? (W) — cos> (ﬂ>
q p p q
k

sin (g)
Dass dies giiltig ist, ldsst sich {iberpriifen mittels Additionstheorem iiberpriifen:
2 (=m 2 2 (=w 2 (m
k2 oS (5) B k* + cos (5) _sin (5) .

wr (5) e (5) T w(p) e (3)

Somit lasst sich der Umkreisradius r, ausdriicken als

[ sin (%)

k

so dass wird:

sinp =

sin? Y+ cos? p =

Tu —
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Der Mittelkugelradius wird

ten(g)on(3) _teo(3)

Fiir den Inkugelradius

und damit

d.h. fur den Flachenwinkel

cos (%)

sin 7)

Mittels dieser Gleichung kann man die Flachenwinkel der fiinf platonischen Koérper berechnen und
erhélt:

ZFlichenwinkel = T — 21) = 2 arcsin

Tetraeder 70°32'44"
Hexaeder 90°
Oktaeder  109°28'14"
Tkosaeder 116°35'5"
Dodekaeder 138°11/26"
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Kapitel 4

Konstruktionen und Projektionen

In den vorangestellten Kapiteln wurden wichtige Eigenschaften der Platonischen Koérper, sowohl we-
sentliche Merkmale als auch charakteristische Eigenschaften, aufgezeigt. Wir wissen bereits viel iiber
diese Korper, insbesondere iiber deren Aussehen.

Deshalb sollen im Folgenden diese Korper exakt konstruiert werden.

Dabei verwenden wir hauptséchlich die Euklidische Konstruktion und geben ohne Beweis weitere
Moglichkeiten an.

Abschlieflend werden Projektionen dieser Kérper dargestellt. Es ist interessant und tberraschend, in
wie viel verschiedenen Varianten, aus welchen Perspektiven die Korper betrachtet werden kdénnen.
Hier sollen einige besonders schone und eigenartige Darstellungen Raum finden.

Da wir eine Reihe von Hilfskonstruktionen benétigen werden, stellen wir diese an den Anfang.

4.1 Hilfskonstruktionen

In den folgenden Abschnitten werden wir Hilfskonstruktionen, wie z.B. die Konstruktion von re-
gelméBigen Sechsecken, Fiinfecken usw. benétigen. Diese Konstruktionen gegen wir jetzt an:

Regelmiflige n-Ecke

Zuerst ergibt sich die Frage, ob und welche regelméfligen Vielecke konstruiert werden kénnen. Ist es
moglich mit Zirkel und Lineal ein regelméfliges Fiinfeck oder Siebeneck zu konstruieren?

Im Jahre 1796 wurde diese Frage von dem erst 19jéhrigen deutschen Mathematiker Carl Friedrich
Gauf3 eindeutig beantwortet. Auch wenn dies ”"schon” im 18.Jahrhundert war, ist der Nachweis auch
heute nicht zum Elementarwissen zu zéhlen.

Nach Gaufl kann ein regelméfliges n-Eck dann und nur dann mit Zirkel und Lineal konstruiert werden,
wenn die ungeraden Primfaktoren von n paarweise verschiedene "Fermat-Primzahlen” sind. Fermat-
Primzahlen sind darstellbar in der Form:

Fo=2"+1
Die einzigen heute bekannten Primzahlen dieser Art sind:
Fy=3;, F1 =5 =17, F3=257, Fy=065537

Schon fiir k£ = 5 ergibt sich keine Primzahl mehr. Bis jetzt ist bis k = 16 nachgewiesen, dass F}, keine
weiteren Primzahlen darstellt. Die Mehrzahl der Mathematiker vermutet, dass es dann genannten fiinf
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Fermatschen Primzahlen keine weiteren gibt. Der Beweis ist noch offen.

Wir koénnen also folgenden Schluss ziehen:

Fir n = 3;4;5;6;8;10;12;15;16; 17; 20; ... usw. sind die regelméafigen Vielecke konstruierbar. Ein re-
gelméBiges Sieben- bzw. Neuneck ist allein mit Zirkel und Lineal nicht exakt konstruierbar.

Das regelméflige Fiinfeck, sowie das 17-Eck, wurden von Dudeney und Richmond konstruiert. Die
Konstruktion des 5-Ecks war aber schon Euklid bekannt.

Im Jahre 1832 gab erstmals Richelot eine Konstruktionsbeschreibung fiir das regelméflige 257-Eck.
Zehn Jahre seines Lebens opferte Hermes fiir die Konstruktion des 65537-Ecks, welche er 1879 been-
dete.

Fiir uns ist hier nur interessant, dass die Seitenflachen aller fiinf Platonischen Koérper nur mit Zirkel
und Lineal konstruierbar sind.

4.1.1 Quadratkonstruktion

Zuerst stellen wir uns die Aufgabe ein regelméfliges Viereck, d.h. ein Quadrat, als Seitenfliche des
Hexaeders zu konstruieren, welches einen gegebenen Kreis als Umkreis besitzt.

Konstruktionsbeschreibung;:

Es sei der Kreis K mit dem Mittelpunkt M und ein beliebiger Durchmesser AB gegeben. Man errichte
auf AB in M die Mittelsenkrechte mg, welche den Kreis K in den Punkten C und D schneidet.
Verbindet man die Punkte C' und D paarweise mit A und B, so ist die entstandene Figur ABCD das
gesuchte regelméflige Viereck.

C

D

Begriindung der Konstruktion: Das entstandene n-Eck ist sicher ein Viereck, da die Mittelsenkrechte
mg nicht mit AB zusammenfallen kann und my als Sehne des Kreises zwei verschiedene Schnittpunkte
mit diesem gemeinsam hat. Da mg in M errichtet wurde, ist die Mittelsenkrechte sogar Durchmesser
des Kreises K, womit die Diagonalen AB und C'D des konstruierten Vierecks gleich lang sind. Da diese
Diagonalen sich in M halbieren und nach Konstruktion senkrecht aufeinander stehen, kann ABC D
nur ein Quadrat sein, da gleichlange sich halbierende und senkrecht aufeinander stehenden Diagonalen
ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir ein Quadrat sind.

ABCD ist auflerdem auch das gesuchte Quadrat, da offensichtlich alle vier Punkte auf der Peri-
pherie des Kreises liegen.
Mittel Satz des Pythagoras kénnen wir den Zusammenhang von Radius r und Seitenldnge a des
Quadrates bestimmen. Es ist:

a=+2r

Selbstverstandlich ist diese Konstruktion etwas umsténdlich. Ohne Beweis geben wir noch die iibliche
Konstruktion an:

Man zeichne eine Strecke AB der Linge a. Auf AB errichte man in den Punkten A und B Héhen. Die
Schnittpunkte dieser Hohen mit Kreisen (Radius = a) um die Punkte A und B, welche in der gleichen
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Halbebene beziiglich der Geraden durch A und B liegen, seien C' und D.
Verbindet man C mit D, so ist die entstandene Figur ABC'D das gesuchte Quadrat, welches die
Seitenldnge a besitzt.

D C

a a

PYEA S
a

4.1.2 Sechseck- und Dreieckkonstruktion

Die Aufgabe besteht darin, ein Sechseck bzw. Dreieck zu konstruieren, welches einen gegebenen Kreis
K als Umkreis besitzt.

Konstruktionsbeschreibung: Es sei der Kreis K mit dem Mittelpunkt M und ein beliebiger Durchmes-
ser AB gegeben. Um den Punkt A zeichne man einen Kreis K; mit einem Radius von AM.

Die Schnittpunkte der Kreise K und K; seien C und D. Um Punkt B zeichne man einen Kreis Ko
mit dem Radius BM. Die Schnittpunkte von K und K seien die Punkte F und F.

E C

Verbindet man A mit C, C mit F, E mit B, B mit ', F' mit D und D mit A, so ist die entstehende
Figur ACEBF D das gesuchte regelméflige Sechseck. Verbindet man A mit F, E mit F' und F mit A,
so entsteht das gesuchte regelméBige Dreieck, welches den Kreis K als Umbkreis besitzt.

Begriindung der Konstruktion: Sei a der Radius des gegebenen Kreises K. Dann ist, da AB Durch-
messer und M Mittelpunkt von K sind:

AM = BM =a
Auf Grund der Konstruktion ist dann aber auch
AC =AD =BE =BF =q

womit die Dreiecke AACM, AADM, ABEM und ABFM gleichseitige Dreiecke sind. Da in gleich-
schenkligen Dreiecken alle Innenwinkel gleich 60° sind, gilt:

LAMC = LZAMD = /BMFE = ZBMF = 60°

Weiterhin sind die Winkel Z/CME und ZFM D als Scheitelwinkel gleich grofl. Da aber die Summe
der Winkel ZAMC, ZAMD, /BME, /BMF, /CMFE und ZFMD den Vollwinkel um M ergibt,
miissen auch die Winkel ZCM FE und ZF M D gleich 60° sein, womit die Dreiecke ACM E und AFM D
ebenfalls gleichseitig werden und eine Seitenlénge a besitzen.

Damit ist die Figur ACEBF D tatséchlich ein regelméfliges Sechseck, welches auf Grund der Kon-
struktion von dem gegebenen Kreis umfasst wird.
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Da nun in einem regelméfigen n-Eck Diagonalen, welche eine gleiche Anzahl von Ecken "iiberspringen”,
gleich lang sind, gilt auch

AE =FEF =FA

und die Figur AE'F ist das gesuchte regelméflige Dreieck. Die Begriindung der Konstruktion ist gege-
ben.

Wie gezeigt wurde, besitzt das Sechseck gerade den Radius des Kreises K als Seitenldnge. Fiir das
Dreieck iiberlegen wir wie folgt:

Die Dreiecksseite FF' schneidet den Radius BM im Punkt S. Da der Winkel /FEA = 60° und damit
aus Symmetriegrinden auch die Winkel /GEM, /MFEA, /GFM, /MFA, /BFG und ZBEG gleich
30° sind, halbiert C die Strecke BM.

Damit ist aber GM gleich dem halben radius und wir erhalten iiber den Satz des Pythagoras

1 / 1 1
§aDreieck =4/a®+ 1a2 = Ea\/g = ADreieck = CL\/?:

Auf die allgemein tibliche Konstruktion von Dreiecken wird hier nicht eingegangen.

4.1.3 Fiinfeck- und Zehneckkonstruktion

Es ist ein regelméfiges Fiinfeck-, als Seitenfliche des Pentagondoekaeders, bzw. ein Zehneck zu kon-
struieren, welches einen gegebenen Kreis als Umkreis besitzt.

Konstruktionsbeschreibung: Es sei der Kreis K mit dem Mittelpunkt M und dem Durchmesser AB
gegeben. Auf AB errichte man in A eine Senkrechte s4. Um A zeichne man mit einem Radius von
MA

=5~ einen Kreis, welcher s4 in C und D schneidet. Man verbinde €' mit M und zeichne einen Kreis

um C' mit einem Radius MTA. Der Schnittpunkt dieses Kreises mit C M sei E.

Nun trage man zehnmal von A aus im mathematisch positiven Sinne die Strecke EM auf der Peri-
pherie des Kreises ab, und erhélt dabei die Punkte F,G,H,I,B,K,L,N,P. (sieche Abbildung) Verbindet
man die Punkte A mit F', F mit G, G mit H, H mit I, I mit B, B mit K, K mit L, L mit N, N mit
P und P mit A, so ist die entstandene Figur AFGHIBK LN P das gesuchte regelméflige Zehneck.
Verbindet man in diesem Zehneck fiinf nicht benachbarte Ecken, z.B. A, G, I, K und N, so entsteht
das zu konstruierende regelméflige Fiinfeck ANKIG.

Begriindung der Konstruktion:
Sei r der Radius des gegebenen Kreises K, so dass

BM =AM =r
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ist. Nach der Konstruktion ist dann die Strecke AC gleich dem Radius 5. Da der Winkel ZM AC' ein
rechter ist, erhalten wir mit dem Satz des Pythagoras

CM = ] AM? + iAMQ _ %r\/S

H G
1 F
C
B .
M E’
SA
D
K P
L N

Die Lange der abzutragenden Strecke FM ist dann

EM =CM — %AM: %r(\/?)— 1)

Damit haben im Dreieck AM F' die Seiten die Langen

AM =FM =r und AF = %r(\/g -1)

M E A

Uber den Kosinussatz ergibt sich dann fiir den Kosinus des Winkels ZAMF':

cos ZAMF = %TQ(\/E _ 1)2 —rt o

1
=11+ V5)

—2r-r

Damit die Strecke EM tatsédchlich zehnmal abtragbar ist, und die konstruierte Figur unser gesuchtes
regelmafiges Zehneck darstellt, muss der finffache Winkel von AMF" einen 180°-Winkel darstellen.
Uber das Additionstheorem:

cos (5x) = 16 cos® x — 20 cos® z + 5 cos

erhalten wir:
cos (5LAMF) = 16 <i(1 + \/5)>5 —20 (iu + \/5)> +5(1+V5) =
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=16 Cl(l + \/5)>2 (1(1 + \/5)>3 —20 (iu + \f5)> +5(1+V5) =
= 116((3 +v5)*(1 +V5) — 10(3 + v5)(1 + v/5) + 20 + 20V5) =

= 1%“14 +6v/5)(1 + v/5) — 10(8 4 4v/5) + 20 4 20V/5) =

1 1
=14+ 14V/5 + 6v/5 4 30 — 80 — 40v/5) + 20 + 20v/5) = 5(-16) =—1

womit der Winkel 5AM F' zu einem gestreckten Winkel wird. Damit ist aber der Winkel ZAM F gleich
%, womit die Strecke FF genau zehnmal von A auf der Kreisperipherie abtragbar ist, so dass wir
wieder zum Ausgangspunkt zuriickkommen.

Die konstruierte zehnseitige Figur AFGHIBK LN P ist ein regelméafiges Zehneck.

Dass die Figur AGI KN dann das gesuchte regelméflige Fiinfeck ist, folgt sofort aus der Konstruktion.

Ebenso die Tatsache, dass der gegebene Kreis beide n-Ecke umfasst. Der Beweis ist erbracht.

Wie gezeigt besteht zwischen der Seitenlange FM des regelméfliigen Zehnecks und dem Radius des
gegebenen Kreises die Beziehung

EM = %r(ﬁ —1)

Fiir das regelméflige Fiinfeck erhalten wir, ohne Beweis:

1
as = 5m/lo — 25

Abschlielend geben wir noch eine weitere Konstruktion fiir das regelméflige Fiinfeck, aber ohne Be-
griindung, an:

Gegeben sei ein Kreis K mit einem Radius AB = r. A sei der Mittelpunkt dieses Kreises. Um diesen
Kreis ein regelméfliiges Filinfeck einzubeschreiben, zeichne man in A die Senkrechte zu AB, welche den
Kreis in den Punkten Py und (g schneide.

P
P4/\ D /\Pl
B
A c/
P P
Qo

Man halbiere die Strecke AB in dem Punkt C und verbinde C mit FPy. Nun konstruiere man die
Winkelhalbierende des Winkels ZAC Py. Der Schnittpunkte dieser Winkelhalbierenden mit AP, sei
der Punkt D.

Errichtet man nun in D die Senkrechte beziiglich APy, so schneidet diese Gerade den Kreis in den
Punkten P; und Py.

Py P, ist dann die gesuchte Seitenldnge des regelmafligen Fiinfecks.
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4.1.4 Der Goldene Schnitt

Im Abschnitt 3.5.1 wurde gezeigt, dass zwischen der Lénge der Diagonalen und der Seitenldnge eines

regelméfigen Fiinfecks die Beziehung
a:(d—a)=d:a

besteht. Das Losen der zugehorigen quadratischen Gleichung ergab:
1 1
d= §a(\@—|—l) bzw. a= §d(\@+ 1)
Die dabei auftretende algebraische Zahl %(\/5-% 1) wird mit dem griechischen Buchstaben 7 bezeichnet

und besitzt grole Bedeutung. Sie charakterisiert gerade das Teilverhéltnis beim Goldenen Schnitt.
Johannes Kepler schrieb zu diesem Teilverhaltnis:

"Unter den stetigen Proportionen existiert eine einzige ausgezeichnete Art, die gottliche Propor-
tion, wobei von den drei Groflen die zwei kleineren zusammen die groflere ergeben, oder wo ein
Ganzes so in zwei Teile zerlegt wird, dass zwischen den Teilen und dem Ganzen eine stetige Pro-
portion entsteht.

Eine Eigentiimlichkeit dieser Proportion besteht darin, dass aus dem gréfieren Teil und dem Gan-
zen wieder eine gleiche Proportion gebildet werden kann; was vorher der groflere Teil war, wird
dabei der kleinere; was vorher das Ganze war, wird der gréflere Teil, und die Summe beider spielt
nun die Rolle des Ganzen.

Das geht unendlich weiter, immer bleibt die gottliche Proportion bestehen ...”

Ubertragen wir dies in die uns gebrauchliche mathematische Form, so sagen wir:

Eine Strecke a heifit nach dem Goldenen Schnitt (oder stetig) geteilt, wenn ihr grofier Abschnitt
x mittlere Proportionale der Gesamtstrecke und des verbleibenden Abschnittes ist, d.h. es gilt

a:x=ux:(a—x)

Damit teilt die Seite eines regelméfBigen Fiinfecks seine Diagonale offenbar (siche obige Proportion)
im Goldenen Schnitt. 7 ist dann gleich dem entstehenden Teilverhéltnis. Wenden wir uns der Kon-
struktion dieses Teilverhiltnisses zu.

Konstruktionsbeschreibung: Es sei die Strecke AB der Léinge a gegeben. Um diese Strecke stetig zu
teilen, errichte man zuerst in B eine Senkrechte s. Um B zeichne man einen Kreis mit einem Radius
von %a. Dieser Kreis schneide s in den Punkten C' und D.

A
‘\ G B

Nun verbinde man, 0.B.d.A. sei es GG, einen der beiden Punkte mit A. Zeichnet man nun einen Kreis
um C, welcher durch den Punkt B geht, so hat dieser Kreis mit AC zwei Schnittpunkte, von denen
der zwischen A und C liegende E sei.

Zeichnet man zum Abschluss einen Kreis um A, welcher durch E geht, so hat dieser Kreis mit AB,
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zwischen A und B den Schnittpunkt G, welcher dann die Strecke AB im Goldenen Schnitt teilt. (siehe
Abbildung)

Begriindung der Konstruktion: Sei a die Lénge der Strecke AB, auf der der konstruierte Punkt G
liege. Da s Senkrechte auf AB ist, bildet die Strecke AB eine Tangente des Kreises um C mit dem
Radius %a. Weiterhin sei der gleichzeitig mit E entstehende Punkt F', so dass AF' offenbar eine Sekante
des betrachteten Kreises darstellt.

Nach dem Sehnen-Tangenten-Satz erhalten wir damit die Beziehung

AE - AF = AB?
Da die Strecke EFF' Durchmesser des Kreises um C' ist, und dieser einen Radius gleich %a besitzt,

ergibt sich
AE - (AE + AB) = AB?

Da nach Konstruktion AE = AG ist, folgt
AG - (AG + AB) = AB?
Durch Umstellen erhalten wir:
AG? + AG - AB = AB* — AG? = AB? - AG - AB — AG? = AB(AB — AG)

Da aber die Differenz der Strecken AB und AG gleich dem kiirzeren Abschnitt der Teilung ist und
wir AB durch a und AG durch x ersetzen, ergibt sich

22 =a(a—x) also z:(a—z)=a:x

womit die Strecke AB in G im Goldenen Schnitt geteilt ist. Der Beweis ist erbracht.

Im Abschnitt 4.1.3 wurde die Konstruktion des regelméfiigen Zehnecks angegeben. Vergleicht man,
so erkennt man, dass die Teilung nach dem Goldenen Schnitt die Grundlage bildet. Tatséchlich gilt,
wenn r der Radius des gegebenen Kreises und ajg die Seite des regelméfligen Zehnecks ist:

rT=a10"T

wie man aus dem Beweis ablesen kann.

4.2 Konstruktion des Tetraeders

Nun haben wir alle Hilfsmittel fiir die weiteren Betrachtungen zusammengestellt. Wir wenden uns den
Konstruktionen und Mehrtafelprojektionen der Platonischen Kérper zu, wobei wir mit dem einfachs-
ten Fall, dem Tetraeder, beginnen.

Gegeben sei eine Kugel K mit einem Durchmesser AB. Die Aufgabe besteht darin, ein regelméfliges
Tetraeder zu konstruieren, welches von dieser Kugel umfasst wird; diese Kugel als Umkugel besitzt.

Konstruktionsbeschreibung: Es sei AB ein Durchmesser der gegebenen Kugel K. Wir teilen die Strecke
AB im Verhéltnis 2 : 1 im Punkt C, so dass

AC =2AB

gilt: Weiterhin halbiere man AB in P und zeichne um P einen Kreis mit dem Radius AP, d.h., dieser
Kreis schneidet die Strecke AB gerade in den Punkten A und B.
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A r C B

Auf AB errichte man nun in C eine Senkrechte, welche den Kreis um P in den Punkten D und @
schneidet. Man verbinde D mit A und B. (siche Abbildung)

Nun wéhle man einen beliebigen Punkt H der Ebene. Um H zeichne man einen Kreis mit einem
Radius gleich C'D. In diesen Kreis konstruiere man (nach 4.1.2) ein gleichseitiges Dreieck AEFG.
Man verbinde F, F' und G mit dem Punkt H.

Nun errichte man auf der Ebene EF'G in H eine Senkrechte. Auf dieser Senkrechte liege im Abstand
AC von H aus der Punkt S.

Verbindet man nun F, F und G mit diesem Punkt .S, so ist der entstehende Korper mit der Grundflache
EFG und der Spitze S das gesuchte regelméfiige Tetraeder (siehe nachfolgende Abbildung)

Begriindung der Konstruktion: Da die Gerade SH senkrecht auf dem gleichseitigen Dreieck AEFG
steht, die Strecken AC und SH und CD und HFE nach Konstruktion gleich lang sind, d.h.

AC =SH und CD=HF

gilt, erhalten wir DA = ES.
Analog erhalten wir auch DA = F'S = GS. Demnach sind ES, F'S und GS gleich lange Strecken. Da
im rechtwinkligen Dreieck AABD die Strecke C'D die Hohe stellt, gilt

AB: BC = AD*: DC?
und da C die Strecke AB drittelt, AB = 3CB, erhalten wir
AD? = 3DC?

Nun ist die Héhe DC' nach Konstruktion gleich der Strecke FH, und da EH zwei Drittel der Hohe
des gleichseitigen Dreiecks AFFG ist:

FE? =3FEH?
Damit ist aber AD? = FE?, also AD = FE. Mit den obigen Uberlegungen sind dann aber alle Seiten
(Kanten) des konstruierten Korpers gleich lang. Der Korper ist ein regelméfiges Tetraeder.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die gegebene Kugel K tatsdchlich Umkugel dieses Tetraeders ist. Dazu
verlangern wir die Gerade SH iiber H in den anderen Teilraum hinaus, und bezeichnen den Punkt
dieser Geraden, welcher in Abstand BC von H und nicht zwischen S und H liegt, mit L. Dann ist
auf Grund der Konstruktion AB = SL. Da nach dem Hohensatz in rechtwinkligen Dreieck AEFG

AC:CD=CD:CB
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Tafel 1: Dreitafelprojektion des Tetraeders

D/// D//
B/// 14‘/// C/// A// B// — C/I
f
Cl
A D’
B/
Tafel 2: Dreitafelprojektion des Tetraeders
T3
A”/ C/// A// Cl/
BI// DIN D// B//
1
D/
A B’
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ist und auflerdem AC = SH (nach Konstruktion), CD = HE und CB = HL ist, erhalten wir
SH:HE=HE:HL
womit der Winkel ZSEL ein rechter Winkel ist.

Beschreibt man iiber SL also einen Halbkreis, so befindet sich £ auf dessen Peripherie. Drehen wir
diesen Halbkreis, so befindet sich F auf dessen Peripherie. Drehen wir diesen Halbkreis um SL, so
muss er aus Symmetriegriinden auch F' und G beriihren, d.h., die Punkte E, F', G und S befinden
sich auf der Oberflidche einer Kugel, deren Radius S und mit oben also AB ist. Der Beweis ist erbracht.

Da, wie gezeigt, AB = 3CB ist, erhalten wir
AB = ;AC
Auflerdem ist in dem rechtwinkligen Dreieck AABD:
AB: AC = AB%: AD? und damit AB? = ;AD2

D.h., dass das Quadrat des Durchmessers der gegebenen Kugel such zum Quadrat der Seitenldnge des
Tetraeders wie 3 zu 2 verhélt.

Abschliefend wenden wir uns kurz den Mehrtafelprojektionen zu.

Die "Tafel 1”7 zeigt eine Dreitafelprojektion, wobei der Aufriss des Tetraeders nur als Dreieck erscheint.
Eine weitere Dreitafelprojektion, wobei der Kérper wieder vollig anders liegt, zeigt "Tafel 2”. Hier er-
scheint das Tetraeder in allen 3 Rissen als Quadrat.

4.3 Konstruktion des Wiirfels

Es besteht wieder die Aufgabe, einen Wiirfel zu konstruieren, dessen Umkugel gegeben ist.

Konstruktionsbeschreibung: Sei K die gegebene Umkugel und AB einer deren Durchmesser. Der Punkt
C teile diesen Durchmesser im Verhéltnis 2 : 1, d.h., es gelte

AC =2CB

Uber AB konstruiere man nun einen Halbkreis. In C' auf AB errichte man eine Senkrechte, welche
den Halbkreis in D schneide (siehe Abbildung).

Nun verbinde man B mit D. Jetzt konstruiere man (nach 4.1.1) ein Quadrat EFGH, dessen Sei-
tenlédnge gleich DB ist. Nun errichte man auf der Quadratebene EFGH in den Punkten F, F; G und
H Senkrechte.
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Nun trage man jeweils die Strecke AB auf diesen Senkrechten ab und finde die Strecken FK, FL,
GM und HN. Die dabei entstehende Figur ist das gesuchte Hexaeder (sieche Abbildung).

Beweis der Konstruktion: Dass der konstruierte Koérper ein Wiirfel ist, erhdlt man sofort aus der
Konstruktion. Es bleibt noch zu zeigen, dass die gegebene Kugel den Wiirfel umfasst.

Dazu betrachten wir die Strecken KG, EG und KF. Da FK senkrecht auf der Ebene EFGH steht,
muss der Winkel ZK EG ebenfalls ein rechter Winkel sein. Konstruiert man iiber KG einen Halbkreis,
so befindet sich E auf dessen Peripherie. )
Da F'G ebenfalls senkrecht auf der Ebene EF LK steht, muss aus gleichen Uberlegungen der Winkel
ZGFK gleich 90° sin. Damit befindet sich der Punkt F' auch auf der Peripherie des Halbkreises iiber
KG.
Durch analoge Beweisschritte erhdlt man, dass auch die Punkte L, H, N und M auf einer Kugel
liegen, welche K'G als Durchmesser besitzt.
Dieser Durchmesser KG ist aber gleich AB. Da nédmlich der Winkel ZGFFE ein rechter ist und die
Strecken GF', FE und FK gleich lang sind, gilt:
EG? = 2FEF? = 2EK*

(nach dem Satz des Pythagoras). Ebenso erhalten wir

EG? + EK? = KG? = 3EK? + 3DB?
da EK = DB ist. Da nach Konstruktion AB = 3BC gilt, ergibt sich

AB:BC=AB*:DB*> — AB*>=3DB* — AB=KG

Der Beweis ist erbracht.

Da wie gezeigt, GK? = 3EK? ist und der Durchmesser der Kugel KG ist, wird
AB? = 3EK*

Zusammenfassend kann man also sagen: Das Quadrat des Durchmessers der Kugel ist gleich dem
dreifachen Quadrat der Kantenldnge des einbeschriebenen Wiirfels. Man moége mit 3.5.1 vergleichen.

Tafel 3: Dreitafelprojektion des Wiirfels

3

H/I/ G/ll EII H// GII F//

! 11!
E" F

B _AM B".C"
’ D”/,C”/ A" D" ?

D' H el

ALE B F'
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Tafel 4: Dreitafelprojektion des Wiirfels
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Tafel 5: Dreitafelprojektion des Wiirfels
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Wenden wir uns wieder den Mehrtafelprojektionen zu.

Die einfachste Wiirfelprojektion ist, wie in Tafel 3 ersichtlich, diejenige, die den Koérper in allen 3
Rissen gleichartig als Quadrat abbildet. Tafel 4 zeigt ebenfalls einen Wiirfel in Dreitafelprojektion.
Der Wiirfel ist auch hier in Normallage, der besseren Ubersicht wegen, um 30° gegen die Aufrissebene
gedreht.

Eine andere Ansicht des Wiirfels bietet Tafel 5. Zur Darstellung nutzt man die Konstruktion eines
regelméfigen Sechsecks (siehe 4.1.2) im Grundriss.

4.4 Konstruktion des Oktaeders

Es ist ein Oktaeder zu konstruieren, dessen Umkugel gegeben ist.

Konstruktionsbeschreibung: Es sei eine Kugel U mit einem beliebigen Durchmesser AB gegeben.
Dieser Durchmesser werde im Punkt C halbiert. Weiterhin konstruiere man den Halbkreis iiber der
Strecke AB und errichte im Punkt C eine Senkrechte auf AB, welche den Halbkreis im Punkt D
schneide (siche Abbildung).

Nun konstruiere man ein Quadrat EFGH mit einer Seitenldnge EF = DB.

Die Diagonalen dieses Quadrats schneiden sich im Punkt K. In K errichte man auf der Quadratebene
EFGH eine Senkrechte. In beide Halbrdume (in Bezug auf die Ebene) trage man eine Strecke der
Lénge K H ab, und erhalte somit die Punkte L und M. (siehe nachfolgende Abbildung)

Verbindet man nun zum einen L und zum anderen M mit den Punkten E, F', G und H, so ist der
entstehende Korper EFGH LM das gesuchte regelméfiige Oktaeder, welches von der gegebenen Kugel
umfasst wird.

Begriindung der Konstruktion: Da die Strecken K E und K H gleich lang sind und der Winkel /ZEK H
nach Konstruktion ein rechter Winkel ist, muss

HE? = 2K E?

gelten. Da nun aber auch KL = KFE und ZLKE = 90° ist, erhalten wir auch LE? = 2EK?, also
HE =FL.
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Analog ergibt sich LH = HF, so dass das Dreieck ALEH gleichseitig ist. Aus Symmetriegriinden
sind dann auch die Dreiecke ALEF, ALFG und ALGH gleichseitig und untereinander sowie auch zu
dem Dreieck ALFEH kongruent.

Da nun die Ebene EFGH Symmetrieebene ist, muss der konstruierte Korper ein regelméfiiges Okta-
eder sein.

Nun ist noch nachzuweisen, dass die gegebene Kugel auch tatsichlich die Umkugel des konstruier-
ten Oktaeders ist.

Da die Strecken LK, KM und K FE gleich lang sind, befindet sich der Punkt E auf der Peripherie eines
Halbkreises tiber der Kérperdiagonalen LM . Beschreibt dieser Halbkreis um LM eine Drehbewegung,
so miissen auch die Punkte F', G und H sich auf der entstehenden Kugel befinden. Der Oktaeder
ist beziiglich jeder seiner Koérperdiagonalen symmetrisch. Alle Eckpunkte des Oktaeders befinden sich
folglich auf einer Kugel mit einem Durchmesser von LM.

Dieser ist aber gleich der Lénge der Strecke AB. Da der Winkel ZLEM ein rechter Winkel ist,
erhalten wir mit dem Satz des Pythagoras LM? = 2LE?. Da nun im rechtwinkligen Dreieck AABD

AB: BC = AB? : DB?
und mit AB = 2BC (nach Konstruktion) auch
AB? =2DB? = 2LF?

gilt, erhalten wir LM = AB, womit der Beweis beendet ist.

Ubertragen wie das schon Bekannte iiber die Umkugel des Oktaeders (siehe 3.5.1), so erhalten wir
AB* = 2LE®

d.h. also, das Quadrat des Durchmessers der Umkugel ist gleich dem doppelten Quadrat der Kan-
tenldnge des Oktaeders.

Tafel 6: Dreitafelprojektion des Oktaeders
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Tafel 7: Dreitafelprojektion des Oktaeders
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Tafel 8: Dreitafelprojektion des Oktaeders
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Tafel 9: Dreitafelprojektion des Oktaeders

2

I3
j jad
A" D"
A" B ’ B".C"
? CW,DH ’
B Fol
o
D’ c’
& F
A’ B’

Kommen wir wieder zu den Mehrtafelprojektionen. Wie bei dem Wiirfel gibt es auch hier zunéchst
einfache Darstellungen (siehe Tafel 6 und 9), wobei bei Tafel 6 schon deutlicher die Struktur eines
Oktaeders zur Geltung kommt, da der Kérper etwas gedreht wurde. Bei Tafel 9 bilden Aufriss und

Seitenriss Rhomben, wogegen der Grundriss ein Quadrat ist.

Eine interessante Darstellung zeigt Tafel 8. Auf dieser Zeichnung werden in allen drei Rissen die
gleichen Bilder sichtbar; Quadrate mit eingezeichneten Diagonalen.

Eine weitere Moglichkeit der Darstellung ist die, dass der Korper (Oktaeder) auf einer Seitenflache
aufliegt, wobei dann im Grundriss eine Seitenfliche in wahrer Grofie abgebildet wird (siehe Tafel 7).
Dabei ist es erforderlich, den Grundriss iiber ein regelméfiges Sechseck zu konstruieren. (siche 4.1.2)

4.5 Konstruktion des Ikosaeders

Wir konstruieren ein Tkosaeder, welches eine gegebene Kugel als Umkugel besitzt.

Konstruktionsbeschreibung: Es sei eine Kugel mit einem Durchmesser AB gegeben. Auf diesem Durch-

messer konstruiert man einen Punkt C, so dass

gilt. Nun zeichne man tiber der Strecke AB einen Halbkreis und errichte in C auf AB eine Senkrechte,

AB =5CB

welche diesen Halbkreis im Punkt D schneide. (siche Abbildung)
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Nun konstruiere man in der Ebene um einen beliebigen Punkt W einen Kreis mit einem Radius gleich
DB. In diesem Kreis konstruiere man ein regelméfiges Fiinfeck (nach 4.1.3) EFGH K. Die fiinf dabei
entstehenden Kreisbogen werden halbiert, womit man die Punkte L, M, N, O und P erhéilt. Damit
entsteht wieder ein regelméfliges Fiinfeck LM NOP. Gleichzeitig ist dann die Figur ELFMGNHOK P
ein regelméfBiges Zehneck.

In den Punkten E, F, G, H und K errichte man nun auf der Kreisfliche Senkrechte und trage
auf jeder die Strecke DB ab, so dass man die Punkte @, R, S, T und V sowie die Strecken FQ, FR,
GS, HT und KV erhilt.

Durch Verbinden dieser neuen Punkte entsteht das regelméfiges Fiinfeck QRST'V . Weiterhin verbinde
man die Punkte Q mit L, L mit R, R mit M, M mit S, S mit N, N mit T, T mit O, O mit V, V
mit P und P mit Q.

Nun errichte man in W auf der Kreisfliche eine Senkrechte und trage auf ihr die Strecke W Z in den
Halbraum, in dem sich S befindet, ab. In dem anderen Halbraum (in Bezug auf die Kreisebene) befinde
sich der Punkt Y auf dieser Senkrechten und zwischen W und Z der Punkt X. Dabei sei

WX=DB ,XZ und WY
aber gleich der Seitenlénge des schon konstruierten regelméfligen Zehnecks, also
XZ=WY =FEL

Den Punkt Z verbinde man nun mit den Eckpunkten des Fiinfecks QRSTV. Den Punkt Y verbinde
man mit den Punkten L, M, N, O und P, womit der dabei entstehende Kérper mit den Eckpunkten
Y, L, M, N,O, P,Q,S, T, R, V und Z dann das gesuchte Tkosaeder ist.

Begriindung der Konstruktion: Da nach Konstruktion die Strecke FQ und FR senkrecht auf der
konstruierten Seitenfliche stehen, sind sie parallel und auflerdem gleich lang.

Da nun auch QR und EF aus gleichen Griinden parallel und gleich lang sind, muss die Figur QRSTV
(durch analoge Schliisse) ein regelméfBiges Fiinfeck sein. Da EQ und DB gleich dem Radius des Kreises
sind, E'L gleich der Seite des einbeschriebenen Zehnecks ist und der Winkel ZLFEQ ein rechter Winkel
ist, ist QL und ebenso LR gleich der Seite des einbeschriebenen Fiinfecks.

Da aber auch QR eine derartige Seite war, ist das Dreieck AQRL gleichseitig. Aus den gleichen
Griinden sind auch die Dreiecke ARSM, ASTN, ATV O und AV PQ gleichseitig. Da LR, RM und
ML ebenfalls Seiten des konstruierten regelméfligen Fiinfecks sind, wird auch das Dreieck ALMR
gleichseitig. Und ebenso sind dies die Dreiecke AM NS, ANOT, AOPV, APLQ.
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Da die Geraden XW und E(@ nach Konstruktion auf der Kreisfliche senkrecht stehen, sind sie parallel
und nach Konstruktion auch gleich lang.

Damit sind aber auch die Strecken W E und X @ parallel und gleich lang, womit X Q gleich dem Radius
des konstruierten Kreises, also gleich DB wird. Nach Konstruktion ist des Radius dieses Kreises gleich
DB und gleich WE.

Nun ist XZ auf Grund der Konstruktionsbeschreibung gleich der Seitenldnge des einbeschriebenen
regelméfligen Zehnecks. Da der Winkel ZQX Z ein rechter Winkel ist, muss also QZ die Lénge des
regelméfigen einbeschriebenen Fiinfecks besitzen. (siehe Abbildung)

S5
510

r

Verwenden wir den Satz des Pythagoras und setzen die in Abschnitt 4.1.3 bestimmten Groéflen fiir die
Seiten des regelméfigen Fiinfecks und Zehnecks ein, wird

as = %T\/4+(\/5—1)2 = %\/ 10 — 2v/5

womit ()7 tatsdchlich gleich der Lénge eines Seite des einbeschriebenen regelméfligen Fiinfecks ist.
Aus gleichen Griinden wird dann auch VZ = (QZ und da oben schon gezeigt wurde, dass auch die
Strecke QV die Lénge einer derartigen Fiinfeckseite besitzt, ist das Dreiecke AV QZ gleichseitig.
Analoges gilt auch fiir die Dreiecke AVTZ, ATSZ, ASRZ und ARGZ. Auflerdem sind dann diese
Dreiecke auch zu dem Dreieck ALM R kongruent.

Da der Korper symmetrisch konstruiert wurde, miissen die Dreiecke APOY, AONY , ANMY , AMLY
und ALPY ebenfalls gleichseitig und zu ALM R kongruent sein. Damit wird der konstruierte Koérper
aber von 20 gleichseitigen kongruenten Dreiecken begrenzt und ist damit ein regelméfiges Tkosaeder.

Es ist also nur noch zu zeigen, dass die gegebene Kugel den Koérper tatsédchlich umfasst. Da aber
die Strecke W X gleich dem Radius des Hilfskreises, d.h., gleich DB, ist und die Strecke X Z gleich der
Lénge des Seiten des regelméfligen einbeschriebenen Zehnecks ist, ist nach 4.1.3 und 4.1.4 die Strecke
WZ in X stetig geschnitten und es gilt:

WzZ WX=WX:WZ (4.1)
Da aber nach Konstruktion WX = WP und XZ = WY ist:
WZ - WP=WP: WY
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Tafel 10: Dreitafelprojektion des Tkosaeders

M T3 M
1
1
1
1
1
11 11
) el H H \ el
’ "o, 1" 1 AN "ot
G".J J" K N ,
\ , \ !
\ , \ 1
\ ’ \ 1
A 1
\ ’ \
\ ’ \ !
\ 4 \ !
c'".p’ " m ! NIl
A ’ L D7\ O B
m g R A L
) N Vi
N 7’
N ’
N v
N 7’
S Z,
)
L

L//I

Nun sind auf Grund der Konstruktion der Punkte Z und Y die Winkel ZPW Z und ZPWY rechte
Winkel und damit mit der obigen Proportion die Dreiecke APWZ und APWY &hnliche Dreiecke.
Damit sind aber auch der Winkel /Y PZ ein rechter Winkel, womit ein Halbkreis {iber der Strecke
Y Z den Punkt P auf seiner Peripherie besitzen muss.

Aus der Proportion (4.1) und der Tatsache, dass WZ = XY und WX = X(@ ist, erhalten wir

XY:XQ=XQ:XZ

Mit den gleichen Uberlegungen, wie oben, ist dann auch der Winkel /Y QZ ein rechter Winkel, womit
der iiber der Strecke Y Z beschriebene Halbkreis auch durch den Punkt @ geht.
Wir dieser Halbkreis um die Achse Y Z gedreht, so muss er auf Grund der Symmetrie des Tkosaeders
auch durch alle anderen Eckpunkte gehen, d.h., die Umkugel des Ikosaeders besitzt den Durchmesser
Y Z. Diese ist aber gleich dem gegebenen Durchmesser AB.
Denn halbiert man die Strecke WX im Punkt A’, so erhilt man, da X die Strecke W Z im goldenen
Schnitt teilt:

ZA? =5A'X?

Da nun weiterhin YZ = 2ZA" und WX = 2X A’ ist, wird
YZ? =5WX? =5BD?
da ja nach Konstruktion auch WX = BD gilt. Ebenfalls nach Konstruktion ist
AB=5BC  und AB:BC = AB®: BD?

womit wir AB? = 5BD? und insgesamt AB = Y Z erhalten. Der Beweis ist erbracht.
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Tafel 11: Dreitafelprojektion des Ikosaeders
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Wenden wir uns wieder den Projektionen des Ikosaeders zu. Die Projektionen des Ikosaeders sind, da
mehr Flachen vorhanden sind, komplizierter als die bisher beschriebenen Korper.

Eine relativ einfache Darstellungsform ist in Tafel 11 sichtbar. Allerdings besteht hierbei der Nachteil,
dass an das Vorstellungsvermdégen hohe Anforderungen gestellt werden, da hier nirgends unsichtbare
Kanten vorhanden sind.

Auflerdem muss man diese Projektion {iber eine Hilfskonstruktion anfertigen, d.h., man stellt sich das
Tkosaeder in einem Wiirfel eingeschlossen vor; man zeichnet zuerst den Grundriss eines Wiirfels und
teilt mittels goldenem Schnitt (siche 4.1.4) eine Wiirfelkante. Der grofiere entstandene Abschnitt ist
dann eine Seitenkante des Ikosaeders. Auf den exakten Beweis wird hier nicht eingegangen.

Eine schonere Darstellung zeigt Tafel 10. Hierbei wird die Struktur des Ikosaeders sehr deutlich.

Im Grundriss erscheint der Korper hier als regelméfliges Zehneck. Man muss damit Gber die Hilfskon-
struktion eines regelméfigen Zehnecks gehen. (siehe 4.1.3)

Im Aufriss ist das Dreieck AKAF bzw. ADHC' in wahrer Grofie abgebildet. Mann kann das Tkosa-
eder noch beliebig drehen und erhélt immer andere Abbildungen, doch die beiden gezeigten sind die
symmetrischsten und sollen hier gentigen.

4.6 Konstruktion des Dodekaeders

Wiederum steht die Aufgabe in eine gegebene Kugel einen der Platonischen Kérper einzubeschreiben;
in diesem Fall das Pentagondodekaeder.

Konstruktionsbeschreibung: Sei die Kugel mit dem Durchmesser A’B’ gegeben. Fiir diese Kugel kon-
struieren wir zunéchst den Wiirfel (nach 4.3), welcher die Kugel als Umkugel besitzt.
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Von diesem Wiirfel betrachten wir die senkrecht aufeinander stehenden Seitenflichen ABCD und
CBEF.

Die Kanten dieser Seitenflichen halbieren wir in den Punkten G, H, K, L, M, N und O und verbinden
GK, HL, MH und NO. (siehe Abbildung)
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Nun teile man die Strecke NO im Punkt P, mit NP = PO.

Ebenso sei Q der Schnittpunkt der Strecken GK und H L. Jetzt teile man die Strecken NP, PO und
HQ@ in den Punkten R, S und T im goldenen Schnitt, so dass die Strecken PR, PS und QT jeweils
der groflere Abschnitt sind. In den Punkten R und S errichte man auf der Ebene BCE'F Senkrechte
und trage auf diesen nach auflen (in Bezug auf den Wiirfel) hin die Strecke PR ab, und finde so die
Punkte V und W und die Strecken RV und SW.

Errichtet man nun auf der Ebene ABC'D im Punkt T eine Senkrechte und konstruiert man auf dieser
den Punkt X mit TX = QT, so wird TX =VR=SW.

Nun zeichne man die Geraden VB, BX, XC, CW und WV und erhélt somit eine finfseitige Figur
BXCWYV, welche ein regelméfliges Fiinfeck ist. Wird nun auf jeder der zwdlf Kanten des Wiirfels
derartig ein regelméfiges Fiinfeck konstruiert, so bilden alle diese Fléchen das gesuchte Dodekaeder.

Begriindung der Konstruktion: Der Beweis teilt sich auf. Zuerst zeigen wir, dass die fiinfseitige Figur
BXCWYV gleichseitig ist.
Da die Strecke NP in R im goldenen Schnitt geteilt ist und PR nach Konstruktion der gréfiere
Abschnitt ist, gilt:

PN?+ NR? = 3PR?

Da aber auch PN = NB und PR = PV ist, erhalten wir
BN? + NR* = 3RV?
Nach dem Satz des Pythagoras gilt aber auch
BN? + NR>=BR* und damit  BR?=3RV?

Das heifit aber
BR? + RV? = BV? = 4RV?

und folglich BV = 2RV. Da aber auch die Strecke VW gleich der Strecke RS = 2RV ist, gilt auch
BV = VW. Analog zeigt man die Gleichheit der anderen Seiten. Die Figur BXCW'V ist gleichseitig.
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Tafel 12: Dreitafelprojektion des Dodekaeders
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Nun zeigen wir, dass diese Figur tatséichlich in einer Ebene liegt. Errichtet man in P ebenfalls eine
Senkrechte auf der Ebene BCEF, so schneidet diese Senkrechte die Strecke VW im Punkt Y, wobei
dann die Strecken RV, PY und SW parallel sind.

Verbindet man Y mit H und H mit X, so ist X HY eine Gerade. Denn, da die Strecke H(@ im Punkt
T im goldenen Schnitt geteilt ist und QT der groflere Abschnitt ist, gilt die Proportion

HQ: QT =QT :TH
Da aber HQ gleich der Strecke HP ist und QT = TX = PY ist, erhalten wir
HP:PY=TX:TH

Da nun aber HP und TX sowie TH und PY parallel sind, muss auf Grund der Proportion die Stre-
cke Y X tatséchlich auf einer Geraden liegen. Folglich ist die fiinfseitige Figur BVW CX in einer Ebene.

Damit diese Figur aber ein regelméfliges Fiinfeck ist, muss noch die Gleichwinkligkeit nachgewie-
sen werden.
Da die Strecke NP im Punkt R im goldenen Schnitt geteilt ist und PR den grofieren Abschnitt
darstellt, ist

(NP+ PR): PN =NP:PS
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Da die Strecken PR und PS gleich lang sind und damit die Summe von NP und PR die Strecke N.S
ergibt, erhalten wir
NS:NP=NP:PS

womit auch NS im Punkt P stetig geschnitten ist. Die Strecke NP ist dabei der gréflere Abschnitt,
so dass
NS? + SpP* = 3PN?

gilt. Da aber auch die Strecken PN und N B sowie SP und SW gleich lang sind, wird
NS?>+SW?=3NB?> und damit NB?+ NS>+ SW? = 4N B?
Auf Grund des Satzes von Pythagoras ist auch
NB®>+NS*=BS* ;  BS*+SW?=BW?
so dass wir erhalten
BS? + SW? = BW? = 4N B?
d.h., da der Punkte N die Kante des Wiirfels halbiert
BW =2NB = BC

Nun haben wir aber schon gezeigt, dass die Kanten der Figur BVWCX gleich lang sind, d.h. BV =
BX = VW = CX. Damit sind aber auf Grund des Kongruenzsatzes SSS die Dreiecke ABVW und
ABXC kongruent, womit die Winkel ZBVW = /ZBXC kongruent sind. Analog zeigt man dies fiir
die anderen Winkel, so dass der konstruierte Korper tatséchlich ein Pentagondodekaeder ist.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass die gegebene Kugel Umkugel dieses Dodekaeders ist. Verldngert man
die Strecke Y P in das Innere des Wiirfels hinein, so schneide die zugehérige Gerade die Diagonale des
Wiirfels im Punkt Z, und halbiert die Diagonale. Damit ist Z der Punkte, welcher den Mittelpunkt
der Umkugel des Wiirfels darstellt.

Die Strecke PZ ist dann gleich der halben Seite des Wiirfels (siehe obere Abbildung)

Da NS im Punkt P stetig geschnitten ist und NP der groflere Abschnitt ist, gilt
NS? + SP? =3NP?
Danun NP=PZ, PS=YP, NS=YZ und SP = PR sowie SP = VY ist, erhalten wir
YZ?+VY?=VZ*=3NP?
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Da das Quadrat des Durchmessers gleich der Kugel dem dreifachen Quadrat der Seite des Wiirfels
gleich ist (siehe 4.3), ist das Quadrat des Radius auch gleich dem dreifachen Quadrat der halben Seite

NP gleich, d.h.

ZNP2 =VZz

Damit ist aber V' Z der Radius der Kugel, Z deren Mittelpunkt und V' ein Punkt auf der Kérperoberfliache.
Analog zeigt man, dass auch jeder andere Eckpunkt des Dodekaeders auf der Kugeloberflache liegt. Da-
mit ist die gegebene Kugel die Umkugel des konstruierten Dodekaeders. Die Konstruktion ist bewiesen.

Bei der Bestimmung des Radius der Umkugel eines Dodekaeders in Abschnitt 3.5.1 wurde voraus-
gesetzt, dass die Punkte W, ¢ = 1,...,8, einen Wiirfel bilden. Der dort offen gebliebene Beweis ist mit
dieser Konstruktion nun gegeben.

Tafel 13: Dreitafelprojektion des Dodekaeders
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Kommen wir wieder zu den Mehrtafelprojektionen des Dodekaeders. Bei allen Aufzidhlungen, sowie
auch bei Konstruktionen bzw. Projektionen, wird das Dodekaeder immer als letzter Platonischer
Korper betrachtet. Dies erfolgt, da das Dodekaeder mit seinen fiinfeckigen Seitenflichen schwerer
als die anderen Platonischen Korper darzustellen ist (siehe Fiinfeckkonstruktion 4.1.3)

Man such deshalb moglichst symmetrische Anordnungen, die dennoch deutlich die Beschaffenheit des
Korpers hervorheben.

Eine solche Darstellung ist zum Beispiel die auf Tafel 13. Hier erscheint der Kérper im Grundriss,
dhnlich wie bei dem Ikosaeder, wieder als regelméfliges Zehneck.
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Eine andere Darstellungsform ist auch wieder dhnlich des der Ikosaeders (siehe Tafel 12). Man um-
schreibt dem Grundriss wieder einen Wiirfelgrundriss, wobei hier eine Korperkante des Dodekaeders
gleich dem kleineren Abschnitt der im goldenen Schnitt geteilten Wiirfelkante ist. Allerdings besitzt
diese Darstellung den Nachteil, dass sie weniger iibersichtlich ist.

Damit ist die Konstruktion der finf Platonischen Koérper abgeschlossen.

Bevor wir uns weiteren Untersuchungen zuwenden, macht sich noch eine Bemerkung zu einem der
drei Meisterstiche, die "Melancholia I”, von Albrecht Diirer notwendig. (siehe Abbildung)

Auf der linken Seite des Kupferstichs ist ein grofier Kérper, abgebildet, von dem auf den ersten Blick
nur zwei grofe fiinfseitige Begrenzungsflachen sichtbar sind. Wéhrend in einer Vielzahl von populér-
wissenschaftlicher Literatur dieser Korper als ”grober Klotz” bezeichnet wir (die Symmetrie dieses
Korpers wir gar nicht erkannt), schreiben viele Autoren von einem Dodekaeder, welches in Zentral-
projekton dargestellt wurde. Das zugehorig Projektionszentrum konnte aber nicht angegeben werden.

Dies ist auch nicht méglich, da es sich bei dem abgebildeten Koérper nicht um ein Dodekaeder handelt,
wie man zuerst glauben mag. So ist die sichtbare Deckfldche ein Dreieck und kein Fiinfeck.

E. Schréder zeigt zu diesem Problem in [25], dass es sich bei dem abgebildeten Kérper um ein Rhom-
boeder handelt, welches an gegeniiberliegenden Ecken abgestumpft ist, womit dieses Problem gel6st
ist.
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Kapitel 5

Dualitaten

5.1 Zueinander duale Polyeder

In allen bisherigen Kapiteln wurden die fiinf Platonischen Koérper einzeln fiir sich betrachtet. Nun
stellt sich die Frage, ob und welche Beziechungen zwischen zwei oder mehr Koérpern bestehen. Dieser
Frage soll im Folgenden nachgegangen werden.

Theoretisch wire es moglich, jeden der 5 Platonischen Koérper irgendwie in einen anderen ”hinein-
zulegen”, so dass der eine den anderen vollig umschlieen wird. Die allgemeinen Félle sind jedoch von
geringerer Bedeutung. Interessant sind sogenannte duale Lagen.

Definition

Zwei Korper sind dual zueinander, wenn bei Einschachtelung eines Korpers in den ande-
ren genau jede Ecke des inneren Korpers genau eine Korperfliche des dufleren Korpers im
Flachenmittelpunkt beriihrt.

Unmittelbar aus dieser Definition folgt:

Satz
Zwei Korper sind nur dann dual zueinander, wenn e und f, also die Anzahl der Ecken und die der
Korperflichen entsprechend vertauschbar sind.

Wie man sieht, miissen damit nach 3.3 auch m und n vertauschbar sein.

Daraus folgt fiir die Platonische Korper, dass das Tetraeder zu sich selbst, Hexaeder und Oktaeder
sowie Tkosaeder und Pentagondodekaeder zueinander dual sind.

Wie dies zeichnerisch aussieht, zeigen die nachfolgenden Abbildungen:
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Die nachfolgende Tabelle verdeutlicht ebenfalls den Zusammenhang;:

Korper n m e f
Tetraeder 3 3 4 4
Hexaeder 4 3 8 6
Oktaeder 3 4 6 8
Tkosaeder 5 3 20 12

Dodekaeder 3 5 12 20

Aus der Vertauschbarkeit der Ecken, Fldchen bzw. von n und m kann ein wichtiger Satz tiber duale
Platonische Korper abgeleitet werden.

Satz (Dualitétsprinzip)

Besteht fiir einen Platonischen Korper eine Aussage, so ist die duale Aussage, welche man durch
Ersetzen der dualen Stiicken, wie z.B. Ecken durch Flachen, n durch m usw., erhélt, fiir den zu
diesem Platonischen Korper dualen Platonischen Korper ebenfalls giiltig.

Dieses Prinzip werden wir bei der Untersuchung der Dreh- und Symmetriegruppen, der Netze usw.
der Platonischen Korper benétigen.

Eine symbolische Vereinfachung der Dualitdtsbeziehung ist mit den Schlafli-Symbolen méoglich. Dabei
wird jedem Korper ein Symbol zugeordnet; so z.B. fiir das Tetraeder {3,3} und fiir den Wiirfel {4,3},
wobei die erste Zahl n die zweite m entspricht. Wie eingangs gezeigt, ist damit ein Korper eindeutig
bestimmt. Es gentigt damit zu sagen {5,3} um das Dodekaeder zu bezeichnen. Analog ist {4,3} des
Oktaeder und {3,5} des Ikosaeder. Man kann also vereinfacht sagen:

{3,3} ist zu sich selbst
{3,4} und {4,3} sind zueiander und
{3,5} und {5,3} sind zueiander dual.

Das Dualitéatsprinzip lautet dann:
Wird eine Aussage fiir einen Platonischen Kérper {m,n} nur aus Aussagen, welche sich aus m und n
ableiten lassen, gewonnen, so ist diese Aussage auch fiir den Korper {n,m} giltig.

5.2 Reziproke Polyeder

Dieser Abschnitt bezieht sich unmittelbar auf den vorangegangenen. Zwischen dualen und reziproken
Polyedern besteht ein enger Zusammenhang. Es existiert zu jedem Platonischen Korper ein reziprokes
Polyeder.
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Definition

Unter dem reziproken Polyeder versteht man dasjenige, dessen m in einer Ecke zusammen-
laufenden Kanten genau die m eine Fliachen begrenzende Seiten eines anderen Polyeders halbiert
und dessen n begrenzende Seiten einer Fliche genau n in einer Ecke zusammenlaufenden Kanten
des anderen halbiert.

Damit gilt: Reziprok zu {m,n} ist {n,m}, d.h., eine Ecke des einen entspricht einer Fliche des anderen
Polyeders und umgekehrt.

Somit wird der Zusammenhang zwischen dualen und reziproken Polyedern deutlich. Jedes dual in
einen anderen einbeschriebene Polyeder ist ein verkleinertes reziprokes Polyeder, denn jede Ecke eines
reziproken Polyeders liegt genau {iber dem Seitenmittelpunkt des anderen reziproken Polyeders. Damit
ist es nicht erforderlich, hier nochmals den Zusammenhang zwischen reziproken Polyedern aufzustel-
len. Einen vollstandigen Uberblick gibt Tabelle 4 aus 6.1.

Eine andere Darstellung geben die nachfolgenden Abbildungen, Die erste Abbildung zeigt die Ver-
bindung zweier reziproker Polyeder, welche Tetraeder sind. Eine solche Verbindung kommt auch in
der Natur vor, als sogenanntes Zwillings-Kristall.

N

Auf der rechten Abbildung ist wird ein Oktaeder als Reziprokes zum Wiirfel gezeigt. Analoges lasst
sich auch fiir das Dodekaeder und Ikosaeder zeichnen.

5.3 Abstumpfungen und halbregulire Polyeder

Aufler den finf Platonischen Korpern gibt es, wie sich zeigen ldsst, genau dreizehn halbreguléare Poly-
eder. Unter einem halbreguldren Polyeder (konvex) versteht man ein Polyeder, welches von mindestens
2 und hoéchstens 3 verschiedenen kongruenten n-Ecken begrenzt wird.

Diese Korper werden auch Archimedische Korper genannt.

Alle diese Kérper lassen sich durch geeignete Verstiimmelungen der Platonischen Kérper erzeugen.

Rlaae

Auf der oberen Abbildung ist zum Beispiel die Erzeugung eines halbreguldren Polyeders aus einem
Wiirfel in einzelnen Schritten dargestellt. Dabei werden die Kanten des Wiirfels halbiert und jede Ecke
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entfernt, in dem eine gerade Pyramide abgeschnitten wird.

Eine Ubersicht iiber alle Archimedischen Kérper gibt die nachfolgende Abbildung aus Johannes Kep-
lers "Harmonices mundi”:
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1

1 Abgestumpftes Hexaeder 2 Abgestumpftes Tetraeder
3 Abgestumpftes Dodekaeder 4 Abgestumpftes Ikosaeder
5 Abgestumpftes Oktaeder 6  Abgestumpftes Kuboktaeder
7  Abgestumpftes Tkosidodekaeder 8 Kuboktaeder

9

Ikosidodekaeder 10 Rhombenkuboktaeder
11 Rhombenikosidodekaeder 12 Abgeschrigtes Hexaeder
13 Abgeschragtes Dodekaeder

Im Folgenden sollen nur einige von ihnen ausgewéahlt und ndher betrachtet werden.

Am bemerkenswertesten sind die Kérper Kuboktaeder (Nr. 8) und Ikosidodekaeder (Nr. 9). Thre Na-
men geben Aufschluss iiber die Entstehung dieser Polyeder.

Der Kuboktaeder ist aus dem reziproken Wirfel und Oktaeder entstanden. Stellt man sich diesen
Koérper mit sdmtlichen {iberstehenden 3- bzw. 4-seitigen Pyramiden entfernt vor, so entsteht der ge-
nannte.

Ebenso entsteht das Ikosidodekaeder aus dem reziproken Dodekaeder und Ikosaeder mit wiederum
entfernten iiberstehenden 3- bzw. 5-seitigen Pyramiden.

Ein dritter Korper soll hervorgehoben werden, das Rhombenkuboktaeder (Nr. 10). Stellt man sich
diesen Korper derart vor, dass auf die Vier- und Dreiecksflichen entsprechende Pyramiden errichtet
werden, so entsteht ein klassisches Beispiel fiir das Modell eines Adventssterns, welches sich leicht
nachbauen lasst.

Stellte man sich das Abgestumpfte Ikosaeder (Nr. 49 aufgeblasen vor, so hat man ein Modell des
modernen Fufiballs.

Dieser kleine Einblick in die Welt der halbregulidren Polyeder soll hier zur Vervollstindigung des
Wissenswerten iiber die Platonischen Korper geniigen.
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Das halbregulidre Polyeder Rhombenkuboktaeder (Nr. 10) auf einem Gemaélde von (wahrscheinlich)
Jacopo d’Barbari. Die Person im Zentrum stellt den Mathematiker Luca Pacioli (um 1445 - 1514 oder
1517) dar. Durch verschiedene Mathematikhistoriker wird die Person rechts als Albrecht Diirer (1471

- 1528) identifiziert.
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Kapitel 6

Symmetriegruppen der Platonischen
Korper

6.1 Definition der Symmetriegruppe

Um ein Polyeder vollstdndig zu beschreiben, ist die Angabe seiner charakteristischen Bewegungsgruppe
notwendig. Mitunter wird diese Gruppe auch Kongruenzgruppe genannt.

Dabei verstehen wir unter einer Kongruenz jede eigentliche und uneigentliche Bewegung des Korpers
in der Ebenen und im Raum, welche den Korper mit sich selbst zur Deckung bringt. Dazu gehoren
alle Drehungen, Spiegelungen und Translationen des Korpers, welche ihn in sich selbst {iberfiihren.

Fiir den Wiirfel (siehe Abbildung) wére zum Beispiel eine Drehung um 180° mit einer Kérperdiagonalen
als Drehachse eine eigentliche Kongruenz. Dagegen ist die Punktspiegelung am Schwerpunkt des
Wiirfels eine uneigentliche Kongruenz oder Bewegung. Wir defnieren:

Definition

Sei K ein beliebiges Polyeder. Unter der Drehgruppe D(K) des Korpers K verstehen wir
dann alle eigentlichen Kongruenzen von K mit der Nacheinanderausfithrung als binére algebrai-
sche Operation.

Dass die Menge aller Drehungen mit dieser Operation tatsichlich eine Gruppe darstellt, ergibt sich
aus der Tatsache, dass jede Drehung um einen Winkel z ein Drehung um 27 — z als inverse Drehung
besitzt. Das neutrale Element wird dabei von der identischen Kongruenz, der Drehung um 0° gebildet.
Die Assoziativitdt beruht auf der Assoziativitdt der Nacheinanderausfiilhrung von Bewegungen.
Erweitern wir nun die Menge der eigentlichen Bewegungen um die uneigentlichen Bewegungen, so
sagen wir:
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Definition

Unter der vollstindigen Symmetriegruppe S(K) eines Korpers K verstehen wir alle eigent-
lichen und uneigentlichen Kongruenzen des Korpers K mit der Nacheinanderausfithrung als
Operation.

Offenbar ist die Drehgruppe D(K) eine echte Untergruppe der vollsténdigen Symmetriegruppe S(K).
Fiir den Wiirfel wird zum Beispiel der Nacheinanderausfithrung der Punktspiegelung und einer Dre-
hung um einen Koérperachse zu einer Drehspiegelung, einer uneigentlichen Bewegung.

Wenden wir uns zuerst den Drehgruppen der Platonischen Kérper zu.

6.2 Die Drehgruppe des Tetraeders

Um alle moglichen Drehungen am Tetraeder zu bestimmen, welche das Tetraeder in sich selbst
iiberfithren, betrachten wir zuerst alle Drehungen, welche einen Eckpunkt, z.B. Ay, festlassen. Derar-
tige Drehungen miissen dann das Dreieck AA; A3 Az in sich selbst iiberfithren (siche Abbildung).

Dies sind aber gerade die Drehungen um die Achse durch den Mittelpunkt My des Dreiecks A A1 Ao As
und den Punkt Agy. D.h., es existieren genau drei solche Drehungen:

1. Drehung: s; die identische Drehung; alle Eckpunkte werden auf sich selbst abgebildet

2. Drehung: so, Achse AgMy mit einem Drehwinkel von 120°, d.h.

A1sg =Ag 3 Agso=A3 5 Azsa=A;

3. Drehung: s3, Achse AgMy mit einem Drehwinkel von 240°, d.h.

Aisz3 =As ;3 Agsg=A1 ; Azs3=A;

Alle drei Drehungen lassen den Punkt A fest. Da wir Analoges fiir die drei restlichen Eckpunkte
des Tetraeders erhalten, haben wir 9 Drehungen beschrieben. Neun deshalb, da 4 mal die identische
Drehung auftritt.

Drehungen, welche 2 oder 3 Eckpunkte festlassen, kann es offensichtlich nicht geben. Damit bleibt noch
die Moglichkeit, dass kein Punkt auf sich selbst abgebildet wird. Dabei treten erneut drei Drehungen
auf, und zwar um die Achsen

MosMys 5 MoiMos 3 MooMys
d.h., um die Achsen, welche die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten schneiden (siche Abbildung)
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Da es keine weiteren Drehungen geben kann, der Beweis ist in Alexandrow [1], Seite 36, enthalten,
erhalten wir fiir die Drehgruppe des Tetraeders eine Ordnung 12.
Schreiben wir jede der Drehungen als Permutation der Eckpunkte, d.h. fiir ay (123), so erhalten wir

S1 — (0) SS9 — (123) 53 — (132)
S4 — (032) S5 — <023) S — <012)
s7=(021) sg=(013) s9 = (031)

und fiir die zuletzt beschriebenen Drehungen um die drei Achsen durch die Kantenmittelpunkte
S$10 — (03)(12) S11 = (01)(23) S12 = (02)(13)

Man priift schnell nach, dass alle diese Permutationen gerade sind. Da es aber genau 12 gerade Permu-
tationen vom Grad 4 gibt, muss folglich die Drehgruppe D(T') des regelméfiigen Tetraeders isomorph
zur alternierenden Gruppe vom Grad 4 sein, also isomorph zu Ajy.

Damit ist die Drehgruppe D(T') des Tetraeders vollstandig beschrieben.

6.3 Die Drehgruppen des Wiirfels und des Oktaeders

Wie schon gezeigt, sind Wiirfel und Oktaeder zueinander duale Koérper, d.h., jedem Wiirfel kann
eindeutig ein Oktaeder einbeschrieben werden und umgekehrt. Dabei besitzen sie gleiche Symmetri-
elagen, so dass jede Kongruenz des Wiirfels auch eine des Oktaeders darstellt, und auch umgekehrt.
Dies bedeutet, dass die Drehgruppen beider Platonischer Korper zueinander isomorph sind. Deshalb
beschranken wir uns auf den Wiirfel.

Fiir den Wiirfel erhalten wir 24 Drehungen. Durch je zwei Flichenmittelpunkte gegeniiberliegender
Seiten verlaufen Drehachsen, welche jeweils Drehungen um 0°, 90°, 180° und 270° gestatten. (siehe
Abbildung)
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Da es drei Paare gegeniiberliegender Seiten gibt, und die identische Abbildung (0°) bei jedem Paar
auftritt, ergeben sich 10 derartige Drehungen, die wir wieder durch Permutationen beschreiben. Dabei
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wéhlen wir jedoch nicht die Eckpunkte als permutierende Elemente, sondern die vier Koérperdiagonalen:
A1A, = Dy; ApAs = Doy A3As = D3; AgAg = Dy

Auflerdem schreiben wir fiir (D1 DyD3Dy) einfacher (1234).
Fiir die 10 beschriebenen Drehungen erhalten wir damit:

s1 = (1) so=(1234) 53 = (13)(24) s4 = (1432)
s5=(1432) s = (12)(34) sy =(1324) sg=(1243)
sg = (14)(23)  s10 = (1342)

Weitere Drehungen ergeben sich, wenn wir die Korperachsen als Drehachsen benutzen. Dabei sind
fiir jede Diagonale Drehungen um 0°, 120° und 240° moglich, womit wir genau 8 noch nicht notierte
Moglichkeiten erhalten:

S11 = (234) S12 = (243) §13 — (134) S14 = (143)
815 — (214) S16 — (241) S17 — (123) 518 — (132)

Dabei bleibt immer eine Diagonale, die Drehachse, invariant. Die restlichen 6 Abbildungen erhélt man
bei Drehungen um Achsen, welche die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten (Art c¢) schneiden. Da
der Wirfel 12 Kanten, d.h. 6 Paare, besitzt, wird also

S19 = (12) SS90 = (13) S§91 = (14) S99 = (23)
S923 = (24) S94 = (34)

Das Ergebnis sind 24 Permutationen vom Grad 4, d.h., also die volle Permutationsgruppe, die Sy. Die
Drehgruppen des Wiirfels und des Oktaeders sind isomorph zur vollen Permutationsgruppe &4 und
besitzen die Ordnung 24.

6.4 Die Drehgruppen des Ikosaeders und des Dodekaeders

Um zu den Drehgruppen der zwei letzten der Platonischen Korper zu gelangen, verfahren wir wie bei
Wiirfel und Oktaeder. Aus der Dualitét folgt, dass beide Drehgruppen isomorph sind, womit wir nun
das Ikosaeder betrachten. Beginnen wir mit Achsen der Art a. (siche Abbildung)

Durch je zwei gegeniiberliegende Punkte verlauft eine Achse, welche Drehungen von 0°, 72°, 144°,
216° und 288° erlaubt. Da das Ikosaeder 12 Eckpunkte besitzt, erhalten wir so 24 plus die identische
Abbildung, d.h. also 25 Drehungen.

Weiterhin verlauft durch die Fldchenmittelpunkte eines jeden Paares von gegeniiberliegenden Sei-
tenflachen eine Drehachse, welche Drehungen um 0°, 120° und 240° erlaubt. Das Ikosaeder besitzt 10
Flachenpaare und damit weitere 20 noch nicht genannte Drehungen.
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Wihlen wir zuletzt wieder Achsen, welche durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Kanten gehen,
kommen weitere 15 Drehungen hinzu, d.h., wir erhalten insgesamt 60 mogliche Drehabbildungen. Die
Ordnung der Ikosaedergruppe bzw. der Dodekaedergruppe ist gleich 60.

Da wir auch hier diese Drehgruppen durch eine Permutationsgruppe ausdriicken wollen, iiberlegen
wir wie folgt:

Wir wéhlen ein beliebiges Paar von gegeniiberliegenden und damit parallelen Kanten. Zu diesen exis-
tieren zwei weitere Paare von gegeniiberliegenden Kanten, die zueinander und zum Ausgangspaar
senkrecht stehen. Wir markieren deren Mittelpunkte (siehe Abbildung).

Diese sechs Punkte beschreiben offenbar ein regelméfliges Oktaeder.

Da das Ikosaeder 30 Kanten besitzt und fiir ein derartiges Oktaeder 6 benotigt werden, konnen folg-
lich 5 verschiedene Oktaeder einbeschrieben werden. Eine Drehung des Tkosaeders entspricht dann eine
Permutation dieser 5 Oktaeder, d.h. die Drehgruppe des Ikosaeders muss eine Untergruppe der vollen
Permutationsgruppe der Ordnung 5 sein.

Da die symmetrische Gruppe S5 aber nur eine Untergruppe der Ordnung 60, ndmlich die alternierende
Gruppe As, besitzt, konnen wir zusammenfassen:

Die Drehgruppe des Ikosaeders bzw. des Dodekaeders ist isomorph zur alternierenden Gruppe As.

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Drehgruppen der Platonischen Korper

Korper isomorphe Permutationsgruppe Ordnung
Tetraeder alternierende Gruppe vom Grad 4, Ay 12
Wiirfel, Oktaeder symmetrische Gruppe vom Grad 4, Sy 24
Ikosaeder, Dodekaeder alternierende Gruppe vom Grad 5, As 60

6.5 Die vollstindigen Symmetriegruppen der Platonischen Korper

Im Folgenden sollen nun die vollstdndigen Symmetriegruppen beschrieben werden, d.h., wir werden
die Drehgruppen durch die uneigentlichen Kongruenzen erweitern.

Dazu benutzen wir in der Hauptsache ein Verfahren, welches von Coxeter [4], Seite 337, beschrieben
wird, dessen Nachweis aber mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht moéglich ist. Coxeter
schreibt:
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Satz
Besitzt die vollstidndige Symmetriegruppe eines Korpers eine Punktspiegelung p, so ergeben sich
alle Drehspiegelungen (uneigentlichen Kongruenzen) ds; aus den Drehungen s; und der Punktspie-
gelung durch

dsi=s;-p=p-s

Weiterhin ist dann die vollstindige Symmetriegruppe S(K) das direkte Produkt aus der Dreh-
gruppe D(K) und der von p erzeugten zyklischen Gruppe der Ordnung 2

S(K) = D(K) @ {p}

womit die Ordnung von S(K) gleich der doppelten Ordnung von D(K) ist.

Da bis auf das Tetraeder alle Platonischen Koérper punktsymmetrisch sind, wird eine Anwendung
dieses Satzes moglich sein. Fiir das Tetraeder werden wir Sondermafinahmen treffen miissen.

6.6 Die vollstindige Symmetriegruppe des Tetraeders

Betrachten wir zuerst die Spiegelungen als uneigentliche Bewegungen.
Offenbar fiihrt eine Spiegelung an einer Ebene, welche die Strecke AAs enthélt und senkrecht auf
ApA; steht, das Tetraeder in sich selbst iiber. (sieche Abbildung)

Dabei erhalten wir eine Permutation der Ecken des Tetraeders der Form (01), wéhrend Ag und Aj fest-
gehalten werden. Da das Tetraeder sechs Kanten besitzt, existieren auch sechs derartige Spiegelungen,
die wir wiederum durch Permutationen darstellen.

d81 = (01) d82 = (02) d83 = (03) d84 = (12)
dss = (13) ds¢ = (23)

Da die vollstéandige Permutationsgruppe 84 vom Grad 4 nur 24 Elemente besitzt, konnen nur noch
sechs Drehspiegelungen am Tetraeder existieren. Weitere sind nicht moglich, da ein Tetraeder nur
vier Eckpunkte besitzt, diese nur 24 mal permutierbar sind, und wir sechs Spiegelungen sowie 12 Dre-
hungen des regelméfligen Tetraeders schon beschrieben haben. Diese sechs Drehspiegelungen existieren.

Zum Nachweise drehen wir das Tetraeder um 120° um die Héhe durch den Eckpunkt A3 und spiegeln
gleichzeitig an der Ebene, welche AgA; enthélt und senkrecht zu As As ist. Damit wird Ag auf A;, Ay
auf As, Ay auf As und Asz auf Ay abgebildet, d.h.

d87 = (0123)
Weitere Drehspiegelungen sind
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ng = (0132) ng = (0312) d810 = (0321) d811 = (0213) d812 = (0231)

womit die volle Symmetriegruppe des Tetraeders 24 Elemente besitzt und isomorph zur vollen Per-
mutationsgruppe S4 vom Grad 4 wird.

6.7 Die vollstandigen Symmetriegruppen des Wiirfels und des Ok-
taeders

Da sowohl Wiirfel als auch Oktaeder punktsymmetrisch sind, gehort zu deren vollen Symmetriegruppen
die Punktspiegelung am Mittelpunkt. Damit kénnen wir den Satz von Coxeter anwenden.

Zur Notation der uneigentlichen Bewegungen ist eine Bemerkung notwendig. Da die Drehgruppe des
Wiirfels bzw. des Oktaeders isomorph zur vollen Permutationsgruppe von Grad 4 ist, kénnen wir
die uneigentlichen Bewegungen nicht mehr als Permutationen der Wiirfeldiagonalen auffassen, ohne
dass wir schon eine notierte Permutation erhalten. Deshalb verwenden wir jetzt Permutationen der
Eckpunkte.

Fiir die Spiegelung am Schwerpunkt bedeutet dies (siehe Abbildung): ds; = (17)(28)(35)(46)

As A7

As

4o ---> A

Ay &

Betrachten wir die Drehungen so bis sg und fithren wir deren Nacheinanderausfithrung mit der Punkt-
spiegelung aus, erhalten wir

dsa = dsys2 = (1836)(2547) ds3z = dsis3 = (15)(26)(37)(48)  dss = ds1s4 = (1638)(2745)
dss = ds1s5 = (1683)(2574)  dsg = ds1s6 = (12)(34)(56)(78)  dsy = dsys7 = (1386)(2475)
dsg = dsysg = (1863)(2457) dsg = dsisg = (14)(23)(58)(67) dsio = ds1s10 = (1368)(2754)

Man sieht, dass dss3, dsg und dsg Ebenen-Spiegelungen an den drei Mittelparallelen des Wiirfels sind.
Die restlichen sechs Bewegungen sind Drehspiegelungen.

Waéhlen wir die Diagonalen als Drehachsen und spiegeln anschlieffend am Schwerpunkt, so erhalten
wir:

17)(234856)  ds12 = ds1s12 = (17)
28)(156734) dsy14 = dsys14 = (28)
35)(126784)  dsis = dsis16 = (35)
46)(123785)  dsig = dsys1s = (46)

265843)
143765)
148732)
158732)

ds11 = ds1511 =
dsi13 = ds1s13 =
dsi5 = ds1515 =
dsi7 = ds1s17 =

N N N N
N N N N

also weitere acht Drehspiegelungen.

Bleiben noch die Verkniipfungen des Drehungen dsig bis dsa4 mit der Punktspiegelung. Die dabei ent-
stehenden sechs Bewegungen sind gerade die Ebenenspiegelungen an Ebenen, welche gegeniiberliegende
parallel Kanten enthalten, d.h.

dSlg = (18)(27) dSQ() = (16)(34) d821 = (13)(57)
d522 = (25)(38) d823 = (24) (68) d824 = (36)(45)

Zusammenfassend erhalten wir:
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a) 3 Ebenenspiegelungen, an den mittelparallelen Ebenen: dss, dsg, dsg

b) 6 Ebenenspiegelungen, an den Ebenen, welche gegeniiberliegende Kanten enthalten: dsig bis dsag
c¢) 14 Drehspiegelungen: dsg, dsy, dss, dsg, ds7, dsig bis dsig

d) 1 Punktspiegelung am Schwerpunkt: ds;

e) und 24 Drehungen der Hexaeder-Gruppe

Die volle Symmetriegruppe des Wiirfels (Oktaeders) enthilt damit 48 Bewegungen und ist zu einer
Untergruppe der Permutationsgruppe vom Grad 8 isomorph.

Benutzen wir das Verfahren von Coxeter, so kénnen wir die vollstdndige Symmetriegruppe des Wiirfels
S(W) auch als direkte Summe darstellen:

S(W)=D(W) & {P} ; S(W) =8, {P}

6.8 Die vollstindigen Symmetriegruppen des lkosaeders und des
Dodekaeders

Auf Grund der Dualitéit von Tkosaeder und Dodekaeder geniigt es wieder, einen der Kérper zu betrach-
ten. Die vollen Symmetriegruppen beider Platonischer Korper sind isomorph zueinander. Wir wahlen
das Tkosaeder.

Da das Ikosaeder punktsymmetrisch ist, existiert wieder eine Punktspiegelung und wir erhalten fiir
die volle Symmetriegruppe

S(I) = D(I) @ {p} = As{p} = As} 22

Aus der Gruppentheorie ist aber bekannt, dass das direkte Produkt der alternierenden Gruppe vom
Grad 5 und der zyklischen Gruppe der Ordnung 2 isomorph zur vollen Permutationsgruppe vom Grad
5 ist. Damit sind die vollstdndigen Symmetriegruppen von Ikosaeder bzw. Dodekaeder schon charak-
terisiert. S([) ist isomorph zur Permutationsgruppe S5 und enthélt damit 120 Kongruenzen.

Die Aufgabe besteht nun darin, die 60 uneigentlichen Bewegungen zu klassifizieren. Wie schon erwéhnt,
liegt eine Punktspiegelung am Schwerpunkt vor. (siehe Abbildung)

Des weiteren erzeugen gegeniiberliegende Kanten, welche parallel sind, eine Ebene, an der der Korper
gespiegelt werden kann und dabei in sich selbst iibergeht. Da 15 gegeniiberliegende Paar existieren,
liegen 15 Ebenenspiegelungen vor.

Weiterhin erhalten wir (nach dem Satz von Coxeter) 24 Drehspiegelungen in dem um Achsen ge-
geniiberliegende Punkte gedreht und anschliefend am Schwerpunkt gespiegelt wird.

20 Drehspiegelungen entstehen, in dem um Achsen durch die Flachenmittelpunkte gegentiberliegender
Flachen gedreht und anschliefend am Schwerpunkt gespiegelt wird.
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Damit erhalten wir 60 uneigentliche Bewegungen am Ikosaeder. Die vollstdndige Symmetriegruppe
von Ikosaeder und Dodekaeder ist die volle Permutationsgruppe vom Grad 5, die Ss.
Fassen wir zusammen:

Vollstandige Symmetriegruppen der fiinf Platonischen Koérper

Korper isomorphe Gruppe Ordnung
Tetraeder symmetrische Gruppe Sy 24
Wiirfel, Oktaeder Untergruppe der Sg = A4 ® {p} 48
Ikosaeder, Dodekaeder symmetrische Gruppe Ss 120

6.9 Polyederkaleidoskop

Um die Drehgruppen und vollstédndigen Symmetriegruppen auch anschaulich darzustellen, verwenden
wir das sogenannte Md&biussche Polyederkaliedoskop.

Es sei ein Platonischer Korper {p,q}, ({p,q} ist wieder das Schliafli-Symbol des Platonischen Korpers)
gegeben. Projizieren wir die e Kanten dieses Platonischen Korpers aus dem Schwerpunkt heraus auf
eine Kugel, welche konzentrisch beziiglich des Korpers liegt, erhalten wir e Grokreisbogen auf dieser
Kugel. Besitzt der Platonische Korper f Fliachen, so teilen diese Groflkreisbégen die Kugeloberfliche
in genau f Gebiete, welche sphérische p-Ecke sind. Spiegeln wir nun an den Seiten dieser sphérischen
p-Ecke, entstehen sphérische Dreiecke. (siehe Abbildung)

Ebenso erhalten wir dieses Bild, wenn gleichzeitig des reziproke Polyeder {p,q} vom Mittelpunkt auf
diese Kugel projiziert wird und wir gleichzeitig die Ebenen, welche den Schwerpunkt mit den Kanten
von {p,q} und {g¢,p} verbinden, einzeichnen. Die entstandenen Dreiecke werden abwechselnd blau und
schwarz gefarbt.

Auf der Abbildung ist das Kaleidoskop fiir die dualen Platonischen Kérper Ikosaeder und Dodekaeder
dargestellt. Es ist nun moglich aus diesem Kaleidoskop die Drehgruppe und vollsténdige Symmetrie-
gruppe beider Koérper anzulesen.

Dabei stellt ein zehnzéhliger Punkt (in diesem treffen fiinf schwarze und fiinf blaue Dreiecke zusam-
men) offenbar dem Mittelpunkt einer Seitenfliche des Dodekaeders und gleichzeitig den Eckpunkt
eines Ikosaeders dar.
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Ein sechszdhliger Punkt (in ihm laufen 3 schwarze und 3 blaue Dreiecke zusammen) charakterisiert
dann einen Eckpunkt eines Dodekaeders bzw. den Flachenmittelpunkt einer Seitenfliche des Ikosa-
eders.

Die noch auftretenden vierzéhligen Punkte sind die Projektionsbilder der Kantenmittelpunkte sowohl
des Dodekaeders als auch des Ikosaeders.

Ermitteln wir zuerst die Drehgruppen. Drehen wir um einen zehnzéhligen Punkt, so kann man ein
blaues Dreieck mit sich selbst (identische Abbldung) und weiteren vier Dreiecken zur Deckung brin-
gen. Um einen zehnzéhligen Punkt sind also 4 Drehungen und die identische Abbildung moglich. Dies
entspricht gerade den Drehungen des Dodekaeders um seine Seitenflaichenmittelpunkte.

Da ein zehnzahliger Punkt aber auch ein Eckpunkt des dualen Tkosaeders charakterisiert, haben damit
auch die Drehungen um Achsen durch gegeniiberliegende Eckpunkte beschrieben.

Insgesamt konnen wir sagen, dass jede Drehung der Kugel um einen zehn-, sechs- oder vierzdhligen
Punkt, wobei blaue Dreiecke in blaue und schwarze in schwarze iibergefiihrt werden, eine Drehung der
Platonischen Korper, in unserem Fall des Tkosaeders und des Dodekaeders, darstellt.

Damit erhalten wir aber die vollstdndige Drehgruppe beider Korper, die auch isomorph sein miissen.

Um eine uneigentliche Bewegung zu charakterisieren, miissen blaue Dreieck in schwarze und schwarze
in blaue Dreiecke iibergefiihrt werden. Dies erreicht man aber durch Drehungen und anschlieende
Spiegelungen an Grofikreisen der Kugel.

Damit beenden wir die Diskussion von Dreh- und Symmetriegruppen der Platonischen Koérper.
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Kapitel 7

Netze

7.1 Netze der Platonischen Korper

Einer der Platonischen Koérper, das Tetraeder, begegnet uns téglich als "Tetrapack” Wir kaufen zum
Beispiel Milch in solchen Verpackungen. Vor Jahren gab es dabei Diskussionen, warum ein Tetraeder
fiir diesen Zweck genommen wurde und kein Hexaeder, also ein Wiirfel.

Ein Wiirfel, so fithrten seine Befiirworter an, besitzt nach der Kugel die kleinste Oberfliche im Vergleich
zu seinem Volumen. Man wiirde also im Falle des Wiirfels weniger Verpackungsmaterial benttigen als
bei einem Tetraeder.

Dies stimmt offenbar, jedoch sind weitere Kriterien an den benutzten Korper zu stellen:

1. Welches ist der kleinste Verpackungsaufwand, bezogen auf den Inhalt?

2. Welchen Koérper kann man am einfachsten aus einer ebenen Fléche durch einfaches Falten her-
stellen?

3. Welcher Korper hat die kiirzeste Verbindungsstelle nach dem Falten?
4. Welcher Korper besitzt am wenigsten Verschnitt?
5. Welchen Koérper kann man moglichst liickenlos stapeln?

6. Bei welchem Korper gibt es die wenigsten Verwechslngsmoglichkeiten, wenn eine Seite besonders
gekennzeichnet werden soll?

Frage 1 und 6 kénnen wir jetzt schon beantworten, wihrend die restlichen Probleme noch nicht 16sbar
sind. Nach Frage 1 sind offenbar die Kugel und der Wiirfel die geeignetsten Kérper, nach Frage 6 das
Tetraeder, da es die wenigsten Seitenflichen besitzt.

Hier werden wir uns nur mit den Fragen 2 bis 4 beschéftigen, wiahrend Frage 5 erst im Abschnitt
8 beantwortet werden kann. Um eine Antwort zu finden, muss zuerst der Begriff des Netzes eines
Polyeders geklart werden.

7.1.1 Das Netz eines Polyeders

Will man aus Papier oder anderem Material einen Wirfel herstellen, so kann man, da der Wiirfel
sechs Seitenflichen besitzt, aus dem Material sechs kongruente Quadrate ausschneiden und diese auf
geeignete Weise zusammenkleben. Dabei ist jede Kante des Wiirfels eine Klebekante.

Wiirde man derart aus zwanzig kongruenten gleichseitigen Dreiecken ein ITkosaeder bauen, so miisste
30 mal geklebt werden, was unékonomisch ist.
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Wir kénnen uns weitgehend Arbeit ersparen, wenn wir einige Seiten des zu konstruierenden Koérpers
zusammenhingend ausschneiden, diese falten und dann zusammenkleben. Am besten wird es, wenn
wir den Kérper, das Polyeder (Korper mit gekriimmten Kanten sind derart nicht herstellbar) auf eine
Ebenen ”abwickeln”. Darunter versteht man, das Polyeder an einer geniigend grofien aber hinreichend
kleinen Anzahl von Kanten aufzuschneiden und die Seitenflichen in die Ebene zu klappen. In der
Abbildung ist ein Wiirfel an sieben Kanten aufgeschnitten und schon etwas aufgeklappt.

Die zweite Abbildung zeigt dann das in der Ebene entstehende Bild.

Eine geniigend grofle Anzahl von aufgeschnittenen Kanten fordern wir, da alle Seitenflichen des
Korpers in die Ebene gedreht werden sollen. Eine hinreichend kleine Zahl von Kanten fordern wir, da
alle Seitenflichen zumindest mit einer weiteren noch durch eine oder mehrere Kanten verbunden sein
sollen. Das dabei in der Ebene entstehende Bild nennen wir ein ebenes Netz des Polyeders. Die obere
Abbildung zeigt folglich ein ebenes Netz eines Wiirfels.

Wie man sieht, kann man aus dem Netz eines Polyeders das Polyeder selbst wieder herstellen, in-
dem man die nicht aufgeschnittenen Kanten faltet und die anderen Kanten zusammenklebt.

Sicher wird es von einem Polyeder (auch von jedem der fiinf Platonischen Kérper) mehrere verschiede-
ne ebene Netze geben, jedoch ist eine willkiirliche Aneinanderreihung der Seitenflichen des Polyeders
in der Ebene nicht notwendigerweise ein Netz. Die nachfolgende Abbildung zeigt zwei Aneinanderrei-
hungen von sechs kongruenten Quadraten, die aber offensichtlich keine Netze des Wiirfels darstellen,
da aus ihnen kein Wiirfel durch einfaches Falten und anschlieSendes Kleben hergestellt werden kann.

Es entstehen nun fiir die fiinf Platonischen Koérper die Fragen, ob sie verschiedene Netze besitzen,
wieviel sie jeder besitzen, welche besonders charakteristisch sind usw. usf.

Deshalb werden wir uns im Folgenden mit der Bestimmung der Netze der Platonischen Koérper befas-
sen, und wenn es moglich ist, diese auch explizit angeben. Zur besseren Verdeutlichung des Vorgehens
beginnen wir mit den zueinander dualen Koérpern Wiirfel und Oktaeder.

7.2 Inkongruente Netze bei Wiirfel und Oktaeder

Wir werden nun die Aufgabe l6sen, die Anzahl der moglichen Netze des Wiirfels bzw. Oktaeders zu
ermitteln. Dabei schrdnken wir insofern ein, dass zwei Netze bei einseitig gefarbtem Papier dann und
nur dann verschieden sind, wenn sie durch keine eigentlichen und uneigentlichen Bewegungen in der
Ebene auseinander hervorgehen.
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Bei zweiseitig gefarbten Papier, d.h. wir unterscheiden Vorder- und Riickseite des Papiers, welches wir
zur Herstellung des Netzes verwenden, sollen zwei Netze dann und nur dann verschieden sein, wenn
sie nicht durch Drehungen auseinander hervorgehen.

Zuerst bestimmen wir die Anzahl der verschiedenen oder inkongruenten Netze bei zweiseitig gefarbtem
Papier. Wiirfel und Oktaeder sind duale Polyeder, so dass es hier wieder ausreichend sein wird, einen
von beiden zu betrachten. Dabei werden wir jeweils das einfacher zu handhabende Polyeder benutzen.
AuBerdem wir es notwendig sein, einige Uberlegungen aus der Graphentheorie zu benutzen.

7.2.1 Die Gewinnung eines Netzes

Zuerst betrachten wir den Wiirfel. Um alle méglichen Netze zu erhalten, benutzen wir die Uberlegungen
aus 8.1.1. Wir denken uns einen Wiirfel aus Papier angefertigt. Indem wir geeignete Kanten des Wiirfels
aufschneiden und entsprechende Seitenfléchen in die Ebene klappen, erhalten wir eines der gesuchten
Netze. Die nachfolgenden Abbildungen zeigen dies nochmals fiir den Wiirfel und das Oktaeder. Dabei
sind die aufgeschnittenen Kanten nummeriert.

10 12
1277 3 3 10
! 12 3 10
19
! 9 9
Lo 8 | _ < ) 1 5 8
5
1 5
Abbildung: Wiirfel mit Netz
12
4 4 10
4
12 10
12 9 11 9
11 9

Um das Auseinanderschneiden und Aufklappen exakt zu beschreiben, betrachten wir den von den 8
Eckpunkten und 12 Kanten des Wiirfels gebildeten Graphen. In der nachfolgenden Abbildung ist ein
Graph dargestellt, welcher zu dem Graph des Wiirfels isomorph ist.

(6 8]

(o] O

Den Eckpunkt-Kanten-Graphen des Wiirfels bezeichnen wir mit G, und jeden zu G, isomorphen
Graphen als Wiirfelgraph. Im Graphen G, kennzeichnen wir nun alle Kanten, an denen der Wiirfel
zur Gewinnung eines Netzes aufgeschnitten werden soll, und bezeichnen diese Kanten als Schnittkan-
ten. Die Abbildung "Wiirfel mit Netz” zeigt dies fiir den Wiirfel.
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Es wird vereinbart, dass die Papieroberseite die Auflenseite des Wiirfels bildet, d.h. also, dass das
Papier zweiseitig verschieden geférbt ist. Offensichtlich liegt jede Wiirfelecke auf einer Schnittkante.
Wire diese nicht gegeben, kénnten wir den Wiirfel nicht als Netz in die Ebene ausbreiten.

Die Eckpunkte des Wiirfels und alle Schnittkanten bilden dann einen Teilgraphen .S, und G,,. Dieser
Teilgraph enthélt sicher keine Kreise, da sonst eine Seitenflache des Wiirfels nach dem Aufschneiden
keine Verbindung zu einer anderen Flache mehr besitzen wiirde.

Da die Netze zusammenhédngende geometrische Gebilde sind, muss auch der Teilgraph S,, zusam-
menhéngend sein. Der Teilgraph ist damit ein kreisloser zusammenhéngender Teilgraph von G,,, der
alle Knoten (Eckpunkte des Wiirfels) von G,, enthélt.

Durch diese Eigenschaften sind aber alle Geriiste des Wiirfel-Graphen definiert. Die Abbildung zeigt
verschiedene Geriiste des Wiirfelgraphen.

DS (S

Ohne Beweis iibernehmen wir aus der Graphentheorie die Tatsache, dass die Geriiste eines Graphen
mit n Knoten n — 1 Kanten besitzen. Da der Wiirfel-Graph G,, 8 Knoten enthélt, muss ein Geriist
des Wiirfels 7 Kanten besitzen, d.h., um aus einem Wiirfel ein ebenes Netz zu gewinnen, miissen wir
genau 7 Kanten auf geeignete Weise trennen.

Da nun offenbar zu jedem Netz des Wiirfels eindeutig ein Geriist gehort, und umgekehrt, beschrankt
sich unsere Aufgabe auf die Bestimmung aller inkongruenten Geriiste des Wiirfels. Inkongruente
Geriiste eines Wiirfels sind aber nur diejenigen, welche durch keine Drehung des Wiirfels ausein-
ander hervorgehen.

Damit erzeugen die Drehungen eines Wiirfels in der Menge der Geriiste eine Aquivalenzrelation, wobei
zu jeder Aquivalenzklasse dann ein inkongruentes Netz gehort. Wir kénnen also sagen:

Satz
Die Anzahl der inkongruenten Netze des Wiirfels stimmt mit der Anzahl der indquivalenten
Geriiste von G, beztiglich der Wiirfeldrehgruppe (Oktaederdrehgruppe) iiberein.

Es wire noch zu zeigen, dass auch jedem Netz des Oktaeders ein Geriist zugeordnet werden kann, und
dass zwischen Wiirfel und Oktaeder eine Beziehung besteht, welche auch tatséchlich die Berechtigung
gibt, aus der Dualitdt beider Kérper zu schlieflen, dass beide die gleiche Anzahl von Netzen besitzen.
Dies wird hier nicht getan, da die Kenntnisse aus der Graphentheorie dafiir nicht ausreichend sind.
Zu diesem Problem sei auf Jeger [17], Seite 75 bis 77, verwiesen.

7.2.2 Die indquivalenten Geriiste von G(W)

In diesem Abschnitt werden wir uns aus Griinden der ZweckméBigkeit auf das Oktaeder beziehen.
Dazu bezeichnen wir noch den Eckpunkt-Kanten-Graphen des Oktaeders mit G,.

Es sollen nun alle indquivalenten Geriiste von G, in Bezug auf die Oktaedergruppe bestimmt werden.
Die Oktaedergruppe erzeugt auf der Menge aller Geriiste G des Oktaeders eine Permutationsgrup-
pe, welche wir mit H, bezeichnen. Jedes indquivalente Netz von G, wird dann durch eine Transiti-
vitdtsklasse von G, welche durch H, hervorgerufen wird, charakterisiert.
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Unter einer Transitivitdtsklasse verstehen wir hier alle Elemente, d.h., Geriiste aus G, welche durch
irgendeine Permutation aus H, ineinander {ibergefithrt werden. D.h. also:

Zwei indquivalente Geriiste konnen, da es keine Drehung in der Oktaedergruppe gibt, welche sie
ineinander iiberfiihrt, und damit auch keine Permutation in H, existiert, welche das eine Geriist in

das

andere {iberfithrt, nicht in ein und derselben Transitivitédtsklasse liegen.

D.h., jedem inkongruenten Netz kann eineindeutig eine Transitivitdtsklasse zugeordnet werden.
Damit miissen wir noch die Anzahl aller Transitivitatsklassen der Permutationsgruppe H, bestimmen.
Dazu benutzen wir das Lemma von Burnside. Dieses sagt aus:

D

Lemma von Burnside

wobei m(p) die Ordnung der Gruppe P und z(w) die Anzahl der Objekte ist, welche bei der
Permutation w von P invariant bleiben. Dabei ist die Summe tiber alle Permutationen von P
auszufiithren.

ie Anzahl der Transitivitatsklassen ¢(p) einer Permutationsgruppe P ist gleich
)= —— Y a(w)
p)=—— x(w
m(p) weP

Fir
wir

Ein

1

2

3

4

Mit
aus

die Bestimmung der Transitivitatsbereiche der Permuationsgruppe H, des Oktaders bendtigen
die Oktaederdrehgruppe. Wie wir in 6.3 sahen, gehéren zur Oktadergruppe:

die identische Abbildung
6 Drehungen um Achsen der Art a
8 Drehungen um Achsen der Art b
9 Drehungen um Achsen der Art c

Oktaedergruppe hat die Ordnung 24. Wir teilen nun die Drehungen wie folgt auf:
. S, sei eine 180°-Drehung um eine Achse a

. Dy sei eine 120°-Drehung um eine Achse b

. D, sei eine 90°-Drehung um eine Achse ¢

. S¢ sei eine 180°-Drehung um eine Achse ¢

e bezeichnen wir die identische Abbildung und mit s,, dp, d. und s, die Permutationen auf G, die
den Drehungen S,, Dy, D., S. abgeleitet sind. Dann gilt fiir die Transitivitdtsbereiche

t(H,) = i (z(e) + 6x(sq) + 8x(dp) + 62(d — ¢) + 3z(s.))
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Nun bestimmen wir die Anzahl der invariant bleibenden Gertiste bei den einzelnen Permutationen.

Bestimmung von z(e):

Die identische Permutation lasst alle Geriiste von G invariant. x(e) ist folglich die Anzahl aller Geriiste
von G,. Zur Berechnung dieser Anzahl benutzen wir das Theorem von Kirchhoff-Trent.

Dazu besitze der Graph die Knoten Pi,...,P,. r; sei die Anzahl der in P, zusammenlaufenden Kanten
von v;; die Anzahl der Verbindungen der Knoten P; und P;. Ist d;; das Kronecker-Symbol, dann heift
die n-reihige Matrix A mit den Elementen

aij = 0ijTi — Vij
die Admittanz-Matrix des Graphen.

Streichen wir jetzt aus dieser Matrix eine beliebige Reihe ¢ und die Zeile ¢ heraus, so erhalten wir
eine Matrix A;, welche (n — 1)-reihig ist. Das Theorem von Kirchhoff-Trent besagt nun, dass die De-
terminante von A;, unabhéngig von i, gleich der Anzahl der Gertiste ist.

Fiir den Eckpunkt-Kanten-Graphen G, des Oktaeders bedeutet dies:

4 -1 0 -1 -1 -1
-1 4 -1 0 -1 -1
0 -1 4 -1 -1 -1
-1 0 -1 4 -1 -1
-1 -1 -1 -1 4 O
-1 -1 -1 -1 0 4

A=

Streichen wir die 6.Zeile und Reihe:

4 -1 0 -1 -1
-1 4 -1 0 -1
Ag = 0 -1 4 -1 -1
-1 0 -1 4 -1
-1 -1 -1 -1 4

Bestimmt man die Determinante dieser 5-reihigen Matrix, erhélt man
det Ag = 384

womit der Graph G, also genau 384 Geriiste besitzt.

Auf Grund der Gleichberechtigung des Oktaeders und des Wiirfels hétten wir auch die Admittanz-
Matrix des Graphen G,, des Wiirfels bestimmen kénnen, jedoch besitzt diese, da der Wiirfel 8 Eckpunk-
te besitzt, 8-Reihen, so dass die Bestimmung einer Determinante einer 7-reihigen Matrix notwendig
gewesen wire, woraus sich die Benutzung des Oktaeders ergibt.

Beim Ikosaeder werden wir noch sehen, dass Probleme bei der Auflésung der Determinanten auftreten
koénnen.

Bestimmung von z(sg):

x(s,) ist die Anzahl der Geriiste von G,, welche bei der Permutation s, invariant bleiben. Diese und
nur diese Geriiste bleiben dann aber auch bei einer Drehung S, invariant. Da ein Geriist von G, 5
Kanten besitzt, muss damit die Drehachse von a durch den Mittelpunkt einer Kanten des Oktaeders
gehen. Wie man auf der nachfolgenden Abbildung sieht, gibt es offenbar 8 beziiglich s, invariante
Gertiste mit der Kante P Ps.

Da es aber fiir die Kante P3P, ebensoviele beziiglich s, gibt, wird:

z(sq) = 16
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Bestimmung von x(dp), z(d.) und z(s.):

Eine 120°-Drehung des Oktaeders um eine Achse der Art b wird durch Zyklen der Lange 3 beschrieben.
Da ein Geriist von G, aber 5 Kanten besitzt, kann es kein Geriist geben, welches invariant bleibt. Es
ist x(dp) = 0.

Aus einer 90°-Drehung geht eine Permutation mit 4-Zyklen hervor, so dass hier ebenfalls z(d.) = 0
ist.

Da nun bei einer 180°-Drehung um eine Achse der Art ¢ vier Zweierzyklen die Permutation beschreiben,
kann wiederum kein Geriist invariant bleiben: x(s.) = 0.

Wenden wir das Lemma von Burnside an, erhalten wir:

1
H(H,) = 5 (38446 16) = 20

und damit:
Bei Verwendung von Papier mit unterschiedlich gefarbten Seiten gibt es beim Wiirfel und beim Ok-
taeder je 20 inkongruente ebene Netze.

7.2.3 Anzahl der Netze bei nichtunterscheidbaren Papierseiten

Um nun die Anzahl der inkongruenten Netze beider Korper zu bestimmen, wenn die Papierseiten nicht
unterscheidbar sind, muss von der Drehgruppe zur vollen Symmetriegruppe tibergegangen werden. Wie
wir in 6.7 sahen, gehoren zu den uneigentlichen Kongruenzen des Wiirfels bzw. des Oktaeders

1. 3 Ebenenspiegelungen an den mittelparallelen Ebenen (siehe Abbildung)

2. 6 Ebenenspiegelungen an den Ebenen, welche gegeniiberliegende Kanten enthalten

w

. 14 Drehspiegelungen und

B

. 1 Punktspiegelung
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Wie bei den eigentlichen Bewegungen kann man auch hier zeigen, dass nur fiir die drei erstgenannten
Ebenenspiegelungen invariante Geriiste existieren.

Wir erhalten damit 1
t(H;) = @(384—1—6 <164+ 3-16) =11

womit es also 11 inkongruente Netze (bei Nichtunterscheidung der Papierseiten) bei Wiirfel und Ok-
taeder gibt.

Auf der néchsten Seite werden alle diese Netze des Wiirfels und des Oktaeders dargestellt. Wendet
man diese Netze um, so gehen alle Netze, aufler den beiden mit eingezeichneten Symmetrieachsen, in
die restlichen 9 inkongruenten Netze iiber, welche mit den 11 die 20 inkongruenten Netze bei unter-
scheidbaren Papierseiten bilden.

Es sei jetzt schon darauf hingewiesen, dass wir die Frage 4 aus Abschnitt 7.1 fiir den Wiirfel ne-
gativ beantworten miissen. Betrachtet man alle 11 Netze des Wiirfels, so sieht man, dass immer ein
Verschnitt auftreten muss.

7.3 Inkongruente Netze beim Tetraeder

Wenden wir uns den Netzen des einfachsten Platonischen Koérpers zu, dem Tetraeder.
Da wir wieder das fiir Wiirfel und Oktaeder beschriebene Verfahren anwenden, kénnen wir gleich das
Lemma von Burnside ansetzen. Die Drehungen der Tetraederdrehgruppe sind:

1. 1 identische Abbildung
2. 8 Drehungen um Achsen der Art a
3. 3 Drehungen um Achsen der Art b

Bezeichnen wir die entstehende identische Permutation wieder mit e, die zu den 8 Drehungen gehérenden
Permutationen mit s, und die Permutationen zu den drei restlichen Drehungen mit s, erhalten wir
fiir die Anzahl der indquivalenten Gertiste

UT,) = 55(ale) +8a(sa) + 3a(s2))

x(e) ist wieder die Anzahl aller moglichen Geriiste, welche wir mittels der Admittanz-Matrix bestim-

men.
3 -1 -1 -1

-1 3 -1 -1
A= -1 -1 3 -1
-1 -1 -1 3



Inkongruente Netze des Wiirfels

Inkongruente Netze des Oktaeders




Streichen wir die 4.Zeile und Spalte, erhalten wir

3 -1 -1
Ag=1] -1 3 —1
-1 -1 3

Der Wert der Determinante der Matrix A4 betrdgt 16, so dass es bei einem Tetraeder 16 Geriiste
geben kann. Es ist z(e) = 16.

Wenden wir uns den Drehungen um Achsen der Art a zu. Wie man schnell iiberpriifen kann, gibt es
fiir jede dieser Drehungen nur ein Geriist, welches invariant bleibt.

s

Damit erhalten wir fir x(s,) den Wert 1.

Bei Drehungen um Achsen der Art b, muss offensichtlich mindestens eine der Kanten, durch die die
Drehachse verlauft, zu einem Geriist gehoren, welches invariant bleibt. Da das Geriist eines Tetraeders
aber nur 3 Kanten besitzt, muss genau eine der der Kanten zu den gesuchten Geriisten gehoren, welche
bei der Drehung in sich selbst iibergefithrt wird. Damit existieren fiir die Drehungen um Achsen der
Art b jeweils 4 indquivalente Gertiste. (siehe Abbildung)

& L) 4y

Fiir 2(sp) erhalten wir damit 4.
Setzen wir in die aus dem Lemma von Burnsinde entwickelte Gleichung ein, so wird

1
—(16+8-1+3-4) =3

HT) = 35

womit wir sagen kénnen: Fiir das regelméflige Tetraeder gibt es bei unter unterscheidbaren Papierseiten
genau 3 inkongruente Netze.
Die Abbildung zeigt die drei Moglichkeiten.

@@m

Wollen wir die Anzahl der inkongruenten Netze bei nicht unterscheidbaren Papierseiten bestimmen,
erweitern wir unsere Untersuchung wieder auf die vollstdndige Symmetriegruppe des Korpers. Von
den (man vergleiche mit 6.6) 6 Ebenenspiegelungen und 6 Drehspiegelungen, welche die uneigentlichen
Bewegungen des Tetraeders bilden, besitzen nur wieder die Spiegelungen invariante Geriiste.

Da es offenbar fiir jede dieser Spiegelungen genau zwei gibt (siehe Abbildung néchste Seite) erhalten
wir:

1
24(16—1—8 14+3-4+46-2)=2

womit es bei nicht unterscheidbaren Papierseiten fiir das Tetraeder genau 2 inkongruente Netze gibt.

t(T)) =

o
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Abbildung: Invariante Geriiste bei Ebenenspiegelung

Inkongruente Netze des Tetraeders

Damit kénnen wir jetzt die Fragen aus Abschnitt 8.1 beantworten. Frage 2, 3 und 4 erhalten die
Antwort (die noch zu untersuchenden Platonischen Kérper werden auf Grund der grofie Anzahl von
Seitenflachen nicht in Betracht kommen):

Das Tetraeder lasst sich von alle Kérpern am einfachsten aus einer ebenen Fliche durch einfaches
Falten herstellen. Dabei tritt kein Verschnitt auf. Weiterhin miissen nur drei Kanten geschlossen
werden.

Auch wenn noch keine Aussage iiber die Lagerfihigkeit von Tetraedern getroffen wurde, kénnen wir
damit vermuten, dass die Wahl des Tetraeders als Verpackungsmaterial am ¢konomischsten ist.

7.4 Inkongruente Netze des Ikosaeders und des Dodekaeders

Es verbleiben die zwei kompliziertesten Platonischen Kérper zur Untersuchung auf inkongruente Netze.
Zuerst setzen wir wieder unterscheidbare Papierseiten voraus. Die Drehgruppen des Ikosaeders bzw.
Dodekaeders (siehe Abschnitt 6.4) enthalten

1. 1 identische Abbildung
2. 24 Drehungen um Achsen der Art a
3. 20 Drehungen um Achsen der Art b

4. 15 Drehungen um Achsen der Art ¢

Kennzeichnen wir wieder die identische Permutation mit e und die anderen Permutationen mit s,, sp
und s, so erhalten wir fiir die Transitivitatsklassen und damit fiir die Anzahl der Netze:
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1
t(l,) = —

Zur Berechnung von z(e) miissen wir wieder die Admittanz-Matrix des Tkosaeders oder Dodekaeders
aufstellen. Da das Ikosaeder 12 Eckpunkte und das Dodekaeder 20 besitzen, empfiehlt es sich, das

Tkosaeder zu bevorzugen. Dennoch hat die Admittanz-Matrix dann 12 Reihen, so dass eine 11-reihige
Determinante der Form

(z(e) + 24x(s4) + 202(sp) + 15x(s¢))

5 -1 -1 -1 -1 -1 0 O O 0 O
-1 5 -1 0 0-1 -1 0 0 0 -1
-1 -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 0 O
-1 0 -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 O
-1 0 O0-1 5 -1 0 0 -1 -1 0
-1 -1 0 0 -1 5 0 0 0 -1 -1

0o -1-1 0 0 0O 5 -1 0 0 -1
o 0 -1 -1 0 O0O-1 5 -1 0 0
o o o0-1 -1 0 O0O-1 5 -1 0
o o o0 0-1 -1 0 0 -1 5 -1
0o -1 0 0O O0-1 -1 0 0 -1 5

aufzul6sen ist. Obwohl diese Determinante symmetrisch ist und viele Komponenten gleich Null enthélt,
macht es sehr viel Miithe diese Determinante fehlerfrei aufzulsen.

Selbst mit Hilfe des Computers R 300 konnte nur ein wahrscheinlicher Wert bestimmt werden, da der
R 300 bei wiederholtem Rechnen auf Grund von Rundungsfehlern mehrere mogliche Ergebnisse liefert.
Zusétzlich kam noch der Zeitfaktor hinzu (das Auflésen der Determinante wurde in rund 25 Minuten
geschafft), so dass auch 6konomischen Griinden wiederholt abgebrochen wurde. Ein Uberpriifen mit
manuellem Rechnen ergab insgesamt den Wert

det A1y = z(e) = 5184000

Berechnung von z(s,) und z(sp):

Da ein Geriist des lkosaeders 11 Kanten besitzt und die zu den Drehungen um die Achsen a und
b gehorigen Permutationen durch Fiinfer- bzw. Dreierzyklen dargestellt werden, kénnen hier keine
invarianten Geriiste vorliegen.

x(8q) = x(sp) =0

Berechnung von z(s.):

Die Anzahl der bei einer Drehung um eine Achse der Form c in sich {ibergehenden Geriiste ist auf Grund
der 30 Kanten des lkosaeders entsprechend grofl. Durch schrittweise und systematisches Probieren
erhalt man

x(s.) = 1312
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Zum Beispiel ist in der oberen Abbildung ein Gertist dargestellt, welches bei einer derartigen Drehung
in sich selbst iibergeht.

Setzen wir die erhaltenen Werte ein, wird:
1
t(I,) = @(5184000 +15-1312) = 86728

womit wir sagen kénnen:
Bei zweiseitiger verschiedener Féarbung von Papierseiten kénnen 86728 inkongruente Netze der ITkosa-
eders bzw. des Dodekaeders angefertigt werden.

Es ist offensichtlich, dass diese nicht alle gezeichnet werden kénnen. Auf nachfolgenden Seiten sind 16
Netze des Tkosaeder und 3 Netze des Dodekaeders angegeben.

Um nun wieder die Anzahl der inkongruenten Netze bei nicht unterscheidbaren Papierseiten zu ermit-
teln, gehen wir zur vollstindigen Symmetriegruppe iiber (siche 6.8). Wie man sich {iberlegen kann,
existieren nur fiir die 15 Ebenenspiegelungen weitere indquivalente Geriiste und dabei wieder fiir jede
Spiegelung 1312 derartige Geriiste. Wir erhalten:

1
t(I) = 1—20(5184000 +15-1312+ 15 - 1312) = 43528
womit es genau 43528 verschiedene inkongruente Netze fiir die zwei Platonischen Korper Ikosaeder

bzw. Dodekaeder gibt.
Fassen wir zusammen:

Korper Inkongruente Netze (2-seitiges Papier) | Inkongruente Netze (1-seitiges Papier)
Tetraeder 3 2
Wiirfel 20 11
Oktaeder 20 11
Ikosaeder 86728 43528
Dodekaeder 86728 43528

Bewertet man das Ergebnis, so stellt man fest, dass er iiberraschend ist, dass die Anzahl der Netze
derart stark ansteigt. Die Bestimmung der Anzahl der Netzes eines Sternpolyeders bzw. komplexen
Archimedischen Korpers diirfte damit sehr anspruchsvoll sein, da diese Korper noch weit aus mehr
Eckpunkte besitzen.
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Inkongruente Netze des Tkosaeders (1)
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Inkongruente Netze des Tkosaeders (2)
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Inkongruente Netze des Dodekaeders
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Kapitel 8

Parkettierung und Dichtepackung

Wie im Abschnitt 7.1 bei Frage 5 gesehen wurde, ist es nicht nur eine theoretische Frage, zu untersu-
chen, ob und wie dicht man die fiinf Platonischen Kérper lagern kann. Es stellt sich sogar die Frage,
ob es moglich ist, die Korper so zu stapeln, dass, betrachten man der Stapel von einer Seite, eine
abgeschlossene Fléiche, dhnlich dem Parkett entsteht.

Betrachten wir zunéchst die Begrenzungsflichen der fiinf Platonischen Koérper. Denn, wenn diese
in der Ebene nicht liickenlos zu legen sind, kénnen die Korper aus kein Parkett bilden.

8.1 Vom Parkettlegen

Die Geschichte der Parkettierung ist fast ebenso als wie die Geschichte des Bauwesens. Der Fulboden
von Gebauden wurde von altersher mit Steinstiicken belegt. Diese bestanden anfinglich aus aufs Ge-
ratewohl nebeneinander gelegten Steinen. Spéter wurden diese Steine bearbeitet, damit der Fulboden
moglichst ganz bedeckt wurde und wenig Liicken auftraten.

Auf Grund experimenteller Erfahrungen kamen Menschen darauf, dass man den Fulboden am besten,
d.h. am dichtesten, bedeckt, wenn man gleichférmige Steine von gleicher Gestalt und Grofie benutzte.

Das Problem bestand nun darin, herauszufinden, fiir welche Figuren das moglich war und fiir welche
nicht, da man einen moglichst grofien Formenreichtum erreichen wollte. Allerdings beschrankt sich
fiir uns das Problem auf gleichseitige n-Ecke, welche wir als Seitenflichen der Platonischen Koérper
wiederfinden.

Um eine Ebene vollig dicht mit regelméBigen n-Ecken auszufiillen, muss eine bestimmte Kombina-
tion von Innenwinkeln der regelméfiigen Vielecke den Vollwinkel 360° ergeben.

60°

Betrachten wir zunéchst ein Parekkt, welches aus regelméfiigen Dreiecken bestehen soll. In einem re-
gelméBigen Dreieck ist jeder Innenwinkel gleich 60°, d.h. also, es lassen sich sechs solcher Dreiecke
kombinieren, so dass ein Vollwinkel entsteht, d.h., sie liegen in einer Ebene dicht. Man kann also mit
regelméBigen (gleichseitigen) kongruenten Dreiecken ein Parkett legen. (siehe Abbildung)

Als MaB fiir die Moglichkeit des vollsténdigen Uberdeckens der Ebenen mit Figuren fithren wir einen
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Dichtefaktor ein, der gleich dem Quotient aus iiberdeckter Fliche und Gesamtfliche der Ebene ist.
Fiir gleichseitige Dreiecke, welche wir in der Abbildung gelegt sind, betrdgt der Dichtefaktor 1.

Dass man ein Parkett aus Quadraten legen kann, ist offensichtlich. (siehe Abbildung)

90°

Man denke nur an kariertes Papier, welches mit Quadraten bedruckt ist. Der Dichtefaktor betréigt
auch hier 1.

Als letzte Figur haben wir noch das regelméflige Filinfeck zu betrachten. Andere regelmofige n-Ecke
bendtigen wir nicht, wenn gleich man noch viele interessante Betrachtungen iiber Parkettierungen
anstellen kann. (vgl. Gilde [13], Sedlacek [26] und [4])

Wie man schnell sieht, kann man regelméflige Fiinfecke nicht liickenlos in eine Ebene legen. Das folgt
daraus, dass ein Innenwinkel des Fiinfecks 108° betréigt, also auf keine Weise mehrere solche Innenwin-
kel zu einem Vollwinkel komplettiert werden kénnen. Die Abbildung zeigt eine mdégliche Anordnung
von regelméfligen Fiinfecken, welche sehr dicht ist.

Setzt man diese Darstellung fort, erkennt man, dass zu genau zwei Fiinfecken eine Liicke in Form
eines Rhombus gehort. Zur Bestimmung des Dichtefaktors dieser Anordnung teilen wir den Rhombus
in zwei gleichschenklige Dreiecke, deren Winkel an der Spitze 36° betrdgt und die Schenkel gleich einer
Fiinfeckseite sind. Fiir den Dichtefaktor erhalten wir

1a24/25 \/25 4+ 105 o 688 eny
a2\/25 + 10v/5 + a2 sin 36° \/254—10\/5—1—25111360 8.056

Wie wir aus diesen Uberlegungen schlussfolgern kénnen, besteht bei Wiirfel, Tetraeder, Oktaeder und
Ikosaeder noch die theoretische Moglichkeit zur Parkettierung, nicht aber bei dem Dodekaeder.

Der Vollstéandigkeit halber soll hier ohne Beweis erwéhnt werden, dass man ein Parkett (Dichtefaktor
1) aus kongruenten Fiinfecken herstellen kann, wenn mindestens ein Innenwinkel des Fiinfecks kleiner
als 90° ist. Ein Beispiel zeigt die Abbildung.



8.2 Dichtepackungen

Allein aus der Anschauung und der Beschaffenheit des Wiirfels folgt, dass dieser vollkommen dicht
gelagert werden kann und entstandene Seitenflichen als Parkett betrachtet werden konnen. (siche
Abbildung)

Jeder Raumwinkel betragt hier 90°, so dass schon die beiden Seiten von jeweils zwei aneinandergeleg-
ten Wiirfeln eine ebene Fliache bilden. Jeder Wiirfel im Inneren einer solchen Packung trifft dann mit
genau sechs anderen Wiirfeln zusammen. Die Dichte einer solchen Wiirfelpackung ist 1.

Wesentlich schwieriger liegt das Problem schon beim Tetraeder. Hier betragt ein Flachenwinkel 70°32/44”.
Allein aus dieser Grofle des Winkels ist ersichtlich, dass man Tetraeder nicht liickenlos dich lagern kann.
Will man versuchen, jeweils die Tetraeder mit ihren Fldchen aneinander zubringen (sieche Abbildung),
so kann man auf diese Weise 5 Tetraeder aneinanderlegen.

Ay
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Allerdings entsteht kein geschlossenes Gebilde. Kérper 1, 4 und Kérper 5 lassen sich nicht aneinan-
derbringen, denn
5-70°32'44" = 352°43'40"

d.h. also, es bleibt eine Liicke von 7°16'20”.

Versuchen wir es anders. Mit Dreiecken kann man ein Parkett legen. Setzen wir nun die Tetraeder eine
Seitenfliche und ordnen sie so an, dass alle Grundflachen liickenlos ein Parkett bilden, was zweifellos
moglich wére, so ist es jedoch nicht moglich, Tetraeder liickenlos zwischen diese aufgestellten zu legen,
da ja ein Winkel rund 70° betréigt, also, da der Ebenenwinkel 180° betragt, je 2 Tetraeder nur noch
einen Winkel von rund 40° frei lassen.

Wir legen also eine zweite Schicht Tetraeder so, dass eine Seite des Tetraeders parallel zur Ebene, auf
der die erste Schicht steht, ist, die Spitze des Tetraeders aber nach unten zeigt und die drei Eckpunkte
der Fliache, welche oben ist, auf je drei Tetraederspitzen der unteren Reihe zu liegen kommen.

Fithren wir auf diesen zwei Tetraederschichten nochmals das gleiche Verfahren aus, vertauschen aber
Schicht 1 und 2, so erhalten wir mit der 4.Schicht wieder eine vollkommen geschlossene Deckflache der
Packung. Die Dichte einer solchen Packung betragt 0,5.

Es existieren weitere Tetraederpackungen, bei denen moglicherweise eine gréflere Dichte erreicht wird,
doch niemals konnen Tetraeder so gelagert werden, dass sie vollkommen dicht liegen.

Unsere Industrie hat dieses Problem erkannt und zur Lagerung der sogenannten "Tetraederpackun-
gen” Spezialbehilter angefertigt, welche eine kegelformige Grundflache haben, so dass bei dieser Lage-
rungsmoglichkeit eine maximale Dichte erreicht werden kann; womit jetzt {ibrigens auch Frage 6 aus
Abschnitt 8.1 geklédrt wére.

Wenden wir uns dem dem Oktaeder zu.

Auch hier liegt die Vermutung nahe, dass man keine vollkommene Dichtepackung erhilt; allein der
Raumwinkel von 109°28'14” verdeutlicht das.

Es gibt auch hier wieder verschiedene Moglichkeiten der Lagerung; man stelle sich nur die Oktaeder
als Duale in einer Wiirfelpackung vor. Hierbei beriihren sich je 2 Oktaeder in einem Eckpunkt; jedoch
wére hierbei der Dichtefaktor sehr klein.

Eine bessere Lagerungsmoglichkeit zeigt die Abbildung:

Hier zeigt sich, dass jeweils zwischen vier Oktaedern ein regelméfliges Tetraeder mit der Kantenldnge
der Oktaeder eingebaut werden konnte.

Mit den eingeschachtelten Tetraedern wére die Packung wieder vollkommen dicht, doch ohne diese
hat die bezeichnete Oktaederpackung einen Dichtefaktor von 0,8.

An dieser Erkenntnis angelangt, besteht die Mo6glichkeit, nochmals zur Volumenbestimmung des Ok-
taeders zuriickzugehen. Wie man sich tiberlegen kann, ist es méglich, das Volumen eines Oktaeders zu
”sehen”.

Auf diese Idee kam ein italienischer Schiiler wéhrend einer Mathematikolympiade (Bruno de Finetti
34])

Der Schiiler namens Massimo Campanino iiberlegte folgendes: Setzt man auf jedes zweite Feld eines
Oktaeders ein Tetraeder mit gleicher Kantenldnge, so entsteht wiederum ein Tetraeder. Das Volumen
des Tetraeders ldsst sich bestimmen. Um nun das gesuchte Oktaedervolumen zu erhalten, subtrahiert
man vom Volumen des groflen Tetraeders die Summe der Volumina der aufgesetzten kleinen Tetraeder.
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Bleiben noch die beiden restlichen Korper, das Tkosaeder und das Dodekaeder, welche hier zusam-
men betrachtet werden sollen.

Schon seit mehreren hundert Jahren wurde Versuche unternommen, um zu iiberpriifen, auf welche
Weise sich Dodekaeder und ITkosaeder dicht lagern lassen. So unternahm zum Beispiel im Jahre 1727
Stephen Hales ein Experiment, zu dem er schrieb:

"Ich presste frische Erbsen in demselben Topf mit einem Druck von 1600, 800 und 400 Pfund. Obschon
sich in diesem Versuch die Erbsen dehnten, hob sich der Deckel doch nicht; denn was sie an Masse
zunahmen, wurde durch das grofie aufgelegte Gewicht in die Zwischenrdume zwischen den Erbsen
gepresst, die sich entsprechend ausfiillten. Dabei wurden die Erbsen in hiibsche reguldre Dodekaeder
verformt.”

(Coxeter [9])

Doch hier irrte Hales, obwohl wahrscheinlich einige 5-Eck-Seiten auf den Erbsen entstanden, konnten
doch unméglich alle Erbsen zu Dodekaedern geworden sein, denn der Raumwinkel eines solchen ist
kleiner als 120°, deshalb bliebe, wenn 3 Dodekaeder aneinanderstoien, eine Liicke von ungefdhr 10°19'.

1939 wurde der Versuch von den Botanikern Marvin und Matzkde mit Bleischrot wiederholt, wel-
ches sie sorgfiltig unter dem Mikroskop auswéhlten, damit es moglichst gleichméflig war.

Dieser Schrot wurde mit 40000 "Pfund” gepresst. Wurde nun das Schrot in Form von Kanonen-Kugeln
aufgeschichtet und gepresst, so entstanden tatséchlich Dodekaeder, doch keine reguldren Pentagondo-
dekaeder, sondern fast vollkommene Rhombendodekaeder (siche Abbildung)

Derartige Korper lassen sich wieder dicht lagern, da die Seitenflichen dieser Kérper Vierecke (Rhom-
ben) sind.

Wurde nun der Bleischrot wahllos in den Topf geschiittet und gepresst, so entstanden unregelméfige
Korper, welche im Mittelwert 13 bis 14 Seitenflaichen hatten.

Der Versuch wurde von verschiedenen Personen mehrmals wiederholt, auch mit anderen Materialien,
z.B. Seifenschaum, und stets kam man zu dem Ergebnis, dass die entstandenen Koérper im Schnitt 13,7
Flachen aufwiesen. Es entstanden auch Kérper mit 12 Flachen, doch keiner davon war ein regelméfliges
Dodekaeder.

Mit hoher Wahrscheinlichkeit ist es unmoglich, Dodekaeder auf irgendeine Weise dicht zu lagern.
Analog folgern wir, dass auch Ikosaeder mit 20 Seitenflichen nicht dicht gepackt werden koénnen, zu-
mal bei den Pressversuchen niemals Dreiecke als Seitenflichen entstanden.

Zusammenfassend kénnen wir sage, dass der einzige regelméflige Korper, mit dem man eine voll-

kommene Dichtepackung erzeugen kann, der Wiirfel ist.
Mit diesem Kapitel sollen die Untersuchungen der fiinf Platonischen Koérper abgeschlossen werden.
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Kapitel 9

Die regulidren Polytope in der 4.
Dimension

Analog zur Betrachtungsweise der fiinf Platonischen Korper lassen sich auch in héheren Rdumen re-
guldre Polytope finden. Da fiir uns schon der 4-dimensionale Raum schwer vorstellbar ist, begniigt
man sich, die reguldren Polytope dieses Raums zu beschreiben.

Im vierdimensionalen Raum existieren, wie Schléfli nachwies, 6 reguldre Polytope. Ohne auf deren
einzugehen, wollen wir diese Korper kurz betrachten und Beziehungen zu den Platonischen Koérpern
im dreidimensionalen Raum herstellen. Auf die Eigenschaften des vierdimensionalen Raums soll an
dieser Stelle nicht eingegangen werden. (siehe hierzu Coxeter [9], Seiten 474 bis 476)

Als einfachste vierdimensionale reguldre Figur betrachten wir das regelméflige Simplex.

Seine Entstehung stelle man sich wie folgt vor: Gegeben sei ein regelméfiges Tetraeder im dreidimen-
sionalen Raum. (siehe linke Abbildung)

D

B E

Jetzt sucht man einen fiinften Punkt F, welcher im 4-dimensionalen Raum liegen soll und dessen
Abstand von allen Punkten des Tetraeders gleich der Lange AB sein soll. Auf diese Weise erhélt man
eine Figur, die man auf fiinffache Weise als Pyramide auffassen kann, man betrachte jeweils einen
Punkt als Spitze und die restlichen 4 Punkte als Basis, wobei die Basis hier keine Ebenen sondern ein
Korper ist.

Das so entstandene Gebilde nennt man "reguléres Simplex”. Es stellt das Analogon zum Tetraeder im
vierdimensionalen Raum dar. (sieche rechte Abbildung)

Ahnlich wie im dreidimensionalen Raum kann man auch fiir diese Kérper wieder Schlifli-Symbole
angeben. Das Symbol fiir das Simplex ist hier {3,3,3}, d.h. es besteht eine Konfiguration von glei-
chen Platonischen Korpern {p,q}, auch "Zellen” genannt, welche derart zusammengefiigt sind, dass
jede Flache p zu 2 Zellen und jede Kante zu r Zellen gehort. Unter einem {g,r} versteht man hierbei
die Eckfigur der entsprechenden Zelle. Das Symbol {p,q,r} bedeutet somit die Zusammenfiigung der
Symbole {p,q} und {q,r}, die die Zelle und die Eckfigur bezeichnen.
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Auf die Konstruktion der regularen Polytope soll hier verzichtet werden. Begniligen wir uns mit einer
Vorstellung der Figuren.

Das entsprechende Gebilde zum Wiirfel nennt man "Hyperwiirfel”. Eine Skizze dieser Figur zeigt die
nachfolgenden Abbildung:

0O

r .

Man erkennt mehrere Wiirfel, die sich scheinbar schneiden. Das Schléafli-Symbol hierzu ist {4,3,3}.
Wie in Coxeter [9], Seite 478, bewiesen wird, kann es im vierdimensionalen Raum nur die Konfigura-
tionen

{3,3,3} {3,34} {3,3,5}
{4,3,3} {343} {5,3,3}

geben. Den ersten und vierten Fall haben wir schon dargestellt.
Das Symbol {3,4,3} kennzeichnet das 24-Zell, das Analogon zum Oktaeder (siche Abbildung)

Die nachfolgende Abbildung zeigt das 16-Zell mit dem Symbol {3,4,3}, fiir welches im dreidimensio-
nalen Raum kein entsprechendes Polytop existiert.

Mit dem Symbol {5,3,3} wird das 120-Zell gekennzeichnet, welches seine Entsprechung om Dodekaeder
hat. Ein Modell ist hierzu in Coxeter [9], Seite 481 und 483, sowie auch in Coxeter [10] abgebildet.
Die zeichnerische Konstruktion dieses Gebildes ist schwierig, womit die Konstruktion des 600-Zells,
des letzten vierdimensionalen Polytops, sehr anspruchsvoll wird.

Das 600-Zell mit dem Schlifli-Symbol {3,5,3} hat kein analoges Polyeder im dreidimensionalen Raum.
Eine Darstellung dieses Polytops findet man in Coxeter [10].
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Mit der Aufzdhlung dieser sechs reguldren vierdimensionalen Polytope stellt man fest, dass es fiir das
Tkosaeder keine entsprechendes 4-dimensionales Gebildet gibt. Der Beweis fiir dieses Tatsache findet
man wiederum in Coxeter [9], Seite 478.

Die Tabelle gibt abschlieBend einen Uberblick iiber die vierdimensionalen Polytope und deren Zusam-
menhédnge zu den 5 Platonischen Korpern:

3-dimensionaler Raum  Schléfli-Symbol  4-dimensionaler Raum  Schléfli-Symbol

Tetraeder {3,3} Simplex {3,3,3}

Wiirfel {4,3} Hyperwiirfel {4,3,3}

Oktaeder {3,4} 24-Zell {3,4,3}

Dodekaeder {5,3} 120-Zell {5,3,3}
Tkosaeder {3,5} -

; 16-Zell (3,3,4)

; 600-Zell (3,3,5}
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Zusatzabbildung:
Der Dodekaeder-Igel, das kleine Sternpolyeder
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