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GELEITWORT

‘Wenn sich Wissenschaft und Technik planméBig und schnell weiterentwickeln sollen,
so ist es unumginglich, daf alle Bereiche der Volkswirtschaft in immer stirkerem
MaBe ‘mathematisch durchdrungen werden. Um dieses Ziel zu erreichen, wurde am
1. 9. 1963 an den Ingenieur- und Fachschulen der Deutschen Demokratischen Repu-
blik ein neuer Lehrplan fiir das Unterrichtsfach Mathematik eingefiihrt, in dem wesent-
lich mehr als vorher Wert gelegt wurde auf eine gediegene Grundlagenausbildung, die
das Erfassen komplizierterer mathematischer Zusammenhinge wesentlich erleichtert
und damit die Voraussetzung fiir die erfolgreiche Losung der in der Praxis auf-
tretenden mathematischen Probleme schafft.
Die bisherigen Lehrbiicher der Mathematik fiir Ingenieur- und Fachschulen erfiillen
nicht mehr die Anforderungen, die der neue Lehrplan ari Lehrer und Studierende
stellt. Aus diesem Grunde wurde auf Veranlassung des Staatssekretariats fiir das
Hoch- und Fachschulwesen in Zusammenarbeit mit der Zentralen Fachkomission fir
Mathematik ein Autorenkollektiv beauftragt, in moglichst kurzer Zeit ein neues, zwei-
béindiges Unterrichtswerk der Mathematik zu erarbeiten, das spiter durch einen
weiteren Band ergénzt werden wird, der ausgewihlte Kapitel der Mathematik ent-
halten wird, die fir den Ingenieur und Okonomen in der neuen Entwicklung unent-
behrlich sind.
Der nunmehr vorliegende erste Band enthélt die Teilgebiete Mengen, Zahlenbereiche
und Rechenoperationen; Gleichungen; Trigonometrie; Analytische Geometrie der
Ebene und Vektorrechnung. Das Erscheinen dieses Bandes soll der AnlaB sein, den
Autoren fiir die aufopferungsvolle Arbeit zu danken, die sie mit der Zusammenstellung
des Manuskriptes iibernommen hatten.
An die Benutzer dieses Buches sei die Bitte gerichtet, uns ihre Erfahrungen, Kritiken
und Verbesserungsvorschlige mitzuteilen, die sie bei der Arbeit mit dem Buch ge-
sammelt haben. Denn nur durch den gegenseitigen Erfahrungsaustausch zwischen
Autoren und Leserschaft kann der Inhalt des Buches laufend verbessert werden.
Wir sind iiberzeugt davon, daB dieses Buch sowohl den Lehrern als auch den Studie-
renden des Direkt- und des Fernstudiums eine wertvolle Hilfe sein wird, und daB es die
mathematischen Kenntnisse vermittelt, die durch die sich stéindig weiterentwickelnde
Technik von den Absolventen unserer Ingenieur- und Fachschulen gefordert werden
miissen.

Zentrale Fachkommission fiir Mathematik
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Einfiihrung

Das neue Lehrwerk der Mathematik ist in der Auswahl und Gliederung des Stoffes
auf den Lehrplan abgestimmt, der 1963 an den Ingenieurschulen der Deut-
schen Demokratischen Republik eingefithrt wurde. Auf Grund der hoheren mathe-
matischen Kenntnisse, die von den Bewerbern an Ingenieurschulen gefordert wer-
den, wurde zuniichst eine neue Stoffabgrenzung nach unten notwendig. Inhaltlich
schlieBt das Buch an den ,Lehrgang der Elementarmathematik (VEB Fachbuch-
verlag Leipzig) an. Dieser enthilt die Stoffgebiete der Mathematik, deren Behandlung
zur Vorbereitung auf den Fachschulbesuch notwendig ist. Hinweise auf das Buch
werden im folgenden kurz mit ,,Vgl. El. math. und durch Angabe der betreffenden
Abschnittsnummer gegeben.

Der vorliegende erste Band ,,Algebra und Geometrie fiir Ingenieurschulen® enthalt
die Abschnitte Zahlenbereiche und Rechenoperationen, Gleichungen, Trigonometrie
der Ebene, Analytische Geometrie der Ebene und Vektorrechnung, wilhrend der zweite
Band das Gebiet der Analysis umfaBt. Der inhaltliche Aufbau beider Bénde erlaubt es,
daB sie dem Lehrplan entsprechend im Unterricht parallel verwendet werden konnen.
In dem unter dem Titel ,, Ausgewihlte Kapitel der Mathematik* erscheinenden Band
sind die fiir den Ingenieur wichtigen Gebiete der Matrizenrechnung, linearen Opti-
mierung, mathematischen Statistik, maschinellen Rechentechnik und der Nomo-
graphie zusammengefaB3t.

Die Darstellung des Stoffes wurde so gewihlt, dafl das Lehrbuch sowohl zum Gebrauch
neben dem Unterricht als auch zum Selbststudium geeignet ist. Daher wurde ver-
sucht, Anschaulichkeit mit mathematischer Strenge zu verbinden. Jeder Abschnitt
enthilt durchgerechnete Beispiele sowie eine groBere Zahl von Ubungsaufgaben, deren
Losungen am Ende des Bandes angegeben sind.

Trotz der ausfiihrlichen Darstellung stellt das Buch Anforderungen an das selbstindige
und kritische Denken des Lesers. Wie jedes Mathematikbuch kann auch das vorlie-
gende nur mit Papier und Bleistift in der Hand durchgearbeitet werden. Man begniige
sich nicht mit fertigen Formeln und Rezepten, sondern verfolge genau die Herlei-
tungen und Beweise. Jeder einmal véllig verstandene Beweis fordert die Fahigkeit
zum mathematischen Denken, selbst wenn man ihn bald wieder vergessen hat. Die
durchgerechneten Beispiele diirfen trotz des Kleindruckes nicht iibergangen werden,
da sie nicht nur den vorher gebotenen Stoff erldutern und einiiben, sondern auch
neue Erkenntnisse vermitteln sollen. Ebenso wichtig ist es, daB8 der Lernende selb-
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stindig eine moglichst groBe Anzahl der Ubungsaufgaben durchrechnet. Es stellt eine
gute Ubung dar, wenn der Leser von Zeit zu Zeit den Inhalt mehrerer durchgearbei-
teter Abschnitte in einer knappen Zusammenfassung angibt. Er wird dadurch ge-
zwungen, das Wesentliche vom Unwesentlichen zu trennen, Verbindungen zwischen
den Teilgebieten herzustellen, und erkennt, ob er den Stoff wirklich verstanden hat.

Bei Zahlenrechnungen zwinge man sich zu groBter Sorgfalt. Es werden zunichst alle
fiir die Losung der Aufgabe erforderlichen Formeln niedergeschrieben, wobei stets
Rechenproben zu beachten sind. Dann wird ein Rechenschema aufgestellt, das
den zu verwendenden Hilfsmitteln wie Rechenstab, Logarithmentafel und Rechen-
maschine entspricht und in das alle bei der Rechnung auftretenden Zahlen einzu-
tragen sind. Schmierzettel gibt es nicht! Jede Rechnung muB so sauber angefertigt
sein, daf sie ohne Schwierigkeit von einer zweiten Person iiberpriift werden kann.-



Mengen, Zahlenbereiche und Rechenoperationen

1. Mengen

1.1. Der Mengenbegrift

Im tiglichen Leben wird ein naiver Mengenbegriff hiufig gebraucht. Man spricht von
der Menge der Hauser einer Stadt, von der Menge aller Biicher einer Bibliothek, von
der Menge aller Schiiler einer Lehranstalt, von der Menge aller Planeten des Sonnen-
systems und so fort. Der Mengenbegriff wird verwendet, wenn Objekte einer bestimm-
ten Art, Objekte mit bestimmten Eigenschaften zu einer Gesamtheit zusammengefaB3t
werden sollen. Dies ist auch im Bereich der Mathematik oft notwendig oder vorteil-
haft. Man faBt die Zahlen 0, 2, —2, 4, —4, ... zur Menge aller geraden Zahlen zu-
sammen, spricht von der Menge aller Primzahlen, von der Menge aller Losungen der
Gleichung sin 2 =1/, oder von der Menge aller auf einer Kurve liegenden Punkte.
Fiir den Mengenbegriff als einen Grundbegriff kann hier keine explizite Definition
(das ist eine Erklarung, die den Begriff auf frither erklirte Begriffe zuriickfiihrt!)
gegeben werden. Dies ist nur mit Hilfe noch grundlegenderer Teilgebiete der Mathe-
matik als der Mengenlehre moglich?). Daher wird lediglich erklirt, unter welchen
Bedingungen und in welcher Weise der zu definierende Begriff verwendet werden soll.
Diese Erklirung nennt man eine implizite Definition.

Definition

Ist eine solche Eigenschaft gegeben, daB ein jedes Objekt diese Eigenschaft ent-
weder besitzt oder aber nicht besitzt, so sagt man, alle Dinge, die diese Eigenschaft
besitzen, bilden eine Menge. Sie werden Elemente dieser Menge genannt.

BEISPIELE

1. Alle Miinzen in einer Miinzensammlung bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft
heifit: Miinze der Sammlung sein.

2. Alle Bewohner eines Hauses bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft heifit:
Bewohner des Hauses sein.

3. Alle durch 5 teilbaren ganzen Zahlen bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft
heiBt: eine durch 5 teilbare ganze Zahl sein.
4. Die drei Buchstaben a, b, ¢ bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft heiBt: ent-

weder der Buchstabe a, der Buchstabe b oder der Buchstabe ¢ sein.

Das letzte Beispiel lehrt, dafl es mitunter moglich ist, eine Menge durch Aufzéihlen
ihrer Elemente zu bestimmen. Soll eine Menge aus den (endlich oder unendlich vielen)

1) Beispiel fiir eine explizite Definition: ,,Unter einem Parallelogramm versteht man ein Viereck,
dessen Seiten paarweise parallel sind.*
2) zum Beispiel mit Hilfe der mathematischen Logik
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Elementen a, b, c, ... gebildet werden, so bezeichnet man sie mit
{a,b,¢c,...}.

Die mengenbildende Eigenschaft besteht in diesem Fall einfach darin, mit einem der
aufgefithrten Elemente identisch zu sein.

Mengen werden gewéhnlich mit groBen lateinischen Buchstaben 4, B, C,..., ihre
Elemente mit kleinen lateinischen Buchstaben a,b,c,... bezeichn/et.

Ist a Element der Menge 4, so wird das durch

a€d

symbolisiert.
Ist zum Beispiel U = {1,3,5,7, ...} die Menge aller ungeraden positiven Zahlen, so
gilt:

1013¢ U.

Die Definition schlieBt nicht aus, daB eine Menge nur aus einem Element besteht. So
ist 4 = {a} die Menge, die allein aus dem Element a gebildet wird. Ja, eine Menge
darf sogar leer sein. Zum Beispiel definiert die Eigenschaft, eine Maschine zu sein, die
ohne Verbrauch irgendwelcher Energie immerfort Arbeit verrichtet, eine Menge ; denn
von jedem Objekt kann entschieden werden, ob es diese Eigenschaft besitzt oder
nicht. Weil aber kein Objekt — wie aus der Physik bekannt — diese Eigenschaft
besitzt, hat die Menge kein einziges Element, sie ist leer.

AUFGABEN
1. In welchen der folgenden Beispiele wird der M begriff im math ischen Sinn gebraucht:
a) die Menge der Freitage im laufenden Jahr,
b) die Menge der Primzahlen,
¢) die Menge Wasser in einem Litergefi8,
d) die Menge der Punkte auf der Peripherie eines Kreises,
e) die Menge der Mc die mit K begi

»

Welchen der genannten Mengen gehort ein Rechteck mit dem Seitenverhiiltnis 1:2 an:

a) Menge V der Vielecke,

b) Menge 7' der Trapeze,

¢) Menge S der Rhomben,

d) Menge R der Rechtecke,

e) Menge P der Parallelogramme,
f) Menge D der Drachenvierecke,
g) Menge @ der Quadrate?

12, Relationen zwischen Mengen

Die wichtigsten Relationen (Beziehungen), in denen Mengen zueinander stehen
konnen, sind das Enthalt; in und die Gleichheit
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Definition
Eine Menge A ist in einer Menge B enthalten, in Zeichen

AcB,

wenn jedes Element der Menge A auch Element der Menge B ist. 4 heiflt dann
Untermenge oder Teilmenge von B.

BEISPIELE
1. Bild 1 zeigt zwei ebene Punktmengen 4 und B, von denen 4 in B ent-
halten ist.
2. Die Menge aller Siugetiere ist enthalten in der Menge aller Wirbeltiere.
3. Die Menge aller geraden Zahlen ist Teilmenge der Menge aller ganzen
Zahlen: Bild 1
0,2, —2,4, —4,..} = (0,1, —1,2, —2,...}.

4, Die Menge aller Quadrate ist enthalten in der Menge aller Vierecke, diese wieder in der Menge
aller Vielecke.

Beim Enthaltensein zweier Mengen, A — B, sind zwei Sonderfille moglich:

Erstens kann die Teilmenge A eine leere Menge sein. Eine leere Menge ist in jeder
beliebigen anderen Menge B enthalten; denn von jedem ihrer Elemente (sie hat ja
keine) kann gesagt werden, es sei Element von B.

Zweitens kann die Teilmenge A die Menge B vollstindig ausmachen, so daf es kein
Element von B gibt, das nicht zu 4 gehért. In diesem Fall sagt man, A sei eine un-
echte Teilmenge von B, oder spricht von der Gleichheit der Mengen A und B. Von diesem
Sonderfall unterscheidet man das echte Enthaltensein, wo 4 die Menge B nicht voll-
standig erfiillt.

Definition
Eine Menge 4 ist gleich einer Menge B, in Zeichen
A=B8,
wenn jedes Element von 4 auch Element von B und umgekehrt jedes Element von
B auch Element von 4 ist.

Nach dieser Definition sind zwei Mengen 4 und B genau dann gleich, wenn 4 in B
und B in 4 enthalten ist:

A=BsAcB und B« A4}
BEISPIELE

5. Die Menge aller Quadrate ist gleich der Menge aller Rhomben, die einen rechten Winkel be-
sitzen.

6. Die Menge aller durch drei teilbaren ganzen Zahlen ist gleich der Menge aller ganzen Zahlen
mit durch drei teilbarer Quersumme.

7. Die Menge A aller arabischen Ziffern ist gleich der Menge {0, 1, 2, ..., 9}:

4=1{0,1,2,..,9}.

1) Bedeutung des Zeichens < vgl. S. 573
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Da alle leeren Mengen aus denselben Elementen (ndmlich aus gar keinen) gebildet
werden, sind sie untereinander gleich. Aus diesem Grund wird von der leeren Menge
gesprochen. Sie wird mit dem Symbol @ bezeichnet:

2 ={)
Von der leeren Menge ist die Menge {0} zu unterscheiden, die als Element die Zahl

Null enthalt.
Die beiden Relationen Enthaltensein und Gleichheit besitzen folgende Eigenschaften :

I Fiir eine beliebige Menge A gilt stets sowohl 4 — A alsauch 4 = 4.

Beziehungen, die stets dann wahre Aussagen ergeben, wenn sie zwischen einem Ob-
jekt und sich selbst aufgestellt werden, heiBen reflexiv. Enthaltensein und Gleichheit
sind demnach reflexive Beziehungen.

Ist eine Menge 4 in einer Menge B enthalten und die Menge B Teilmenge einer
Menge O, so ist auch 4 Teilmenge von C':

AcB und BcC = AcC. (I)

Beweis: Ist a ein beliebiges Element von 4, so gehért es wegen A — B auch der
Menge B an: a€ B. Wegen B = C folgt aber daraus a € . Somit sind alle Ele-
mente von 4 auch Elemente von C, das heift 4 — C.

Dieselbe Eigenschaft kommt auch der Gleichheit zu:

Ist die Menge A4 gleich der Menge B und die Menge B gleich der Menge C, so ist auch
A gleich C:

A=Bund B=C=4=0C. (IT)

Beziehungen, die wie das Enthaltensein in (I) oder die Gleichheit in (IT) iibertragbar
sind, werden fransitiv genannt.
In einer Hinsicht aber unterscheiden sich die beiden Relationen :

I Aus 4 = B folgt stets B = A.

Dagegen kann aus 4 = B keineswegs B = A geschlossen werden. Diirfen bei einer
Relation, wie bei der Gleichheit, die Bezugsobjekte ausgetauscht werden, so heift diese
Relation symmetrisch.

Die Gleichheit ist eine symmetrische, reflexive und transitive Relation. Das Ent-
haltensein ist nur reflexiv und transitiv.

AUFGABEN Lae e ve g
3. Es sind alle Teilmengen der Menge {3, [, s, ¢} zu bestimmen, yose s e e e 7
4. Welche Eigenschaften haben die folgenden Relationen: s

a) die in der Menge aller ebenen Figuren erkliirte Kongruenz F, =~ F,,

b) die in derselben Menge erklirte Ahnlichkeit F,~F,

¢) die in der Menge aller Geraden einer Ebene erkliirte Orthogonalitiit (Senkrechtsein) g, | [

d) die in derselben Menge erklirte Parallelitit a1l 922

>



1.3. Operationen mit Mengen 21

1.3. Operationen mit Mengen

Es ist auf verschiedene Weisen méglich, aus zwei Mengen eine dritte Menge zu bilden.
Dies dhnelt den Rechenoperationen mit Zahlen, die auch zwei gegebenen Zahlen eine
dritte zuordnen. Deshalb spricht man von ,,Operationen mit Mengen*‘. Die wichtig-
sten sind die Vereinigung und die Bildung des Durchschnitts, der Differenz und des
Produktes.

Definition

Unter der Vereinigungsmenge A4 u B der beiden Mengen 4 und B versteht man.
die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B gehoren (vielleicht auch zu beiden).
einem Biicherschrank, B die Menge aller Bii-  Bild 2

Es gilt daher:
ol
Y,

dann ist 4 u B die Menge aller Biicher dieses Schrankes, die lehrreich sind oder einen griinen
Einband besitzen (vielleicht auch beides).

. Ist A die Menge aller im Wasser lebenden Tiere, B die Menge aller auf dem Lande lebenden
Tiere, so stellt 4 u B die Menge aller im Wasser oder auf dem Lande lebenden Tiere dar.

4. {a, m, s, e, lju{s, t,a, r)={a,ms, el tr}

AcAuB und Bc AuB.

BEISPIELE
1. Sind 4 und B die in den Bildern 2a und 2b
dargestellten ebenen Punkt soist AuB

jeweils die durch Schraffur gekennzeichnete
Punktmenge.
Ist A die Menge aller lehrreichen Biicher in

L

w

Es konnen auch mehr als zwei Mengen vereinigt werden. Zum Beispiel 148t sich die
Vereinigungsmenge der drei Mengen 4, B und C in der Weise bilden, daBl man erst A
und B vereinigt zu A u B und dann diese Menge mit C zu (4 u B) u C. Es ergibt
sich die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B oder zu C gehéren. Dasselbe ist der
Fall, wenn erst B mit C vereinigt wird zu B u €, und dann 4 mit B u C vereinigt
wird zu 4 u (B u (). Da es mithin gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die Opera-
tionen ausgefiihrt werden, ist es gestattet, die Klammern ganz wegzulassen:

(AuB)uC=A4Au(BuC)=AuBuC.

Den durch diese Formelzeile dargestellten Sachverhalt nennt man das Assoziations-
gesetz der Vereinigung. Es gilt auch fiir die Vereinigung beliebig vieler Mengen.
Die Vereinigung einer Menge 4 mit einer Teilmenge B liefert stets wieder 4 und um-
gekehrt:

BcA & AuB=A.

Eine ebenso einfache Operation wie die Vereinigung zweier Mengen ist das Bilden
ihres Durchschnitts.
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Definition
Unter dem Durchschnitt 4 n B der beiden Mengen A und B versteht man die
Menge aller Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehéren.

Es gilt daher:
AnBcA und AnBcB.

BEISPIELE

5. Bild 3 stellt schraffiert den Durchschnitt zweier ebener Punktmengen
A und B dar.

6. Sei wieder 4 die Menge aller lehrreichen und B die Menge aller griin
eingebundenen Biicher in einem Biicherschrank, dann ist 4 n B die
Menge aller Biicher in diesem Schrank, die sowokl lehrreich sind, als
auch einen griinen Einband haben.

7. Ist A die Menge aller im Wasser lebenden Tiere, B die Menge aller auf  gijg 3
dem Lande lebenden Tiere, so ist 4 n B die Menge aller Amphibien.

8. {a, m, s, e, I} n {8, t, a, r} = {a, s}.

QW

Enthalten 4 und B keine gemeinsamen Elemente — man sagt dann, die beiden
Mengen seien elementfremd oder disjunkt —, so ist ihr Durchschnitt leer: 4 n B = &.
‘Dies gilt auch umgekehrt: Ist der Durchschnitt zweier Mengen die leere Menge, so
haben sie keine gemeinsamen Elemente.

Auch der Durchschnitt kann von mehr als zwei Mengen gebildet werden. Dabei ergibt
sich dhnlich wie bei der Vereinigung:

(AnB)nC=A4n(BnC)=A4n0BnC.

Fiit die Durchschnittsbildung gilt also ebenfalls ein Assoziationsgesetz.

Eine dritte Art, Elemente zweier Mengen 4 und B zu einer neuen Menge zusammen-
zufassen, ist die Bildung der Differenz.

Definition

Unter der Differenz A\ B der beiden Mengen 4 und B versteht man die Menge
aller Elemente von 4, die nicht zu B gehoren.

BEISPIELE

9. Bild 4 zeigt schraffiert die Differenzmenge der Mengen 4 und B.
10. Sei A die Menge aller Fiinfecke, B die Menge aller regelmiiigen
Vielecke, so ist 4 \ B die Menge aller nichtregelmiBigen Fiinfecke.
11. Sei 4 die Menge aller Lehrhnge eines Betrlebes, B die Menge aller
an einem besti Tag ab len A i des Betrie-
bes, so erscheint zu einer betrieblichen Lehrveranstaltung an
diesem Tag im allgemeinen die Menge 4 \ B aller Lehrlinge, die

an dem Tag nicht abwesend sind.

12. {r, e, 7, 8} \{s, ¢, u, r, m} = {e, i}.

Sind die Mengen A und B elementfremd, so stimmt die Differenz A \ B mit 4 iiber-
ein und umgekehrt. Auf jeden Fall aber gilt:

ANB = AN (A nB),
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weil bei der Differenzbildung von A nur Elemente weggelassen werden, die sowohl zu
A als auch zu B gehoren.

Eine ganz andere Art der Verkniipfung zweier Mengen als Vereinigung, Bildung des
Durchschnitts oder der Differenz stellt die Bildung des Produktes zweier Mengen A
und B dar. Das Mengenprodukt kommt zustande, indem man aus den Elementen von
A und den Elementen von B simtliche Paare bildet. Ist zum Beispiel 4 = {a, b} und
B = {«, B, v}, so besteht das Mengenprodukt dieser beiden Mengen aus den Paaren
(a; x), (a; B), (a; p), (b; «), (b; B), (b; p). Dabei ist die Reihenfolge wesentlich: Bei
jedem Paar steht an erster Stelle ein Element von 4, an zweiter Stelle ein Element
von B. Man spricht deshalb von geordneten Paaren.

Definition

Unter dem Mengenprodukt 4 x B der beiden Mengen A und B versteht man die
Menge aller geordneten Elementpaare (a; b) mit a € A und b€ B.

BEISPIELE

13. Ist R die Menge aller Zahlen der Zahlengeraden, so konnen y
die Elemente von R X R als Koordmatenpan,re von Punkten
in der Ebene eines cartesischen Koordi ¥ Rixip!
werden. Bild 5 zeigt die Darstellung des Zahlenpamres (235 91)
als Punkt P; der Koordinatenebene.

14. Bildet man das Produkt aus den Mengen aller Punktkoordina-
ten (z;y) in einer Ebene und der Menge aller Hohen z iiber %
dieser Ebene, so ergeben sich Zahlentripel (z; y; z), die die 0 ' i
Raumkoordinaten der Punkte des dreidimensionalen Raumes  Bild 5
bilden.

15. Ist 7' die Menge aller Zeitpunkte, so liefert das Mengenprodukt von 7' mit der Punktmenge des
vorigen Beispiels Quadrupel (z; y; z; t), die als Ort-Zeit-Punkte des vierdimensionalen Rau-
mes der Relativitatstheorie gedeutet werden konnen.

AUFGABEN

5. Es ist der Durchschnitt von je zwei der in Aufgabe 2b) bis f) genannten Mengen zu bilden.
6. Es sind Vereinigung, Durchschnitt und Differenz aus folgenden Mengenpaaren zu bilden:
a) {a, u, t, o} und (m, a, u, s},
b){0,2, 4, 6,...) und {0, 5, 10, 15, ...},
c) der Menge a,ller russisch sprechenden Menschen und der Menge aller englisch sprechenden
Menschen.
. K sei die Menge aller Schiiler einer Klasse, # die Menge der an einem bestimmten Tag ent-
schuldigt, U die Menge der an diesem Tag unentschuldigt Fehlenden. Durch K, £ und U ist
die Menge aller an diesem Tag anwesenden Schiiler der Klasse darzustellen.
Wie heif3t die kleinste Menge, die die Mengen 4, B und C enthilt?
Wie heiBt die groBte Menge, die in den Mengen 4, B und C enthalten ist?
10. Was ergibt

a

© »

a)Ang, b4\ g, c) @ \ A?
11. Esist
a)Au(4nB), b)An(AuB)

zu bestimmen (Skizze fiir Punktmengen!).
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12. Die nachstehenden Folgerungen sind zu begriinden oder zu widerlegen:
a)ac4d, AcB und BcC = acC, b)ac4d und Bc4 = aec A\B,

c)aed und BcA4d = acdnB, d)AuB=B = Bc A,

e)ANB=¢g = A=B, f)AnB=AuB = A=B.
13. Was folgt

a)aus a€ AuB und a¢d, b)aus a¢ AnB und acAd

hinsichtlich der Beziehung von a zu B?
14. Es ist der Durchschnitt der Mengen AN\B und B\ A4 zu bilden.
15. Was kann aus 4\ B = B\ 4 geschlossen werden?
16. Was 1Bt sich iiber die Mengen 4 und B aussagen, wenn
a) AuB— AnB, b)ANBc A n B?
17. Am Beispiel ebener Punkt sind folgende Beziel zu b

a)Au(BnC)=(AuB)n(4du0),
b)An(BuC)=(4dnB)u(4dnC),
¢) (ANB)NC = AN(Bu 0).
18. Die in Aufgabe 17. genannten Beziehungen sind fiir die Mengen 4 = {g, ¢, i, s, t},
B={i,n,8¢l} und C=1{,a,cbh,e n} zu bestitigen.

1.4. Abbildungen
Es kommt hiufig vor, dal die Elemente zweier Mengen einander zugeordnet sind.

BEISPIEL
1. Ist A = {a, b, c} dieMenge aller Schalter in einem Raum und B = {», w, z, y, z} die Menge aller
Lampen dieses Raumes, so sind jedem Schalter diejenigen Lampen zugeordnet, die durch ihn
eingeschaltet werden. Die Zuordnung kann in Form einer Tabelle oder eines Schemas dar-
gestellt werden:

4 | B v

a w
a v,,2 b X
b w,y ¢ y
c z 7z

Definition
Werden durch eine bestimmte Vorschrift den Elementen einer Menge A die Ele-
mente einer Menge B zugeordnet, wobei jedem Element von A ein oder mehrere

Elemente von B entsprechen, so spricht man von einer Abbildung der Menge A
auf die Menge B.

Abbildungen werden mit kleinen griechischen Buchstaben, o, 7, ..., bezeichnet.
Entspricht dem Element a ¢ A bei der Abbildung — vielleicht unter weiteren
Elementen — das Element b € B, so heiBt b Bild des Elementes a und a Urbild des
Elementes b. In diesem Sinne wird B Bildmenge und A Urbildmenge genannt.

BEISPIEL
2. A sei die Menge aller Lehrkriifte, B die Menge aller Klassen einer Schule. Ordnet man jeder
Lehrkraft diejenigen Klassen zu, die sie so ht eine Abbildung der Menge A

auf die Menge B.



1.4. Abbildungen 25

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Abbildungen, bei denen jedes Urbild genau
ein Bild besitzt. Sie heiBen eindeutige Abbildungen oder, soweit die beiden Mengen
mathematische Objekte enthalten, Funktionen.

BEISPIELE

3. Falls jede Lehrkraft genau eine Klasse unterrichtet, stellt das Beispiel 2. eine eindeutige Ab-
bildung der Menge der Lehrkrafte auf die Menge der Klassen der Schule dar. Dabei kénnen
mehrere Lehrkrifte in der gleichen Klasse Unterricht erteilen. Bezeichnen etwa die Buch-
staben g, b, ¢, d die Lehrkrifte und 2, y, 2 die Klassen, so kénnte das Schema der eindeutigen

Abbild gendermafen hen:

X
Y
z

Qowa

—

4. Es sei 4 die Menge aller Schiiler einer Schule, B die Menge aller Klassen dieser Schule. Ordnet
man jedem Schiiler die Klasse zu, der er angehort, so erhilt man eine eindeutige Abbildung
der Menge 4 auf die Menge B.

5. Die Tabelle

A B

U W RO =
[N

stellt eine Funktion dar.

Am einfachsten sind jedoch diejenigen Abbildungen zu iiberblicken, bei denen nicht
nur jedem Urbild genau ein Bild, sondern auch jedem Bild genau ein Urbild ent-
spricht. Solche Abbildungen heifien eineindeutig, weil sie sowohl in der Richtung von
A nach B als auch umgekehrt eindeutig sind.

BEISPIEL
6. Ist A die Menge aller Sitzplitze in einem Theater und B die Menge aller Eintrittskarten fiir
eine bestimmte Vorstellung, so liefert die Zuordnung jeder Karte zu dem auf ihr bezeichneten
Platz eine eineindeutige Abbildung der Menge A auf die Menge B. Wenn die Sitzplitze mit
@y, @y, @y, ... und die zugehorigen Karten mit by, by, by ... bezeichnet werden, lautet das
Abbildungsschema:
o ———b;
o——b;
by

Gelegentlich — vor allem bei Funktionen — ist es notig, bei einer Abbildung die
Rollen von Urbildmenge und Bildmenge zu vertauschen.

BEISPIEL

7. Tm Beispiel 1. wurde die Menge A der Schalter in einem Raum auf die Menge B der Lampen
dieses R bgebildet. Die Abbildung b tete die Frage: Welche Lampen brennen
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beim Betiitigen eines bestimmten Schalters? Es kann aber auch die umgekehrte Frage ge-
stellt werden. Welche Schalter bringen eine bestimmte Lampe zum Leuchten? In diesem
Fall interessiert man sich fiir die umgekehrte Zuordnung, die Zuordnung der Schalter zu den
Lampen. Sie wird — dieselbe Installation des Ra wie oben vor — auf folgende
Weisen dargestellt:

B A

v
v a w a
w b X b
z a,c y 4
¥ b z
t3 a

Definition

Die aus einer gegebenen Abbildung o durch Vertauschen von Urbildmenge und
Bildmenge entstehende Abbildung heiBt Umbkehrabbildung zu o.

In diesem Sinne spricht man auch von Umkehrfunktionen.

AUFGABEN

19. 4 sei die Menge aller in einem bestimmten Internat wohnenden Studierenden, B die Menge der
von ihnen bewohnten Riume dieses Hauses. Es werden jedem Studenten diejenigen Riume
zugeordnet, die er'bewohnt. Unter welchen Bedi ist diese Abbildung
a) eindeutig,
b) eineindeutig?

20. Wie muB eine eind ige Abbildung beschaffen sein, damit ihre Umkehrabbildung wiederum
eindeutig ist?

1.5. Eigenschaften von Mengen

Zum Vergleich zweier Mengen in bezug auf ihren Reichtum an Elementen dient der
Begriff der Michtigkeit.
Definition
Ist es moglich, die Menge A eineindeutig auf die Menge B abzubilden, so heiBien
die beiden Mengen gleichmiichtig.
BEISPIELE

1. Die Menge A der Sitzplitze und die Menge B der Eintrittskarten in einem Theater sind gleich-
michtig (vgl. 1.4. Beispiel 6.).
2. Die beiden Mengen {a, b, ¢, d} und {, V, IV, X} sind gleichmiichtig; denn die Zuordnung

a I
b r
c g
d X

liefert eine eineindeutige Abbildung.
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3. Ein Massenpunkt bewege sich gleichférmig auf einer Geraden. M sei die Menge aller Punkte
dieser Geraden und 7T die Menge aller Zeiten. Ordnet man jeder Zeit ¢ € 7' den Punkt Pe M
der Geraden zu, an dem sich der Massenpunkt zur
Zeit ¢ befindet, so bekommt man eine eineindeutige
Abbildung der Menge T' auf die Menge M. Die Menge
aller Zeiten ist also gleichmichtig der Menge aller
Punkte auf einer Geraden.

. Es sei 4 die Menge aller Geraden durch einen Punkt H
und B die Menge aller Punkte auf einer nicht durch H
gehenden Geraden k. Diese Mengen sind gleichmiichtig.
Wird nimlich wie in Bild 6 jeder Geraden aus 4 der
Punkt aus B zugeordnet, in dem sie die Gerade A  Bild 6

hneidet, so ht eine eineindeutige Abbildung
von A auf B. (Der Parallelen zu % entspricht der ,,unendlich ferne* Punkt der Geraden h.)

Ist es nicht moglich, die Menge A eineindeutig auf die Menge B abzubilden, wohl aber,
die Menge A auf eine echte Teilmenge von B eineindeutig abzubilden, so sagt man, die

Menge B sei mdchtiger oder von groferer Miichtigkeit als die Menge A. In diesem Sinn

ist zum Beispiel die Menge {a, b, ¢} machtiger als die Menge {«, f}.

Beziiglich der inneren Struktur einer Menge ist die Ordnung die wichtigste Eigen-

schaft. Eine Menge heiit geordnet, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente durch

eine Ordnungsrelation eine Reihenfolge festgelegt ist.

'S

BEISPIELE

5. Von zwei verschiedenen Punkten eines Strahles kann stets gesagt werden, welcher in der
Richtung des Strahles gesehen vor dem anderen kommt. Das Zuvorkommen stellt eine Ord-
nungsrelation in der Menge der Punkte des Strahles dar und priigt ihr eine Ordnung auf.

6. Von zwei verschiedenen positiven ganzen Zahlen kann stets gesagt werden, welche kleiner als
die andere ist. Das Kleinersein stellt eine Ordnungsrelation in der Menge der positiven ganzen
Zahlen dar und prigt ihr eine Ordnung auf.

7. Von zwei Schiilern einer Klasse kann stets gesagt werden, welcher dem anderen nach der im
Klassenbuch vorhandenen Schiilerliste v geht. Das Vor hen laut Kl buch stellt
eine Ordnungsrelation in der Menge der Schiiler der Klasse dar und priigt ihr eine Ordnung auf.

Eine Ordnungsrelation wird im allgemeinen durch das Zeichen < ausgedriickt. Sie
muB drei Bedingungen erfiillen:

1. Aus @ < b und b < ¢ folgt stets @ < ¢ (Transitivitit).

2. Fiir zwei verschiedene Elemente ¢ und b gilt entweder a < b oder b < a.

3. Es gilt niemals a < a (Irreflexivitit).

Es ist leicht, zu bestitigen, daB die in den Beispielen 5, 6 und 7 beschriebenen Rela-
tionen diese Bedingungen erfiillen.

AUFGABEN

21. Es ist zu beweisen, daB die Menge der Punkte eines Halbkreises, die beiden Begrenzungs-
punkte ausgenommen, der Menge der im Endlichen liegenden Punkte auf einer Geraden
gleichmiichtig ist.

22, Kann eine Menge einer ihrer echten Teilmengen gleichmiichtig sein?

23. Angenommen, es ist moglich, die Menge A eineindeutig auf die echte Teilmenge B’ der Menge B
abzubilden. Folgt daraus, daB B michtiger als 4 ist?

924. Tst durch die lexikographische Anordnung der Worte im Duden in der Menge aller deutschen
Worte im Sinne der M Jehre eine Ord elation gegeben?
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2. Der Bereich der natiirlichen Zahlen
2.1. Entstehung der natiirlichen Zahlen

Eine der ersten mathematischen Aufgaben, vor die der Mensch sich im Laufe seiner
Entwicklung gestellt sah, war der Vergleich einfacher Mengen beziiglich ihrer Mach-
tigkeit. Beim Tauschhandel wurde etwa eine Menge Friichte fiir eine gleichmichtige
Menge Muscheln gegeben. Um den persénlichen Besitz zu vergleichen, muflte fost-
gestellt werden, wessen Viehherde von gréBerer Michtigkeit war. Beim Kampf kam
es unter anderem auf die Michtigkeit der Menge der eigenen Krieger im Vergleich zur
Michtigkeit der Menge der gegnerischen Krieger an.

Im einfachsten Fall konnte dieser Vergleich durch eine eineindeutige Zuordnung der
Elemente beider Mengen geschehen. Im Handel stellte man etwa jeder Frucht eine
Muschel entgegen und erhielt dadurch, ohne zu zihlen, zwei gleichmichtige Mengen.
Schwieriger wurde es, wenn die raumliche Entfernung der beiden Mengen oder andere
Umstiinde die unmittelbare Zuordnung der Elemente nicht gestattete. In diesem
Falle benutzte man zunichst selt fertigte Vergleich 1gen. Sollte etwa die Méch-
tigkeit zweier weit voneinander entfernten Herden verglichen werden, so bediente
man sich eines gekerbten Stabes, auf dem jede Kerbe einem Tier der einen Herde
entsprach. Man trug den Stab zur anderen Herde und verglich die Michtigkeit der
Kerbenmenge mit deren Méchtigkeit.

Besonders die Finger der Hande wurden gern zur Bildung von Vergleichsmengen
gebraucht. Indem man sie mehrfach benutzte, reichten sie auch zur Beschreibung
reichhaltigerer Mengen aus. Symbolisch kénnen die durch Finger gebildeten Mengen
durch die folgenden Strichmengen dargestellt werden :

LTI ARE . S A 1

In dieser Folge entsteht jedesmal durch Hinzutiigen eines Striches eine Menge groBe-
rer Machtigkeit?). Als Namen fiir die Machtigkeit der durch die aufgefiihrten Strich-
mengen vertretenen Mengen bildeten sich die ,,natiirlichen‘ 2) Zahlen Eins, Zwei,
Drei, ... heraus. Spiter kam als Namen fiir die Méchtigkeit der leeren Menge die Null
hinzu.

Definition
Die natiirlichen Zahlen sind Namen fiir die durch Strichmengen vertretenen
Michtigkeiten :
Null, Eins, Zwei, Drei, Vier, Fiinf,...

S PR PO | e 8

!) Diese Tatsache bediirfte eines Beweises, der aber hier nicht gegeben werden kann

%) Der Ausdruck ,,natiirliche Zahlen** bedeutet nicht, daB andere Zahlen — etwa die gebroche-
nen — weniger mit der Natur verbunden wiren als diese. Er stammt aus einer Zeit, als in der
Math ik idealistische Vi 11 den Zahlenbegriff beherrschten
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Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet. Hat die Machtigkeit einer
Menge 4 den Namen 7 € N, so wird auch kurz gesagt: 4 besitze n Elemente, oder
die Elementezahl von A sei n.

Nach den durch sie benannten Michtigkeiten kénnen die natiirlichen Zahlen ge-
ordnet werden. Die natiirliche Zahl m heiBt kleiner als die natiirliche Zahl n, in
Zeichen

m<mn,

wenn die 7 darstellende Strichmenge von groBerer Michtigkeit ist als die-m dar-
stellende Strichmenge. Die damit erklirte Relation < erfiillt die drei in 1.5. genannten
Forderungen?). Mit ihr bilden die natiirlichen Zahlen eine geordnete Menge.
Das Gleichheitszeichen steht zunachst nur zwischen einer natiirlichen Zahl und sich
selbst: n = n. Mochte man ausdriicken, daB m nicht kleiner als n ist, so kann das in
der Form m =n geschehen. m < n bedeutet: m ist nicht groBer als n. Um die
Gleichheit auszuschlieBen, verwendet man das Zeichen ==, Statt n > 0 sagt man
auch, n sei positiv.

Zur graphischen Darstellung der natiirlichen Zahlen benutzt man eine Gerade (Zahlen-
gerade). Auf ihr werden — bei einem beliebigen Punkt, dem Nullpunkt beginnend —
den natiirlichen Zahlen der Reihe nach
in gleichen Abstdnden aufeinander fol-
gende Punkte zugeordnet (Bild 7). Die
Beziehung m < n zwischen den natiir-
lichen Zahlen m und » kommt dann da-
durch zum Ausdruck, daB der m darstellende Punkt, von dem » darstellenden Punkt
aus gesehen, auf der Seite des Nullpunktes liegt.

Obwohl es unter den natiirlichen Zahlen keine groBte gibt, kénnen trotzdem Mengen
vorkommen, die von héherer Méchtigkeit sind, als eine natiirliche Zahl zu beschreiben
vermag, das heillt von hoherer Michtigkeit als jede der oben aufgefiihrten Strich-
mengen. Ein Beispiel dafiir ist die Menge der natiirlichen Zahlen selbst. Um solche
Mengen von den Mengen geringerer Michtigkeit zu unterscheiden, dient der Begriff der
Endlichkeit. Eine Menge heiBt endlich, wenn ihre Michtigkeit durch eine natiirliche
Zahl benannt wird. Im anderen Fall heiflt sie unendlich. Die Menge der natiirlichen
Zahlen ist also eine unendliche Menge.

o 1 2 3 4 5 6
Bild 7

AUFGABEN

25. Wie kann die Menge der positiven natiirlichen Zahlen unter Benutzung von Mengenopera-
tionen durch N dargestellt werden?
26. Welche Eigenschaften besitzt die Relation <?

2.2. Rechenoperationen im Bereich der natiirlichen Zahlen

Den Operationen mit endlichen Mengen entsprechen Rechenoperationen mit natiir-
lichen Zahlen.

1) Der Beweis dafiir kann hier nicht gefithrt werden
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Definition
Die Elementezahl s der Vereinigungsmenge S der beiden elementfremden end-
lichen Mengen A und B mit den Elementezahlen @ und b hei3t Summe der beiden
Zahlen @ und b und wird durch @ + b bezeichnet:

S=A4uB, AnB=g,
s=a-+b.

a und b heilen Summanden, die Rechnung heiBt Addition.

Die Addition erfiillt folgende Grundgeseizet):
1. Die Addition ist unbeschrinkt ausfihrbar:
Zu zwei Zahlen a und b gibt es stets eine Summe a -+ b.
2. Die Summe ist eindeutig bestimmt:
Aus @ =a’ und b =0b" folgt stets a—|—b—a + b'.
3. Assoziationsgesetz:
Es ist stets a + (b +¢) = (@ + b) + c.
In Summen aus mehr als zwei Gliedern kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ausfithrung der Additionen an.
4. Kommutationsgeselz:
Es ist stets @ + b =050 + a.
In einer Summe sind die Glieder vertauschbar.

Im Zusammenhang mit der Anordnung gilt ferner noch das Monotoniegesetz:
Aus a < b folgt stets @ +¢ < b + c.
Eine Ungleichung bleibt bestehen, wenn auf beiden Seiten die gleiche Zahl addiert wird.

Wird eine endliche Menge A mit der Elementezahl @ mit der leeren Menge (Elemente-
zahl Null) vereinigt, so erhiilt sie dadurch nicht mehr Elemente. Daher ist die Summe
gleich dem ersten Summanden, wenn der zweite Null ist:

Auvg=A4

a+0=a.
Die Addition kann — allerdings im Bereich der natiirlichen Zahlen nur bedingt —
umgekehrt werden: Ist @ = b, dann gibt es eine Zahl d, so daBl b + d = a ist. Da fiir
jede Zahl d’ > d nach dem Monotoniegesetz b 4 d' > b + d = a, fiir jede klei-

nere Zahl d" aber b + d"' < b + d = a ist, gibt es auller d keine weitere Zahl, die
die Bedingung b + d = a erfiillt. Die Zahl d ist durch sie eindeutig bestimmt.

Definition
Ist fiir die beiden Zahlen a und b die Bedingung b + d = a erfiillbar, so heit die
durch sie eindeutig bestimmte Zahl d Differenz von @ und b und wird mit a — b
bezeichnet. In ihr wird @ Minuend und b Subtrahend genannt. Die Rechnung heiBt
Subtraktion.

1) Die Beweise dieser Grundgesetze sind leicht zu erbringen, wiirden jedoch hier zu weit fithren
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Die Differenz d = a — b ist also die Zahl, die, zu b addiert, a ergibt.
Wenn die endliche Menge B mit der Elementezahl b in der endlichen Menge 4 mit
der Elementezahl a enthalten ist, so hat die Differenzmenge D die Elementezahl
=a—b:

D=A\B,

d=a—b, Bc A.
Die Gesetze der Subtraktion ergeben sich aus der Definition dieser Operation und den
Grundgesetzen der Addition. Ein Beispiel mag dies belegen.

BEISPIEL
1. Zu beweisen ist: a + (b —¢) = (@ + b) —c.

Beweis: Die in der Gleichung rechts stehende Zahl ist nach der Erklirung der Subtraktion

dadurch eindeutig bestimmt, zu ¢ addiert a 4 b zu ergeben.

Kommt diese Eigenschaft auch der linken Seite zu? Zur linken Seite wird ¢ addiert:
(@+0®—0c)+e.

Nach dem Assoziationsgesetz darf die iuflere Klammer umgesetzt werden:
(@+@®—0c)+c=a+(b—c)+c).

Nun ist aber nach der Definition der Subtraktion b — ¢ die Zahl, die zu ¢ addiert b ergibt.
Also liefert (6 — ¢) + ¢ den Wert b. Der ganze Ausdruck ist folglich gleich @ + . Daher stimmt
die linke Seite der Gleichung mit der rechten iiberein.

Zur Definition des Produktes zweier natiirlicher Zahlen dient die Elementezahl
des Mengenprodukts:

Definition

Die Elementezahl p des Mengenprodukts P der beiden endlichen Mengen A und B
mit den Elementezahlen @ und b heillt Produkt der Zahlen a und b und wird durch
a-b oder kurz ab bezeichnet:

P=AXB,
p=a - b.
a und b heiBen Faktoren, die Rechnung heiflt Multiplikation.

Die Multiplikation befolgt dhnliche Grundgeseize wie die Addition:
1. Die Multiplikation ist unbeschrinkt ausfihrbar:
Zu zwei Zahlen a und b gibt es stets ein Produkt a - b.
2. Das Produkt ist eindeutig bestimmt:
Aus a=a’ und b =10 folgtstets a-b=a'-b".
3. Assoziationsgesetz:
Esist stets a-(b-c) = (a-b)-c.
In Produkten aus mehr als zwei Gliedern kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ausfiihrung der Multiplikationen an.
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4. Kommutationsgesetz:
Es ist stets a-b=1"5-a.
In einem Produkt sind die Glieder vertauschbar.

5. Distributionsgesetz:
Esist stets a-(b+¢)=a-b+a-c.
Dieses Gesetz kann in zwei Richtungen gelesen werden:
von links nach rechts: Man multipliziert eine Zahl mit einer Summe, indem man sie
mit jedem Summanden einzeln multipliziert und die Produkte addiert;
von rechts nach links: Aus einer Summe von Produkten diirfen gemeinsame Fak-
toren ausgeklammert werden.
Auch fiir die Multiplikation gilt im Zusammenhang mit der Anordnung ein Mono-
toniegesetz:
Aus @ <b und ¢ >0 folgt stets a-c <b-c.
Bei der Bildung des Mengenprodukts 4 x B konnen alle @ Elemente der Menge 4
mit einem Element der Menge B gepaart werden und liefern dabei @ Elemente des
Mengenprodukts. B hat b Elemente, also ergibt sich fiir die Elementezahl a -b des
Mengenprodukts die Darstellung

a-b=a+a+...+a.
——— ey

b Summanden

Dies ist der bekannte Zusammenhang zwischen Multiplikation und Addition: Das
Produkt a-b ist gleich der Summe aus b Summanden a.

Ubertriagt man den Gedanken der mehrfachen Verkniipfung einer Zahl mit sich
selbst von der Addition auf die Multiplikation, so kommt man zum Begriff der
Potenz: a"(n € N\ {0}) ist Abkiirzung fiir ein Produkt aus n Faktoren a:

at=a-a-... a.
—_—
n Faktoren

a heiBt dabei Basis, n Exp t und a* Pot t.

a® definiert man sinnvollerweise als Eins:
a®=1.

Ist eine der beiden Mengen A4 und B die leere Menge, so enthélt das Mengenprodukt
A X B kein einziges Elementepaar und ist ebenfalls leer. Daher hat das Produkt den
Wert Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Enthiilt aber jede der beiden Mengen A
und B wenigstens ein Element, so besitzt das Mengenprodukt 4 X B wenigstens das
Paar dieser beiden Elemente und ist nicht leer. Demnach ist ein Produkt nur dann
gleich Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Satz

Ein Produkt hat dann und nur dann den Wert Null, wenn einer der Faktoren
Null ist.
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Besteht eine der beiden Mengen A und B nur aus einem Element, so lassen sich genau
so viele Paare bilden, wie die andere Menge Elemente zihlt. Das heift: Multipliziert
man eine Zahl mit eins, so bleibt ihr Wert erhalten.

Ein Beispiel mag zeigen, wie aus den Grundgesetzen der Addition und der Multi-
plikation weitere Gesetze abgeleitet werden I

BEISPIEL
2. Zu beweisen ist:
(@ + b)® = a® + 2ab + b2
(binomische Formel).
Beweis: Nach der Definition der Potenz ist
@+b2=(a+b)-(a+b).
Hierauf wird das Distributionsgesetz angewendet:
@+b-@+b)=(+b-a+(@+b-b.

Nun geb ht man das K i tz und darauf abermals das Distributionsgesetz:

a-(a+b+b-(at+b)=(@-a+ta-b)+(b-a+b-b).

Das Assoziationsgesetz der Addition g das Wegl der K1 b - a wird kom-
mutiert, und fiir die Verkniipfungen einer Zahl mit sich selbst werden die Abkiirzungen
benutzt:

a-at+a-b+a-b+b-b=a®+ 2ab+ b2.

Die Multiplikation ist ebenso wie die Addition — aber im Bereich der natiirlichen
Zahlen auch nur bedingt — umkehrbar. Wenn die natiirliche Zahl b ,, Teiler* der
natiirlichen Zahl a ist, gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so daB b -¢ = a ist. Bei <=0
ist ¢ durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. Denn aus ¢’ > ¢ folgt nach dem
Monotoniegesetz der Multiplikation b-¢' > b-.c=a, aus ¢’ < c aber ergibe sich
b’ <b-c=a.

Definition

Ist fiir die beiden Zahlen @ und b die Bedmgung b.c=a erfillbar und b ver-
schieden von Null, so heiBt die durch sie eindeutig bestimmte Zahl ¢ Quotient aus
a und b und wird mit a:b bezeichnet. In ihm wird a Dividend, b Divisor genannt.
Die Rechnung heif3t Division.

Der Quotient ¢ = a:b ist also die Zahl, die mit b multipliziert a ergibt.

Statt @:b darf auch a/b geschrieben werden. In der letzteren Form nennt man den
Quotienten einen Bruch. a heift dabei Zihler und b Nenner.
Von groBter Bedeutung fiir praktische Rechnungen ist:

| Die Division durch Null ist ausgeschlossen.
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AUFGABEN

27.In welcher Weise 1aBt sich das Quadrat einer natiirlichen Zahl durch das Mengenprodukt
definieren?

28. Es ist die Rechenregel a - (b — ¢) = a - b — a - ¢ mit Hilfe der Definiti und Grundg
der Addition, Subtraktion und Multiplikation zu beweisen.

29. Mit Hilfe der in Aufgabe 28 bewiesenen Regel und der Grund ist die bi ische Formel
(@ + b) (@ — b) = a* — b* zu bestitigen.

30. Welche der M perationen Vereini; Durchschnitt und Differenz sind
a) assoziativ, b) kommutativ?

31. Welche Eigenschaften hat die im Bereich der natiirlichen Zahlen erklirte Relation afb (a ist
Teiler von b)?

32. Es ist zu beweisen, daB die Menge der natiirlichen Zahlen der Menge der durch zwei teil-
baren natiirlichen Zahlen gleichmichtig ist.

33. Es ist eine Wertetabelle der Funktion aufzustellen, die jeder positiven natiirlichen Zahl die
Anzahl der in ihr enthaltenen Teiler zuordnet (bis 20).

34. Worin besteht der Fehler in folgendem ,,Beweis*, daB 1 die groBte natiirliche Zahl ist?
Die groBte natiirliche Zahl kann nur eine sein, deren Quadrat (das ja wieder eine natiirliche
Zahl ist) nicht groBer als sie ist. Danach kommen nur 0 und 1 in Frage, unter denen 1 die grofite
ist.

2.3. Ziffernsysteme

Zur Darstellung der Zahlen bedient man sich Ziffern, die nach bestimmten Verab-
redungen zusammengesetzt werden. Die Zusammenstellung von Verabredungen, die
man trifft, um eine beliebige Zahl durch gegebene Ziffern darzustellen, wird Ziffern-
system genannt.

Heute werden vor allem drei Ziffernsysteme verwendet: das romische Ziffernsystem,
das Dezimalsystem und das Dualsystem.

Die romischen Ziffern verraten durch ihre Form zum Teil noch deutlich die Herkunft
der natiirlichen Zahlen durch Abstraktion konkreter Vergleichsmengen :

I Eins (Finger),

\% Finf (Hand),

X Zehn (zwei Hinde).
Ziffern fiir groBere Zahlen sind

L Fiinfzig,

c - Hundert,

D Fiinfhundert,

M Tausend.

Das romische Ziffernsystem besteht in folgenden Verabredungen: Alle Zahlen werden
als moglichst kurze Summen der durch die Ziffern dargestellten Zahlen ohne Additions-
zeichen geschrieben. Dabei wird viermaliges Wiederholen ein und derselben Ziffer da-
durch ersetzt, daB diese Ziffer einmal vor die nichsthohere Ziffer geschrieben wird,
was Subtraktion bedeuten soll (IV statt IIII, IX statt VIIII):

MDCCCLXXXVIII = 1888,
MCMLXIV = 1964.









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































