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1 "Heureka" - ich habe es gefunden

1 "Heureka" - ich habe es gefunden

Von der Freude am Entdecken —
Von iiberraschenden Wahrheiten —
Von der Schénheit des Niitzlichen.

Feuerwehrmann, Lokomotivf hrer, Architekt - wer ist unter uns, der das nicht einmal
werden wollte? Im L schfahrzeug sitzen und mit ihm durch die Stra en brausen, eine
Lokomotive f hren und die m chtige Maschine beherrschen oder hochragende impo-
nierende Hochh user aus Stahl, Beton und Glas bauen - wer ist unter uns, der nicht
davon tr umte, das oder hnliches zu machen?

1 Alle blauen Kreise haben ihr Zentrum auf dem schwarzen Kreis und gehen durch den roten
Punkt

2 Gleiche Kreise - verschieden gesehen
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Sp ter dann, wenn man Iter wird und von den Abenteuern gro er Entdecker oder
den Taten ber hmter Forscher erf hrt - wer m chte da nicht ein zweiter Christoph
Kolumbus oder Robert Koch werden? Fremde L nder durchmessen, in unwegsamen
Gegenden die Quellen gro er Fl sse aufsp ren, unbekannte Gebirgsz ge erkunden oder
geheimnisvolle Lebensvorg nge ergr nden, das ist interessant.

3 Gegen berliegende Quadratdiagonalen gleich geteilt; durch Verbindungsstrecken entsteht
eine Sattel che

4 Das gleiche Bild wie bei Wasserwellen von zwei Zentren aus

Heute, im Zeitalter der Himmelsst rmer wiederum, m chte so mancher Astronaut sein,
m chte in einem Weltraumschi die Erde umkreisen und das Wissen der Menschheit
ber den Kosmos bereichern helfen.

Und wie ist erst der zu beneiden, der seinen Fu einmal auf andere Himmelsk rper
setzen darf!

Aber solche Trume werden nur immer fr wenige in Erfllung gehen. Die anderen,
Daheimgebliebenen, werden h chstens in B chern von diesen Taten lesen, werden al-
lenfalls am Fernsehschirm zuschauen k nnen.

Es gibt jedoch eine Wissenschatft, in der jeder die Entdeckungen der gro en Forscher
nacherleben kann, ohne deshalb in ferne L nder oder zu anderen Planeten reisen zu
m ssen - die Mathematik.

Wer sich fr die Vulkane in Chile interessiert, der kann nur in den seltensten F llen dort-
hin fahren - er ist auf die Augenzeugenberichte anderer angewiesen; ihre Kenntnisse
muss er bernehmen und dabei auch vieles glauben, ohne es nachpr fen zu k nnen.

Eine ganze Kunstepoche des antiken Griechenlands wird nach den haupts chlich verwendeten
Schmuckelementen als "geometrische Kunst" bezeichnet
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In der Mathematik aber | sst sich alles nachpr fen; man kann den gleichen Weg zu den
gleichen Entdeckungen gehen, den die Gro en der Wissenschaft schon gegangen sind,
wenn man sich nur bem ht. Und es lohnt sich!

Denn viele berraschungen erlebt man auf diesem Wege, und man merkt, dass die
Mathematik Spa macht und sch n ist!

Wie sch n sind beispielsweise viele Kurven, Figuren und Fl chen, mit denen sich schon
vor vielen hundert Jahren die Geometrie besch ftigt hat. Ist es nicht merkw rdig, dass
gekr mmte Fl chen g nzlich aus Geraden aufgebaut werden k nnen? Viele Maler zei-
gen eine Vorliebe fr die Mathematik, und nicht nur, weil sie sie bei der Perspektive
brauchen.

An dem magischen Quadrat gibt es viel zu
entdecken. Hier sind Felder, fr die sich als Summe

jeweils 34 ergibt, in gleicher Farbe dargestellt. Es
gibt aber noch viel mehr M glichkeiten

Albrecht D rer hat auf seinem Kupferstich
"Melancholie” ein magisches Quadrat ange-
bracht. In ihm ist die Jahreszahl 1514 versteckt,
vor allem aber enth It das magische Quadrat
eine F lle berraschender Zahlbeziehungen.

Doch ganz abgesehen von dem Sch nen - wel-
che Freude macht es erst, einen mathemati-
schen Sachverhalt ergr ndet zu haben; sie ist
gewiss nicht minder gro als die bei der Erkun-
dung neuer L nder und Meere.

Nicht umsonst erz hlt man von Pythagoras,
dass er vor Freude ber die Entdeckung eines
mathematischen Satzes eine Herde Ochsen den
G ttern geopfert habe.
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Der Dichter Adalbert von Chamisso meinte deshalb, dass auch heute noch alle Ochsen
vor Angst zittern, wenn die Entdeckung einer neuen Wahrheit bevorsteht.

Archimedes zeigte seine Freude auf ganz andere Weise. Beim Baden el ihm auf, dass
sein Krper im Wasser leichter wurde. Und dabei kam ihm die Idee, wie er bei der Krone
des K nigs Hiero feststellen k nnte, ob sie wirklich - den Angaben des Goldschmieds
entsprechend - aus reinem Gold best nde.

Vor Freude dar ber eilte er mit dem Ruf "Heureka", was soviel heit wie "ich hab es
gefunden!”, auf die Strae. Und das erregte in Syrakus solches Aufsehen, dass man
noch heute davon wei - Archimedes war n mlich nackt.

Einen kleinen Abglanz dieser Freude am Neuentdeckten kann man gerade bei der Be-
sch ftigung mit der Mathematik immer wieder selbst erleben, wenn man etwas wirklich
eingesehen, nachentdeckt hat, wenn einem "ein Licht aufgegangen" ist.

Staunend erkennt man dann, zu welchen Leistungen der menschliche Geist f hig ist,
wie er Schranken berwinden kann, die ihm von Natur aus gesteckt scheinen.

Archimedes hat das einmal so gesagt: "Es gibt Dinge, die den meisten Menschen un-
glaublich erscheinen, die sich nicht mit Mathematik besch ftigt haben.”

Vielleicht hat er dabei an die Geschichte von dem Wettlauf zwischen dem griechischen
Helden Achill und einer Schildkr te gedacht? Die Geschichte war so:

Achill | uft zehnmal so schnell wie die Schildkr te.

Er gibt dem Tier also anstandshalber 100 m Vorsprung. Wegen dieser Vorgabe aber
kann Achill die Schildkr te niemals einholen.

Hat Achill die vorgegebenen 100 m zur ckgelegt, ist die Schildkr te schon 10 m weiter-
gekommen; hat Achill diese 10 m bew ltigt, dann ist ihm die Schildkr te immer noch
um 1 m voraus.
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Auch dieses Meter legt Achill, schon etwas au er Atem, zur ck - aber, o Schreck, die
Schildkr te liegt immer noch vorn, wenn auch nur %n also 10 cm.

Nach dem Durchlaufen dieser 10 cm be ndet sich die Schildkr te noch um 1 cm vor
Achill - kurzum, so klein der Vorsprung auch ist, eingeholt wird die Schildkrte auf
diese Weise von Achill nie.

So kann sie mit stolzgeschwellter Brust das Siegerpodest besteigen. Klingt das nicht
ganz vern nftig?

Nun d rfte freilich nach dieser berlegung niemals ein schnellerer L ufer einen anderen
einholen, sofern der nur erst einmal vor ihm ist, und kein Auto k nnte ein anderes,
langsamer fahrendes, berholen.

Das ist aber Unsinn, wie wir alle wissen. Schlie lich brauchen wir uns ja nur zu ber-
legen, wo die Schildkr te ist, wenn Achill eine gr ere Strecke - sagen wir 200 m -
durchlaufen hat; da sie in dieser Zeit nl%rvon 200 m zur ckgelegt hat, steckt sie
immer noch bei 120 m, ist also weit abgeschlagen.

Nun, so unvern nftig ist diese Wettlaufgeschichte auch wieder nicht. Ein Problem, auf
das der griechische Philosoph Zenon mit ihr aufmerksam machen wollte, war:
In welcher Entfernung vom Start berholt denn nun eigentlich Achill die Schildkr te?
Die Strecke, die er bis dahin zur cklegen m sste, ergibt sich doch o enbar aus
1 1 1
+ +1+ -+ —+ —— +
100+10+1 10 100 1000
Wie aber soll man eine solche Summe, in der es keinen letzten Summanden gibt,
ermitteln?

Dass Zenon diese Aufgabe nicht | sen konnte, lag unter anderem an der griechischen
Zahlenschreibweise, die fr solche berlegungen ungeeignet war. Wenn wir fr diese
Summell2;111:: = 111;1 schreiben, dann wei schon ein Sch ler der Klasse 6, dass
das111$ ist.

111% m vom Startpunkt entfernt wird also die Schildkr te berholt.

Zenon hat es sich aber auch zu schwer gemacht.

Warum | sst er Achill nicht mit der sch nen Helena um die Wette laufen? Sie ist doch
immerhin halb so schnell wie ihr Landsmann Achill, und er h tte ihr als Kavalier gern
1 km Vorgabe zugebilligt.
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Wann holt er sie ein?

Mit Zenon m ssten wir berlegen: Nach 1 km ist ihm Helena nédkm voraus; nach
diesem halben Kilometer noékm ..., kurzum: Die Einholestelle wird uns durch
1 1 1
1+ 4+ —+ -+
2 4 8
angegeben. Ohne Zenon w rden wir denken:
Ist Achill 2 km gelaufen, so hat es Helena auf 1 km gebracht; mit ihrer Vorgabe ist sie
dann aber genau so weit wie Achill, so dass wir fr dessen Laufstrecke sagen k nnen:
1 1 1
1+ -+ -+ -+ 11=2
2 4 8
Ist das nicht merkw rdig, eine Summandenkette ohne Ende und als Summe dennoch
eine Zahl wie 2? Eine andere derartige Kette ist
1 1 1 1
1+ -+ -+ -+ —+ 2
2 3 4 5
- man sieht schon, wie es weitergeht. Scheinbar unterscheidet sie sich von der vorherge-
henden nur dadurch, dass ein "bisschen" hinzugekommen ist; sie k nnte also vielleicht
3 oder 4 ergeben.

Irrtum! Dieses "bisschen" reicht n mlich daf r aus, dass es zu dieser Kette keine Summe
gibt; sie klettert ber jede noch so gro e Zahl schlie lich einmal hinweg.

Eine Erbschaftsgeschichte aus dem Morgenland ist vielleicht noch verbl ender:

Der Scheich Abu Hassan hinterlie seinen beiden S hnen f nf Kamele und ein Testa-
ment. Sein lterer Sohn Achmed sollte die H Ifte, der zweite Sohn Ibrahim ein Drittel
der Kamele erhalten. Als die S hne die Erbschaft nach dem Verm chtnis des Vaters
teilen wollten, gerieten sie in Verlegenheit.

Weder die H Ifte noch ein Drittel des Kamelbestandes lie sich bilden, ohne dass dabei
ein Kamel zu Schaden gekommen w re. Schlie lich sollte doch aber keins der wertvollen
Tiere get tet oder verkauft werden.

Als sie schon ganz verzweifelt waren, kam ihnen ein reisender weiser Derwisch zu Hilfe.
Er stellte sein eigenes Kamel zu den f nfen der Hinterlassenschaft, und nun konnte es
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ans Verteilen gehen:

Achmed erhielt die H Ifte, also drei Kamele, Ibrahim ein Drittel, mithin zwei Kamele.
Und siehe da - das Kamel des Derwischs blieb nach dieser Teilung brig, auf ihm konnte
der weise Mann reich beschenkt wieder seiner Wege reiten.

Sicher war der Trick recht h bsch, aber entspricht denn diese Teilung berhaupt dem
Testament?

Drei Kamele sind schlie lich mehr als die H Ifte von f nf, und zwei Kamele sind mehr
als ein Drittel. Und doch ist wohl dem Willen des Scheichs entsprochen wgrden:
und% machen zusammen n mlich noch gar kein Ganzes aus, sondergm. mas
brigbleibende

Sechstel m sste wieder dem Testament entsprechend verteilt Wer(%emoilm% und%

von g, alsoZ; und 4.

Die ergeben aber zusammen wiederum nicht das ganze Sechstel, sondedavar,
also2 des Gesamtkamelbestandes.

Zusammen mit den zuerst verteilténsind damit ersrg'—g verteilt, und das briggeblie-
bene Sechsunddreiigstel m sste wieder dem Testament gem verteilt werden... ein
Prozess, der nie ein Ende hat.

Wie gut, dass ein Zufall den Derwisch des Weges f hrte. O enbar hatte er so hnlich
gedacht wie wir vorhin beim Wettlauf und dadurch eine ordnungsgem e Erbschafts-
teilung m glich gemacht.

Diese h bsche Aufgabe wird brigens auch erz hit mit 17 Kamelen und drei S hnen,
die jeweil%, % und% erhalten, oder mit 39 Kamelen und vier S hnen, die dann ... aber
das kann sich vielleicht jeder selbst berlegen!

Der Zufall kann uns aber nicht nur einen Derwisch bringen, er kann uns auch selbst
staunen machen:

Wir nehmen eine N hnadel (Streichholz, Zahnstocher, Trinkhalm tun es auch) und
zeichnen auf ein gr eres Blatt einige Parallelen, die voneinander doppelt so weit ent-
fernt sind, wie die Nadel lang ist.

Lassen wir dann blindlings die N hnadel auf das Blatt fallen, so bestimmt der Zufall,
ob die liegende Nadel eine der Parallelen kreuzt oder aber zwischen zwei Parallelen
liegenbleibt. Wir z hlen nun bei einer gr eren Anzahl solcher Versuche alle F lle, in
denen Parallelen getro en werden, und dividieren die Gesamtzahl der W rfe durch diese
Zahl. So erhalten wir etwa die folgenden Quotienten:

Gesamtzahl d. W rfe Parallelen getr.  Quotient

100 35 0 =2:85
500 161 s 3;11
1000 305 1060 _ 3,28
6000 1913 bt 3;14

1913

Das berraschende ist nun gar nicht einmal, dass diese Quotienten alle ungef hr gleich
sind, sofern man eine gr ere Anzahl von W rfen ausgef hrt hat.
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Viel erstaunlicher ist, dass dieser Quotient ein N herungswert f r die bekannte Kreiszahl
= 3;14159:: ist; er liegt im allgemeinen um so dichter anje mehr Versuche man

gemacht hat.

Erstaunlich ist das vor allem deshalb, weil doch Nadel und Parallelen auf den ersten

Blick gar nichts mit einem Kreis zu tun haben.

Dieser merkw rdige Nadelversuch geht auf den Franzosen Bu on zur ck, der im 18.
Jahrhundert lebte; er kann leicht von jedem selbst durchgef hrt werden.

Freilich, um zu verstehen, warum er wirklich einen N herungswert fliefert, um

also Bu ons Erkenntnis "nachzuentdecken”, m ssten wir mehr ber die sogenannte
Wahrscheinlichkeitsrechnung wissen - aber auch das kann man sich ja erarbeiten.

Schlie lich ist jedoch die Mathematik nicht nur sch n und interessant, bringt nicht nur
Freude und Erstaunen - sie ist auch n tzlich.

Jeder wei, dass ohne Mathematik unsere moderne Technik nicht m glich wre. Letzt-
lich hat sich ja die Mathematik auch urspr nglich aus den Messungen von Land- und
Gef inhalt, dem Bauwesen, aus Zeitrechnung, Mechanik und Schi fahrt entwickelt.

Die Freude am Entdecken kam erst im Laufe der Zeit als treibende Kraft hinzu; manch-
mal hat diese Freude freilich alle Fragen der praktischen Verwendbarkeit in den Hin-
tergrund zu schieben versucht, gewiss zu Unrecht. Aber auch in solchen Zeiten gab es
immer gro e Mathematiker, die die praktische Seite der Mathematik nicht vernachl s-
sigten.

Archimedes geh rte zu ihnen. Seine Maschinen dienten der Bew sserung des Landes,
dem Heben schwerer Lasten, aber auch der Verteidigung seiner Heimatstadt gegen die
r mischen Angreifer.

Er vernichtete ihre Schi e mit Steinschleudern, setzte sie mit Spiegeln in Brand und
hob sie mit Flaschenz gen aus dem Wasser.

An vielen seiner Maschinen ist nicht unmittelbar zu erkennen, dass die Mathematik an
ihrer Wiege Pate gestanden hat. Heute gibt es Maschinen, die unmittelbar in enger
Beziehung zur Mathematik stehen - die gewaltigen elektronischen Rechenautomaten.
Es war ein weiter Weg bis zu ihnen:

1642 erfand der neunzehnj hrige Franzose Blaise Pascal eine Maschine, mit der man
allerdings nur addieren und subtrahieren konnte. Sie sollte vor allem die Geldrechnung
seines Vaters erleichtern, der fr die Versorgung von Truppen mit Geld verantwortlich
war.

Gewiss hat Pascal nicht geahnt, dass man sp ter einmal Maschinen bauen w rde, die
nicht nur einzelnen, sondern Millionen von Menschen m hsame Rechenarbeit abnehmen
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w rden.

Blaise Pascal (1623 bis 1662)

Unsere modernen Rechenautomaten erledigen in Minuten Arbeiten, zu denen ganze
B ros gewandter Rechner Wochen und Monate brauchen w rden. Diese Maschinen
erledigen die Lohnabrechnung f r Tausende von Werkt tigen eines gro en Betriebes in
wenigen Stunden, sie verarbeiten im Handumdrehen wahre Berge von Zahlen, und sie
erm glichen komplizierte Berechnungen, die fr her wegen ihres gro en Umfangs gar
nicht durchgef hrt werden konnten.

Damit helfen sie, immer bessere und leistungsf higere Werkzeugmaschinen, Turbinen
und Motoren zu konstruieren.

Aber diese Maschinen tun auch noch vieles andere:

Sie bersetzen Artikel aus Zeitungen, technischen Zeitschriften von einer Sprache in
die andere und erm glichen damit einen schnellen Informationsaustausch; sie pr fen
Unterschriften und nden mit Sicherheit auch geschickteste F Ischungen heraus; sie
helfen den “rzten beim Erkennen von Krankheiten.

Sie berechnen auch die Bahnen von Satelliten und Weltraumschi en; sie ermitteln in
Sekundenschnelle notwendige Bahn nderungen und die daf r erforderlichen Man ver;
sie werten die Millionen von Messangaben aus, die zur Erde gefunkt werden - ja, sie
machen es eigentlich erst m glich, dass der Mensch seine Schritte in den Kosmos lenkt,
dass der Traum vom Kosmonauten f r den einen oder anderen einmal Wirklichkeit wird.

Die ungarische Mathematikerin Rozsa P@ter sagte einmal, dass man sich in die Mathe-
matik verlieben k nne, ohne dabei bef rchten zu m ssen, dass man etwas Unn tzes
treibe. Vielleicht kann auch dieses Buch dazu beitragen, Liebe zur Mathematik zu
erwecken.

Es ist eine kleine Entdeckungsreise in das Reich der Mathematik, zu der jeder eingeladen
ist, der ein bisschen mitdenken will.

11
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Mengen, mal so, mal anders - Eine Menge von Gro v tern - Teile sind immer noch Mengen -
Von Zetteln und Zensuren - Vereinigt, und doch nicht mehr - Vom Durchschnitt, der
manchmal leer.

Ein neues Schuljahr hat begonnen. Die Kinder kommen aus der Schule und erz hlen
sich die Neuigkeiten des ersten Schultages:

"Wir haben eine Menge neuer F cher auf dem Stundenplan.” (Gisela aus Klasse 5a zu
Christa aus Klasse 6a.)

"In Russisch werden wir eine Menge Vokabeln hinzulernen." (Jutta aus der 7b zu Astrid
aus der 5b.)

"Auch in Geschichte m ssen wir eine Menge lernen."(Monika zu Siegfried, beide aus
der 6a.)

"Wir haben einen Neuen, der hat aber eine Menge Vornamen." (Wolfgang aus der 6a
zu Manfred aus der 5a.)

"Eine Menge Bilder h ngen in unserer neuen Klasse." (Peter aus der 6a zu Horst aus
der 5b.)

Solche S tze, in denen das Wort "Menge" vorkommt, sagt jeder von uns t glich. Mit
"Menge" ist in allen F llen "viel* gemeint.

Wieviel, das ist dabei immer ganz verschieden: Der Neue hat drei Vornamen, in Russisch
sind es sicher ein paar hundert Vokabeln, und in Geschichte ist unter der Menge, die
zu lernen ist, sicher gar keine Zahl zu verstehen.

Auch in der Mathematik kommt das Wort Menge sehr hu g vor. Aber auf solche
Unsicherheiten, von wieviel Dingen ab man "Menge" sagen darf, lassen wir uns nicht
ein.

12



2 Ist eine Menge immer viel?

Eine Menge von Bleistiften - das k nnen viel oder wenig sein, das ist ganz egal. Wir
haben eine Menge von Fingern - ohne Nachz hlen wissen wir, dass es zehn sind -; zu
Haus steht eine Menge von Tassen im Schrank; jeder hat eine Menge von Gro v tern,
auch wenn es nur zwei sind.

Um wieviel es bei einer Menge geht, das ist gar nicht so wichtig. Von Bedeutung ist
aber, dass man genau wei, ob diese oder jene Person, dieser oder jener Gegenstand zu
der Menge geh rt oder nicht: Vater und Mutter geh ren beispielsweise nicht zur Menge
der Gro v ter ihrer Kinder, auch Nachbars Dackel nicht; die Vase, die die Mutter zum
Geburtstag geschenkt bekam, gehrt aber zur Menge ihrer Vasen - wenn sie nicht
inzwischen zu einer Menge von Scherben geworden und diese Menge dann in den
M lleimer gewandert ist.

Wir wollen uns noch etwas mehr ber solche Mengen unterhalten:

In die Klasse 6a, das ist die Klasse von Peter und Monika, gehen 27 Sch ler, 14 M dchen
und 13 Jungen. Damit haben wir aus der Menge der 27 Sch ler zwei "Teilmengen"
gemacht; und von jedem Kind aus der Klasse 6a kann man sofort sagen, zu welcher
der beiden Teilmengen es gehrt.

Damit wir alles etwas einfacher schreiben k nnen, wollen wir die einzelnen Mengen mit
den Anfangsbuchstaben bezeichnen:

Sch ler der Klasse 6a$ Jungen der Klasse 6al-M dchen der Klasse 6aM

Monika und Peter geh ren also zur Men§e sie zur Teilmeng®, er zur Teilmenge
J.

Gisela geht in die Klasse 5a, geh rt also nich&Wann kann sie nat rlich auch nicht
zu M und schon gar nicht zd geh ren. Warum nicht?

Das ist doch alles sehr einfach, nicht wahr?
Deshalb wollen wir jetzt einmal von den zehn am Anfang genannten Kindern die
nennen, die
zu S gehren und zul,
zu S gehren, aber nicht zu,
zu S gehren, aber nicht ziM
nicht zuS geh ren und nicht zuM,
nicht zuS gehren, aber zul.

Wer mit den Buchstaben Schwierigkeiten haben sollte, der schaut immer wieder nach,
was sie bedeuten!

Und nun gleich ein paar Fragen, die schon etwas kni iger sind:

Kann jemand zB geh ren, aber nicht zu ?
Kann jemand ziM geh ren, aber nicht zi8?
Kann jemand ziM geh ren und gleichzeitig z8?
Kann jemand zu geh ren und gleichzeitig zMm ?
Kann jemand nicht z& geh ren und nicht zuM ?

13
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Das war auch nicht viel schwerer! Und damit wir noch besser ber Mengen Bescheid
wissen, sehen wir uns gleich noch ein Beispiel an:

Da sind die Zensuren f r die Klasse 6a, und zwar in Deutsch, Mathematik und Erdkunde.
Rainer, Christa und Susi fassen wir zur MeBgezusammen, sie haben n mlich als
einzige in Deutsch eine Eins. Jetzt machen wir uns f nf Zettel, etwa so gro wie eine
Postkarte, und schreiben auf den ersten, auf den n chstenD,, auf den letzten
schlie lichDs.

Und nun schreiben wir auf den ersten Zettel die Sch ler aus 6a, die in Deutsch eine
Eins haben, also Rainer, Christa und Susi, auf den zweiten die mit einer Zwei und so
weiter.

Auf diese Weise wird also die Meravieder zerlegt, und zwar in die f nf Teilmengen

D, bisDs. Und nun zwei Fragen:

Zensurenliste Kann jemand auf keinem der

Zettel stehen?
Kann jemand auf mehreren

Deutsch Mathematik Erdkunde

(D) (R) (E)
Peter Anders 3 2 3 Zetteln stehen?
ézgﬁ Eﬁzgg i % 24 Das geht doch wohl nicht!
Gerhard Hasse 4 4 4 Denn schlie lich hat doch je-
Friedhelm Katz 2 3 3 der, sofern er nicht sehr, sehr
Rainer Kuske 1 2 1 lange gefehlt hat, eine Zensur
Gerald Labes 2 2 2 bekommen, und keiner bekam
Wolfgang Michel 3 4 3 mehrere.
Erhard Ponhl 5 4 4 Wenn es anders sein soll-
Siegfried Reichert 2 1 2 te, dann hat sich irgendwo
Kurt R sler 3 2 3 ein Fehler eingeschlichen. Viel-
Herbert Sattler 5 4 4 leicht wurde jemand vergessen?
J rgen Wel 4 3 3 Deshalb ist es gut, wenn man
Gloria Beutler 3 4 4 .
Christa Demuth 1 1 5 die Namen auf den Zettgln
Angela Ebert 2 > 3 durchz hlt; 27 m ssen es sein.
Helga Gast 2 2 2 Wir knnen auch so sagen:
Mon'ka Hahn 4 3 3 Wenn in der Klasse 6a die Leh-
Marion H bner 4 4 4 .
Dagmar Jansen 3 3 4 rerin alle Sch ler aud; auf-
Doris Kinzel 3 > > stehen | sst, dann dazu alle aus
Ingrid Lehmann 3 4 3 D> und so fort, dann muss zum
Susi Maier 1 2 2 Schluss die ganze Klasse, also
Edelgard Noack 4 3 3 die ganze Meng8, stehen. Wir
Inge Radke 3 3 3 schreiben das in dieser Art
Karola Sch ler 4 4 4
Karin Ulm 2 1 2 D]_[ D2[ D3[ D4[ D5:S

und sagen daf r: Wenn man die MengPn bis D5 vereinigt, dann entsteht die Menge
S.
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2 Ist eine Menge immer viel?

links: Wenn man dasselbe i, und R4 statt mit D, und R, macht, erh It man andere
Namen. Welche?
rechts: Welche Namen stehen in den Kreisbogen-Dreiecken I, Il, Ill, welche in IV?

Genauso h tten wir vorhin auch schreiben k nnen
M[J=S

Und nun kommt etwas Drolliges: Die Lehrerin hat nach den Deutschzensuren aufgeru-
fen, die Kinder stehen noch alle, und nun sagt sie:
"Jetzt stellen sich alle Jungen dazu!" Was passiert?

Nichts! Nur dumme Gesichter wird es geben und ein Rufen: "Aber die stehen doch
schon alle!" Es bleiben also alle so stehen, wie sie vorher auch schon standen, die ganze
MengeS!

Wenn wir das mit unseren Zeichen schreiben, ergibtich = S und genauso h tten

wir schreiben k nnen:

S[M=S oder M[ J[ D[ D2=S

Wenn man zu einer Menge irgendeine ihrer Teilmengen "hinzu legt", so passiert gar
nichts! Deshalb benutzen wir fr das Vereinigen von Mengen auch nicht das Zeichen
+ von der Addition.

Jetzt bilden wir au$ einmal andere Teilmengen, indem wir uns die Mathematikzensu-
ren auf der Liste ansehen. Da wir ddsschon fr die Menge der M dchen verwendet
haben, nennen wir diese Mengen bis Rs, um Verwechslungen zu vermeiden. Wer
gehrt zu Rs?

Niemand! Der Zettel miRs w rde leer bleiben, weil sich die Klasse 6a in Mathematik
angestrengt hat!

Aber auch dazu wollen wir noch Menge sagen, nur ist diese Menge dann eben leer. Die
Menge von Schneewittchens Geschwistern ist beispielsweise auch leer.

Und wenn wir vorhin richtig berlegt haben, dann sind wir schon einmal auf die leere
Menge gesto en: Wir sollten die Kinder nennen, die "nichzaber zuJ"geh ren!

Die gibt es nicht, und daher ist die Menge dieser Kinder leer. Auch Einermengen gibt
es. Bilde einmak,! (E bedeutet Erdkunde.)

Nun haben wir au$ schon dreimal Teilmengen gebildet:

S=J[ M; S=Di[ D2[ D3[ D4[ Ds; S=Ri[ R2[ R3[ R4[ Rs
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Und jedesmal muss jeder Junge und jedes M dchen aus der Klasse 6a zu genau einer
der Teilmengen geh ren. Es wird also Kinder in der 6a geben, die sowdldlzauch

zu D, gehren:

Das sind die Jungen mit der Deutschzensur Zwei. Wir wollen sagen: Das ist der "Durch-
schnitt" vonJ undD,.

So erhalten wir wieder eine Menge, die wir zur Abk rz@gennen wollen. Dann
schreiben wir
J\ D,=G

Den Unterschied der beiden Zeichen wollen wir uns noch einmal klarmachen.

Die Lehrerin sagt in der Klasse 6a: "Jetzt stehen alle auf, die in Deutsch eine Zwei
und dann noch die, die in Mathematik eine Zwei haben." Da34$t R,, alle Kinder
haben sich nun von ihren Pl tzen erhoben, die in Deutsch oder Mathematik mit Zwei
bewertet wurden.

Will die Lehrerin dagegen, dad3s\ R, aufstehen soll,. dann k nnte sie sagen: "Jetzt
erheben sich bitte alle die, die in Deutsch und in Mathematik eine Zwei haben."

Und wer Freude an den Zetteln mit den Mengen hat, der schreibt noch einmal auf
besondere Zettel die Namen der Sch ler, die zu den folgenden Durchschnitten geh ren:

Rz\ E; Rz\ D; E2\ Dgs; Rg\ S;

J\ M; D]_\ Rua; Rg\ Dy; D2\ Rz\ E,

Einige dieser Durchschnitte werden leer sein; einem kann man es sofort ansehen. Bei
einem sieht man gleich, dass er h chstwahrscheinlich nicht leer ist.
Welche sind die beiden?
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3 Ordnung ist das halbe Leben

3 Ordnung ist das halbe Leben

Ordnung und Ordnung ist zweierlei - Es kommt aufs Prinzip an - Die Ordnung auf dem
H hnerhof: Wer hackt wen? - M dchen unter sich - Ein Reinfall beim Toto - Ein Schachklub

Sind bei den Namen die Anfangs-
buchstaben und vielleicht auch
noch weitere gleich, so wird nach
den ersten unterschiedlichen Buch-
staben geordnet. (Man sagt auch
lexikographisch ordnen.)

Ordne auf diese Weise die folgen

den Namen:

MURKS, Heinz
MUSKEL, Anita
MOLICH, Jutta
MUDDEL, Wolfgang
MUELLER, Gerhard

MUELLER, Gerald

und der erste Platz.

Ordnung ist das halbe Leben, so sagt ein altes Sprichwort.
Liederlich herumliegende Sachen, abgerissene Kn pfe . das
gibt nicht nur einen unsch nen Anblick, das erschwert uns
auch das t gliche Leben.

Nun kann man Ordnung von ganz verschiedenen Standpunk-
ten aus scha en oder auch halten:

Die Kn pfe m ssen zueinander und zu den Knop chern
passen; und wenn wir unsere B cher und Hefte, so wie sie
kommen, stapeln und in den Schrank legen, dann ist die
Mutter vielleicht zufrieden; Nutzen haben wir von einer sol-
chen Ordnung nicht!

Denn beim Suchen nach dem Schreibheft m sste man auch
jetzt noch den ganzen Heftstapel durchsehen, und das kann
ganz besonders morgens zu lange dauern, wenn man es eilig
hat.

Bei einer sinnvollen Ordnung nden wir das Heft mit einem
Gri . Eine gro e Bibliothek mit Tausenden von B chern ist

so geordnet, dass man jedes Buch sofort au ndet.

Auf der Zensurenliste der 6a sind die Namen aus dem glei-
chen Grunde geordnet: Erst die Jungen, dann die M dchen,
und innerhalb der beiden Mengen J und M stehen die Namen
alphabetisch nach den Anfangsbuchstaben. Man h tte auch
nach den Endbuchstaben ordnen k nnen. Das wre zwar un-
gew hnlich, wohl auch weniger zweckm ig, aber geordnet
wren M und J dadurch ebenfalls.
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Vorgeschrieben wird diese Ordnung durch unser Alphabet, das den 26 Buchstaben eine
ganz bestimmte Reihenfolge zuweist. So ist zum Beispiel festgelegt: a steht vor b.
Diese Reihenfolge hat sich uns so fest eingepr gt, dass wir sie ganz selbstverst ndlich auf
Namen bertragen. Dabei ist sie eigentlich ganz willk rlich; das a hat seinen ersten Platz
genausowenig "verdient" wie das o seinen f nfzehnten. Das sieht man auch bei einem
Vergleich mit dem russischen Alphabet, bei dem unser w den dritten Platz "errungen”
hat. Und deshalb w rde z. B. der Name J rgen Wei in einer russischen Liste nicht am
Ende stehen. (Sondern wo?)

Doch nicht immer ist eine alphabetische Ordnung
praktisch. Es ist beispielsweise unwichtig, ob man in
der Klassenliste an zehnter oder an zwanzigster Stelle
steht. Anders ist es dagegen bei einem Leistungsver-
gleich.

Besonders am Ende eines Schuljahres ordnen viele Klas-
senlehrer ihre Klasse nach den Zensuren. Wir wollen das
fr unsere Musterklasse 6a einmal tun, indem wir fr
jeden Sch ler die drei angegebenen Zensuren addieren.

Dabei muss sich mindestens 3, aber h chstens 15 er-
geben. Warum? Auf diese Weise k nnen wir die Klasse
6a, die Menges, wieder in Teilmengen zerlegen, die
wir in bekannter Weise m#t; bisZ,5 bezeichnen wol-
len. Und nun gleich drei Fragen:

Welche der Z-Mengen sind leer?
Welche enth It nur einen einzigen Sch ler?
Welche enth It am meisten Sch ler?

Und eine vierte Frage kann man beantworten, ohne auf
die Zensurenliste zu blicken:

H tte es passieren k nnen, dass jede dieser Mengen
Z3, ..., Z15 nicht mehr als einen Sch ler enth It?

Nun wollten wir ja aber die Mend® nach den Zensuren ordnen. Selbstverst ndlich
kommen in unserer Reihenfolge die Sch leraissans Ende, die aus, an den Anfang,
und alle ausZ; stehen vor denen au&s.

Das leuchtet ein; wie steht es aber nun innerhalb einktenge?

Christa und Rainer bilden die Mengg und stehen damit am Anfang; wer von beiden

ist denn nun aber wirklich der Klassenbeste?

In solchen F llen ordnen wir nach der Wichtigkeit der drei F cher, die Liste nennt sie
uns schon in der richtigen Reihenfolge. Wir bilden nun einfach aus den drei Zensuren
als Zi ern eine neue Zahl: fr Christa 112, fr Rainer 121.

Wer auf diese Weise innerhalb eideMenge die kleinere Zahl bekommt, der gilt als
besser; Christa ist also Klassenbeste.
Wenn sich dann noch gleiche Zahlen ergeben, so lassen wir hier das Alphabet entschei-

18



3 Ordnung ist das halbe Leben

den.
Auf diese Weise ergibt sich fZg die Reihenfolge

Friedhelm Katz 233
Peter Anders 323
Kurt R sler 323

Alfred Busch 332

Jetzt haben wir die Meng® schon zweimal geordnet, und wir k nnen uns vorstellen,
dass es auch noch andere M glichkeiten des Ordnens gibt. Im Turnunterricht wird sehr
h ug der Gr e nach geordnet.

Manchmal ist es notwendig, eine Klasse nach dem Alter oder der L nge des Schulweges
zu ordnen. "Christa vor Siegfried" k nnte dann - je nachdem, wonach man geordnet
hat - etwa bedeuten:

Christa vor Siegfried ...
- Christa ist besser als Siegfried - Christa ist gr er als Siegfried - Christa ist Iter als
Siegfried - Christa hat’s weiter als Siegfried

Freilich m ssen diese vier S tze nicht gleichzeitig gelten. Christa kann sehr wohl in den
Zensuren besser, dennoch aber viel kleiner als Siegfried sein.

Bei Gleichaltrigkeit oder gleich langem Schulweg muss wieder ein anderes Ordnungs-
prinzip, etwa das Alphabet, herangezogen werden.

Bleiben wir noch beim Turnunterricht: Die Klasse 6a macht ein Kreisspiel und | uft
dabei in einem geschlossenen Kreis auf dem Hof herum. Einer | uft hinter dem anderen
- oder | uft einer vor dem anderen? Peter vor Kurt oder Kurt vor Peter?

Das kann man schlecht entscheiden, auch dann nicht, wenn die beiden in dem Kreis
dichter beieinander laufen. Denn eigentlich | uft doch jeder hinter allen anderen, aber
auch gleichzeitig vor allen anderen.

Auch wenn es dabei sehr ordentlich zugeht - eine geordnete Menge von Sch lern ist
das nicht. Folgende Forderung m ssen wir n mlich stellen: Nimmt man zwei beliebige
Sch ler heraus, so muss genau feststehen, wer von den beiden bei der betre enden
Ordnung vor dem anderen steht!
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’

F lle die drei Felder mit den entsprechenden Namen aus

Hierzu noch ein anderes Beispiel: Auch in unserer Volksarmee m ssen Befehle erteilt und
Befehle ausgef hrt werden. So erh It innerhalb einer Kompanie der Soldat seine Befehle
vom Untero zier, dieser erh It sie vom Leutnant und der wiederum vom Hauptmann,
vom Kompaniechef.

Was aber gesch he, wenn der Hauptmann selbst nun wieder vom Soldaten Befehle
entgegennehmen m sste?

Wie vorhin beim Spiel auf dem Hof h tte sich der Kreis geschlossen, und die Folge wre
ein heilloses Durcheinander, weil nunmehr jeder jedem befehlen k nnte.

Zuweilen kann man unter dem H hnervolk eine gewisse "Ord-
nung" beobachten.

Es kommt vor, dass sich zwischen den H hnern eines Hofes
eine recht stabile Rangordnung nach dem Motto "Wer darf wen
hacken?" herausbildet, die sich zum Beispiel bei der Futtersuche
bemerkbar macht.

Dabei kann es nun aber durchaus passieren, dass sich - wie
vorhin beim Spiel - ein Kreis schlie t: Huliy hackt Huhn

H», dieses hackitl3, Hz hacktH,4 und so weiter; und trotzdem
ndet etwa Hs gar nichts dabei, munter altf, einzuschlagen,
obwohl es doch nach der "Hackreihe" als ein Huhn, dagiyon
gehackt wird, unteH, rangieren m sste.

O enbar ist hier etwas nicht in Ordnung.

Damit sind wir aber eigentlich schon bei einer zweiten Eigenschaft, die alle bisher
besprochenen Ordnungen haben. Sie ist ganz leicht zu verstehen:
Wenn Hans vor Fritz und Fritz vor Ernst, dann auch Hans vor Ernst.
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Von f nf Jungen haben wir vier Bilder. Leider sind die Jungen auf keinem Bild alle
beieinander. Trotzdem kann man die f nf der Gr e nach ordnen.

Diese Eigenschaft wollen wir gleich einmal ausnutzen bei der folgenden Aufgabe:

Susi feiert ihren dreizehnten Geburtstag und hat dazu noch vier Freundinnen eingeladen:
Inge, Helga, Karin und Dagmar.
Beim Ka eetrinken scherzt man miteinander:

(1) Susi: "Komm du erst mal in meine Jahre, Karin"

(2) Inge: "Gib doch nicht so an, Susi. Auch wenn du heute Geburtstag hast, fehlen dir
immer noch einige Wochen bis zu mir, genau soviel wie mir bis zu Dagmar"

(3) Karin: "Ich nde, du kannst eigentlich gar nicht mitreden, Helga. Bei euch ist
Mathematik doch noch ein Kinderspiel"

(4) Helga: "Haha, wenn Inge das gesagt h tte, aber du?"

Wir wollen einmal probieren, ob wir aus diesen vier S tzen die M dchen nach ihrem
Alter ordnen k nnen. Damit wir eine bessere bersicht behalten, k rzen wir den Namen
durch den Anfangsbuchstaben ab, und fr "ist Iter als" schreiben wir das Zeichen
Dem ersten Satz k nnen wir entnehmen, dass Susi lter als Karin ist, also kurz:

1) K

Satz (2) gibt uns gleich zwei solche Kurz-Zeilen:
(2a)l S (2b)D |

Aus Satz (3) k nnen wir erkennen

3K H

Und schlie lich zeigt uns Satz (4)

41 H

Und nun ist es nicht mehr schwer, die fnf M dchen dem Alter nach in die richtige
Reihenfolge zu bringen:

O enbar muss diejenige die lteste sein, die in den f nf Zeilen (1) bis (4) niemals rechts
steht, denn sie hat dann keine Itere vor sich. Das ist Dagmar.
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Sie ist nach (2b) Iter als Inge; nach (4) und (2a) ist Inge lIter als Helga und Susi.
Nach (1) ist Susi lter als Karin, und nach (3) ist Karin wieder Iter als Helga. Im
ganzen also:

D I S K H

Helga ist also die jngste. Und das k nnen wir noch berpr fen: H steht in den f nf
Zeilen (1) bis (4) niemals auf der linken Seite, Helga ist also nicht lIter als irgend eins
der anderen vier M dchen.

Und nun berlege bitte selbst:

a) Welcher der vier S tze von Susi, Karin, Helga und Inge war ber ssig?
b) Wenn Karin nichts gesagt h tte, welche M glichkeiten fr die Altersreihenfolge
h tten dann bestanden?

brigens, wer hat bemerkt, dass wir folgenden Schluss gezogen haben:

"Wenn Dagmar lter als Inge ist und Inge lter als Susi, dann ist Dagmar auch Iter
als Susi?"

Freilich muss man sich gut berlegen, ob man so schlie en darf, denn immer klappt
das nicht.

Beim Fu ball-Toto zum Beispiel kann man damit einen Reinfall erleben. Soll man sich
etwa vor dem Spiel Motor Zwickau gegen Lok Stendal fr einen Tip entscheiden, so
k nnte man m glicherweise denken:

Stendal hat vor zwei Wochen FC Hansa Rostock geschlagen, Rostock hat vor vier Wo-
chen Zwickau geschlagen, also muss auch Stendal gegen Zwickau siegreich bleiben.

Man darf sich nur nicht wundern, wenn Stendal trotzdem verliert, weil hier nicht gilt:

Wenn A vor B und B vor C, so auch A vor C

An der folgenden Aufgabe soll jeder allein ein bisschen
knobeln.

In einem Schachklub wollen die sechs Spieler Schach-
ner, Schachert, Schachtel, Schachbum, Schachmat und

Schachlis versuchen, an einem gem tlichen Abend un-

ter sich ganz zwanglos eine Reihenfolge zu ermitteln.

Dazu soll jeder zwei Partien gegen verschiedene Gegner
spielen, die unter den brigen f nf ausgelost werden.
Nach einiger Zeit hat sich folgender Spielstand erge-
ben:

Schachner schl gt Schachtel und unterliegt Schachlis

Schachtel schl gt Schachbum und unterliegt Schachner
Schachlis schl gt Schachner und unterliegt Schachert

Schachbum schl gt Schachmat und unterliegt Schach-
tel

Wie viele Spiele wurden bisher ausgetragen?
Wie viele fehlen noch?
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Bisher stehen vier Spieler punktgleich. F r eine Zwischenwertung will man die Reihen-
folge von eins bis sechs nach dem Motto "Wer hat wen besiegt" festlegen, also genauso,

wie wir vorhin die M dchen nach dem Alter geordnet haben.
Wer belegt nun die Pltze eins bis sechs? Welches Resultat muss sich beim Rest der

Spiele ergeben, damit diese Reihenfolge best tigt wird?
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4 Kannst du schon z hlen?

Von Menschen, die nicht bis drei z hlen konnten - P rchen ersetzen das Z hlen - Die Mengen
und die Macht. - Von den Zahlen der Fidschiinsulaner - Von B eln, Bohnen,
Bleistiftstrichen: Mengen helfen z hlen - Archimedes und die Sandk rner.

Wer lesen und schreiben kann, der wird ja wohl erst recht z hlen k nnen, nicht wahr?
Sogar die Kleinen, die noch nicht zur Schule gehen, verm gen schon zu z hlen, und
wenn sie auch manchmal mit der Reihenfolge etwas durcheinanderkommen - beim
Abz hlen zum Versteckspiel oder Haschen klappt es gewiss.

1,2, 3,4,5, 6, 7, Meine Mutter, die schneid't R ben, Meine Multter, die schneid’t Speck,
Du musst weg!

Trotzdem ist es bei ihnen mit dem Z hlen noch nicht weit her: Obwohl sie beispielsweise

ihre Murmeln gez hit haben, geben sie auf die Frage, wieviel Murmeln sie besitzen, keine
Antwort.

Statt dessen fangen sie munter wieder an zu z hlen - eins, zwei, drei... Es ist ihnen

also noch nicht vollkommen klar, dass die letzte Zahl, zu der sie beim Z hlen gelangen,

angibt, wieviel Elemente die gez hlte Menge enth It.
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Sie haben nur die Folge der Zahlw rter auswendig gelernt, weil sie sie von den Erwach-
senen und Iteren Spielkameraden immer wieder geh rt haben. Ihre volle Bedeutung
aber ist ihnen noch nicht bewusst. Ja, es dauert mehrere Jahre, bis ein Kind die Zahlen
wirklich beherrschen gelernt hat, und das hat bei uns allen so lange gedauert.

Dabei begegnet es ihnen fr hzeitig und berall:

Es hrt, dass um zw If Uhr gegessen wird, dass es schon wieder um zwei Zentimeter
gewachsen ist. Die sechs Br tchen fr Mutti kosten drei ig Pfennig.

Das Kind wei, dass es vier Jahre alt ist und sein Haus die Nummer siebzehn tr gt -
berall Zahlen. Und wenn es ein Kind nicht fertigbringt, die bereits vorhandenen Zahlen
m helos von den “lteren zu bernehmen und richtig zu verwenden, dann kann man
schon daraus schlie en, wie schwierig es fr die Menschen gewesen ist, sich die Zahlen
erst einmal zu scha en!

Ein einzelner hat sie gewiss nicht entdeckt. Erst in Jahrtausenden schuf sich die Mensch-
heit in den Zahlen ein Hilfsmittel, um Mengen auf die Anzahl ihrer Elemente hin zu
vergleichen oder zu ordnen.

Dabei wurden die Bezeichnungen - Zahlw rter und Zahlschrift - immer mehr vervoll-
kommnet, ebenso das Rechnen. Wie diese Entwicklung vor sich gegangen ist, k nnen
wir nur vermuten oder folgern aus Verh Itnissen, die Forscher bei V lkerst mmen in
Afrika, S damerika oder in der S dsee vorgefunden haben - V Ikerst mmen, die vor
kurzer Zeit noch auf einer Entwicklungsstufe standen, die der unserer Vorfahren vor
5000 bis 10000 Jahren entspricht.

1 - pogik 2 —krd-pd 3,4,5,...
(Finger) (Doppel- — uruhu
finger) (viel)

Zahlbezeichnungen der Krekmun

Ein solcher Volksstamm sind die Krekmun in S dostbrasilien, die von den portugie-
sischen Eroberern wegen der dicken Holzp cke in Lippen und Ohren ver chtlich als
"Fasssp nder", als "Botokuden", bezeichnet wurden.

Sie besa en nur Zahlw rter fr 1 und 2, alles, was dar ber hinausging, war "viel". Auch
einige S dseest mme "konnten nicht bis drei z hlen".

Bei einigen anderen reichte die Folge der nat rlichen Zahlen bis 6, aber alles dar ber
war auch hier "viel". Oft fasste man sich beim Nennen des unbestimmten Zahlwortes
"viel" in die Haare, um anzudeuten, dass es sich um eine so "unz hlbare" Menge wie
die Menge der Haare auf dem Kopf handelte.

Freilich darf man nun nicht denken, dass es Menschen, deren Zahlenfolge derart be-
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grenzt ist, nicht m glich sei, Mengen mit mehr als zwei oder sechs Elementen in ihrer
Anzahl zu vergleichen und bei solchen Mengen das Fehlen eines Elementes festzustellen.
So berichtet ein Forscher von den Abiponern, einem heute durch das r cksichtslose
Vorgehen der europ ischen Eroberer fast ausgerotteten Indianerstamm auf dem Gebiet
Nordargentiniens, folgendes: Wenn die Abiponer zur Jagd ausritten und sich dabei nach
den Hunden umsahen, so bemerkten sie das Fehlen eines einzigen Hundes sogleich und
riefen ihn, obwohl es sich um eine sehr gro e Meute handelte.

Bemerkenswert ist auch, dass Kinder, die noch nicht z hlen k nnen, oft besser sch tzen
als Erwachsene oder Itere Kinder: Von zwei Mengen, die nahezu die gleiche Anzahl
Elemente enthalten, nden sie die mit der gr eren Anzahl heraus und irren sich dabei
nur selten.

Sch tze, ob es mehr blaue oder mehr rote Kreise sind!

Allzugro darf die Elementanzahl allerdings nicht werden. Aber auch in solchen F llen
ist es m glich, zwei Mengen ohne Z hlen hinsichtlich der Anzahl ihrer Elemente zu
vergleichen, und das sogar mit absoluter Sicherheit! Wie man das tut, machen wir uns
am besten an einem Perlenspiel klar, bei dem man auf einem Karton mit L chern Perlen
zu sch nen Mustern anordnet.

Wollen wir zum Beispiel die Frage beantworten, ob die Zahl der L cher gr er ist als
die Zahl der roten Perlen, so wre es gewiss tricht, beide Mengen zu z hlen und dann
die gewonnenen Zahlen zu vergleichen.

Statt dessen setzen wir einfach auf jedes Loch eine rote Perle. Behalten wir, nachdem
alle L cher besetzt sind, noch Perlen brig, so sind o enbar mehr rote Perlen als L cher
da.

Sind dagegen die Perlen aufgebraucht, bevor alle L cher besetzt sind, ist es umgekehrt.
Wenn aber keines von beiden zutri t, vielmehr gerade fr jedes Loch eine rote Perle
und fr jede rote Perle ein Loch da ist, so enthalten die Menge der L cher und die
Menge der roten Perlen die gleiche Anzahl von Elementen.

Auf diese Weise kann man zwei Mendén und M, immer hinsichtlich der Anzahl

ihrer Elemente vergleichen: Man versucht, jedem Element der einen Menge ein einziges
Element der anderen Menge hinzuzugesellen und umgekehrt - zu jedem Loch eine rote
Perle und zu jeder roten Perle ein Loch.

Meist kann man diese Zuordnung der Elemente zueinander nur in Gedanken vornehmen
und nicht so greifbar wie bei den Perlen. Bleiben nun dabei von keiner der beiden
Mengen Elemente brig, so nennt man die Mengen "gleichm chtig" und schvkibt

M>; beide haben die gleiche Anzahl Elemente.
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So bersieht man meist sehr schnell, ob in einem Autobus oder in einem Eisenbahnabteil
die MengeS der Sitzpl tze und die Meng€ der Fahrg ste gleichm chtig sind oder
welche Menge von gr erer M chtigkeit ist, die gr ere Elementanzahl hat.

Was ist den oben gezeichneten Mengen von Kindern, Krben, Pilzen und V geln und
allen mit diesen gleichm chtigen Mengen gemeinsam?

Nur die Anzahl der Elemente, und die nennen wir hier 3. Ebenso ist die Zahl 5 das,
was allen Mengen gemeinsam ist, die der hier dargestellten Menge von B umen gleich-
m chtig sind - wie verschieden sie auch sonst sein m gen.

Entsprechendes trit fr jede der Zahlen 1, 2, 3, 4, .... zu. Man gelangt zu den nat rli-

chen Zahlen, wie man diese Zahlen zum Unterschied beispielsweise zu den gebrochenen
Zahlen wie%1 = 0;25 nennt, wenn man bei Mengen von all ihren Verschiedenheiten ab-
sieht und nur die Gleichm chtigkeit beachtet.

Darum kann man auch mit den natrli-
chen Zahlen alle Mengen "z hlen", Murmelin
ebenso wie H user, Kinder, Kuchenst ck-
chen oder Tage. Dass man das kann, wird
uns sicherlich ganz selbstverst ndlich vor-
kommen.

Ts ... Menge der Tortenst cke
.. Menge der Kinder

.. Menge der Tassen

.. Menge der Untertassen
.. Menge der L el

.. Menge der Zuckerdosen

NFCHX
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Wie kann man am bequemsten feststellen, ob Gleichm chtigkeit besteht?
Ts K? K T? T U? Uu L? L z?

Trotzdem ist das eine wichtige Erkenntnis auf dem Wege zu den Zahlen, wie wir sie
heute kennen, zu der die Menschheit aber erst allm hlich gelangte.

In der Fr hzeit der Zahlenentwicklung gibt es noch gar keine Zahlw rter, die verschiede-

ne Anzahl ist mit den gez hlten Dingen fest verbunden, gewisserma en eine Eigenschaft
dieser Dinge.

So sagen zum Beispiel die Fidschiinsulaner bola fr 10 K hne, fr 10 Kokosn sse aber
koro. Erst allm hlich machten sich die Zahlw rter selbst ndig, und wie langsam das vor
sich ging, erkennt man unter anderem daran, dass es in der Sprache von Ureinwohnern
Westkanadas sieben verschiedene Reihen von Zahlw rtern gibt.

Sie werden gebraucht, je nachdem, ob es sich bei den zu z hlenden Dingen um a-
che Gegenst nde, runde Gegenst nde, | ngliche Gegenst nde, sonstige unbestimmte
Gegenst nde, Menschen, Boote oder Ma e handelt.

Es war schon ein langer Weg bis zu unseren Zahlen, mit denen wir alles z hlen!

Besonders wichtig fr den, der noch nicht sicher mit den Zahlen umgehen kann und
keine rechte Vorstellung von ihrer Gr e hat, ist die Benutzung von Hilfsmengen fr
die Mengen, deren Elementanzahl eigentlich bestimmt werden soll.

So erz hlt ein Forscher von einem afrikanischen H uptling, den die Kolonialherren zur
Ablieferung von 20 B eln verurteilt hatten. Als jemand ber die H he dieser Strafe
erstaunt war, fragte der H uptling: "Ist das denn soviel?"

Dann z hlte er sich 20 Ka eebohnen ab, fr jeden abzugebenden B el eine. Als er
diese Hilfsmenge fr die ihr gleichm chtige Menge der B el vor sich sah, wurde ihm
die Gr e des Verlustes erst richtig bewusst, und er war entsetzt ber die Schwere der
Strafe.
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Eine Hilfsmenge, die dem Menschen seit jeher fr solche Zwecke zur Verf gung ge-

standen hat, wird von seinen Fingern gebildet. Jeder von uns hat seine Finger schon
zu Hilfe genommen - beispielsweise, wenn er berlegt, wieviel Klassenkameraden am
Ferienlager teiinehmen werden: Heinz, Gisela, ...:

Jedesmal, wenn einem ein neuer Name einf llt, biegt man einen Finger zur Seite. Und
statt die Mitsch ler zu z hlen, z hlt man nachher einfach die anzeigenden Finger!

Und wenn man die entsprechende Anzahl Finger in die H he hlt und sagt: "Soviel
von uns fahren ins Ferienlager”, dann versteht das auch jemand, der gar keine Zahlen
kennt.

Einem Ausl nder, mit dem man sich sprachlich nicht verst ndigen kann, teilt man so
mit, wieviel Stationen er noch bis zu seinem Reiseziel fahren muss.

In vielen Sprachen h ngen die Namen fr die Zahlen deshalb auch eng mit den Fin-
gerbezeichnungen zusammen. "Drei" heit zum Beispiel bei den s damerikanischen
Kamayura "Gipfel nger"”, drei B ume sind also "Gipfel nger B ume".

Mit den Zahlw rtern der Krekmun war es ja hnlich.

3 20+10+5+3=78

Die Finger hei en lateinisch "digiti", und im Mittelalter nannte man so auch die Zahlen
bis zehn. Im Englischen hei en die Einer heute noch "digits", und ein gro er Teil der
Rechenmaschinen, die sogenannten Zi ernrechenmaschinen, tr gt den Namen Digital-
rechner.

Freilich, sowie man ber 10 hinausgeht, kommt man mit den Fingern eines Menschen
nicht mehr aus, andere m ssen helfen. Man kann auch die Zehen zu Hilfe nehmen -
kein Problem, wenn man barfu geht. "Ein Mensch", das wre dann die Zahl 20. Auf
Irian heit die Zahl 78: "Drei Menschen sterbe® 20 = 60), zwei H nde gehen zu
Ende @ 5=10), ein Fu geht zu Ende (5) und 3".

Wenn uns auch die Finger als Hilfsmenge berall zur Verf gung stehen, ist ihre An-
wendung doch nicht immer zweckm ig.

Stellen wir uns nur einmal vor, der Kellner in einem Lokal w rde fr jedes Glas Bier,
das er an einen Tisch bringt, einen Finger umbiegen! Er k nnte sehr bald kein Tablett
mehr tragen.
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Deshalb macht er es auch anders: Er macht Striche auf einen Bier Iz, und wenn die

Zeche zu begleichen ist, werden einfach diese Striche gez hlt. Der besseren bersicht
halber setzt man nun diese Striche meist nicht einfach nebeneinander, sondern durch
vier Striche wird der f nfte quer gezogen, es wird geb ndelt.

Doppelkerbholz aus Finnland

In dieser Weise haben die Menschen schon sehr fr h Zahlen festgehalten, allerdings
nicht mit Bleistiftstrichen auf Papier, sondern durch Kerben, die in Holz geschnitten
wurden.

Schon vor vielen Jahrhunderten gab es Kerbh Izer, besonders in Form der aus "Stock"
und "Einsatz" bestehenden Doppelh lzer fr Kufer und Verk ufer, Gl ubiger und
Schuldner. Die Kerbe wurde ber beide Teile geschnitten, und jeder Partner behielt
dann einen Teil.

Bei der endg Itigen Abrechnung wurden beide Teile zusammengelegt, und auf diese
einfache Weise war ohne schriftlichen Vertrag jeder Betrug ausgeschlossen.

So mag die Redensart "er hat etwas auf dem Kerbholz" entstanden sein. In abgelegenen
Alpent lern der Schweiz sind Kerbh Izer bis heute blich, beispielsweise,um die Milch-
menge festzuhalten, die die einzelnen Bauern zur genossenschatftlichen K seerzeugung
auf der Alm beigesteuert haben.

Zwei Kerbholzarten aus der Schweiz, links ein "Milchstab", rechts sogenannte "Alpbeile", auf
denen die "Kuhrechte", die die einzelnen Bauern auf der Alp haben, vermerkt sind

Bis in das 19. Jahrhundert hinein war eine Art Kerbh Izer in England sogar amtlich,
denn auf ihnen kerbte das englische Schatzamt die von den B rgern gezahlten und
geschuldeten Steuern ein.

Bambus fr gep ckte Kokosn sse

= Einfacher Z histock und Z histock aus aufgeschlitztem
j e 9
Kerbh Izer des englischen Schatzamtes
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Allerdings handelte es sich bei all diesen Kerbh Izern schon um etwas mehr als nur um
die Darstellung von Hilfsmengen durch Kerben.

Es wurden n mlich verschiedene Arten von Kerben verwandt, gr ere und besonders
geformte Kerben traten an die Stelle von mehreren kleinen Kerben, so etwa, als w rde
der Kellner auf dem Bier Iz anstelle von f nf Einzelstrichen ein besonderes Zeichen
- etwa ein Dreieck - und anstelle von zehn Einzelstrichen wieder ein anderes Zeichen
malen.

Hier haben wir es mit einer Art Zahlenschrift zu tun!

Die hochzivilisierten indianischen Ureinwohner von Peru, die Inkas, stellten Zahlen durch
Knotenschn re, sogenannte Quipus, dar. Auch hier waren die einzelnen Knoten mehr

als die Elemente einer Hilfsmenge, denn je nach der Stelle, an der sie sich befanden,
und nach ihrer Form hatten sie einen ganz verschiedenen Wert.

Auch das ist also eine besondere "Zahlschrift", genau wie Knoten, die die M ller in ei-
nigen kleinen M hlen in Baden noch bis in unser Jahrhundert hinein benutzten, um die
Menge des Mehls im Sack zu kennzeichnen; dazu nahmen sie einfach die Sackschnur.

Eine besondere Art, Zahlen darzustellen, ohne dass man dabei eigentlich Zi ern benutz-
te, waren die schon im Altertum anzutre enden und noch im Mittelalter in verschiedener
Form benutzten "Fingerzahlen".

Dabei wurde nicht etwa 1 durch einen erhobenen Finger, 2 durch zwei erhobene Finger
und so weiter dargestellt.

Das wre ja nichts anderes als die uns schon bekannte Verwendung der Finger als
Hilfsmenge zum Z hlen, und au erdem wre man damit nicht weit gekommen.

Bei den Fingerzahlen aber konnte man mit beiden H nden alle nat rlichen Zahlen bis
9999 darstellen - die Einer mit Klein nger, Ring nger und Mittel nger, die Zehner mit
Zeige nger und Daumen der linken Hand, die Hunderter mit Daumen und Zeige nger,
die Tausender mit Mittel-, Ring- und Klein nger der rechten.

Und wenn man auch noch die Lage der H nde am Krper mit beachtete, konnte man
sogar noch weiter kommen, in der abgebildeten Tafel (auf Seite 22) aus dem Jahre
1727 bis zu einer Million.

Ist denn 1000000 nun aber die gr te aller nat rlichen Zahlen?

Gewiss nicht, denn wir brauchen ja nur um 1 weiterzugehen, dann erhalten wir eine
noch gr ere natrliche Zahl, n mlich 1000001. Und so |sst sich berhaupt keine

gr te natrliche Zahl angeben, denn wenn wir glauben, wir h tten die gr te - einen
Schritt weiter nden wir noch eine gr ere!

Es gibt also keine gr te nat rliche Zahl, auch wenn die Menschen fr her irgendwann
Schluss machen mussten, weil sie nicht weiterz hlen konnten oder ihre Art, die Zahlen
darzustellen, keine gr eren Zahlen zulie .

F r die Krekmun war ja die Folge der nat rlichen Zahlen schon mit 2 zu Ende, f r andere

V lker mit 6, und auch die Griechen, die doch in der Mathematik so Gro es geleistet
haben, hatten eine so ungeschickte Zahlschrift, dass sie nur einen sehr begrenzten Teil
der nat rlichen Zahlen darzustellen vermochten.
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=

Sie benutzten fr das Schreiben der Zahlen die Buchstaben ihres Alphabets. Die Ab-
bildung zeigt Zahlzeichen, wie die Griechen sie anfangs verwendeten.
Nur die Zeichen fr 90 und fr 900 sind dabei keine Buchstaben.

Die gr te Zahl, die man auf diese Weise darstellen kann, ist 9999999, und 10000 war
die gr te Zahl, fr die sie noch eine besondere Bezeichnung, n mlich "Myrios" hatten.
Auch heute benutzt man manchmal noch ein davon abgeleitetes Wort, um sehr gro e
Zahlen anzudeuten, sagt also etwa "Myriaden Sterne stehen am Himmel".

Archimedes aber, der gr te Mathematiker und Naturforscher des Altertums, der im
dritten Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung in Syrakus, einer Stadt auf der Insel
Sizilien,lebte, zeigte seinen Landsleuten, wie man zu immer gr eren Zahlen gelangen
und diese auch bezeichnen kann.

Er stellte dazu die berlegung an, wieviel Sandk rner wohl n tig wren, um das ganze
Weltall auszuf llen. Der Sand dient uns ja auch heute noch oft als Sinnbild fr gro e
Zahlen, so wenn wir sagen “"zahllos wie der Sand am Meer", obwohl die Zahl der
Sandk rner gewiss begrenzt ist.

Archimedes rechnete mit sehr feinem Sand, eigentlich mehr mit Staub, denn er nahm
an, dass eine Myriade Sandkrner erst ein Mohnkorn ausf llen und dass von diesen
Mohnk rnern vierzig nebeneinandergelegt erst eine "Fingerbreite" ergeben.

Es soll uns hier nicht interessieren, dass Archimedes meinte, das ganze Weltall sei eine
Kugel, deren Radius eine Myriade mal so gro wre wie der Abstand der Erde von
der Sonne, und dass er dann auch diesen Abstand nur auf ein Zehntel seines wahren
Wertes sch tzte. Wie wir heute wissen, ist es von der Erde zum n chsten Fixstern schon
ungef hr dreihundertmal so weit, wie Archimedes f r den Radius des gesamten Weltalls
annahm.

Aber Archimedes hatte ja auch diese Rechnung viel weniger angestellt, weil ihn wirklich
die Zahl der Sandk rner interessierte, als vielmehr, um neue Zahlen zu benennen und
darzulegen, wie man zu immer gr eren Zahlen gelangen kann.

Das sieht man am deutlichsten daraus, dass die von ihm ermittelte Zahl der Sandk r-
ner in unserer Schreibweise "nur" eine 1 mit 57 Nullen ist, die gr te Zahl aber, zu
der er bei seinen berlegungen gelangt und die er noch bezeichnen kann, eine 1 mit
800000000000000000 Nullen - ein unvorstellbarer Zahlenriese!

Versuchen wir einmal auszurechnen, wie lange wir brauchen w rden, um diese Zahl in
Zi ern hinzuschreiben!
Wenn wir sehr schnell schreiben, scha en wir zwei Zi ern in einer Sekunde, in einer
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Minute also 120 Ziern, in einer Stunde 7200 Zi ern. Wenn wir an jedem Tag acht
Stunden schreiben w rden, brauchten wir, um die ganze Zahl darzustellen, mehr Jahre,
als vermutlich seit der Zeit vergangen sind, da die Kruste unseres Erdballs zu erstarren
begann!

Und wenn wir einmal annehmen, dass alle gegenw rtig auf der Erde lebenden Menschen
- S uglinge wie Greise - nichts weiter t ten, als beim Schreiben dieser Zahl mitzuhelfen,
so w rden sie dazu immer noch insgesamt | nger als ein Jahr ben tigen.

Wer Spa am Rechnen hat, berlegt, wieviel Bibliotheken die Zahl von Archimedes
fllen w rde, wenn man annimmt, dass jede Bibliothek 100000 B cher umfasst, jedes
dieser B cher 500 Seiten hat, auf jeder Seite 40 Zeilen und auf jeder Zeile 50 Ziern
stehen.

Wenn wir dann staunend vor dem Ergebnis sitzen, wollen wir daran denken, dass es
noch viel gr ere nat rliche Zahlen gibt!
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Von Figuren, die man in einem Zuge zeichnen kann und solchen, bei denen man das nicht
kann - W scheleine und Seemannsknoten - Von Schlingen beim Stricken, H keln und
anderswo - Eulers Spaziergang ber sieben Br cken und Hamiltons Reisen auf einem

Dodekaeder - Ein lebensgef hrliches Labyrinth.

Diesem bescheidenen H uschen, Figur 1, sieht man es
nicht an, dass es ein ganz besonderer Vertreter seiner
Art ist:

(2]
Es ist n mlich uralt, sozusagen historisch. Ganze Ge-
nerationen unserer Vorfahren haben es - nein, nicht
(1] bewohnt, gezeichnet!
w . Es hat n mlich eine Bewandtnis mit ihm: Man muss es,
: .
e N,
)4

ohne abzusetzen, ohne eine Linie doppelt zu ziehen, in
A einem Zuge fertigstellen. Nur an zwei Punkten kann
3 / man den Bleistift ansetzen, wenn es klappen soll, und
hat man mit einem von beiden angefangen, so wird der
i andere zum Endpunkt.
" Wir sollten das auch einmal versuchen.

Ebenso steht es mit der Figur 2. Man muss schon ein
Weilchen probieren, bis man die Punkte gefunden hat,
die Anfangs- und Endpunkt sind!

Versuchen wir das gleiche einmal bei den Figuren 3, 4, 5, die anderer Art sind. Wir
berdecken dazu die Zeichnung mit einem Bogen Transparentpapier und k nnen nun
nach Herzenslust malen. Mit ein bisschen Aufpassen muss es bei diesen Figuren ei-
gentlich immer klappen - gleichg Itig, an welcher Stelle man mit dem Nachzeichnen
anf ngt; an der gleichen Stelle muss man dann brigens auch wieder aufh ren.

Bei der Figur 5 ist es wegen der vielen Linien und Eckpunkte nur etwas schwierig, die
bersicht zu behalten.

Bei Figur 6 aber werden wir vergeblich nach einer M glichkeit suchen, sie in einem
Zuge nachzuziehen. Woran liegt das?
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berlegen wir einmal, was unbedingt ntig ist, wenn wir eine Figur in einem Zuge
durchlaufen und keine Linie doppelt begehen wollen: Von jedem Punkt, zu dem wir
irgendwie hingekommen sind, m ssen wir auf anderem Wege wieder wegkommen.

In jedem Punkt m ssen also zwei Wege zusammentre en: einer hin, einer weg; oder
vier Wege: zwei hin, zwei weg; oder sechs Wege ... kurz: Die Anzahl der Wege, die
in einem Punkt zusammentre en, muss immer gerade sein. Und wenn das der Fall ist,
dann ist die Figur auch ganz leicht nachzuzeichnen, und der Linienzug | uft in sich

selbst zur ck - so, wie wir es bei den Figuren 3, 4, 5 gesehen haben.

e 0
o

Nun kann man aber auch an einer anderen Stelle mit dem Zeichnen enden - wie bei-
spielsweise bei den Figuren 1 und 2!

Dann geht man vom Anfangspunkt einmal fter weg,als man hingekommen ist, und
der Endpunkt hat auch einen zus tzlichen Weg, der zu ihm hinf hrt, ohne dass man
wieder weggeht. Also kann man auch Figuren in einem Zuge zeichnen, die zwei Punkte
mit einer ungeraden Anzahl von Wegen besitzen - keinen mehr und auch nicht etwa

nur einen. Schlie lich kann man ja nur an einer einzigen Stelle anfangen und an einer
aufh ren.

Sehen wir uns einmal die Figuren 1 und 2 daraufhin genau an und z hlen fr alle
Eckpunkte die Wege, die von ihnen ausgehen! Von den anderen Punkten der Figur
gehen ja sowieso immer zwei Wege aus. Jetzt erkennen wir auch, warum die Figur 6
sich so hartn ckig unseren Bem hungen widersetzte: Sie hat vier Punkte, von denen
eine ungerade Anzahl von Linien ausgeht, n mlich jeweils drei; also brauchen wir uns
gar keine M he mehr mit ihr zu geben!
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Bevor wir nun mit dem Nachzeichnen in einem Zuge bei den Figuren 7 bis 14 beginnen,
schauen wir sie uns sorgf Itig an! Bei welchen ist der Anfang beliebig? Welche haben
zwei ganz bestimmte Anfangs- und Endpunkte, und bei welchen klappt es auf keinen
Fall?

Mit einer ganz hnlichen Frage hat es brigens Rainer zu tun, der seiner Mutter oftmals
beim Aufh ngen der W sche hilft. Er steht mit einer W scheleine vor vier Pf hlen und
versucht vergeblich, die Leine so zu ziehen, das alle m glichen Verbindungen hergestellt
werden - es soll ja m glichst viel W sche Platz nden - und die Leine nirgends doppelt

h ngt.

Als es noch fnf Pf hle waren, gelang ihm das immer
auf Anhieb; aber jetzt ist der eine Pfahl, der schon lan-
ge morsch war, abgebrochen. Wer kann inm helfen?

Die W scheleine f hrt uns gleich auf ein weiteres Pro-
blem: Ist Rainer am Endpfahl angekommen, so muss
er die Leine befestigen - haltbar und doch wieder leicht
| sbar zugleich. Manchmal - bei "kleiner W sche" - hat
er nicht alle Linienz ge gespannt, und die Leine ist noch
nicht zu Ende. Rainer hat also zum Festmachen keines
der beiden Leinenenden zur Verf gung:

Das eine hngt am Anfangspfahl, das andere ist
noch im Leinenwickel. Dadurch ist hier das Befestigen
schwieriger als beim Verschn ren eines Pakets, wo man
ja ein Ende frei hat.

Damit wir besser verstehen, wie sich Rainer hilft, nehmen wir selbst einen "Pfahl" und
eine "W scheleine" - vielleicht einen Hammerstiel und einen nicht zu d nnen Bindfaden
-, und dann wollen wir es gemeinsam probieren:

f “\ Yy
L & d
“:\( Lr

Zuerst legen wir Schlingen, wie sie die Abbildung a zeigt. Dass eine einzige solche
Schlinge die W scheleine nicht am Pfahl festzuhalten vermag, k nnen wir uns denken,
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und so legen wir gleich noch eine zweite daneben. Dabei beachten wir aber, dass die
beiden Schlingen nicht vollkommen bereinstimmen:
Links liegt das Eingangsst ck unten, rechts oben.

Weil beim Festmachen der W scheleine die beiden Schlingen bereinander um den Pfahl
herumgehen m ssen, schieben wir sie jetzt bereinander - Kreuzung ber Kreuzung
- und streifen sie ber den Pfahl. Aber gleichg ltig, ob wir die linke ber die rechte
Schlinge legen oder umgekehtrt - es gibt keinen festen Halt. Klappen wir beide Schlingen
um 90 Grad nach hinten, so dass jetzt die u eren R nder hinten liegen, und streifen sie
dann ber den Pfahl, haben wir schon eine gr ere Festigkeit erreicht; fr die W sche

d rfte es allerdings kaum ausreichen.

777,

berleg einmal, wie man diese P ckchen mit einem einzigen St ck Bindfaden verschn ren
kann, ohne dass dieser irgendwo doppelt liegt. Probier es selbst aus!

Versuchen wir es nun mit zwei einander gleichen Schlingen (b) und schieben die linke
ber die rechte, so dass Eingangs- und Ausgangsst ck innen zu liegen kommen. Streifen
wir diese Doppelschlinge ber den Pfahl und ziehen an, so erhalten wir in beiden

Zugrichtungen eine solche Festigkeit, dass wir keine Angst um die W sche zu haben
brauchen.

i &

Slipstek, zwei halbe Schl ge, Zimmermannstek, Kreuzknoten

v

Der Seemann nennt diese Doppelschlinge Webeleinenstek und vert ut auf diese Weise
Schi e am Ufer, indem er die beiden Schlingen nacheinander um einen Poller wirft.
Auch beim W schepfahl wird man ja nicht die beiden Schlingen vorher legen und dann
berstreifen, sondern sie einzeln und nacheinander um den Pfahl herumlegen.
Probieren wir einmal, wie man das machen muss, und berzeugen wir uns auch davon,
dass sich der Webeleinenstek leicht wieder | sen | sst!

Der Webeleinenstek ist nur einer von vielen Seemannsknoten. Derartige Knoten sind
auch fr den Bergsteiger wichtig. In der Mathematik hei en sie allerdings nicht Knoten,
sondern Verschlingungen, denn der Mathematiker spricht von Knoten nur dann, wenn
es sich um einen geschlossenen Faden handelt.

37



5 In einem Zuge

\ 0 N
? ¢ (8 ﬁ ﬂgﬁ-iﬁuﬂﬂ JQU(%Q '__?.)QUQL@._
0 D s Y ORI

| ariara i ARt

LAY S
| AR el

STHOHAFOHOAY L),
UL AR SRR

links: Fadenf hrung beim H keln
rechts: Durch das Abwechseln rechter und linker Maschen beim Stricken entstehen
verschiedene Muster

Besonders verwickelt ist die Fadenf hrung beim H keln und Stricken. Das H keln be-
ginnt mit einer Schlinge am Fadenende, und mit dem H kelhaken wird dann durch
diese Schlinge eine Masche herausgezogen - zum Unterschied von der Schlinge hat eine
Masche keine berkreuzung -, so dass eine neue Schlinge entsteht,

und so geht das immer weiter. Solange das Ende noch nicht befestigt ist, braucht man
nur an dem Faden zu ziehen, und das ganze Kunstwerk | st sich in Wohlgefallen auf.

Beim Stricken sieht die Fadenf hrung etwas komplizierter aus als beim H keln. Ver-
h ltnism ig einfach ist allerdings noch das Stricken mit dem "Strickliesel". Hier halten
die Stifte am Rand die Maschen fest, durch die dann mit der Stricknadel die neuen
Maschen gezogen werden.

Beim blichen Stricken wird das Festhalten der Maschen auch mit einer Nadel besorgt,
entweder mit einer zweiten oder - bei der Rundstricknadel - mit dem anderen Ende
derselben Nadel, mit der die neuen Maschen erzeugt werden. Grundlage jeder Stricke-
rei bilden zwei Arten von Maschen - rechte und linke -, durch deren Abwandlung und
Abwechslung die verschiedenen Muster zustande kommen.

Auch beim Stricken zerstrt ein Zug an dem noch nicht befestigten Strickfaden die
ganze Arbeit; das ist ein wesentlicher Unterschied zu den Verschlingungen, die wir ge-
w hnlich Knoten nennen. An einem wirklich verknoteten Schn rsenkel kann man so
lange ziehen, wie man will - die Verschlingung wird h chstens fester, und schlie lich
rei t der Schn rsenkel, aber beseitigen kann man sie auf diese Weise nicht.

Deshalb ist es auch umgekehrt nicht m glich, in eine Schnur eine Verschlingung hin-
einzubringen, ohne mindestens eines der beiden Enden einmal loszulassen - es sei denn,
man wendet einen kleinen Kunstgri an: Man kann diese Verschlingung n mlich vorher

"in die Arme" hineinbringen, indem man sie verschr nkt.

Fasst man dann die Enden des Bindfadens und zieht die H nde jetzt auseinander, dann
wandert die Verschlingung gewisserma en aus den Armen in die Schnur.
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Schauen wir uns nun die beiden "Herzblattschlingen" an: Die eine ist das Spiegelbild
der anderen. Wir stellen uns aus dicker Schnur zwei solche Schlingen her und versuchen
dann einmal, ob es uns gelingt, eine Schlinge so zu ver ndern, dass sie genau wie die
andere verl uft.

Wir d rfen aber die Schnur nicht zerschneiden!

Solch eine Herzblattschlinge stellt eine einzige geschlossene Kurve dar. Nun kann man
aber auch verschiedene geschlossene Kurven ineinander verschlingen, wie das an den
drei farbigen Kreisen zu sehen ist. Dabei ist kein Paar von ihnen verschlungen:

Wenn man einen Kreis zerschneidet, hat man alle Schn re voneinander getrennt.

Schauen wir uns auch einmal an, wie die Olympiaringe, die die f nf bewohnten Erdteile
symbolisieren sollen, miteinander verbunden sind!

Und nun berlegen wir, wie sich f nf geschlossene Kurven so verschlingen lassen, dass
die ganze Kette in f nf getrennte Teile zerf llt, wenn man eine Kurve zerschneidet,
gleichg ltig welche. Mit Kreisen gelingt das freilich nicht!

Alle die Fragestellungen, die wir uns jetzt vorgelegt haben, geh ren in ein besonderes
Gebiet der Geometrie, in die Topologie. In der Topologie kommt es nicht darauf an,
wie lang die einzelnen Gebilde sind oder welchen Fl cheninhalt sie umschlie en.

Die Unterscheidung gerader und krummer Linien spielt ebensowenig eine Rolle wie die
Gr e von Winkeln.

Es geht hier um solche Eigenschaften geometrischer Gebilde, die erhalten bleiben, wenn
man das Gebilde beliebig verzerrt, sofern man nur nicht den Zusammenhang zerst rt,
also zum Beispiel nicht etwa berkreuzungen von Linien beseitigt oder hinzuf gt, so
dass vorher benachbarte Punkte jetzt nicht mehr benachbart sind oder umgekehrt.

'\f %\ B s
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Eines der lItesten topologischen Probleme ist mit dem Namen des Schweizer Mathe-
matikers Leonhard Euler verkn pft, der von 1725 bis 1741 und von 1766 bis 1783 an
der Akademie der Wissenschaften in Petersburg, dem heutigen Leningrad, wirkte.

Es ist unter dem Namen "K nigsberger Br ckenproblem” bekannt geworden, weil es

von den Br cken in K nigsberg, dem heutigen Kaliningrad, handelt.
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5 In einem Zuge

Zu Eulers Zeiten gab es ber die beiden Arme des Pregels die Br cken 1 bis 7, von
denen f nf auf eine Insel I, den Kneiphof, f hrten. Ist es nun m glich, einen Spaziergang

S0 einzurichten, dass man jede Br cke genau einmal berschreitet, also keine ausl sst
und auch keine mehrmals berquert?

Ganz o ensichtlich kommt es fr die Beantwortung dieser Frage nicht auf die genaue
Lage der Br cken an - man braucht also daf r nicht etwa eine Landkarte oder einen
Stadtplan. Ja, man kann sogar die Insel |, den zwischen den beiden Flussarmen gelege-
nen Landteil Z sowie die beiden Ufer A und B durch Punkte ersetzen und die Br cken
durch Strecken, die diese Punkte verbinden.

Auf diese Weise ist ein sogenannter "Graph" entstanden, und das K nigsberger Br cken-
problem ist gleichwertig mit der Frage, ob es m glich ist, diesen Graph in einem Zuge
zu durchlaufen. Wie man das entscheiden kann, haben wir aber schon gesehen.

Wir k nnen nun selbst berlegen, warum ein solcher Spaziergang ber die K nigsberger
Br cken nicht m glich war. Versuchen wir einmal, folgende Fragen zu beantworten:

1. Ist der Spaziergang m glich, wenn die Br cke 7 als einzige mehrmals berschritten
werden darf?
2. Wie muss man laufen, wenn der Spaziergangfhabieéginnen und enden soll, keine
Br cke ausgelassen und m glichst wenige doppelt begangen werden sollen?
3. Ist der Spaziergang vielleicht m glich, wenn man die sp ter gebaute Eisenbahnbr cke
8, die A mit B verbindet, ebenfalls benutzen darf?

Das ist der Plan eines Werkgel ndes mit dem Hof
H, den HallerH, H,, H3 und dem Verwaltungs-
geb ude V, in das die PfrtnerlogeP eingebaut
ist. Der Betriebsschutz will auf seinem "Nachtrund-
gang" alle Tore und T ren nur "einmal durchschrei-
ten und sie danach sofort verschlie en. Selbstver-
st ndlich soll der Gang if® enden, und das Ver-
schlie en vorP vor dem Rundgang wird nicht mit-
gerechnet.

Ist ein solcher Gang m glich? Wo m sste er begin-
nen, und auf welchem Wege k nnte er erfolgen?

Euler hat seinerzeit das Br ckenproblem dadurch verallgemeinert, dass er anstelle der
vier Land chen eine beliebige Anzahl betrachtete und zwischen ihnen Br cken und
Wasserl ufe in beliebiger Anordnung annahm. ber diese Frage schrieb er eine Ab-
handlung, die er 1736 der Petersburger Akademie vorlegte, und mit dieser Arbeit war
gewisserma en die Topologie geboren.

Um Rundreisen geht es auch bei dem Geduldsspiel "Die Reisenden auf dem Dodeka-
eder", das der irische Mathematiker Sir William Rowan Hamilton im Jahre 1859 in
London herausgab.
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5 In einem Zuge

Netz des Dodekaeders und Dodekaeder (Zw | ach) und Graph des Dodekaeders

Dieses Spiel verlangte, Kanten eines regelm igen Zw | achs, eines Dodekaeders, so
zu durchwandern, dass dabei jede Ecke genau einmal besucht wird und die Wanderung
zum Ausgangspunkt zur ckf hrt. Auch hier ist es am bequemsten, fr die L sung
einen Graphen zu Hilfe zu nehmen, also von dem Krper zu einem ebenen Gebilde
berzugehen.

Einen solchen Graphen, der dem Dodekaeder entspricht, zeigt die Abbildung.

Dabei entsprechen die Linien des Graphen den Kanten des Dodekaeders, die Punkte,
die man bei einem Graphen Knotenpunkte nennt und die hiefA rois U bezeichnet
sind, den Eckpunkten des Krpers.

Eine Rundreise auf dem Dodekaeder anzugeben ist verh Itnism ig leicht. berlegen
wir auch einmal, ob es m glich ist, eine Rundreise so einzurichten, dass jede Kante
genau einmal durchlaufen wird!

Hamilton ver nderte die Aufgabe noch etwas:

1. Die ersten f nf Punkte der Reise sollen vorgegeben sein. Versuchen wir es einmal
mit K-L-M-N-O, dann mit A-U-T-S-R!

2. Die ersten drei Punkte sind vorgeschrieben, und die Wanderung soll nicht zum Aus-
gangspunkt zur ckf hren, sondern zu einem - ebenfalls vorgegebenen - Endpunkt. A-
B-C sollen die ersten Punkte sein, und die Wanderung soll bei Q enden oder bei S oder
bei D!

Diesen Fall 2. kann man noch durch die Forderung erg nzen, dass ein vorgeschriebe-
ner Punkt, zum Beispiel M, ausgelassen werden soll. Es gibt also eine unersch p iche
Zahl von Variationen dieses Spiels!

Dasselbe kann man auch mit den anderen regelm igen Krpern versuchen. Graphen,
die zu diesen Krpern geh ren, sind ebenfalls hier abgebildet.

Zu den topologischen Problemen geh ren auch die Irrg rten oder Labyrinthe. Ihren Na-
men f hren sie nach einem Bauwerk, dem Labyrinth, das nach einer griechischen Sage
D dalos im Auftrag des K nigs Minos auf Kreta fr den Minotaurus - ein menschen-
mordendes Ungeheuer, halb Mensch, halb Stier - gebaut hat.
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5 In einem Zuge

Tetraeder (Vier ach), W rfel oder Hexaeder (Sechs ach), Oktaeder (Acht ach), lkosaeder
(Zwanzig ach)

Diesem Minotaurus mussten immer wieder griechische M dchen und J nglinge geopfert
werden. Theseus, der Held, wollte das Land von dieser Gei el befreien, den Minotaurus

erschlagen.

Er musste ihn in seinem Bau aufsuchen; das aber war gef hrlich. Niemals hatte jemand
aus dem Labyrinth wieder herausgefunden.

=205 i}

,.

Die Tochter des K nigs Minos, Ariadne, aber liebte Theseus. Sie gab ihm ein m chtiges
Garnkn uel. Den Anfang des Kn uelfadens sollte er am Eingang des Labyrinths befes-
tigen, damit er nach dem Sieg ber den Minotaurus auch wieder aus dem verwinkelten
Gem uer herausf nde. Das gelang auch dank der List der K nigstochter.

Im Barock wurde es Mode, aus kunstvoll verschnittenen Hecken Labyrinthe anzulegen;
ein kleiner Irrgarten dieser Art be ndet sich im Park des Schlosses Pillnitz bei Dresden.
Allerdings sind die Hecken hier so regelm ig angelegt, dass man sich kaum verlaufen

kann.
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5 In einem Zuge

Anders ist es dagegen bei dem Labyrinth im Garten von Hampton Court in der N he
Londons, beidem man vom Eingang E zum Inneren | und wieder zur ck gelangen soll.
F r das Wieder-heraus-Finden hilft zwar ein Ariadnefaden, was macht man aber, wenn
man keinen hat?

1
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Am sichersten ist es, wenn man sich immer an der gleichen Wandseite h It - gleichg ltig,
ob an der linken oder an der rechten; Hauptsache ist, dass man zwischendurch nicht
wechselt, sondern bei der einmal gew hlten Seite bleibt.

Allerdings gibt dieses Vorgehen keine Gew hr daf r, dass man auf diese Weise wirklich
alle Teile des Labyrinths betritt, das heit, es wre auch m glich, dass man wieder
herauskommt, ohne das Innere | erreicht zu haben.

Aber auch Theseus mit seinem Ariadnefaden h tte es ja passieren k nnen, dass er den
Minotaurus nie zu Gesicht bekommen h tte.

Es gibt auch ein Verfahren, das garantiert zu allen Teilen des Labyrinths f hrt. Es
verlangt, dass man alle G nge beim Betreten markiert und beim abermaligen Passieren
derselben Stelle die Markierung entsprechend ndert. Hinzu kommen Anweisungen, wie
man zu gehen hat, wenn man an einen Punkt gelangt, von dem verschiedene Wege mit
und ohne Markierungen ausgehen, doch wollen wir dieses komplizierte Verfahren nicht
weiter betrachten.

Aber versuchen wollen wir doch einmal, in dem Labyrinth von Hampton CouE von
nachl zu gelangen, indem wir uns immer auf der rechten Wandseite halten! Bleiben
dabei G nge unbetreten?

Versuchen wir es danach auch einmal mit der linken Wandseite! Falls hier G nge un-
betreten bleiben - sind es dieselben wie beim Gehen an der rechten Seite?

Hier sind auch noch zwei andere Labyrinthe; in einem sucht ein Gefangener bei G den
Ausgang A. Solche Irrg rten k nnen wir auch selbst entwerfen. Es ist allerdings ein Un-
terschied, ob man ein Labyrinth von oben betrachtet und damit einen berblick hat,
oder ob man mitten in einem Labyrinth steht und versuchen muss, aus diesem Irrgarten
herauszu nden.

Wenn wir uns in die Lage des Suchenden ohne berblick versetzen wollen, dann schnei-
den wir in einen Papierbogen ein kleines Loch. Diesen Bogen legen wir so auf das La-
byrinth, das das Loch jeweils nur eine kleine Umgebung der Stelle freigibt, an der sich
der Suchende gerade be nden soll.
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6 Nun mach aber einen Punkt!

6 Nun mach aber einen Punkt!

i e T

Von Punkten und P nktchen - Linien am Himmel, auf der Erde und in der Mathematik -
Glatte Fl chen auf dem Acker und an der Wand - Ein vergrabener Edelstein.

Peter f hrt mit der U-Bahn zum Alexanderplatz, dem Tre punkt seiner Klasse fr den
Wandertag. Er braucht seine Freunde nicht lange zu suchen, die roten Punkte auf
Karins Kleid leuchten ihm entgegen.

Er hat noch nicht alle begr t, da fragt Klaus ihn: "Hast du gestern im Fernsehen das
Punktspiel zwischen FC Vorw rts und Wismut Aue gesehen?"
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6 Nun mach aber einen Punkt!

Inzwischen sind alle Sch ler versammelt, und Punkt 8.00 Uhr beginnt der Aus ug mit
einer S-Bahn-Fahrt. Ziel ist das Rote Luch in der N he von M ncheberg:

Dort soll die Stelle aufgesucht werden, die fr alle H henangaben von Bergen und Orten
in der DDR den festgelegten Ausgangspunkt, den Nullpunkt, darstellt.

F nfmal haben wir jetzt das Wort "Punkt" benutzt, aber jedes Mal hatte es eine andere
Bedeutung:

Der Nullpunkt ist eine Stelle auf einer kleinen Kugel; die Punkte, mit denen wir ein
Fu ballspiel bewerten, sind Zahlen, und der Tre punkt ist eine Fl che, genau wie die
Punkte auf Karins Kleid.

Auch in der Schule, speziell im Geometrieunterricht, sprechen wir von Punkten:
"Bestimme den Abstand des Punktesvon der Geradeg!"

Wenn man das aufzeichnet, dann markiert man den P&nkiurch einen winzigen
Kreis, ein kleines Kreuzchen, oder man tippt mit dem Bleistift nur einmal auf das
Papier. Und sei sie auch noch so klein, diese Markierung, unter dem Mikroskop sieht
sie aus wie ein Graphitgebirge.

Was man auch zeichnet und auch womit, stets sind es nur Markierungen fr Punkte!
Denn die Punkte der Mathematik haben keine Ausdehnung.

Sie existieren daher nur in Gedanken, auch wenn man dabei an winzig kleine P nktchen
denkt. Und auch fr diese kleinen Dingerchen gilt nicht, was man von mathematischen
Punkten fordert - dass man durch zwei von ihnen nur eine einzige gerade Linie zeichnen
kann.

Wenn der Bleistift spitz genug ist, gelingt es uns sicher, mehrere Bleistiftstriche durch
zwei derartige Punkt-Markierungen zu zeichnen, die immer noch voneinander zu unter-
scheiden sind.

Nun h tten wir bei unserem Erz hlen ber die Punkte aber beinahe die wandernde
Klasse aus den Augen verloren. Sie ist inzwischen schon aus der S-Bahn gestiegen und
hat den Fu weg angetreten.
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Rainer verfolgt ihn st ndig auf seiner Karte, wo der Weg als Linie gekennzeichnet ist,
die von Herzfelde nach M ncheberg fhrt, und als Fernverkehrsstrae 1 bezeichnet
wird.

Pl tzlich zeigt Peter zum blauen Himmel, wo wie aus dem Nichts eine wei e Linie ent-
steht. Erst als alle angestrengt nach oben schauen, entdecken sie als winzigen silbernen
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6 Nun mach aber einen Punkt!

Punkt das Flugzeug, das diese wei e Linie, den Kondensstreifen, erzeugt.

Als Wolfgang vorhin beim Laufen einen Stock hinter sich herzog, entstand eine Linie
Im Sand; und wenn nachher, bei einer Wanderpause, V Ikerball gespielt werden soll,
dann wird einer der Spieler mit dem Absatz in hnlicher Weise die Begrenzungslinien
eines Spielfeldes entstehen lassen.

Wenn wir mit dem Bleistift auf einem Papierbogen eine Strecke zeichnen, passiert genau
dasselbe: Die Bleistiftspitze | sst hinter sich einen Strich entstehen; er ist zwar etwas
d nner, wohl auch etwas gerader, aber unter einem Mikroskop betrachtet sieht er nicht
anders aus als die Kreidelinien, die ein Fu ballfeld abgrenzen oder eine Aschenbahn
einteilen.

Alle diese Linien, ob krumm oder gerade, haben eine gewisse Breite: Die Linie auf der
Landkarte ist etwa mm breit, die auf dem Fu ballfeld etwa 5 cm, und noch viel breiter

ist der Kondensstreifen - ja,er verbreitert sich sogar immer mehr und | st sich schlie lich
auf.

Keine Breite dagegen hat die Linie des Mathematikers, und daher | sst sie sich ebenso
wenig zeichnen wie ein mathematischer Punkt. Auch sie kann nur angedeutet, markiert
werden durch Striche, F den, Draht oder etwas “hnliches.

Wohl aber k nnen wir uns eine solche mathematische Linie entstanden denken als Spur
eines sich bewegenden mathematischen Punktes. Und eine ganz besondere mathema-
tische Linie ist die Gerade, die nirgends ihre Richtung ndert, bei der man niemals an
ein Ende kommt, nach welcher Seite man auch immer gehen mag.

Inzwischen ist die Klasse weitergewandert. Auf den
Feldern der LPG Lichtenow sehen die Sch ler Vor-
bereitungen zur Fr hjahrsbestellung.

Dazu geh rt, neben vielem anderen, dass eine glat-
te Acker che gescha en wird; sie entsteht, wenn
hintereinandergekoppelte Balken von einem Traktor
guer ber das Feld gezogen werden.

Ein St ckchen Wegs weiter wird eine Stra e ange-
legt: Eine gro e Maschine, ein Schrapper, schat
mit ihrem Sch rfk bel eine glatte Fl che.

Und in ganz hnlicher Weise geht der Maurer vor,
der ein Stallgeb ude am Dorfeingang neu verputzt:
Zun chst wirft er den M rtel mit der Kelle an die
Wand, dann streicht er ihn mit der Kante eines
gro en Brettes glatt, und schlie lich reibt er mit
einem kleineren Brett nach, um die Fl che noch
glatter zu machen.

In all diesen und hnlichen F llen entsteht eine Fl che durch das Bewegen einer Linie;
bei den drei geschilderten Beispielen entstand sogar eine ebene Fl che, und zwar des-

46



6 Nun mach aber einen Punkt!

halb, weil eine gerade Linie immer in gleicher Richtung bewegt wurde.

Beim Bewegen gekr mmter Linien oder bei einer "nderung der Bewegungsrichtung
kann man auch gebogene, gew Ibte Fl chen erhalten.

berlegen wir einmal:
1. Bei Gymnastik bungen lassen wir die Arme kreisen, vorw rts oder r ckw rts. Was
fr eine Fl che beschreiben dabei die Arme?

2. Bei welcher Bewegung einer geraden Linie wird keine Fl che erzeugt? Kann man
auch eine Kreislinie so bewegen, dass keine Fl che entsteht?

Was verlangt man in der Mathematik von einer Fl che?

Dass sie keinerlei Dicke hat. Deshalb ist ein Blatt Papier, und mag es noch so d nn
sein, keine Fl che; allenfalls ist das, worauf geschrieben wird, eine Fl che. Und von einer
ebenen Fl che verlangen wir dann noch zus tzlich, dass sie nirgends kleine Huckel oder
Beulen hat, und wenn sie nach allen Richtungen unbegrenzt ist, sprechen wir von einer
Ebene.

Und was passiert, wenn eine Fl che bewegt wird, etwa wenn man eine Buchseite um-
bl ttert?

Dann durchwandert diese ein St ck des Raumes, der uns umgibt, man sagt auch, sie
erzeugt einen K rper. Nat rlich haben auch diese K rper ganz verschiedenes Aussehen,
je nachdem, was fr eine Fl che bewegt wird und wie sie bewegt wird. Probieren wir
das, indem wir einen Buchdeckel oder ein Zeichendreieck um eine der Seiten drehen.

Was gibt das fr Krper? Wie kann man berhaupt eine Fl che bewegen, ohne dass
ein Krper entsteht? Was ist, wenn man beispielsweise ein Zeichendreieck um einen
Bleistift wirbelt?

Von einem mathematischen K rper verlangen wir, dass er von mathematischen Fl chen
begrenzt wird. Und den Raum schlechthin wollen wir uns wieder unbegrenzt vorstellen.

Unsere Klasse ist inzwischen auf der Landstra e Herzfelde-M ncheberg bis zum Kilo-
meterstein 40,7 gekommen und biegt den Waldweg nach links ein.
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6 Nun mach aber einen Punkt!

Nach kurzer Zeit stehen alle auf einer ringf rmigen Talsohle und versammeln sich um
ihren Lehrer: "Hier in der Erde vergraben stehen f nf Pfeiler auf schweren Granitplatten,
und auf jedem Pfeiler liegt eine Kugel; alle f nf Kugeln bestehen aus dem Halbedelstein
Achat.

Tonnenf rmiger H henbolzen (einzementiert in die Fundamente lterer Geb ude)
Da die NN-H hen nicht direkt messbar sind, wird ber das ganze Land ein H hennetz gelegt.
Es besteht aus gut vermarkten H henfestpunkten, meist als H henbolzen.

Der obere Punkt einer jeden Kugel ist als das vom Amsterdamer Pegel abgeleitete
Null-Niveau fr die amtlichen Kartenwerke der DDR festgelegt worden.

F r Holland ist der Nullpunkt des Amsterdamer Pegels, also eines Messger tes f r Was-
serst nde, ma gebend. Dieser Punkt ist als Normalnull (NN) auch au erhalb Hollands
von Bedeutung.

Wenn wir also lesen, dass die H he des Fichtelberges 1214 m ber NN betr gt, so
heit das: Der h chste Punkt des Fichtelberges liegt 1214 m h her als der Nullpunkt
des Amsterdamer Pegels beziehungsweise 1177 m ber dem Null-Niveau.

o JIF

—
—
—_—

T;______________
\
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\

A B

Bestimmung des H henunterschieds zweier Punkte A und B (Abstand nicht gr er als 100 m)
D = hy hy. Ist die NN-H he des Punktes A bekanrtif), so | sst sich die NN-H he ldg)
des Punktes B berechnedz = HA D

Der Grundriss soll zeigen, dass das Nivellierinstrument nicht ber der Verbindungsstrecke von
A und B zu stehen braucht. Es soll aber von diesen beiden Punkten ungef hr gleichen
Abstand habena b

Eine hnliche Rolle wie Normalnull spielt der Nullpunkt des Kronst dter Pegels, der
gegen ber dem Amsterdamer 16 cm h her liegt. Er gilt nicht nur fr die Sowjetunion
als Bezugspunkt, sondern neuerdings auch f r die DDR und wird hier als H hennormal
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6 Nun mach aber einen Punkt!

(HN) bezeichnet.

Die Jungen und M dchen staunen. Sie staunen nicht ber die etwa kastaniengro en
Achatkugeln; die k nnen sie gar nicht sehen, weil sie unterhalb der Erdober che liegen.
Als sie aber hren, dass bei solchen Messungen Genauigkeiten von 0,3 bis 0,5 mm pro
Kilometer erreicht werden, staunen sie ber die Pr zision, mit der solche H henmes-
sungen durchgef hrt werden.
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7 Breite - H he - Tiefe - gibt’'s noch mehr?

Die Schildb rger suchen ihre Glocke - Jedem Fleckchen seine Nummer(n) - Schachspiel ohne
Schachbrett - Aller guten Dinge sind drei - Diebst hle aus dem verschlossenen Tresor.

Die Einwohner von Schilda, die bekannten Schildb rger, hatten gro e Sorge, wie sie
wohl die Glocke ihrer Kirche vor den herannahenden, pl ndernden Landsknechtshaufen
in Sicherheit bringen konnten. Sie beschlossen, die Glocke im See zu versenken.

Und um sie sp ter wieder heben zu k nnen, schnitt einer von ihnen eine Kerbe in das
Boot an der Stelle, an der sie die Glocke ber Bord hoben.

Auf eine solche ldee konnten auch nur die Schildb rger kommen, denn als sie nach
Jahren die Glocke wieder heben wollten, fanden sie wohl die Kerbe im Boot, aber die
Glocke nicht mehr.

Weil wir diesen Fehler der Schildb rger nicht wiederholen wollen, berlegen wir, was
man tun muss, um eine bestimmte Stelle genau angeben zu k nnen. Dazu wollen wir
uns zuerst Punkt, Gerade, Ebene und Raum noch einmal etwas n her ansehen.
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7 Breite - H he - Tiefe - gibt's noch mehr?

Wenn wir uns nur | ngs einer Geraden bewegen d rfen, dann sind wir in der gleichen
Lage wie eine Lokomotive, die auf einer Strecke ohne Weichen f hrt.

Auf einer Ebene sind wir so beweglich wie die kleinen zweisitzigen elektrischen Autos
(Autoscooter), die man auf dem Rummelplatz sieht. Sie k nnen jeden beliebigen Punkt
ansteuern, nur nach unten k nnen sie nicht, genausowenig wie nach oben.

Im Raum gleichen wir einem Flugzeug: Es kann nicht nur jede Richtung einschlagen
wie die Scooter, es kann vor allem auch steigen und sinken. Und bei einem Punkt, da
sind wir zum Stillstand verurteilt.

Die Kilometersteine, die | ngs einer Eisenbahnstrecke oder einer Landstra e stehen,
z hlen vom Beginn der Strecke, meist einer gr eren Stadt, an. Dadurch gehrt zu je-
der Stelle der Strecke oder Stra e eine ganz bestimmte Zahl. Wenn die Verkehrspolizei
die Meldung erh It, dass auf der Autobahn bei Kilometer 43,5 ein Unfall geschehen ist,
dann wei sie genau, wo Einsatz- und Rettungswagen hinfahren m ssen.

Genauso k nnen wir auf jeder Linie, insbesondere also auch auf jeder Geraden, durch
eine einzige Zahl jeden Punkt festlegen. Wenn die Linie, wie die Gerade, keinen An-
fangspunkt hat, nimmt man einfach irgendeinen Punkt als Anfang (man sagt zu diesem
Punkt besser "Ursprung” ) und legt von ihm aus nach beiden Seiten die Zahlen fest.
Freilich braucht man dazu dann positive und negative Zahlen. An den Zahlen, die zu
zwei verschiedenen Punkten gehren, erkennt man auch gleich, ob die Punkte weit
voneinander entfernt liegen oder nicht.

Nehmen wir an, ein Einsatzwagen der Volkspolizei be ndet sich bei Kilometer 34,5,
ein anderer bei Kilometer 79 welchen wird man wohl zum Unfallort bei Kilometer 43,5

senden?
a a
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Eine Schar von Parallelen reicht nicht aus, um auf ihnen allein von einem beliebigen Punkt der
Ebene zu jedem anderen Punkt dieser Ebene zu gelangen.Man ben tigt zwei Scharen, zwei
verschiedene Richtungen, weil die Ebene zweidimensional ist.

Und weil fr jeden Punkt eine einzige Zahlenangabe aus reicht, sagt man auch: Eine
Linie hat die Dimension 1, sie ist eindimensional.

Wie muss man es nun bei einer Fl che anstellen, um einen beliebigen Punkt so kenn-
zeichnen zu k nnen, dass man ihn jederzeit wieder ndet?

Die Schildb rger h tten sich zum Beispiel beim Versenken der Glocke zwei Angaben
merken m ssen: Erstens, in welcher Richtung vom Bootssteg aus, und zweitens, wie
weit in dieser Richtung sie gefahren sind bis zu dem Platz, an dem die Glocke versenkt
wurde.

Sie htten sich den Platz aber auch anders einpr gen k nnen, n mlich durch seine
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Entfernung von zwei markanten Punkten des Seeufers, etwa dem Bootssteg und einem
gro en Baum. Bei diesem Verfahren kann es allerdings zwei Punkte des Sees geben,
auf die dieselben Entfernungsangaben zutre en.

berlegen wir einmal selbst, warum das so ist und wie man sich hier helfen kann!

Nun lassen sich ja auf dem Wasser Entfernungen ohne besondere Hilfsmittel nur schwie-
rig messen. Deshalb wollen wir uns ein bequemes Verfahren zur Festlegung eines be-
liebigen Punktes fr den Fall deutlich machen, dass die Schildb rger ihre Glocke nicht
im See versenken, sondern sie auf einem ihrer “cker vergraben.

Gib auch die Punkt®, bis P; durch Zahlenpaare an!
Suche diejenigen Punkte, die [@8)5] [ 8; 4], [9; 5], [1; 3],[ 6;1] [0;0]

Zwei sich kreuzende Feldwege, die den Acker begrenzen, wollen wir hier zu Hilfe nehmen.
Wir merken uns, wie weit wir von der Kreuzung der beiden Feldwege bis zum Versteck

zu gehen haben, erstens in der Richtung des einen Feldweges und zweitens in der
Richtung des anderen Feldweges. Zwei Angaben brauchen wir also, um die Glocke
wiederzu nden.

Nehmen wir an, das Versteck der Glocke sei gekennzeichnet durch das Zahlenpaar
[90; 50]

Dabei muss allerdings verabredet werden, welcher der beiden Richtungen die erste Zahl
des Paares entspricht und welcher die zweite.

Will man auf diese Weise alle Punkte einer unbegrenzten Fl che wie der Ebene erfassen,
SO muss man auch hier negative Zahlen mit verwenden.

Denn man will erreichen, dass nicht nur zu einem Punkt ein ganz bestimmtes Zahlenpaar
gehrt, sondern auch umgekehrt zu einem Zahlenpaar nur ein einziger Punkt. Vorher
muss man freilich wieder einen Ursprung festlegen.

In unserem Fall entspricht er der Wegkreuzung, und die sich kreuzenden Landstra en
entsprechen den Achsen eines "Koordinatensystems", mit dessen Hilfe wir uns in einer
Ebene richtig und leicht orientieren k nnen.

Man sagt brigens Cartesisches Koordinatensystem zu Ehren des franz sischen Philo-
sophen und Mathematikers Rene Descartes.

Er nannte sich, der Mode seiner Zeit entsprechend, Cartesius.

Die Achsen des Koordinatensystems stehen meist senkrecht aufeinander. Man spricht
dann von einem rechtwinkligen Koordinatensystem. Wenn man jeden Punkt einer Ebene
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durch eine Richtungsangabe und seine Entfernung von einem festen Punkt aus fest-
legt statt durch zwei Entfernungen, wie wir es gemacht haben, so f hrt das auf die
sogenannten Polarkoordinaten; die Richtung wird dabei als Winkel angegeben.

et

Beim Schachbrett haben wir es ebenfalls mit einer Art Koordinatensystem zu tun, denn
hier sind die 64 Felder auch durch zwei Angaben festgelegt: Durch einen der Buchstaben
a, ... h wird die Spalte, durch eine der Zahlen 1, ..., 8 wird die Zeile angegeben.

Auf diese Weise kann man zum Beispiel mit d3 leicht den Standort eines L ufers
angeben; und wenn dieser L ufer von d3 nach e4 zieht, so wei man sofort, dass dieser
Zug erlaubt ist und nicht weit f hrt, weil die beiden Felder d3 und e4 mit einer Ecke
aneinandersto en, also dicht beieinanderliegen, benachbart sind.

Zwei Menschen k nnen auf diese Weise Schach spielen, ohne sich an einem Schachbrett
gegen berzusitzen; sie teilen sich die Z ge nur telefonisch oder brie ich, etwa von Berlin
nach Moskau, durch Buchstaben und Zahlen mit.

Sie werden dann, jeder in seiner Stadt an einem eigenen Schachbrett, die entsprechen-
den Z ge ausf hren. Ja, gute Schachspieler brauchen das Brett gar nicht einmal; ihnen
gen gt es, wenn sie sich die Paare aus Buchstaben und Zahlen schriftlich festhalten.

Man k nnte leicht auf den Gedanken kommen, beim Schachbrett mit einer Zahlenanga-
be auszukommen, indem man zum Beispiel die Felder zeilenweise so durchnummeriert,
dass man mit der untersten Zeile beginnt und jeweils von links nach rechts jedem Feld
fortlaufend eine der Zahlen von 1 bis 64 zuordnet.

Ein Zug von d3 nach e4 wre dann ein Zug von 20 nach 29. Das ist nat rlich m glich,
aber doch recht un bersichtlich, weil zwei Felder, deren Nummern dichter beieinander-
liegen als die zweier anderer, auf dem Schachbrett durchaus nicht auch immer weniger
weit voneinander entfernt sind als jene.

Man kann zum Beispiel dem Zug von 20 nach 29 nicht ansehen, dass die Felder mit
einer Ecke aneinandersto en.
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DRESPEN

| . - MANHATTAN
o \ \" 3

Auch auf Stadtpl nen erleichtert man das Suchen von Stra en und Geb uden durch eine
Einteilung, die der beim Schachbrett entspricht. In manchen j ngeren St dten ist das Suchen
sogar noch leichter. So tragen zum Beispiel im New-Yorker Stadtteil Manhattan viele Stra en

Nummern statt Namen. Der nebenstehende Stadtplanausschnitt zeigt nur einen Teil des

Stra ennetzes.

Nun ist das ja aber bei weitem nicht die einzige M glichkeit des Durchnummerierens.
So kann man ja auch mit einem der vier Mittelfelder beginnen und in Schneckenform
weiterz hlen - und es gibt noch Millionen anderer M glichkeiten; ihre Gesamtzahl wird
durch eine 90-stellige Zahl angegeben! Aber bei keiner von ihnen spiegeln sich die
Abst nde der Felder auf dem Schachbrett in den Abst nden der zugeordneten Feld-
nummern wider.

Erst recht erlebt man einen Misserfolg, wenn man jedem Punkt der Ebene eine einzige
Zahl zuordnen will und verlangt, dass auch zu jeder Zahl nur ein bestimmter Punkt
geh rt und man aus den Zahlen erkennen kann, wie dicht die Punkte beieinanderliegen.

Wir wissen jetzt: Eine Gerade ist eindimensional, eine Ebene
hat zwei Dimensionen, und es ist leicht einzusehen, dass
man bei einem Punkt von der Dimension Null spricht.

Wie aber steht es mit dem Raum? Hier ben tigt man drei
Zahlen.

Wenn man eine Adresse auf einem Paket genau angeben
will, dann muss man zun chst durch Angabe der Strae
und Hausnummer diejenige Stelle festlegen, bis zu der der
Paketzusteller auf der Erdober che fahren muss.

Und dann wird noch eine Zahl fr das Stockwerk angege-
ben, um dem Zusteller zu sagen, wie hoch er "in den Raum"
hineinzusteigen hat, um das Paket an Ort und Stelle abzu-
geben.

Sehr gut k nnen wir uns ein r umliches Koordinatensystem
folgenderma en klarmachen:

Wir zeichnen auf einem Blatt Papier drei Skalery; z), die von einem Punkt ausge-
hen und von denen je zwei aufeinander senkrecht stehen, wenn wir das Blatt | ngs der
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y-Skale falten und die eine H Ifte hochstellen. Die Einheiten auf den Skalen w hlen wir
1,7 cm lang und zeichnen vor dem Kni en drei Rechtecke so ein, wie man es auf dem
Bild sieht.

Auf diese Rechtecke k nnen wir - jedenfalls ungef hr - eine Streichholzschachtel stel-
len, jeweils mit einer anderen Seiten che. Wenn wir das getan haben, wird es fr uns
nicht schwierig sein, fr die acht Eckpunkte der Schachtel jeweils die drei Zahlen zu
bestimmen.

Dabei wollen wir auch die Reihenfolge Breitenskale, Tiefenskale, H henskale einhalten;
im ganzen wren das also 24 Gr ppchen zu je drei Zahlen, sogenannte Zahlentripel.
F r einen Punkt ist das Tripel hier schon angegeben.

Die Frage, welche Dimension denn der Raum habe, ist nun zu beantworten: Er ist
dreidimensional.

Wir brauchen auch drei Scharen von Parallelen, drei Richtungen, um jeden Punkt mit
jedem verbinden zu k nnen.

Wie k nnten diese Scharen zueinander liegen? Wie d rfen sie jedoch nicht liegen?

Wie ist das nun: Gibt’'s noch mehr Dimensionen?

Wir Menschen sind ja k rperliche Wesen, sind also selbst dreidimensional. Wir k nnen
uns deshalb auch kaum vorstellen, dass etwas existiert, was mehr als drei Dimensionen
besitzt.

Zweidimensionale Lebewesen, die in einer Fl che leben m ssten, w rden auch uns Men-
schen nicht erkennen, da wir ja au erhalb ihrer FI che im dreidimensionalen Raum leben.

Andererseits k nnte ein vierdimensionales Wesen aus
jedem unserer verschlossenen Tresore Geld entwenden,
- : ohne dass der Tresor ge net wird.

Seinen Diebst hlen gegenber wren wir genauso
machtlos wie Menschen, die ihre St dte gegen Flugzeu-
ge nur mit Stadtmauern verteidigen k nnen. Wenn wir
also auf unsere Vorstellungskraft, auf unser Anschau-
ungsverm gen bauen, m ssen wir sagen: Mehr als drei
Dimensionen gibt es nicht!

Nun wissen wir, dass man einen Punkt in der Ebene
durch ein Zahlenpaar, im Raum durch ein Zahlentripel
kennzeichnen kann. Und dadurch kann man Geometrie
treiben ohne jedes Zeichnen, indem man einfach nur die
Beziehungen zwischen den Zahlenpaaren untersucht, ob
sich zwei Geraden schneiden oder nicht, ob ein Punkt
auf einer Linie liegt oder nicht, ob eine Gerade senkrecht
steht auf einer Ebene oder nicht, all das kann man durch
die Zahlenpaare oder Zahlentripel beschreiben.

Das entspricht dem Schachspielen ohne Brett, nur mit den Angaben "von d3 nach e4".

Es hat vor einigen Jahren einen Verein gegeben, der sich mit dem Raumschach befasste:
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Das Brett wurde ersetzt durch einen Wrfel nt 8 8 = 512 "Feldern”, also
kleineren W rfeln.
Ein Hantieren mit den Figuren in solch einem Kasten ist allerdings kaum m glich.

Man muss daher in diesem Falle mit Buchstaben und Zahlen spielen, etwa "von Eb3
nach Db3" oder "von Ec4 nach Db3". (Wie liegen diese Felder zueinander?)

Hydranten, Hauptanschl sse fr Gas und Elek-
trizitt muss man, auch bei schneebedeckte
Stra e, schnell nden k nnen. Die Zahlen auf
dem Hydrantenschild bedeuten:

Der Hydrant ist 6 m von der Hauswand ent
fernt, und zwar 1,2 m nach rechts, wenn ma &
unmittelbar vor dem Schild steht und es ar m
schaut.

Stnde 1,2 auf der linken Seite des Schilde:
so m sste man 1,2 m nach links gehen. Stn
de weder rechts noch links eine Zahl, so I¢
der Hydrant unmittelbar vor dem Schild, i ®
Abstand von 6 m. Die Angabe H 100 beziel
sich lediglich auf die Weite des Rohres, das ¢
geschlossen werden kann.

Genauso, wie man sich beim Schachspiel vom ebenen Brett | st, kann man auch bei
der Geometrie die Beschr nkung auf Zahlenpaare und Tripel aufgeben und mehr als
drei Zahlen zusammenfassen. Bei vier Zahlen erh It man dann gewisserma en Punkte
eines vierdimensionalen Raumes, man erh It zum Beispiel vierdimensionale W rfel.
Man braucht auch nicht bei vier Dimensionen aufzuhren. In diesem Sinne gibt es
wirklich noch mehr als Breite, Tiefe und H he, auch wenn wir es uns nicht vorstellen
k nnen und deshalb auch keinen neuen Namen daf r haben.

Und solche "mehrdimensionalen Geometrien" sind nicht etwa Spielereien oder verr ckte
Ideen, sie sind vielmehr, unter anderem f r die Physik, sehr notwendig.

Freilich ist auch die Mathematik nicht davor sicher, von Scharlatanen missbraucht zu
werden, die von ihr und den Naturwissenschaften nichts verstehen und auch gar nichts
verstehen wollen. Als solchen Leuten zu Ohren kam, dass sich die Mathematiker mit
vier und mehr Dimensionen besch ftigten, sahen sie eine M glichkeit, die "Geister" dort
anzusiedeln, die sie Leichtgl ubigen vorf hren wollten.

Denn sie konnten ja nun behaupten, es sei ganz verst ndlich, dass man die Geister
nicht s he - sie lebten eben in der vierten Dimension, in die wir nicht blicken k nnen!

Solchen Hokuspokus macht auch Wilhelm Busch | cherlich, wenn er von seinem ver-
hinderten Dichter Balduin B hlamm schreibt:

Er zieht als freier Musensohn
in die Poetendimension,

die f nfte, da die vierte jetzt

von Geistern ohnehin besetzt.
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Ein Zaun und was dahinter steckt - Von Elle und Fu zum Meter - Ein Garten, berdeckt von
Zeitungspapier? - Ein Prozess ohne Ende - Ein Stein geht baden.

In unserer Republik gibt es viele neue Schulen. Helle und freundliche R ume haben sie,
mit vielen gro en Fenstern. Die Lehrmittelr ume sind modern eingerichtet und enthal-
ten alles, was der Unterricht erfordert. Unser Bild zeigt so eine neue, sch ne Schule,
aber wenn wir genau hingucken, dann fehlt ihr doch etwas - n mlich der Schulgarten.

Ein St ck Land, das neben dem Schulhof liegt und das die Form eines Rechtecks hat,

ist daf r vorgesehen.

Die Sch ler der 6. Klasse sind schon dabei, diesen Schulgarten einzurichten. Es gilt
nicht nur, zu d ngen und umzugraben, auch ein Zaun muss gesetzt werden. Dazu
werden Pfosten und Latten gebraucht.

Wieviel? Das h ngt von der L nge des Zaunes ab. Also m ssen die Sch ler messen,
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und das tun sie mit dem 20-m-Messband, das sie auch beim Weitsprung benutzen. Sie
beginnen mit einer der beiden k rzeren Seiten des Landst ckes:

Der Anfang des Messbandes wird dort angelegt, wo diese Seite am Zaun des Schulhofs
beginnt, dann wird das Messband ausgerollt, entlang der Seite gespannt und die Zahl

abgelesen, die das Band am Ende der Zaunseite angibt: 18 m.

H tten sie mit dem Gliederma stab von 1 m L nge gemessen, Vater sagt noch Zollstock

dazu, so h tten sie ihn gerade 18 mal nacheinander auslegen k nnen.

Das alles ist gewiss ganz einfach; aber berlegen wir einmal, was wir eigentlich tun,
wenn wir "messen”. Wir vergleichen die L nge, in diesem Falle die der Zaunseite, mit
einer anderen L nge, nicht mit der L nge des Messbandes - das k nnten wir auch tun

-, sondern mit der L nge 1 m, die auf dem Messband 20 mal abgetragen ist.

Und dabei stellen wir fest: Unsere kurze Zaunseite ist 18 mal so lang wie diese "Ein-
heitsl nge" von 1 m.
Dabei nennt man 18 die "Ma zahl" und Meter die "Ma einheit".

Bei der | ngeren Zaunseite kommen wir mit einer Messbandl nge nicht aus. Wir m ssen
es zweimal auslegen, und dann sind es noch einmal 2 m. Jetzt ist die Ma zahl also 42
bei gleicher Ma einheit. Wir wissen jetzt also:

Eine L nge messen hei t:

Vergleichen mit einer Einheitsl nge und feststellen, wie oft diese Einheitsl nge in der
zu messenden L nge enthalten ist. Diese Einheitsstrecke muss nicht immer die L nge
eines Meters, sondern kann auch eine andere L nge haben.

Angenommen, wir besitzen kein Messband, so k nnen wir uns helfen, indem wir die
Schritte z hlen, die zum Abschreiten der L nge und der Breite gebraucht werden. Die
Anzahl der Schritte ist die Ma zahl, die Schrittl nge ist die Ma einheit.

rechts: Hier wird die L nge

eines Bandes kontrolliert.
Zwei N gel an der Wand ei-

nes mittelalterlichen Hauses
legen die Elle fest
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Ebenso mussten sich die Menschen in fr heren Zeiten helfen: Die Finger, die Hand-
spanne und der Fu dienten als Einheitsma .

Nun waren die Menschen aber nicht alle gleich gro, und da elen die Ma e oft recht
unterschiedlich aus.

Sp ter legten dann einzelne St dte und L nder eine Durchschnittsfu | nge oder -elle
fr ihren Bereich fest, und jedermann konnte sein eigenes Ma daran kontrollieren.
Diese Ma e haben sich lange Zeit hindurch erhalten.

Schlie lich wurde aber mit der Entwicklung von Handel und Verkehr eine Ma einheit
gebraucht, die berall anerkannt und g Itig war. Damit sie nicht verlorengehen konnte,
sollte sie sich in der Natur immer wieder nden lassen.

Aus diesem Grunde w hlte man den vierzigmillionsten Teil des Erdumfangs als L ngen-
einheit und nannte diese L nge ein "Meter".

Es wurde ein Metallstab aus sehr widerstandsf higem Material hergestellt, auf dem
durch zwei Striche die L nge des Meters festgelegt wurde. Man nennt diesen Stab das
Urmeter.

Diese Ma einheit wurde 1872 auch in Deutschland als amtliches L ngenma eingef hrt.

Sp ter, als es bessere und genauere Verfahren gab, den

Erdumfang zu messen, stellte man fest, dass das Ur-

meter nicht genau der vierzigmillionste Teil des Erdum-

fangs war, sondern dass es um 0,2 mm zu kurz war.
Wieviel Meter betr gt nun der Erdumfang?

Da sich aber auch dieser Metallstab noch ndert, zum
Beispiel durch Temperaturschwankungen und Alterung
des Materials bei langer Lagerung, hat man nach einem
Ma gesucht, das best ndiger ist.

Deshalb wurde das Urmeter mit der Wellenl nge eines
ganz bestimmten orangenfarbigen Lichts ausgemessen
und das Ergebnis 1960 auf der Internationalen Konfe-
renz fr Ma und Gewicht als Norm best tigt.

Au er dem Meter verwenden wir noch andere L ngen-

einheiten, zum Beispiel das Kilometer (km) und das
Millimeter (mm).

Das geschieht eigentlich nur aus Bequemlichkeit, denn
im Grunde genommen k men wir mit einer einzigen

L ngeneinheit aus. Nur werden dann die Ma zahlen bei

gro en L ngen, etwa der Entfernung Erde-Mond, sehr

gro, und bei kleineren L ngen, etwa dem Durchmesser
einer Bleistiftmine, sehr klein.

Nun aber zur ck zu dem Zaun, den die Sch ler der 6.Klasse gewiss nicht in Millimetern
messen werden. Da an einer der beiden | ngeren Seiten bereits der Zaun des Schulhofes
steht, muss Material f r wieviel Meter Zaunl nge beschat werden?
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Die Pf hle sollen einen Abstand von 3 m haben, wieviel werden also ben tigt? 26 St ck,
denn3 26 =78.

Wer diese L sung ndet, hat nicht gr ndlich genug gedacht:

Zwar hat der Zaun von 78 m L nge 26 Teilst cke von 3 m L nge. Setzen wir nun an
den Anfang jedes dieser 26 St cke einen Pfahl, so kommen wir damit bis an den Anfang
des letzten St cks, und fr dessen Ende brauchen wir noch einen 27.Pfahl!

Allerdings kann es auch passieren, dass wir mit 25 Pf hlen auskommen, dann n mlich,
wenn wir Anfang und Ende des Zauns an der bereits vorhandenen Umz unung des
Schulhofs festmachen k nnen.
Nun gleich drei Fragen, ehe wir den Zaun verlassen:

a) Wieviel Pf hle braucht man, wenn der Schulhofzaun noch nicht vorhanden ist?
b) In welchem Abstand muss man die Pf hle setzen, wenn fr alle vier Seiten 50 Pf hle
zur Verf gung stehen?
c) Wie wre die Ma zahl f r den Umfang des Schulgartens, wenn unsere Vorfahren die
so lang gemacht h tten, wie ein Blatt vom Papierformat A 4 hoch ist?

1 Lichtjahr = 9460500000000 km * #
- ! BERLIN MOSKAU .
1 km 1000 m dP .‘@

Tm =10dm Entfernung Berlin-Moskau: 1600 km
1 dm =10 cm

1cm =10 mm

Dicke eines Menschenhaares:
e zwischen 0,07 mm und 0,177 mm Entfernung Erde—Mond:

kleinster Wert 363500 km
grolRter Wert 406000 km

Eine Bodenprobe hat ergeben, dass der Schulgarten viel D ngekalk braucht. Wieviel,
das h ngt davon ab, wie der Boden bescha en ist, aber auch davon, wie gro der

Garten ist!

Da n tzt es nicht viel, wenn wir seinen Umfang wissen; denn schlie lich streuen wir

den Kalk nicht am Zaun entlang, sondern wir werfen ihn auf die ganze Fl che.

Zum Messen einer Fl che brauchen wir eine Fl cheneinheit; denn hier gilt nun nat rlich:
Fl che messen - Vergleichen mit einer Einheits che.

Die L ngeneinheit 1 m k nnen wir fr einen solchen Vergleich nicht gebrauchen; denn
wollen wir zwei geometrische Gebilde in ihrer Gr e vergleichen, so m ssen sie von
gleicher Dimension sein.

Wie gro diese Einheits che (oder auch Fl cheneinheit) ist, das ist - wie bei der L n-
geneinheit - ganz beliebig, ja sogar die Form dieser Einheits che ist an sich willk rlich.
Es hat aber viele Vorteile, wenn die Einheits che ein Quadrat ist, dessen Seite so lang
wie die L ngeneinheit ist. Welche Vorteile, das wollen wir einmal berlegen!

Haben wir den Umfang des Gartens in Metern gemessen, so werden wir seine Fl -
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che mit einem Quadrat vergleichen, dessen Seite Im lang ist, mit einem sogenannten

Meterquadrat.

Um nun unsere Garten che zu messen, m ssten wir uns soviel Meterquadrate herstel-

len, etwa aus Zeitungspapier, dass wir den ganzen Garten damit bedecken k nnen, und

diese dann z hlen; oder wir m ssten mit ein und demselben Meterquadrat die Garten-
che nacheinander auslegen und dabei z hlen, wie oft wir es hinlegen konnten.

In unserem Fall geht das 756 mal, der Garten hat also einen Fl cheninhalt von 756
(Ma zahl) m? (Ma einheit).

Vergleiche die Fl cheninhalte dieser 6 Figuren!

Sollen kleinere Rechteck chen gemessen werden, etwa die eines Beetes oder einer
Tischplatte, so braucht man im allgemeinen auch kleinere Fl cheneinheiten, weil das
Auslegen sonst nicht gelingt:

Entweder bleibt ein Streifen unausgelegt, oder die Einheits chen stehen ber. Dazu
benutzt man Dezimeterquadrate, Zentimeterquadrate und so weiter, jedenfalls Qua-
drate, deren Seitenl nge eine Einheitsl nge ist.

Wichtig ist, dass diese Einheitsl nge sowohl in der einen wie in der anderen Rechteck-
seite genau aufgeht, sich abtragen | sst, ohne dass ein St ck bersteht.

Ist es nun so, dass sich eine solche Einheitsl nge immer nden | sst, gleichg Itig, welche
Form das Rechteck hat, wenn man nur die Einheitsl nge gen gend klein macht?

Die L nge e eines Einheitsquadrates m sstearund d aufgehena = pe d = qe(p undq
nat rliche Zahlen;p < q < 2p)
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Dann missten aber au@i und d; Vielfache vore sein: ; und ¢q natirliche Zahlen)
aa=d a=g9ge pe=(q pe=pe ; d=a a=pe (e ped=(2p ge= qe

Nein, das ist nicht der Fall' In der Abbildung sehen wir ein Rechteck mit den Seiten
a und d; dabei sinca und d aus dem danebenstehenden Quadrat entnommen.
Wie lang nun auch sei, es gibt kein Einheitsquadrat, mit dem sich das Rechteck ganz
auslegen lasst. Das lasst sich auf verschiedene Arten zeigen; eine davon ist angedeutet.

Wohl aber kann man den nicht ausgelegten Streifen durch gentigend kleine Quadrate
so klein machen, wie man will.

Ebenso ergibt sich sidy = p.e, az = pse, ..., do = e, d3 = ge.
Dieser Prozess nimmt kein Ende, weil @ials Katheten rechtwinklig Dreiecke stets kleiner
als die Hypotenusen sind. Deshalb erhalten wir zwei absteigende unendliche Folgen:

p>p1>p2>p3>:i X g>q1>0Qz>0Q3>::

Das ist aber fUr nattrliche Zahlgnund g nicht méglich, weil es eine kleinste natlrliche Zahl
gibt. Also kann es eine solche Streekals Seite eines Einheitsquadrates nicht geben.

Nicht nur im Schulgarten missen Flachen - ob sie Rechteckform haben oder nicht - in

ihrer Groye bestimmt werden: Beim Belegen eines Fuybodens, beim Verputzen eines
Hauses, beim Sto kauf fur ein Kleid - tGberall steht man vor dieser Aufgabe.

Aber niemand hantiert bei all diesen Gelegenheiten mit Einheitsquadraten oder anderen
Flachen. Hochstens Messband, Gliedermaystab oder einen Meterstab (im Volksmund
"Elle" ; amtliche Bezeichnung "Langwarenmessstab") sieht man.

Tatsachlich kann man mit diesen Langenmessgeréten, die sich ja viel handlicher als
Quadrate gebrauchen lassen, auch Flachen bestimmen. Eins muss man aber daflr in
Kauf nehmen: Man muss rechnen.

Die Schuler der 6.Klasse kbnnen das. Sie haben ihren Schulgarten auch nicht mit
Meterquadraten aus Zeitungspapier ausgelegt, sondern sie haben ger&8haat=

756

Die beiden Mayzahlen der Rechteckseiten ergeben bei gleicher Benennung als Produkt
die Mayzahl der Flachengroye.
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8 Messen ist gut - Berechnen ist besser

Die Fl cheneinheit entspricht dann der L ngeneinheit wie hier das Quadratmeter dem
Meter. Und wie das Rechteck, so kann man auch viele andere Fl chen nach gewissen
Formeln berechnen.

Wie gut ist es, dass wir die Formeln haben und dass wir damit rechnen k nnen. Wir
sollten einmal nachpr fen, ob es stimmt, dass jede Fl chenma zahl aus dem Produkt
von zwei L ngenma zahlen entsteht.

Bei Krpern und deren Rauminhalt ist es ganz entsprechend. Wenn bei dem Schul-
neubau 3200 fmErdreich ausgehoben werden mussten, so enth It auch diese Angabe
wieder eine Ma zahl und eine Ma einheit.

Auch hier wird wieder verglichen, und zwar der ganze Erdhaufen mit einem W rfel,

dessen Kante die Einheitsl nge Im hat. Wollten wir den Rauminhalt eines Krpers

messen, so m ssten wir ihn mit Einheitsw rfeln geeigneter Gr e auslegen.

Das wre nicht nur noch umst ndlicher als bei Fl chen, sondern in vielen F llen sogar
unm glich. Zum Gl ck k nnen wir auch hier berechnen, wenn wir vorher drei geeignete
L ngen gemessen haben.

Hier sollten wir ebenfalls, jeder f r sich, wieder berpr fen, ob jede errechnete Ma zahl
eines Rauminhalts aus dem Produkt von drei L ngenma zahlen entsteht.

Nun ist aber das Berechnen keineswegs immer leichter, und deshalb kommt auch das
Messen oft genug zu seinem Recht: Wenn man das Volumen eines Steins bestimmen
will, so kann man ihn in einen Messzylinder mit Wasser eintauchen und ablesen, um
wieviel das Wasser steigt.

Im Schulgarten haben wir es oftmals mit Fl ssigkeiten zu tun, nicht nur beim Sprengen
und Gie en. Es steht schon ein Fass bereit, in dem die Spritzl sung fr die Sch dlings-
bek mpfung hergestellt werden soll.

Um die richtige Konzentration der L sung zu bekommen, muss man den Rauminhalt
des Fasses kennen. Dazu wird man es "auseimern": Es fasst 15 Eimer.
Und wenn der betre ende Messeimer 12 Liter aufnimmt, so enth It das Fass 180 Liter.

Man benutzt ja bei Fl ssigkeiten die Ma einheit "Liter"; dabei kann man praktisch 1
Liter und 1 dnd gleichsetzen. Sicher h tte das Ausmessen mit einer Milchkanne sehr
viel | nger gedauert, m glich wre es aber auch gewesen.

In modernen Molkereien benutzt man Fl ssigkeitsz hler.
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8 Messen ist gut - Berechnen ist besser

An Tankstellen kann man solche Z hler ebenfalls sehen. Kurzum:
Jedes Messen ist Vergleichen mit einer Einheit gleicher Dimension.
Berechnen ist meist leichter als Messen, auch wenn es manchmal schwerf llt.
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9 R der rollen - warum eigentlich ?

Etwas zur Geschichte des Rades - Von Figuren, die keine Kreise und doch berall gleich breit
sind - Warum die Modelleisenbahn manchmal von den Schienen springt - Von S beln,
Schrauben und Korkenziehern.

R der rollen - das ist doch eigentlich selbstverst ndlich, nicht wahr?

Man denkt dabei an die R der eines Fahrrades, eines Autos oder einer Diesellok, man-
cher sicher auch an Rollschuhr der. Aber nicht nur bei Fahrzeugen ndet man R der:
auch bei Dreh- und Bohrmaschinen, bei Turbinen, Kreiss gen und an Mutters N hma-
schine - kurzum berall dort, wo Drehbewegungen erforderlich sind.

Diese R der k nnten ebenfalls rollen, wenn man sie aus den Maschinen ausbauen w rde.

Heute k nnen wir uns eine Welt ohne R der kaum vorstellen, und doch gab es Zeiten,
in denen das Rad den Menschen unbekannt war. Das indianische Volk der Mayas, das in
Mittelamerika lebte und auf einer sehr hohen Kulturstufe stand, kannte weder Rad noch
Wagen, als seine Kultur vor etwa 500 Jahren von den spanischen Eroberern zerstrt
wurde.

Die Maya-Arbeiter mussten riesige Steinbl cke zum Bau von gewaltigen und kunstvollen
Tempeln nur mit eigener Muskelkraft, ohne Wagen und ohne Lasttier, heranschleppen.

Wann und wo ist nun aber das Rad erfunden worden?
Altertumsforscher vermuten, dass vor mehr als 6000 Jahren die Sumerer in Mesopota-
mien am Persischen Golf (heute Republik Irak) die ersten R der besa en.
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9 Rader rollen - warum eigentlich ?

Vorlaufer der Rader waren sicherlich runde Baumstamme, die als Walzen benutzt wur-
den. Die ersten Rader waren Scheibenrader, anndhernd kreisférmige Scheiben eines
Baumstammes, oder man hatte sie, vor allem bei gréyeren Radern, aus einem oder
mehreren dicken Brettern zu einer Kreisscheibe zugeschnitten und zusammengeftigt.
Durchschnittlich betrug der Raddurchmesser etwa 50 bis 60 cm.

Die Wagen waren noch schwerfallig und kaum zur Beférderung groyerer Lasten fa-

hig. Dennoch fanden Lastkarren und Kriegswagen mit Scheibenradern und spéater auch
mit Reifen aus Leder oder Eisen, mit Speichen und Naben unter den verschiedensten
Volkern schnelle Verbreitung.

Etwa um die gleiche Zeit kam die sich schnell drehende Topferscheibe auf, die ja auf
dem gleichen technischen Prinzip wie das Rad beruht.

Mit ihr konnten die Topfer Tongefaye in groyerer Anzahl und viel gleichmayiger als
friher mit den Handen allein herstellen. Noch heute arbeitet man in den Porzellanma-
nufakturen mit der Topferscheibe.

Alle diese Rader und Scheiben haben etwas gemeinsam: Sie sind kreisrund. Kdnnten
die Rader aber nicht auch eine andere Form haben?
Rollen soll ein Rad, denn die Reibung ist ja bei dieser Bewegung am geringsten.

Ein "ovales Rad" lieye sich jedoch ebenfalls rollen. Die Spielzeugente wackelt lustig hin
und her, wenn sie gezogen wird - mit zwei Scheibenradern, die nicht kreisférmig sind.
Nattrlich rollen solche Rader viel ungleichmayiger und viel schwerfalliger als kreisrunde.
Wir kbnnen uns das an einem kleinen Versuch verdeutlichen.

Legt man unter ein Buch zwei kreisrunde Bleistifte, so lasst sich das Buch leicht hin
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und her bewegen, so als ob es R der bekommen h tte. Legte man jedoch ovale Zim-
mermannsbleistifte unter das Buch, so k nnte man das Ganze mit etwas Geschick zum
Rollen bringen, allerdings w rde sich das Buch fortw hrend heben und senken.

Der Kreis hat n mlich eine wichtige Eigenschaft: Die Flche, die er einschliet, ist
berall "gleich dick" oder auch "gleich breit".
Ist nun der Kreis die einzige Figur, die berall "gleich breit" ist?

Es gibt auch Figuren, die keine Kreise sind und doch diese Eigenschaft haben: zum
Beispiel das oben abgebildete gleichm ige Kreisbogendreieck. Von einem Kreisbogen
bis zur gegen berliegenden Ecke ist es immer gleich weit.

Fertigen wir uns mehrere solcher Kreisbogendreiecke aus starker Pappe an und kleben
sie aufeinander, so erhalten wir eine Walze. Man kann sich solche Walzen auch so
herstellen, wie es die Abbildung zeigt.

Auf ihnen | sst sich ein kleines Brettchen hin und her rollen, ohne dass es sich hebt
oder senkt, genau wie bei Walzen mit kreisf rmigem Querschnitt. Die Bewegung ist
nur etwas ungleichm ig.

Und das wre nicht einmal die einzige M glichkeit fr den Querschnitt einer solchen
Walze! Als Formen fr R der lassen sich diese Figuren allerdings nicht verwenden, da
es in ihnen keinen Punkt gibt, der von allen Punkten auf dem Rand gleich weit entfernt
ist, durch den also die Achse des Rades verlaufen k nnte.

Der Kreis emp ehlt sich als Form des Rades aber nicht nur, weil er berall gleich breit
ist. Auch die gleichm ige Kr mmung des Kreises ist bedeutungsvoll, denn gerade sie
erm glicht ein gleichm iges Rollen.
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Wer eine elektrische Eisenbahn hat, der hat sicher schon festgestellt, was es mit der
Kr mmung auf sich hat.

Wir haben uns eine ganz bliche Streckenf hrung gebaut und mussten erleben, dass
uns die Lok immer wieder aus den Schienen gesprungen ist. Haben wir sie etwa zu
schnell in die Kurve fahren lassen?

Als wir k rzlich an einer kreisf rmigen Strecke nur aus gebogenen Gleisst cken spielten,
passierte das nicht, obwohl die Lok damals genauso schnell fuhr. Warum ist sie denn
da nie entgleist?

Bei geradliniger Streckenf hrung, ja, da knnen wir das verstehen. Aber bei einem
Rundkurs? Kurve ist schlie lich Kurve.

Aber das ist eben ein Irrtum. Bei dem Rundkurs hatten wir ausschlie lich gebogene
Gleisst cke benutzt und dabei einen Schienenkreis erhalten. Und bei nur kreisf rmiger
Streckenf hrung sind Entgleisungen fast so selten wie auf geradlinigen Strecken, eben
deshalb, weil ein Kreis berall die gleiche Kr mmung hat.

Freilich: Unterscheiden sich zwei Kreise in ihren Radien, so haben sie verschiedene
Kr mmungen. Je gr er der Radius des Kreises ist, desto geringer ist die Kr mmung.
Dass die Kr mmung eines bestimmten Kreises mit einem bestimmten Radius berall
gleich ist, davon kann man sich leicht berzeugen.

Legt man ein gebogenes Gleisst ck von dem Schienensatz, aus dem unser Rundkurs
aufgebaut wurde, an irgendeiner Stelle auf die Schienen dieses Rundkurses, so stellt
man fest, dass es stets genau auf die darunterliegenden Schienen passt.

So etwas ist au er mit kreisf rmig gebogenen Gleisst cken nur noch mit geradlinigen
m glich. Wenn man ein gerades Gleisst ck auf eine geradlinige Streckenf hrung legt,
SO passt es ebenfalls berall.

Auch die Gerade hat n mlich die Eigenschaft, dass ihre Kr mmung sich nirgends ndert.
Da man im allgemeinen eine Gerade als etwas Ungekr mmtes ansieht, sagt man auch:
Eine Gerade hat berall die Kr mmung Null.

Kreis und Gerade sind in der Ebene die einzigen Kurven mit fester Kr mmung.

s

Ein Kraftfahrer, der die Stellung des Lenkrades seines Autos nicht ver ndert, f hrt
entweder st ndig geradeaus (auf geradliniger Strecke) oder aber ann hernd im Kreise,
je nachdem, in welche Richtung die Vorderr der jeweils eingeschlagen sind.
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Geht derselbe Kraftfahrer bei einer seiner Fahrten, zum Beispiel auf der Autobahn, in
die Kurve, so dreht er sein Lenkrad recht langsam so lange, bis die R der die richtige
Stellung haben.

Dadurch ver ndert er die Kr mmung seines Fahrweges nur allm hlich. Was w rde wohl
geschehen, risse er das Lenkrad zu schnell herum?

Durch die zu starke "nderung der Kr mmung des Fahrweges w rde sich am Auto ein
Kr mmungsruck bemerkbar machen.

Und dieser Kr mmungsruck wrde mit dafr sorgen, dass das Auto ins Schleudern
geriete und sich vielleicht sogar berschl ge. Kein vern nftiger Autofahrer aber geht
so in die Kurve, und deshalb kann man einen solchen Kr mmungsruck beim Auto im
allgemeinen nicht beobachten.

Nun hat es ein Autofahrer verh Itnism ig leicht, sein Fahrzeug ist nicht an Schienen
gebunden. Aber in Stra enbahnen, vor allem auf lteren Strecken, sp rt man diesen
Kr mmungsruck sehr deutlich:

Die Wagen werden f rmlich in die Kurve hineingerissen. Oft ist dabei schon ein Wagen
entgleist - ganz abgesehen von dem gr sslichen Gequietsche.

Gbe"“"sabone
n

Um den Kr mmungsruck zu vermindern, werden heutzutage vor den Kreiskurven ber-
gangsbogen gelegt, bei denen sich die Kr mmung von St ck zu St ck nur sehr wenig
ndert. Solche bergangsbogen sind bei der Eisenbahn schon seit jeher blich.

Nun | sst sich die Frage, warum die Lok unserer Spielzeugeisenbahn bei nur kreisf rmi-
ger oder nur geradliniger Streckenf hrung nicht so schnell entgleist, leicht beantworten.
Es gibt hier keinen Kr mmungsruck, der die Lok umwerfen k nnte. Grenzen dagegen ein
geradliniges und ein gebogenes Gleisst ck aneinander, so ist durch den Kr mmungsruck
die Gefahr einer Entgleisung an dieser Stelle sehr gro .

Noch gr er ist sie an der Verbindungsstelle zweier gebogener Gleisst cke, die eine
S-Kurve bilden.
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Die Krimmung ist aber nicht nur in
dem geschilderten Zusammenhang von
Bedeutung. Sie muss auch bei vielen
anderen Dingen beriicksichtigt werden.
Sogar bei Sabeln ist die Krimmung
wichtig.

Damit Sabel in einer Scheide getragen
werden konnen, missen sie entweder
gerade sein, wie zum Beispiel Ehrendol-
che, oder aber kreisbogenformig wie die
leicht gekrimmten S&bel, die O ziere
bei Paraden tragen. Noch viel starker
gekrimmt sind die bekannten Turken-
sabel.

Sind Kreis und Gerade nun tatsachlich die einzigen Linien, die Gberall gleich gekrimmt
sind, die man also in sich verschieben kann? Es gibt noch eine solche Kurve!

Sie lasst sich allerdings auf einem Blatt Papier nicht zeichnen. Es ist ndmlich eine
rdumliche Kurve: die Schraubenlinie.

Auch diese Kurve lasst sich in sich verschieben. An einer Schraube kénnen wir sie sehen.
Auch ein Korkenzieher an einem Taschenmesser hat eine solche Form. Dreht man ihn

in einen Flaschenkorken hinein, so folgt der ganze Korkenzieher dem Weg, den seine

Spitze bahnt. Und er gleitet auch auf dem gleichen Wege wieder heraus, so dass der

Korken nur wenig beschadigt wird.

So ist das also mit der Krimmung. Als Form fir ein Rad kommt nur eine Kurve in
Frage, die sowohl tberall gleiche Krimmung als auch tberall gleiche Breite hat. Daher
missen Rader also schon kreisformig sein, wenn sie gut rollen sollen.

Neben der praktischen Verwendung hatte das Rad vor Zeiten auch noch symbolische
Bedeutung.

Da die Menschen die Sonne als eine am Himmel dahinrollende Scheibe ansahen und
die Rader der altesten Wagen volle Scheiben ohne Speichen waren, wurde das Rad bei
vielen Volkern ein Symbol fur die Sonne oder auch fir den Sonnengott.

Spater, als die Wagenrader Speichen hatten, wurden vor allem vierspeichige, aber auch
sechs- und achtspeichige Rader Sonnensymbole. Vor vielen Jahrhunderten tanzten in
zahlreichen Gegenden unserer Heimat die Gaste bei Hochzeitsfesten um ein brennendes
altes Wagenrad, um den Sonnengott froh zu stimmen.

Noch bis ins vorige Jahrhundert hatte sich dieser Brauch in einigen Dorfern rings um
Berlin erhalten. Bei Sonnenwendfeiern wurde eine kreisformige Holzscheibe, durch deren
Mitte man einen Stock steckte, angeziindet und dann so schnell im Kreis geschwungen,
dass sie sich vom Stock I6ste und, sich drehend, hoch in die Luft og.
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Fr Ornamente, fr Schmuck und Verzierungen benutzten die Menschen seit alters
Kreise oder R der. Viele mittelalterliche Kirchen haben gro e runde Fenster.

Ihre “hnlichkeit mit R dern ist so o ensichtlich, dass sie den Namen "Radfenster"
erhalten haben. Viele sch ne Verzierungen kann man allein durch Kreise und Teile von

Kreisen zeichnen!
Wer Freude daran hat, versuche einmal selbst, solche Verzierungen zu entwerfen.
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Bovtilkerungsaufbau der DDR (1965)

%mﬁ )

Zahlen, zur besseren Sichtbarkeit versteckt - Der Fehlerteufel schleicht sich ein - Schaubilder
als Helfer des Arztes - Was eine Volksz hlung ergibt - Eine schiefe Windrose.

Viele Menschen haben ein Hobby. Der eine sammelt Briefmarken, der andere Streich-
holzschachteln und mancher sogar - Zahlen.

Zu den letzteren gehrte Carl Friedrich Gau, einer der bedeutendsten Mathemati-
ker. In sein Notizbuch trug er viele Tabellen von Zahlen ein. So nden wir darin die
Schrittzahlen f r Wege aufgeschrieben, die er t glich, oft vielleicht mehrmals am Tage,
zur cklegen musste.

Das waren die Wege von der G ttinger Sternwarte zur Universitt und viele andere.
Weitere Tabellen zeigen uns die Lebensdauer bedeutender M nner, angegeben in Ta-
gen. Aus diesen Tabellen geht hervor, dass beispielsweise der gro e englische Physiker
und Mathematiker Isaac Newton 30766 Tage gelebt hat.

Bereits im Alter von 15 Jahren hatte Gau sich umfangreiche Tabellen mit Primzahlen
aufgestellt. Von solchen gesammelten Zahlen wurde er zu wertvollen Erkenntnissen ber
die Gesetzm igkeiten im Zahlenreich angereqgt.

Zahlen kann man aber nicht nur in Tabellen, sondern auch noch auf eine andere Art
sammeln. Der Mensch hat die F higkeit, viele Dinge, die er mit seinen Augen betrachten
kann, sehr gut im Ged chtnis zu behalten, er versteht sie auch leichter.

400
350
300
250
200
150
100
50
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H

Halle/Saale
Karl-Marx-Stadt
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kreiste Wostok Il etwa 4 mal um die Erde, og eine IL 14 von Berlin nach Moskau, fuhr ein
D-Zug von Berlin nach Erfurt, fuhr ein Auto bei 100 km/h von Berlin nach M nchen Halle.

Deshalb hat er nach M glichkeiten gesucht, sich die Zahlen anschaulich zu machen.
Wir wollen uns einmal einige Sammlungen von Zahlen anschauen, die in dieser Art
bearbeitet, zurechtgemacht worden sind.

Zun chst geht es um die Ortsh hen einiger St dte der DDR ( ber Normalnull). Wir
sehen in dem Schaubild ganz deutlich, dass die Stadt Plauen (im Vogtland) die meisten
anderen St dte weit berragt, vor allem Greifswald als K stenstadt.

Aber auch Berlin liegt noch ziemlich niedrig, Cottbus etwa doppelt, Halle etwa dreimal
so hoch wie Berlin und Karl-Marx-Stadt wiederum gut dreimal so hoch wie Halle.

Gewiss h tte man diese Kenntnisse auch einer Tabelle entnehmen k nnen, aber so
deutlich wren uns die Verh Itnisse nicht geworden; denn in der Tabelle stehen nur
die Zahlen beieinander, im Schaubild dagegen sind die Zahlen durch Strecken ersetzt,
deren L ngen den Zahlen entsprechen.

Dazu muss man berlegen, welchen Bereich man darstellen will:

In unserem Beispiel geht er von 0 m bis 360 m. Ferner ist zu bedenken, wieviel Platz
man zur Verf gung hat, das heit, wie lang die I ngste Strecke sein darf:

Sind es zum Beispiel 10 cm, so emp ehlt es sich, trotzdem fr die 360 m nur 9 cm zu
nehmen, weil sich dadurch fr je 20 m genau 0,5 cm und dann ein leichtes Rechnen
ergibt.

Und nun erkundige sich jeder nach der H he seines Wohnortes und trage sie ins Schau-
bild ein!
Freilich, eine gewisse Ungenauigkeit wird man dabei in Kauf nehmen m ssen.

Das n chste Schaubild zeigt sehr unterschiedliche Geschwindigkeiten. Deshalb wurde
die lange Strecke, die dem sechsst ndigen Weg von Wostok Il entsprechen soll, mehr-
fach um die Erdkugel geschlungen, um dadurch einen Eindruck von der sehr gro en
Geschwindigkeit des Raumschi es zu erwecken.

UdSSR

i Brasilien

_ Eine Person metkt
\ in 90 Minuten

~ im Melkstand der LPG
- 75 Kithe :

| Andorra

UdSSR 22403000 km?
; : Tt Brasilien 8513844 km?
' in bauerlicher DDR 107834 km?
Wirtschaft 12 Kiihe Andorra 465 km?

Man kann Zahlenunterschiede auch noch auf andere Weise sichtbar machen. Beim
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Melken mit der Hand scha t eine Person in 90 Minuten 12 Kiihe, mit der Maschine 75
Kihe.

In unserem Bild ist fur die 12 handgemolkenen Kiihe eine Milchkanne gezeichnet; fir 75
Kihe muss man danmzeKanne abbilden. Das ist sehr eindrucksvoll dargestellt durch
den Eimer, der gerade in die siebente Kanne ausgegossen wird. Dennoch kann man
dagegen etwas einwenden:

Wer sagt denn, dass die Milch im Eimer gerédéanne fallt, und, vor allem, ob die
Kanne noch leer ist? Deshalb wéare es vielleicht besser gewesen, wenn man fir jeweils
3 Kihe eine Kanne genommen hétte.

Geht es in einem Schaubild beispielsweise um einen besseren Vergleich der Gréye von
Landern, so liegt es nahe, auch fir die Veranschaulichung nicht Strecken, sondern
Flachen, etwa Quadrate, zu nehmen.

Dabei werden aber mitunter Fehler gemacht, wie es das Schaubild zeigt, das wir - wie
fast alle Beispiele auf diesen Seiten- einer Zeitschrift entnommen haben. Den Gréyen
der UdSSR, Brasiliens, der DDR und Andorras entsprechen die vier Quadrate mit den
Seitenlangen 68 mm, 43 mm, 14 mm und 2 mm.

Das Quadrat fiir die UdSSR enthalt demnach 4624 naias Brasiliens 1849 nfrDie

UdSSR musste also etwa 24 mal so groy wie Brasilien sein.

Mit Hilfe der Zahlen der Tabelle kann man errechnen, dass es auch tatsachlich so ist.

Das Quadrat der DDR hat 196 nftnund das ist etwa der 24. Teil vom Quadrat der
UdSSR. In Wirklichkeit ist aber die UdSSR nicht 24 mal, sondern etwa 200 mal so groy
wie die DDR.

Wie klein musste also das DDR-Quadrat sein?
Wir zeichnen es richtig ein und tGberprifen auch die Verhaltnisse zwischen den anderen
Staaten!

Dass die USSR sehr viel groyer ist als die DDR, das war uns sicher bekannt. Aber
kann man dem Schaubild ohne weiteres entnehmen, dass das UdSSR-Quadrat 200 mal
so groy ist wie das DDR-Quadrat?

Wohl kaum! Und das liegt daran, dass Flachen in ihrer Groye sehr viel schwieriger

abzuschatzen und zu vergleichen sind als Strecken.

Man kann diese Schwierigkeit mindern, wenn man anstelle der Quadrate Rechtecke
benutzt, die alle in einer Seitenldnge Ubereinstimmen.

FUr den Vergleich UdSSR - Brasilien misste dann die andere Seite des UdSSR-Rechtecks
21 mal so lang sein wie die des Brasilien-Rechtedk&iren solche Rechtecke flr den
Vergleich UdSSR - DDR guinstig?

Man nennt solche Rechteck-Schaubilder auch Streifendiagramme, insbesondere dann,
wenn die Rechtecke schmal sind. Eigentlich werden dabei aber auch nur Strecken be-
nutzt und verglichen, wie bei unserem Beispiel mit den Ortshéhen.

Die Streifen sind nur Umkleidungen, Ausschmickungen, die das Ganze deutlicher ma-
chen sollen. Dasselbe gilt tbrigens auch, wenn den Streifen Figuren, Menschen, Schi e
oder andere Gegenstande zugeordnet sind oder wenn die Streifen gar durch entspre-
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chende Figuren ersetzt werden.

Zahlenlotto - Das geschah 1963 mit dem Geld:
Gewinnausschittung 60%, Reinertrag (gesellschaftlicher Nutzen) 29,31%, Provisionen fur
Annahmestellen 8,33%, Selbstkosten 2,36%

Will man Prozentangaben in einem Schaubild deutlich machen, so wahlt man meist
Kreisdiagramme.

In den beiden, die hier abgebildet sind, geht es um das Zahlenlotto. Uberlegen wir
einmal an ihnen, wie solch ein Kreisdiagramm aufgebaut ist und ob es die angegebenen
Zahlen richtig darstellt.

Selbstverstandlich muss man fir Prozentangaben nicht Kreise nehmen, man kann auch
Rechtecke anteilmayig ausfillen. Eins der beiden Kreisdiagramme ist hier auf ein Recht-
eck Ubertragen worden; fir das andere machen wir es einmal selbst!

Den dargestellten Schaubildern liegen stets zwei Mengen zugrunde, deren Elemente
einander zugeordnet sind:

Stadte - H6henangaben

Fahrzeuge - Wegléngen

Lander - Flacheninhalte

Melkmethoden - Anzahl von Kihen

links: Erdélproduktion in der UdSSR in Mio t

Bei unseren bisherigen Beispielen waren also nur die Elemente der einen Menge messbare
Groyen oder Zahlen. Sehr hau g gilt das aber auch fur die andere Menge, etwa wenn
es sich um Jahresangaben handelt.
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Man sagt im ersten Fall, das Diagramm habe eine Leiter, im anderen Fall spricht man
von zwei Leitern.

Sehen wir uns das am Beispiel von Betriebsunf llen etwas n her an: Auf der waagerech-
ten Skale (oder Achse) sind im gleichen Abstand die Jahre 1952 bis 1963 abgetragen,
senkrecht ber den Jahreszahlen jeweils die entsprechende Anzahl von Betriebsunf I-
len in der Deutschen Demokratischen Republik und in Westdeutschland; die Einteilung
daf r ist auf der senkrechten Achse angegeben.

Und dann sind die Endpunkte fr die DDR und die fr Westdeutschland durch eine
Linie verbunden.

Man kann einem solchen Schaubild sehr viel entnehmen: einmal, dass Betriebsunf lle in
Westdeutschland sehr viel h u ger sind als in der DDR; zum anderen, dass die Anzahl
der Betriebsunf lle in der DDR langsam zur ckgegangen, in Westdeutschland dagegen
stark angestiegen ist, jedenfalls bis 1961.

Man muss solch ein Schaubild aber auch genau lesen. Wenn man nur ober chlich
hinsieht, k nnte man meinen, in Westdeutschland kommen etwa 4- bis 5mal soviel
Betriebsunf lle vor; in Wirklichkeit sind es aber knapp 3mal soviel.

Wie kommt es zu diesem Irrtum?

Es hat also seine Vorteile, wenn man Punkte durch eine Linie verbindet: Man erkennt
deutlicher das Zunehmen oder Abnehmen und auch, ob das langsam oder schnell geht.
Man muss aber beachten, dass eine solche Verbindungslinie nur dann gezogen wird,
wenn das Schaubild auf zwei Skalen aufgebaut ist und Zwischenwerte sinnvoll sind.
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links: Produktion von Fernsehger ten, rechts: Produktion von Haushaltsk hischr nken

Bevor man aus dem mehr oder weniger starken Steigen oder Fallen der Linien Schl sse
zieht, sollte man sich aber das Schaubild genau ansehen, ob es auch dafr richtig
entworfen ist.

Sehen wir nur einmal auf das Schaubild zu den Fernsehempf ngern und K hischr nken:
Man bekommt doch aus dem linken Teil den Eindruck, dass die Produktion der K hl-
schr nke von 1955 bis 1963 sehr viel langsamer gestiegen ist als die der Fernsehger te.
Woher kommt dieser Eindruck, und ist er berechtigt?

Nach dem rechten Teil des Schaubildes m chte man meinen, dass der Bestand beider
Ger te im Jahre 1964 langsamer angestiegen ist als in den Jahren zuvor. Stimmt das,
und wie kommt man zu dieser Meinung?

In jedem Wissenschaftsgebiet verwendet man solche Diagramme. Besonders h u g sind
sie in der Wetterkunde, der Meteorologie, anzutre en, wo man beispielsweise auch
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10 Zahlen zum Anschauen

den Temperaturverlauf w hrend eines Tages oder auch eines | ngeren Zeitraums in
dieser Weise darstellt. Freilich darf man sich von den verbindenden Linien nicht dazu
verleiten lassen, auch fr die Zwischenzeiten, in denen gar keine Messungen erfolgt
sind, Temperaturen abzulesen.

Es ist ja durchaus m glich, dass die Temperatur nderungen zwischen den Messungen
anders verlaufen sind, als das die Verbindungsstrecke angibt.
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Bei Krankheiten ist es wichtig, die K rpertemperatur zu
kennen. Im Krankenhaus wird sie deshalb zweimal am
Tag bei jedem Patienten gemessen. Die Werte werden
in besonders daf r vorgesehene Bogen eingetragen. Die
so entstandenen Punkte werden dann durch Strecken
verbunden, und es ergibt sich fr mehrere Tage eine
Fieberkurve, aus der der Arzt Hinweise fr den Krank-
heitsverlauf und die Behandlung entnehmen kann.

Es gibt auch Krankheiten, die eine ganz typische Fieberkurve haben. Aber auch hier ist
es unwahrscheinlich, dass die Temperatur zwischen zwei Messungen genau der Verbin-
dungsstrecke entspricht; deshalb wird man in kritischen F llen auch nicht nur zweimal
am Tag die Temperatur messen.

Es gibt schon eine ganze Reihe von Ger ten, die derartige Kurven fortlaufend und
selbst ndig aufzeichnen: Thermographen und Barographen.

Sie notieren im Verlaufe eines Tages die jeweils herrschende Temperatur und den Luft-
druck, so dass man wirklich fr jeden Zeitpunkt genaue Werte hat.

Beim Arzt nden wir hnliche Ger te, zum Beispiel solche zur Aufnahme eines Elektro-
kardiogramms, kurz EKG genannt. Drei Linien zeigt das links oben stehende Bild; aus
ihnen kann der Facharzt R ckschl sse auf die Herzt tigkeit des Patienten ziehen und
erkennen, ob das Herz gesund ist oder welche Erkrankung hier vorliegt.
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10 Zahlen zum Anschauen

wachsend

Die "nderung der Bev Ikerung spiegelt sich im "Lebensbaum™ wider

Sehr eindrucksvoll ist das Schaubild auf Seite 66, das uns die altersm ige Zusammen-
setzung der Bev lkerung der DDR im Jahre 1965 zeigt.

Auf der senkrechten Achse sind die Lebensalter der Menschen aufgetragen, waagerecht
die Anzahl der Menschen, die 1964 jeweils dieses Alter hatten; dabei stehen links die
m nnlichen, rechts die weiblichen Personen, beide werden von der Mittelsenkrechten
aus nach links oder rechts gez hlt.

So gab es 1965 zum Beispiel 111000 M nner und 110000 Frauen im Alter von 21
Jahren. Man erkennt am Schaubild sofort, dass der Altersaufbau ziemlich unregelm ig

ist; nicht, dass die Anzahlen mit zunehmendem Alter abnehmen, wundert uns, aber
die tiefen Einschnitte weiter unten bedeuten erhebliche Abweichungen vom normalen
Altersaufbau einer Bev lkerung.

Hier kommen die gro en Verluste an Menschen in den beiden Weltkriegen zum Aus-
druck. Das zeigt uns deutlich, wie wichtig die Erhaltung des Friedens f r die Entwicklung
eines Volkes ist. Vergleiche auch einmal die Anzahlen fr M nner und Frauen, insbe-
sondere bei diesen Altersgruppen.

Bei der Bev Ikerungspyramide wurden im Grunde ebenfalls zwei Achsen benutzt. Es
gibt aber noch andere M glichkeiten der Darstellung, die fr manche F lle zweckm -
iger sind. Windstille normal Windst rke.

Wenn ein Flugplatz angelegt werden soll, so muss man beim Bau der Rollbahnen be-
denken, dass Flugzeuge gegen den Wind starten und landen. Da man nun nicht f r jede
Windrichtung eine Startbahn bauen kann, muss man feststellen, aus welcher Richtung
der Wind besonders h u g kommt.
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10 Zahlen zum Anschauen

Windstille normal  Windstiirke

Diese H u gkeit kann man in einem Schaubild erfassen, indem man die verschiedenen
Windrichtungen durch Streifen, die H u gkeit durch die L nge dieser Streifen darstellt.
Wie wre wohl nach unserem Bild die Hauptstartbahn anzulegen?

Eine solche Darstellung verwendet man auch fr die Emp ndlichkeit eines Mikrophons,
die ja von der Richtung abh ngig ist, aus der der Schall kommit.

Die Kurve, die man so erh It, nennt man die "Charakteristik" des Mikrophons, spricht
also beispielsweise von einer "nierenf rmigen Charakteristik".

Man bekommt auf diese Weise eine gute Vorstellung von der Verwendbarkeit des Mi-
krophons. Solche Darstellungen sind also fr ihre Zwecke genauso anschaulich und
zweckm ig wie Schaubilder mit Strecken und Linien bei anderen Gelegenheiten.
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P rchen im Lokal - Ein Fahrplan, mal ganz anders - Ein super-durchdachter Schokoladenkauf
- Ein Sportverein hat Sorgen

"Hallo! Herr Ober! 3 Tassen Ka ee bitte!"
"Hier 4 Tassen bitte!"
"Und wir h tten gern 2 Tassen Ka ee!"

Wie sich der Kellner nur alle Bestellungen merken kann? Aber gucken wir nur richtig
hin, er hat ja einen Block, auf dem er sich etwas notiert...!

Und wie das klappt...! Er versieht sich auch nicht ein einziges Mal...!

Ob er sich das alles ganz genau aufschreibt: Tisch Nummer 1 - 3 Tassen Kaee; 4
Tassen fr Tisch Nummer 3, Tisch Nummer 5 - 2 Tassen Ka ee und so weiter?

Aber soviel Zeit hat der Ober gar nicht; er no-
tiert nur Zahlen. Wie mag er erkennen, welches die
Tischnummer und welches die Anzahl der Tassen
Ka ee ist, wenn da nur stehtts; 3x; =?

Aus der Gr e der Zahlen kann er es nicht sehen;
er knnte verschiedene Farben benutzen oder die
Tischzahl jeweils unterstreichen.

Aber es geht viel einfacher: Der Ober hlt beim
Notieren eine bestimmte Reihenfolge ein. Die erste
Zahl ist die Nummer des Tisches, die zweite Zahl
steht fr die Anzahl der Tassen.

Dabei ist die Reihenfolge der Zahlen in den Zahlpaaren wichtig! Tisch 1 will 3 Tassen
haben und nicht etwa umgekehrt: Tisch 3 wartet keinesfalls auf 1 Tasse.

Es w rde eine sch ne Aufregung geben, w rde der Ober die Ordnung in den einzelnen
Paaren durcheinanderbringen.

Wir wollen deshalb von "geordneten Zahlenpaaren" sprechen und sie Kinfig..
schreiben, auch wenn der Ober das nicht tut.
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11 berall Prchen

Nun geht der Ober an das B fett, um seinen G sten das Kuchensortiment nennen zu
kK nnen.

Er schreibt die Anfangsbuchstaben der Sorten und die Preise auf, damit die G ste aus-
w hlen k nnen: Erdbeertorte, Ananastorte, Kirschtorte, Warschauer Torte und Tr el-
torte.

Giinieesy 177 | CETEIE
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Nun kann man im Stehen nicht sehr ordentlich schreiben und auf der Hand schon gar
nicht; au erdem dr ngen sich gerade einige K ufer an den Stand, und da wird er auch
schon angesto en. Nun stehen die Preise nicht da, wo sie hingeh ren.

Sie sind verrutscht und auch noch etwas durcheinandergekommen. Um die richtigen
Preise fr die entsprechenden Sorten zu haben, macht er Pfeile. Das sieht auf dem
Zettel nun so aus:

e
a\ 1,20
K 1,00

Wenn der Ober hier auch Pfeile gezeichnet hat, so stellt er durch diese Pfeile doch
Paare dar. Denn es wird ja durch die Pfeile angegeben, wer zu wem geh rt.

Schauen wir uns die beiden Beispiele noch etwas genauer an. In beiden F llen erhielten
wir eine Menge von geordneten Paaren:

1. Beispielf[1; 3][3; 4][5; A}

Zu Beispiel 1: Die Tischnummern bilden eine Mege= f1; 3; 5.

Die Tassenzahlen bilden eine Menig= f 3; 4; 2.

Die drei Paare entstanden dadurch, dass jedem Elemen¥lyagin Element voM
zugeordnet wurde.

2. Beispiel{e; 1;20][a; 1;00]K; 1;20]jw; 0;90]f; 0;90]

Zu Beispiel 2:

Die Buchstaben bilden eine Menge = fe; a; k; w; tg.

Die Preiszahlen bilden eine Menge = f 1;20; 1,00; 90g.

Die f nf Paare entstanden dadurch, dass jedem Elementerein Element voriM 4
zugeordnet wurde.
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Jede derartige Menge von geordneten Paaren nennen wir eine Funktion. Bei einer Funk-
tion sind also jeweils zwei Mengen miteinander in Verbindung gebracht.

Die eine Menge liefert den ersten Partner fr die Paare. Sie heit "Vorbereich", in
unseren Beispielen wardt, und M, die beiden Vorbereiche. Die andere Menge, aus
der die zweiten Partner stammen, heit "Nachbereich".

Dabei ist es durchaus m glich, dass ein Element aus dem Nachbereich mehrmals auf-
tritt; im zweiten Beispiel waren das die Zahlen 0,90 und 1,20 fr den Kuchenpreis.

Das Umgekehrte wollen wir aber nicht zulassen: Ein Element aus dem Vorbereich soll
nicht in Verbindung mit mehreren Elementen des Nachbereiches auftreten.

Wenn wir fr 1,85 M eine Flasche Brause (0,35 M) und eine Schachtel Bonbons (1,50
M) holen, so k nnen wir im Laden die folgende Zuordnung herstellen:

v (Vita-Cola)
0,35<E o Orancia 1’50<: h Honigbonbons

a Ananas s Sahnebonbons

Wie lauten hier Vorbereich und Nachbereich? Wieviel Paare werden angegeben? Woll-
ten wir eine derartige Menge von Paaren als Funktion bezeichnen?

In der Zensurenliste von S. 14 ist jedem Namen eine Deutschzensur zugewiesen. Vor-
bereich sind die Namen, Nachbereich die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5.

Wieviel Paare ergeben sich (nur fr Deutsch)? Ist das eine Funktion? Und nun bei
Mathematik umgekehrt. Vorbereich sind die Zensuren, Nachbereich die Namen.
Sind es jetzt genausoviel Paare? K nnen wir diese Paarmenge als Funktion bezeichnen?

Bei einer Altsto sammlung wurden von den Gruppen einer Klasse verschiedene Papier-
stapel gesammelt. Sie sind in der Tabelle angegeben.
Wir setzen den jeweiligen Erl s ein:

kg Altpapier 1 5 35 7 8 95 6
ErlsinM 0,15

Bei solchen Tabellen haben wir es auch mit geordneten Paaren zu tun. Und solche
Tabellen erleichtern uns die Arbeit sehr.

Wie lange w rde es dauern, wenn die Sparkassenangestellte f r jedes Konto die Zinsen
ausrechnen m sste! Mit einer Tabelle hat sie es viel einfacher, und es entstehen nicht
so leicht Fehler!

Mitunter sind aber Tabellen recht un bersichtlich:
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Ein Kursbuch der Reichsbahn ist ebenfalls eine Tabelle. Wenn wir verreisen wollen,
nden wir darin die Abfahrt- und Ankunftzeiten der Z ge und dazu die Kilometerangabe
fr die Strecke. Das gen gt fr jeden Reisenden, nicht aber fr den Fahrdienstleiter!

Er muss den Verlauf der Fahrt berblicken k nnen, muss fr jeden Zeitpunkt wissen,
wo sich dieser oder jener Zug be ndet. Deshalb arbeitet er mit graphischen Fahrpl nen.

Sehen wir uns den nachfolgenden an. In ihm nden wir viele Strecken, und mehrere
solcher Strecken geh ren immer zum gleichen Zug.

Was bedeuten wohl die Unterbrechungen an manchen Stellen? Was sagt es uns, das
manche Strecken ach, manche etwas steiler verlaufen?

Wenn nun in einem solchen graphischen Fahrplan alle Z ge (auch die G terz ge), die
zwischen Berlin und Halle kursieren, eingetragen sind, kann man leicht den Einsatz von
Sonderz gen und Sonderfahrten auf dieser Strecke planen.

Fahrplanblatt 12

van 12-26 Uhr Reichsbahndirektion Eilstadt

Giitig vom 2412 99 bis 112000 | Nz

Lachstedt-GrofSenhagen

¢+ lachstedt - GroBenhagen
I o
km | BV N gy
| ases

an Lachstedt mz.ravraac o

Nat rlich lohnen solche graphischen Fahrpl ne nur, wenn, wie es bei der Reichsbahn
der Fall ist, der Zugverkehr fr | ngere Zeit gleich bleibt.

Verreisen wir und unsere Eltern aber mit dem Auto, so ermitteln wir Fahrzeiten und
Entfernungen anders. Wenn wir wissen, dass wir im Durchschnitt 60 km pro Stunde
fahren, dann fahren wir in 2 Stunden 2 mal 60 km, in 3 Stunden 3 mal 60 km und in
X Stundenx mal 60 km.

Wir erhalten also Zahlenpaare, die alle die Fptne0x] haben.
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11 Uberall Parchen

Da es bei Autofahrten meist nicht moglich ist, standig die gleiche Geschwindigkeit
beizubehalten, ergibt sich als Weg-Zeit-Diagramm keine Gerade.

Wenn wir an die Stelle van die Elemente aus dem Vorbereich setzen, so bekommen
wir die Zahlenpaare selbst, also zum BeidRie120]oder[5; 300]

Der Vorbereich enthalt hier als Elemente alle diejenigen Zahlen, die als Fahrzeiten
in Frage kommen, der Nachbereich diejenigen, die als Entfernungsangaben auftreten
konnen.[x; 60x] oder - wie man auch manchmal schreilpt;-y] mit y = 60x gibt uns

also eigentlich erst dann die Funktion an, wenn auch der Vorbereich hinzugesagt wird,
zum Beispiel V b= f0;1;2; 3;4;5;6§" oder "0<x < 6 undx ganzzahlig".

Wenn wir die sieben Zahlenpaare bilden, sehen wir, dass kein Element des Vorbereichs,
aber auch keines aus dem Nachbereich mehrfach auftritt. Die Gleiglruffx, eine
Gleichung mit zwei Variablen, nennt man auch das Bildungsgesetz flr unsere Funktion.
FUr solche Funktionen kann man ebenfalls graphische Darstellungen anfertigen. Wir
nehmen wieder ein Beispiel:

Wir wollen zum Weihnachtsfest fur 15,- M Schokolade einkaufen. Eine Tafel Edelbitter
kostet 3,- M, eine Tafel Vollmilch 2,- M. Welche Mdglichkeiten gibt es, wenn das Geld
restlos verbraucht werden soll?

Erkundige dich nach den Preisen fir verschiedene Schokoladentafeln. Durchdenke dann das
gleiche Problem flr je zwei Sorten, wenn ein Betrag von 20,- M zur Verfugung steht!

Da es nur ganze Tafeln gibt, l&sst sich die Frage verhéltnismayig leicht durch Probieren
beantworten. Keine Tafel Edelbitter kaufen, das geht nicht, delnfﬁa]‘eln Vollmilch
bekommen wir nicht.

Am besten ist, wir betrachten die Tabelle:

Edelbitterx |0 1 2 3 4 5
Vollmichy 7l 6413 315 O
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Vor- und Nachbereich enthalten jeweils 3 Elemente. Benutzen wir wieder Variable
undy, so muss gelteBx + 2y = 15.

Nehmen wir die Gleichung, ohne an unser Beispiel Schokolade zu denken, so kdnnen
wir als Vor- und Nachbereich alle uns bekannten (nicht negativen) Zahlen zulassen.
Dann gehéren nicht nur die drei genannten Zahlenpaare zur Funktion, sondern auch
die drei gestrichenen und viele, viele andere.

Wenn man diese Zahlenpaare mit Hilfe eines Achsenkreuzes durch Punkte darstellt
(wie bei den Fahrplanen und Ubrigens auch bei vielen Schaubildern), so liegen sie alle
auf einer Geraden. Fir unsere Schokoladen-Frage hatten wir auf dieser Geraden nun
diejenigen Punkte suchen missen, deren Zahlenpaare aus nattrlichen Zahlen bestehen.
Es sind dies die "Gitterpunkte" zum Achsenkreuz.

Nun hétte es doch sein kdnnen, dass wir nicht genau 15,- M flr Schokolade ausgeben
wollten, sondern héchstens 15,- M. Welche Mdéglichkeiten hatten auyer den drei in der
Tabelle genannten noch bestanden?

O enbar werden sie uns ebenfalls durch Gitterpunkte angegeben, und zwar durch alle
die, die innerhalb oder auf dem Rand des Dreiecks, das die gezeichnete Gerade mit dem
Achsenkreuz bildet, liegen; denn jetzt muss ja gelten

3x+2y 15

Wir kbnnen uns leicht davon lberzeugen, dass fiur alle Gitterpunkte, die auyerhalb
liegen, die Zahl 15 tberschritten wird. Kann man jetzt die Menge der mdglichen Zah-
lenpaare (wieviel sind es?) auch noch als Funktion bezeichnen?

Derartige Aufgaben, wo nur ein Hochst- oder ein Mindestmay angegeben wird, sind
sehr hdu g und auch wichtig:

Der Vorstand eines Sportvereins macht sich Gedanken tber die Hohe der Eintrittspreise,
die fur ein Gartenfest festgesetzt werden sollen.
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150 Mitglieder und etwa 100 Gaste werden erwartet. Die Kosten sind mit 420,- M
veranschlagt und sollen vom Eintrittsgeld bestritten werden. Die Gaste sollen etwas
mehr bezahlen als die Mitglieder, aber hochstens das Doppelte.

FiUr die beiden Eintrittspreise wéahlen wir die VariabgiMitglieder) undy (Gaste).
Wirden wir genau 420,- M einnehmen wollen, so misste gébéa+ 100y = 420.

Wir werden aber so kalkulieren, dass mindestens 420,- M eingenommen werden, nach
Maoglichkeit also etwas mehr. Dann ergibt sich aber:

150 x+100 y 420 oder y 42 1)5x

Zur Gleichundl50« + 100y = 420 (odery = 4;2 1;5x) gehdrt im umseitig stehenden
Achsenkreuz die mR Q bezeichnete Strecke.

Wahlen wirx-Wert und y-Wert von Punkten auf dieser Strecke, so ist der Gewinn
genau 420,- M. Bei Punkten innerhalb des Dreiecks ist er sogar noch geringer.

Da wir etwas mehr als 420,- M einnehmen wollen, missen wir Punkte auyerhalb des
Dreiecks nehmen.

Paare, deren Punkte im rot dargestellten Gebiet liegen kénnen nicht benutzt werden; denn es
muss ja geltety 4,2 1,5xundy O,x OV ein Element

Zu den eingezeichneten gehoren:

far Mitglieder| 1,00 1,50 1,20 2,00 1,50 1,50
Preise in M Gaste 3,00 2,00 2,40 2,00 2,50 3,00
Einnahme M| 450 425 420 500 475 525
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Der Vorstand schléagt seinen Sportfreunden vor, als Eintrittspreise 1,50 M fir die Mit-
glieder und 2,00 M fir die Gaste festzusetzen.
Wir wollen noch einmal zuriickblicken:

Bei einer Funktion geht es um zwei Mengen, den Vorbereich und den Nachbereich. Zu

jedem Element aus dem Vorbereich gehdrt genau ein Element aus dem Nachbereich. Es
kann aber vorkommen, dass ein Element des Nachbereichs in mehreren Paaren auftritt,

also verschiedene Partner aus dem Vorbereich hat.

Solche Zuordnungen lassen sich in verschiedener Form angeben:
Man kann die Paare direkt hinschreiben;

man kann sie durch eine Tabelle angeben,;

man kann ein Diagramm oder eine graphische Darstellung zeichnen;
man kann die Paare mit Hilfe einer Gleichung gewinnen.

Wichtig ist nur, dass man immer erkennen kann, wer zu wem gehort!
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12 Auf oder ab - oder auch beides

12 Auf oder ab - oder auch beides

Ein Mensch wéachst - Von der Ausdehnung des Wassers - Das Wachsen des Waldes,
mathematisch betrachtet - Von strahlenden Sto en und dem Alter der Erde - Ein Flugzeug
landet, und sein Hbhenmesser zeigt dennoch 200 m an?

Wenn die Anzahl der Lebensjahre eines Menschen wéchst, dann nimmt auch seine
Korperlange zu, bis zu einem bestimmten Lebensalter, versteht sich, meistens bis zum
zwanzigsten Lebensjahr. Das weiy jedermann weit und breit.

Nun gibt es Leute, die wollen diese LAngenzunahme ganz genau kontrollieren. Jedes
Jahr, wenn ihr Sohn oder ihre Tochter Geburtstag haben, dann wird irgendwo - an
einem Turpfosten, an einem Waschepfahl, der im Garten steht, oder sonst wo - ein
Zeichen gemacht, das die jeweilige Groye angibt.

Und so kénnen denn Wolfgang oder Elvira feststellen, dass sie bei der Geburt 55 cm,
als Einjahrige 76 cm groy waren. Heute kbnnen sie sich kaum noch vorstellen, dass sie
einmal so klein waren, aber sie sind inzwischen auch 22 Jahre alt geworden und 176
cm groy.

Die Tabelle gibt uns einen Uberblick, wie ein Mensch wéchst:

Alter Korpergroye Diesen Zusammenhang zwischen Korperlange und Al-
(in Jahren)| (in cm) ter hatten wir auch mit Hilfe der uns bekannten Zah-
0 (Geburt) | 55 lenpaare aufschreiben kénnen:

1 76 [0; 55} [1;76] [2;87] usw.

2 87 Wie man sieht, liefert dieser Zusammenhang eine Funk-
3 94 : : o

4 102 tion, denn jedem Geb_urtstag, das "helyt J_edem _ab-
5 109 ge:_schlossgnen Leb_enSJahr, und dartber hinaus jedem
5 116 Z'eltp_unkt_lm bls_,herllgen Lel_oen von Wolfgang oder EI-
7 122 vira, ist eindeutig eine gewisse Lange zugeordnet.

8 129 Was ist bei dieser Funktion der Vorbereich und was
9 136 der Nachbereich?

10 144 Oft sagt man auch, die Kérperlange sei eine Funktion
15 172 des Alters, wenn man die Abhéangigkeit zwischen beiden
20 176 meint. Dieser Ausdruck ist allerdings ungenau, denn
21 176 nicht die Kdrperlange ist eine Funktion, sondern die
22 176 Paare[0; 55} [1; 76] [2; 87]bilden eine Funktion.
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Diese P rchen haben wir in der Reihenfolge aufgeschrieben, dass die Zahlen, die an
erster Stelle in den P rchen stehen, gr er werden. O ensichtlich nehmen dann auch
die Zahlen, die an zweiter Stelle stehen, bis zum P&ar176]zu.

Man sagt daher auch, dass die Funktion w chst oder zunimmt.

Damit meint man, dass die Zahlen, die in den Zahlenpaaren hinten stehen, gr er
werden, wenn die Zahlen vorn gr er werden. Versuchen wir einmal, diese Funktion in
einem rechtwinkligen Achsenkreuz graphisch darzustellen!

Darf man eigentlich die zu den P rchen geh rigen Punkte miteinander verbinden? Na
selbstverst ndlich; denn der Mensch hatte ja auch jeweils zwischen den einzelnen Ge-
burtstagen eine bestimmte K rperl nge.

Die Abh ngigkeit zwischen K rperl nge und Alter wird durch unsere Zahlenpaare nicht
vollst ndig wiedergegeben; dazu brauchten wir eigentlich viel mehr solcher P rchen. Da
wir die "Zwischenp rchen" nicht kennen, ist es aber fraglich, ob die von uns gezeichne-
te Kurve genau angibt, wie der Mensch zwischen seinen Geburtstagen gewachsen ist.
Aber ungef hr wird sie schon stimmen. Kleiner geworden ist der Mensch dazwischen
jedenfalls nicht, dessen sind wir sicher.
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130
120
110
100
30

10
H.OTZS 4 5§ 6 7 8 910 15 20 21 22 20 30 40 50 60 70 B0 %0
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In der graphischen Darstellung u ert sich das Wachsen der Funktion durch das An-
steigen der Kurve.

Vom Paar{20; 176]an nimmt die Funktion allerdings nicht mehr zu. Die Zahlen hinten
bleiben gleich, obwohl sich die Zahlen vorn vergr ern. Wie verl uft nun die Kurve?

Ein Mensch beh It etwa bis zum Alter von 45 Jahren seine einmal erreichte gr te

K rperl nge, dann nimmt sie langsam wieder ab.

Falls also Wolfgang oder Elvira einmal 80 oder 90 Jahre alt werden sollten, m ssten
sie damit rechnen, dass sie dann nur noch 170cm beziehungsweise 168 cm gro sein
werden.

Schauen wir uns dazu die Fortsetzung der oberen Tabelle an!
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Alter (in Jahren)| Voraussichtliche Kdrpergroye (in cm)
25 176
30 176
40 176
50 175
60 173
70 172
80 170
90 168

Nehmen wir alle diese Paare bis[20; 168]noch zu der Funktion hinzu, dann nimmt

sie etwa vom Pagr0; 176]an wieder ab, das heiyt: Die hinteren Zahlen in den Zah-
lenpaaren werden kleiner, wenn die vorderen groyer werden. In diesem Bereich fallt die
Kurve zu dieser Funktion.

Die Funktion, die die Abhangigkeit zwischen der Kérperlange und dem Alter eines Men-
schen angibt, nimmt also in einem Teil des Vorbereichs zu, in einem anderen Teil nimmt
sie ab, und in einem mittleren Teil nimmt sie weder zu noch ab.

Die zugehorige Kurve steigt zunachst, verlauft dann parallet-Aghse (Vorbereichs-
achse) und fallt wieder ab.

Fur Physiker, Chemiker, Biologen, ja fur alle Naturwissenschaftler sind solche Uberle-
gungen wichtig, denn mit Hilfe von Funktionen lassen sich oft sehr bequem Abhangig-
keiten zwischen verschiedenen Gréyen beschreiben; in unserem Beispiel vorhin waren
es die Korperlange eines Menschen und die Zeit.

Bei vielen dieser Funktionen geht es ebenfalls auf und ab.

Denken wir nur daran, wie ein Ball iegt, den wir senkrecht nach oben werfen. Er steigt
zunéchst, bis er den hdchsten Punkt seiner Bahn erreicht hat, dann fallt er wieder.

Zu jedem Zeitpunkt hat der Ball eine ganz bestimmte Hohe tUber dem Erdboden. Jedem
Zeitpunkt ist also eindeutig eine Hohe zugeordnet, zum Beispiel so, wie es in der Tabelle
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angegeben ist.

Zeit [in Sekunden] Wurfhéhe [in Meter]
0 0

0,5 8,75

1,0 15,00

1,5 18,75

2,0 20,00

2,5 18,75

3,0 15,00

3,5 8,75

4,0 0

In diesem Fall wachst die Funktion von der Zahl 0 bis zur Zahl 2 des Vorbereichs, von
2 bis 4 dagegen nimmt sie ab. Zeichnet man das graphische Bild dieser Funktion, so
erhalt man die abgebildete Kurve. Es ist eine Parabel. Sie steigt zun&achst an und fallt
dann im gleichen May wieder ab.

Wenn der Ball schrag hochgeworfen wird, erhalt man fur die Abhangigkeit der Wurfhéhe
von der Zeit eine ganz ahnliche Kurve. Aus dieser graphischen Darstellung kann man
entnehmen, wie hoch der Ball in jedem Augenblick ist.

Die Bahnkurve des Balls, in der die Abhangigkeit der Hohe von der Weite zum Aus-
druck kommt, kann man annahernd durch die gleiche Parabel (schwarz) beschreiben.
Bertcksichtigt man allerdings den Luftwiderstand, erhéalt man als Bahnkurve etwa die
rot gezeichnete Linie, die man als ballistische Kurve bezeichnet.

Nicht auf und ab, sondern ab und auf geht es bei dem folgenden kleinen Gedankenex-
periment.

Wir fullen zehn gleich groye diinne Rohrchen jeweils bis zur Halfte mit Leitungswasser
und bringen das Wasser in jedem Ro6hrchen auf eine andere Temperatur.

Das erste kiuhlen wir auf € ab, das nachste auf @ und so weiter, schlieylich das
letzte auf 10C. Obwohl in alle Roéhrchen gleich viel Wasser gefiillt wurde, steht es
danach in ihnen nicht mehr tberall gleich hoch, wie die Zeichnung zeigt.

Das Wasser nimmt bei @ das kleinste Volumen ein. Erwarmt man Wasser v@n 4
so dehnt es sich aus, sein Volumen wird gréyer.
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Wird das Wasser im Kolben vonCl auf 10C erw rmt, so ergeben sich in den R hrchen
unterschiedliche H hen

K hit man es ab, so wird sein Volumen auch gr er. Diese sehr merkw rdige Eigenschaft
hat unter den Fl ssigkeiten allein das Wasser.

Der Zeichnung k nnen wir viele Paare der Funktion entnehmen, die die Abh ngigkeit
des Volumens von der Temperatur beschreibt.

In welchem Tell des Vorbereichs nimmt die Funktion zu, in welchem nimmt sie ab?
Ob man wohl Wasser auch als Thermometer ssigkeit verwenden k nnte?

Man nutzt doch zur Messung von Temperaturen vielfach gerade die "nderung des
Volumens einer Fl ssigkeit, meist Quecksilber oder Alkohol, aus. Von der L nge der
Fl ssigkeitss ule im R hrchen eines Thermometers schlie t man auf die jeweilige Tem-
peratur.

W re das bei Wasser auch immer m glich? Nein, das geht nicht, denn wrde zum
Beispiel in unserem Thermometerr hrchen das Wasser gerade so hoch stehen wie im
zweiten R hrchen von links der Abbildung, so h tte es entweder eine Temperatur von
6 C oder aber von Z. Von welcher Temperatur an w re es theoretisch m glich, Wasser

fr ein Thermometer zu nehmen?

Bei Funktionen, die sowohl abnehmen als auch zunehmen, kann man also aus dem
hinteren Wert in den Zahlenpaaren der Funktion nicht immer eindeutig auf den vorderen
Wert schlie en.

ennenein AHEN. Es gibt sogar Funktionen, bei denen es st ndig auf
w0 _ AN Ly und ab geht.

Ein Beispiel dafr ist die Wechselspannung, die
wir der Steckdose entnehmen. Die graphische
Darstellung gibt an, wie sie sich mit der Zeit n-
dert.

“EEEE Zu jedem Zeitpunkt gibt es einen ganz bestimm-
BT B E 0 F ten Spannungswert, den man der Kurve entneh-
0,01 0,02 0,03 zen?;lu: men kann.
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Es sollen nun aus der Zeichnung mindestens drei Paare angegeben werden, die zu
dieser Funktion gehotren, danach je zwei Teile des Vorbereichs, in denen die Funktion
ab- beziehungsweise zunimmt! Wann betragt die Spannung genau 220 Volt?

Es gibt in der Natur aber auch viele Vorgange, bei denen es nur aufwarts geht oder nur
abwarts.

Aufwarts geht es vor allem bei Vorgangen, bei denen etwas wachst, abwarts vor allem
bei solchen, bei denen etwas zerfallt.

Wenn zum Beispiel die Milch sauer wird oder Menschen und Tiere an ansteckenden
Krankheiten leiden, dann sind das Auswirkungen der Lebenstétigkeit winziger einzelliger
Lebewesen, der Bakterien. Allerdings sind Bakterien keinesfalls nur schadlich!

Ohne Bakterien konnte der Mensch Uberhaupt nicht leben; denn bei der Verdauung
helfen uns sehr nitzliche Bakterien.

Bei der Herstellung von Kase und sogar bei der Bereitung des Sauerteigs fir Brot
braucht man Bakterien. Bakterien vermehren sich sehr, sehr rasch. Sie teilen sich in
der Mitte, und aus einer Zelle entstehen zwei neue Zellen.

Jede dieser neuen Zellen kann sich bei glinstigen Bedingungen bereits nach 20 Minuten
wieder in zwei Teile spalten.

Die Anzahl der Bakterien, die aus einer einzigen Zelle innerhalb einiger Stunden entste-
hen kann, ist betrachtlich. Nicht zuletzt deshalb kénnen krankheitserregende Bakterien
ja auch so gefahrlich sein.

Wie dieses Anwachsen vor sich geht, kdnnen wir uns leicht ausrechnen.

Zahl der Bakterien, die durch Vermehrung
Zeit (in Minuten) | aus einer Zelle entstanden sind
0 1
20 2
40 4
60 8
80 16
100 32 usw.

Die Vermehrung von Bakterien wird also durch eine nur wachsende Funktion beschrie-
ben. Aus wieviel Zahlenpaaren besteht die Funktion, die die Vermehrung unter (den
schon erwahnten) glnstigen Bedingungen aus einer Zelle innerhalb von vier Stunden
angibt?
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Auch der Holzbestand eines Waldes wird von Jahr zu Jahr groyer. Das ist besonders
wichtig, da der Wald ja nicht nur unserer Erholung dient, sondern auch einen sehr
groyen volkswirtschaftlichen Nutzen hat. Die Ba&ume wachsen nach Art und Alter ver-
schieden stark - Pappeln schneller als Fichten und diese wieder schneller als Buchen
oder Kiefern.

Wir wollen einmal annehmen, dass der Zuwachs eines Mischwaldes durchsclfﬁ%ittlich
des vorhandenen Holzbestandes betragt.

Aus 1000 rd Holz werden dann nach 1 Jahr 1038, mach 2 Jahren 1061 3nnach 3
Jahren 1093 fhusw.

Nach 10 Jahren sind es schon 1344 m

Auch dieses Wachstum l&sst sich durch eine wachsende Funktion beschreiben. Die
Funktion liefert graphisch wieder eine steigende Kurve. Warum durfen wir tibrigens hier
die entsprechenden Punkte miteinander verbinden?

Der Holzertrag, den der Forster aus einem Waldstiick nach 20 Jahren erwarten kann,
hangt nun aber nicht nur vom Wachstum des Waldes, sondern auch von der Groye
seiner Anbau ache ab. Das ist doch selbstverstandlich, nicht wahr?

Je groyer die Flache, auf der der Wald Baum fir Baum steht, alle in gehérigem Ab-
stand, damit jeder auch genigend Licht und Luft bekommt, desto mehr Holz erhalt
man. Wenn man die Anbau &che verdoppeln, verdreifachen, verzehnfachen wiirde, so
kdnnte man auch mit einer doppelten, drei- beziehungsweise zehnfachen Holzausbeute
rechnen.

Die Abhangigkeit des zu erwartenden Holzertrages von der Anbau dche des Waldes
kann also durch eine wachsende Funktion ausgedrickt werden. Diese Funktion ist be-
sonders einfach, da sich beide Groyen, die Anbau ache und der Holzertrag, im gleichen
Verhaltnis verandern. Man spricht hier auch von Proportionalitat zwischen beiden Gro-

yen.

Kann man aus der Groye der Anbau &che immer auf die zu erwartende Holzmenge
schlieyen?

Das hangt davon ab, ob der Wald in einer ebenen oder in einer gebirgigen Landschaft
steht. Wenn die Anbau ache des Waldes namlich ansteigt, dann wachsen die Baume ja
nicht mehr senkrecht zum Waldboden, sondern stets in Richtung vom Erdmittelpunkt
weg. Diese Erscheinung nennt man Geotropismus.
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Auch das ist Geotropismus

Da naturlich der Abstand zwischen den Baumen nicht kleiner werden darf, muss man
also von vornherein mit weniger Baumen, also mit weniger Holz rechnen. Je steiler die
Anbau &che ansteigt, desto geringer wird der Holzertrag sein. Dieser ist also abhéngig
von dem Winkel, unter dem die Anbau &che ansteigt.

Holzausbeute auf gleich groyen, aber verschieden geneigten Wald &chen (unter sonst
gleichen Bedingungen)

Neigungswinkel (in) | Holzausbeute in fn
0 10000
10 9850
20 9400
30 8660
40 7660
50 6428
60 5000

Aus der Tabelle kann man ersehen, dass hier die Zahlen des Nachbereichs kleiner wer-
den, wenn die Zahlen des Vorbereichs groyer werden. Diese Abhangigkeit liefert also
eine nur abnehmende Funktion, deren zugehorige Kurve fallt.

Und wie ist es nun mit dem folgenden Beispiel?

Es gibt gewisse Sto e, die kleine Teilchen aus- strahlen. Man nennt sie radioaktive Ele-
mente. Sie werden flr die Heilung bestimmter Krankheiten, zur Gewinnung elektrischer
Energie und flr vieles andere mehr ausgenutzt. Durch diese Strahlung wird die Masse
der radioaktiven Elemente standig kleiner.

Jeder dieser Sto e, ob es nun Uran, Radium oder radioaktives Kobalt ist, zerfallt in
einer ganz bestimmten Zeit auf jeweils die Halfte der gerade vorhandenen Masse; diese
Zeit heiyt Halbwertszeit.

Halbwertszeiten

Sticksto 10 Minuten
Natrium 15 Stunden
Radium 1590 Jahre
Kohlensto 5570 Jahre
Uran 4500000000 Jahre

Der Teil, der dabei zerfallt, wandelt sich in ein anderes Element um. Das Tempo des
Zerfalls ist von Material zu Material verschieden. Radioaktives Natrium zerfallt zum
Beispiel in 15 Stunden auf die Halfte seiner Ausgangsmenge.
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Von 20 g radioaktivem Natrium sind nach 15 Stunden also nur noch 10 g brig, nach
30 Stunden noch 5 g, nach 45 Stunden 2,5 g, nach 60 Stunden 1,25 g und so weiter.

Jedem Zeitpunkt entspricht eindeutig eine gewisse Menge Natrium. Dieser Zerfallsvor-
gang liefert wieder eine abnehmende Funktion.

Kann man hierbei aus der Masse des noch vorhandenen Natriums auf die seit Beginn
des Zerfalls vergangene Zeit schlie en? Wieviel Zeit ist etwa vergangen, wenn von 20
g radioaktivem Natrium nur noch 0,6 g brig sind?

Bei dieser Funktion kann man also wie beim Thermometer aus dem hinteren Wert
in den Zahlenpaaren der Funktion ganz eindeutig den vorderen bestimmen. Das liegt
nat rlich daran, dass die Funktion nur st ndig abnimmt.

Genauso wre es, wenn sie nur zunehmen w rde.

Dieser Zusammenhang zwischen der Masse eines radioaktiven Sto es und der Zeit, die
seit dem Beginn des Zerfalls vergangen ist, hat gro e Bedeutung fr die Erdwissen-
schaftler und Altertumsforscher. Lange Zeit konnte man das Alter von Gesteinen nur
sehr ungenau ermitteln.

Die Entdeckung radioaktiver Elemente half den Wissenschatftlern, das Alter dieser Ge-
steinsschichten ziemlich genau festzustellen. Die Halbwertszeiten der radioaktiven Ele-
mente der Erdrinde lassen sich leicht bestimmen.

Aus der Masse des Elements, in das sich der radioaktive Sto umwandelt, und aus der
noch vorhandenen radioaktiven Masse kann man auf die Zeitdauer schlie en, w hrend

der die Umwandlung ungest rt vor sich gegangen ist.

Mit anderen Worten: Man kann das Alter des Gesteins, ja sogar die Zeit berechnen,
die seit der Erkaltung der Erdober che vergangen ist: zwei Milliarden Jahre, eine
unvorstellbar lange Zeit.

Sogar die Bestimmung des Alters von Knochenfunden, Holzresten und Werkzeugen aus
vergangenen Jahrtausenden ist durch die Kenntnisse von den radioaktiven Elementen
m glich. So ist es zum Beispiel gelungen, das Alter eines ausgegrabenen Beils festzu-
stellen.

Auf dem Beil stand zwar nicht "Hergestellt 3000 Jahre vor der Zeitrechnung", aber es
enthielt eine "Uhr", die seit seiner Herstellung ununterbrochen lief. Das Eisen enthielt
winzige Spuren radioaktiven Kohlensto s. Aus der noch vorhandenen Strahlung lie
sich dann das Alter dieses Werkzeuges bestimmen.
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Wer schon einmal mit einer IL 14 ge ogen ist, dem
ist sicher die kleine Uhr an der Stirnwand der Pas-
sagierkabine aufgefallen. Wenn sich das Flugzeug
von der Rollbahn hebt, kann man beobachten, dass
sich der Zeiger der "Uhr" zu drehen beginnt.

Diese Uhr ist aber eigentlich gar keine Uhr im bli-
chen Sinne, sondern ein Hohenmesser, an dem man
die jeweilige Flughdhe ablesen kann. Genaugenom-
men zeigt sie nur den Luftdruck an, aber daraus
kann man auf die Hohe schlieyen, in der man sich
jeweils be ndet.

Wir wollen uns einmal den Zusammenhang zwi-
schen Luftdruck und H6he an der graphischen Dar-
stellung ansehen.

Wie wir sehen, entspricht jeder Hohe beC @in-
deutig ein gewisser Luftdruck, der bei zunehmender
Ho6he abnimmt. Die Werte fir den Luftdruck sind
bei dieser Zuordnung in Beziehung zueinander zu
sehen:

Wenn bei 0 m der Luftdruck 760 Torr betragt, dann ist er in 500 m Hohe etwa 716
Torr. Betragt er bei 0 m dagegen 20 Torr mehr, so auch in 500 m Héhe.

Es liegt also eine nur abnehmende Funktion vor, so dass auch umgekehrt, also vom
Luftdruck her, die H6he bestimmt werden kann.

Um eine gréyere Genauigkeit zu erreichen, missen allerdings noch die Temperaturen in
der Atmosphare gemessen werden. Wenn die Maschine schlieylich am Reiseziel, nehmen
wir an, es ist Erfurt, landet, sieht man, dass der Zeiger bei 200 m Hohe stehenbleibt.
Was ist denn da los, der Zeiger musste doch nun auf 0 m stehen? Wer ein bisschen
nachdenkt, kommt bestimmt hinter das Geheimnis.

Als Faustregel kann man sich leicht merken, dass bei geringen Hohenunterschieden die
Druckabnahme proportional der Héhenzunahme ist. Bei einer Héhenzunahme von etwa
11 m sinkt der Luftdruck um 1 Torr. Wer Spay daran hat, der soll einmal mit Hilfe des
Barometers die HOhe seines Wohnhauses feststellen.

Man misst dazu den Luftdruck parterre und auf dem Dachboden.

Durch Funktionen kann man viele Vorgange in der Natur und in der Technik beschrei-
ben. Hier haben wir nur einige wenige Beispiele kennengelernt.

Man muss sich nur einmal umschauen und versuchen, selbst welche zu nden. In jedem
dieser Falle kann man dann Uberlegen, ob es "auf" oder "ab" oder "auf und ab" heiyt.
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Wir schreiben im Spiegel - Verdrehte Buchstaben und solche, die dabei normal bleiben - Wer

geh rt zu wem? Jeder Punkt hat seinen Partner! - Von P anzen mit schiefen Bl ttern - Vom

Schneekristall zur Bockwurst - Wir durchmustern den K chenschrank - Die widerspenstigen
Handschuhe.

... Wer ist die Sch nste im ganzen Land. Schneewittchens Stiefmutter, die stolze, kalt-
herzige K nigin, befragte ihren Spiegel sehr oft. Aber das war in einem alten M rchen
so - und wie ist es heute? Wollen wir nicht auch t glich irgendeine Auskunft von unse-

rem Spiegel?

Ja, wir sind geradezu auf ihn angewiesen. Freilich betr gt er uns auch ein wenig, der
Spiegel: Er vertauscht n mlich die Seiten, macht aus einem Rechtsh nder einen Links-
h nder.

Wenn Vater sich rasiert, wirkt sich dieser Betrug durch die lange Gew hnung nicht so
aus. Wenn er aber beim Anziehen einen Kragenknopf abgerissen hat und diesen vor
dem Spiegel ann hen will, dann wird er dabei etwas M he haben, genauso wie mit dem
Schlips, den er Onkel Emil um den Hals binden soll. Dabei hilft es ihm wenig, dass es
am eigenen Hals sehr gut klappt.

/ VATE\"®

| SOHN _
g :}}‘ 20H W

/\ VL El

= | Y vArER ZwrAL
A ‘ ﬂ”;v/ £LFA OS2

Wir wollen diese kleinen Schwindeleien eines Spiegels einmal untersuchen. Dazu neh-
men wir selbst einen Spiegel zur Hand, etwa von der Gr e eines Schreibheftes oder
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Zeichenblocks, stellen ihn aufrecht vor uns auf den Tisch, legen ein Blatt Schreibpapier
davor und versuchen, die beiden W rter VATER und SOHN auf das Papier zu schrei-
ben, aber so, dass wir sie im Spiegel lesen k nnen.

Wenn uns das gelungen ist, steht auf dem PapW&éi:EE 20HW Es steht also gerade

alles auf dem Kopf, oben und unten sind vertauscht. Dabei sind einige Buchstaben
ganz normal geblieben, andere sind verdreht. Am schwersten ist es uns sicher gefallen,
das S zu schreiben.

Jetzt wollen wir den Spiegel links vom Papier aufstellen und die beiden W rter noch
einmal schreiben, wieder so, dass wir sie im Spiegel lesen k nnen. Das ist etwas schwe-
rer als vorher, m ssen wir doch von rechts nach links schreiben und bei jedem einzelnen
Buchstaben rechts und links vertauschen.

Schlie lich steht aber doch eine zweite Spiegelschrift von VATER und SOHN da:
NHOZ2 AITAV.

Auf unserem Blatt haben wir jetzt zweimal neun "Buchstaben”. Wenn wir sie uns ge-
nauer anschauen, so sehen wir:

Oben-Unten-Tausch ndert nichts an: EO H
Links-Rechts-Tausch ndert nichtsan: VAT OH

Beide Vertauschungen ndern nichts an: O H

Jede der beiden Vertauschungen ndert etwas an: R S N

ABCDEFGHIJKLMNOPQRS
TUVWXYZ

Und nun sehen wir uns die brigen 17 Gro buchstaben des Alphabets an und ordnen
sie in diese vier Gruppen ein.

Solche Figuren wie E, V, H nennt man achsensymmetrisch: E und A haben genau eine
Symmetrieachse oder Spiegelachse.

H und X haben zwei Spiegelachsen, die beide senkrecht aufeinanderstehen.

R und L haben gar keine Spiegelachsen.

Bleiben wir noch etwas beim A: Jeder Punkt dieser Figur bekommt durch die Spiege-
lung an der Achse seinen Partner, seinen Spiegelpunkt zugewiesen. Nur die Punkte der
Achse machen eine Ausnahme: Sie haben sich selbst als Spiegelpunkt.

Nat rlich ergeben sich bei verschiedenen Achsen auch verschiedene Punktepaare: Spie-
gele das H einmal am Querbalken, das andere Mal an der zweiten Symmetrieachse.

Welche Punkte bilden jeweils ein Paar? Gibt es Paare, die zu beiden Spiegelungen
gehren?

Und nun k nnen wir noch etwas weiter denken:

Wir wollen die Spiegelachse des A ansehen als Spiegelachse fr die ganze Ebene, in der
das A liegt. Dadurch bekommen alle Punkte dieser Ebene, ob sie nun zu A geh ren oder
nicht, ihren Partner; nur die auf der Achse haben auch jetzt sich selbst als Spiegelbild.
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Bestimme W', X",Y",Z’

Wenn man in den Spiegel guckt, so wei man genau: Das im Spiegel, das ist nur mein
Spiegelbild.

Der Richtige, das Original, der steht hier vor dem Spiegel. Beim Spiegeln des A oder
der ganzen Ebene kann man diese Trennung nicht machen. Beide H Iften sind gleich-
berechtigt, jede H Ifte ist das Spiegelbild der anderen.

Jeder Punkt ist Original, ist aber auch Bildpunkt. Man sagt deshalb auch: Die ganze

Ebene (und damit auch jede Teil gur wie das A) wird auf sich abgebildet.

Die Punktepaare einer solchen Spiegelung werden uns deutlich, wenn wir uns die Ebene
oder nur die Figur um die Achse geklappt denken.
Dieses Klappen geht dann n mlich gerade von jedem Punkt zu seinem Bildpunkt.

’

In der Natur nden wir viele achsensymmetrische Figu-
ren. Bei P anzenbl ttern sind sie so h u g, dass eine

P anzenfamilie - die Begonien - durch ihre unsymmetri-
schen Bl tter besonders au It und daher den Namen
"Schiefblattgew chse" bekommen hat.

Auch an Bauwerken und M beln nden wir immer wie-
der symmetrische Figuren. Einige sind hier abgebildet,
viele andere lassen sich leicht nden.

Freilich m ssen wir bei vielen dieser Gegenst nde et-
was gro z gig sein und ber kleinere Abweichungen
hinwegsehen.

Unter den Buchstaben gibt es auch solche, die keine Symmetrieachse haben. R und S
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gehren zu ihnen. Bei der ersten VATER-SOHN-Spiegelung erschien datsRbais
der zweiten al$l. Das S dagegen erschien beide Mal€als

Im Gegensatz zum R hat n mlich das S ein Symmetriezentrum. Der Zeichnung, in der
dieses Zentrum Z genannt ist, k nnen wir entnehmen, wie zwei zentralsymmetrische
Punkte zu diesem Punkt Z liegen.

/ /-
@UZ...(%”Z

Unsere Gro eltern - vielleicht auch noch unsere Eltern - lernten und schrieben deutsche
Schrift. In dieser Schrift ist das (kleine) h ein zentralsymmetrischer Buchstabe. Zur
H Ifte ist es abgebildet. Vervollst ndige es!

Auch bei dieser Art der Symmetrie hat jeder Punkt einer zentralsymmetrischen Figur
seinen Partner, nur das Zentrum ist sich selbst zugeordnet.

Und auch jetzt k nnen wir unsere berlegungen, die wir bei S angestellt haben, auf die
ganze Ebene bertragen, in der zum Beispiel das S liegt:

Au er dem Zentrum Z hat jeder Punkt der Ebene einen anderen Punkt als Bildpunkt.
Wer zu wem geh rt, das zeigt uns eine Drehung der Ebene um das Symmetriezentrum
Z, und zwar eine Drehung um 180

Wenn wir diese Drehung durch einen Halbkreis mit dem Mittelpunkt Z andeuten, dann
sind Anfangs- und Endpunkt dieses Halbkreises ein zentralsymmetrisches Punktepaar
(in bezug auf).

Vervollst ndige die Abbildung so, dass einmal ein achsensymmetrisch, ein anderes Mal ein
zentralsymmetrisch liegendes Bockwurstpaar entsteht!

Auf der nachfolgenden Seite sind einige Figuren abgebildet, solche, die uns vom Geome-
trieunterricht her bekannt sind, und solche, die Gegenst nden aus Natur und Technik
nachgebildet sind. Wir untersuchen sie auf Zentralsymmetrie und schauen uns auch zu
Haus und auf der Stra e nach derartigen Figuren um!
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13 Spieglein, Spieglein an der Wand ...

Vorhin haben wir alle gro en Druckbuchstaben in vier Gruppen eingeteilt:
solche mit einer waagerechten Symmetrieachse,

solche mit einer senkrechten Symmetrieachse,

solche mit einer senkrechten und einer waagerechten Symmetrieachse,
solche mit keiner Symmetrieachse.

Welche Buchstaben der vierten Gruppe haben ein SymmetriezentrGimb®? es au er

diesen noch andere zentralsymmetrische Buchstaben?

Wem ist schon aufgefallen, dass auch alle vier Buchstaben aus der dritten Gruppe
zentralsymmetrisch sind? Sie haben zwei Symmetrieachsen, die senkrecht aufeinander-
stehen.

Der Schnittpunkt dieser Achsen ist das Symmetriezentrum. Tats chlich ist das immer
so bei Figuren mit zwei senkrechten Achsen.

Aus zusammengefaltetem Papier kleine Papierdecken schneiden, das macht Spa . Bei
zweimaligem Falten (senkrecht zueinander) hat das Papierdeckchen zwei Achsen, deren
Schnittpunkt Symmetriezentrum ist. Das ist nicht nur eine Spielerei.

Wenn man etwas “hnliches mit Sto und Farbe macht,
kann man h bsche Muster bekommen. brigens kann
man auch fter als zweimal falten und dann schneiden.

TN
5
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Setze zwei rechteckige Taschenspiegel so auf die Figur,
dass gerade der bunte Kreissektor eingeschlossen wird!

Wie es aber dann mit Symmetrieachsen und Zentrum
aussieht, das wollen wir selbst ausprobieren und ber-
legen. Ganz etwas "hnliches, sogar bunt, bietet uns
brigens der Blick in ein Kaleidoskop. Hier werden die
Figuren allerdings aus einigen gef rbten Glasst ckchen
durch Spiegelung erzeugt.
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13 Spieglein, Spieglein an der Wand ...

Das Schneekristall ist ebenfalls solch eine Figur. Es hat sechs Symmetrieachsen, die
sich alle in einem einzigen Punkt schneiden. Dieser Punkt ist gleichzeitig Symmetrie-
zentrum:

Eine Drehung um 180bringt die Figur mit sich selbst zur Deckung. Wir brauchen
aber gar nicht einmal so weit zu drehen: Schon bei einer Drehung yrab&® auch

um 120 ist die Figur in sich selbst Gbergegangen. Freilich gehtren zu dieser Drehung
andere Punktepaare.

Wir wollen uns das Schneekristall einmal vereinfacht aufzeichnen, als drei Durchmesser
eines Kreises, die sechs Zentriwinkel von jeb88en. Die sechs Endpunkte bezeichnen

wir - linksherum - mi€q; E, bisEg. Damit uns die Drehungen deutlicher werden, pau-

sen wir das Ganze auf Pergamentpapier durch, das wir mit einer Stecknadel (Reiynagel)
im Schnittpunkt als Zentrum befestigen.

Zu einer 60-Drehung gehoren o enbar die Punktepa§ie; E»], [E2; E3), ... [Es; Eg];
[Ee; Eal:
Wie steht es bei den Drehungen um 12180, 240, 300, 360 (alle linksherum)
und bei einer 126Drehung rechtsherum?
Gibt es eine Linksdrehung, die dieselben Punktepaare wie diese Rechtsdrehung hat?

Wem das Zusammenstellen der Paare Spay macht, der versuche es auch fir die sechs
Klappungen; wir nehmen dabei wieder nur die Pubktéis Eg.

FUr eine seien zwei Paare angegeljEn; E¢] und [Eg; Eo]. Welche ist es, und wie
heiyen die anderen vier Paare dieser Klappung?

Auf vorherigen Seiten sind noch mehr solche drehsymmetrische Figuren zu nden. Eine
von ihnen ist nicht zentralsymmetrisch. Auch in unserer nadchsten Umgebung nden wir
viele derartige Figuren, beispielsweise an Radern.

Damit sind wir aber gleich bei einer neuen Sache: Alle Gegenstande aus unserer Umwelt,
ob nun Schneekristall oder Zahnrad, sind Korper, also dreidimensional.

Als wir aber unsere symmetrischen Figuren betrachtet haben, handelte es sich immer um
ebene Flachen, die wir um eine Gerade geklappt oder um einen Punkt gedreht haben.
Dennoch, auch das Zahnrad als Kérper ist beispielsweise drehsymmetrisch, nicht nur
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seine Vorderansicht. Nur drehen wir es nicht um einen Punkt, sondern um seine Achse,
also um eine Gerade.

Wir sind also bei beidem, bei dem symmetrischen Gegenstand und seinem Drehzentrum,
um eine Dimension héher gestiegen.

Und genauso ist es bei den vielen anderen drehsymmetrischen Korpern: Bei einem
Autoreifen und einer Luftschraube, bei einer Blume und einem Apfel, bei einer Torte
und einer Zuckerdose.

Sie alle sind im Raum drehsymmetrisch, so wie es das regelméayige Sechseck und das
gleichseitige Dreieck in der Ebene sind.

Wie aber steht es bei einer Ka eekanne? Mit einer Drehung ist hier o enbar nichts zu
machen, denn wie sollte die Achse liegen? Dennoch ist sie symmetrisch:

Wir brauchen die Kanne ja nur senkrecht durchzuschneiden, so dass man auch Henkel
und Tulle in zwei gleiche Halften zerlegt. Freilich, bei der Ka eekanne kbnnen wir dieses
Experiment nur gedanklich ausfiuihren, wohl aber geht es bei einem Brot oder einem
einzelnen Tortenstuckchen.

Sie alle besitzen eine Symmetrieebene, die uns durch den Schnitt, auch den gedachten
bei der Ka eekanne, gezeigt wird. Wir brauchen aber gar nicht immer zu schneiden:

Wenn wir unsere beiden Hande in gleicher Weise vor uns auf den Tisch legen, dann
liegen beide zueinander symmetrisch. Sie haben eine Symmetrieebene, die mitten zwi-
schen beiden Handen senkrecht auf dem Tisch steht. Und wenn wir nicht schief sitzen,

dann geht diese Ebene auch durch Mund und Nase hindurch und teilt den ganzen Kor-

per, jedenfalls auyerlich, in zwei symmetrische Halften.
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Bei den inneren Organen stimmt das nicht ganz: Wir missten dann entweder zwei
Herzen haben, oder unser Herz musste schon in der Mitte liegen. Auch die meisten
tierischen Korper sind ebenensymmetrisch:

der Hund, die Gans, die Wespe und viele andere.

Der menschliche Kopf ist - ebenso wie der gesamte Ubrige
Korper - nicht streng symmetrisch. Das wird deutlich, wenn
man die Fotogra e eines Gesichtes mit Bildern vergleicht, die
man durch Spiegeln der rechten bzw. linken Gesichtshalfte
hergestellt hat.

Und wie steht es mit dem Geschirr im Kiichenschrank?
Durchmustern wir ihn einmal vom Ka eeld el Uber den
Quirl bis zur Bratpfanne, ob Ebenensymmetrie, Dreh-
symmetrie oder vielleicht sogar beides vorliegt. Und das
gleiche uberlegen wir dann fur kleine und groye Gebau-
de, fur Autos und Flugzeuge und machen uns auch hier
klar, welche Punkte jeweils ein symmetrisches Paar bil-
den.

Wir haben nattrlich langst gemerkt, dass die Ebenen-
symmetrie fur die Korper das ist, was die Achsensym-
metrie fur ebene Figuren. Auch hier sind wir eine Di-

mension hoher gestiegen:

Von der Symmetrieachse zur Symmetrieebene, vom
symmetrischen A zur symmetrischen Ka eekanne. Nun

konnten wir aber das A um seine Symmetrieachse klap-
pen und es auf diese Weise mit sich selbst zur Deckung
bringen.

Kann man die Ka eekanne auch um ihre Symmetrieebene klappen? Oder: Kann man
die rechte Hand irgendwie so bewegen, dass sie an der Stelle der linken liegt, aber
genau so, wie die linke vorher lag? Das geht nicht, ohne sich die Arme zu verrenken?

Na, dann versuchen wir es mit einem Paar Handschuhe! Aber nicht das Innere nach
auyen kehren! Das ist kein Klappen, denn dabei werden Innen und Auyen vertauscht.
Es wird uns nicht gelingen, den rechten Handschuh durch eine Klappung an der Sym-
metrieebene zu einem linken zu machen (oder umgekehrt). Und warum nicht?

Das Klappen des Buchstaben A um seine Spiegelachse konnte nicht in der A-Ebene
durchgefiihrt werden, es musste durch den umliegenden Raum gehen. Dieser hat drei
Dimensionen. Nun sind wir aber bei der rAumlichen Symmetrie in allem eine Dimension
hoher gegangen.

Daher misste ein Klappen des rechten Handschuhs an der Spiegelebene durch einen
vierdimensionalen Raum erfolgen. Das aber ist nicht moglich.

105



14 Wespen - gro wie Lerchen ?

14 Wespen - gro wie Lerchen ?

ﬁ\:‘ / . _.‘

Wir schreiben im Spiegel - Verdrehte Buchstaben und solche, die dabei normal bleiben - Wer

geh rt zu wem? Jeder Punkt hat seinen Partner! - Von P anzen mit schiefen Bl ttern - Vom

Schneekristall zur Bockwurst - Wir durchmustern den K chenschrank - Die widerspenstigen
Handschuhe.

In vielen Familien werden in den Wintermonaten Pl ne fr die n chste Sommerreise
geschmiedet; schlie lich ist ja die Vorfreude beinahe ebenso sch n wie die Reise selbst.
Nat rlich wird dabei auch die Reise des vergange-
nen Jahres noch einmal ganz genau durchgespro-
chen, und jeder sucht mit seinem "Wei t du noch..."
die anderen zu bertnen. Da werden die Fotos
hervorgeholt, damit man sich noch besser erinnern
kann, Wanderkarten - halt! Bleiben wir einmal bei
der Wanderkarte:

Wenn wir eine Karte von der Insel R gen, wo wir
vielleicht unseren letzten Urlaub verbracht haben,
zur Hand nehmen, so entdecken wir auf ihr die An-
gabe "Ma stab 1:75000".

Das bedeutet: Einer Strecke von 1 cm L nge auf
der Karte entsprechen 75000 cm = 750 m in der
Wirklichkeit.

Samtens

Auf der Karte sind beispielsweise Rambin und Sam-
tens 8 cm voneinander entfernt; in der Natur be-
tr gt demnach die Entfernung zwischen diesen bei-
den Orten 75000 mal soviel, also 75008cm =
600000 cm oder 6 km.
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Allgemein kann man auch sagen, dass die L ngen auf der Karte sich zu den entspre-
chenden L ngen in der Natur wie 1:75000 verhalten, also nur den 75000sten Teil der
L ngen in der Wirklichkeit betragen - oder umgekehrt: auf der Insel R gen ist alles
75000 mal so gro wie auf unserer Wanderkarte.

Wie ist das nun - knnte man wohl auch mit 75000 solcher Karten die ganze Insel
R gen bedecken? Eine so einfache Folgerung kann man leider nicht ziehen, man k me
zu einem ganz falschen Ergebnis.

Der Ma stab gibt an, in welchem Verh Itnis die L ngen vergr ert oder verkleinert
worden sind; bei der Bedeckung geht es aber um die Fl che, und Fl chen ver ndern
sich nicht im gleichen Ma e wie L ngen.

Sonst h tten ja auch die etwa 90000 Menschen, die auf R gen leben, nicht gen gend
Platz: F r jeden einzelnen st nde nicht einmal soviel Platz zur Verf gung wie fr einen
Menschen auf unserer Wanderkarte - ganz zu schweigen von all den H usern, B umen,
Tieren und so weiter. Ein solches Gedr nge herrscht aber auf R gen nicht einmal bei
sch nstem Sommerwetter am Strand!

Wie ndern sich nun aber Fl chen, wenn alle L ngen im gleichen Ma stab ver ndert
werden?

Kommen wir noch einmal auf unsere Ferienfotos zur ck, auf die Vergr erungen, die wir
gemacht haben. Fr 100 Blatt Vergr erungspapier im Format 912, also Rechtecke

mit 9 cm und 12 cm Seitenl ngen, bezahlten wir 4,- M.

Wollten wir dagegen Bilder im Format 18 x 24 herstellen - jede Seite ist also jetzt
doppelt so lang, das heit, es liegt eine Vergr erung im Ma stab 2:1 vor -, so bezahlten
wir fr 100 Blatt 16,- M, also das Vierfache.

Die FI che ist n mlich bei Verdopplung der Seitenl ngen vervierfacht worden.

Und das muss man auch beim Vergr ern beachten: Mussten wir beispielsweise beim
Format9 12 etwa 5 s belichten, so brauchten wir f r dieselbe Aufnahme beim Format
18 24 eine Belichtungszeit von 20 s, weil die Fl che, auf die sich dasselbe Licht aus
dem Vergr erungsapparat verteilen muss, jetzt viermal so gro geworden ist.

Bei einer Vergr erung im Ma stab 3:1 w chst die Fl che sogar auf das 9fache, bei
einer 5fachen Seitenvergr erung auf das 25fache.

Erst 5625000000 Wanderkarten w rden also die Insel R gen bedecken, weil 723011

= 75000% = 5625000000 ist.
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Vergroyert man allgemein samtliche Langen aufldéeche, so wachst die Flache auf
dask?-fache.

Die Erklarung mit dem Vergréyerungspapier ist einleuchtend. Aber wie nun stellt sich
dasselbe Problem bei Korpern dar?

Folgende Geschichte soll sich tatsachlich zugetragen haben: Es war um die Weihnachts-
zeit, und Frau Schmidt hatte noch einige Einkdufe zu tatigen. Sie tberliey ihren Kindern
den "Kuchendienst"; es sollte ein Reisgericht geben.

Die beiden Schmidt junior gingen nun héchst "wissenschaftlich” ans Kochen. Sie tber-
legten, wieviel Reis sie in den Topf geben mussten, wenn sie einen Topf voll gekochtem
Reis haben wollten.
Sie schatzten, dass ein Reiskorn nach dem Quellen ungefahr doppelt so lang ist wie
vorher, und sie setzten deshalb den Topf halb mit Reis geflllt an. Na, das gab eine
schone Bescherung!

Als Frau Schmidt vom Einkaufen zurtickkam, waren fast alle T6pfe voller Reis, und
tagelang gab es bei Schmidts nur noch Reis, so dass ihn nachher schon keiner mehr
sehen wollte. Die beiden hatten nicht bedacht, dass sich das Reiskorn beim Quellen
nicht nur in einer Richtung ausdehnt, sondern in jeder Dimension.

Was das aber flr den Rauminhalt bedeutet, sehen wir uns am besten an einem Wiirfel
an: Haben wir einen Wurfel mit 1 cm Kantenlange, so betragt sein Inhalt31 cm
Verdoppeln wir die Kantenlange auf 2 cm, so ist der Inhak 2 cm® = 8cm?, hat

sich also verachtfacht.

Wahlen wir die Kantenldnge 4 cm, so wird das Wiirfelvolurhiem?, ist also auf das
64fache des Ausgangswertes gestiegen.

Die KegelK 1; Ko, undK 3 sind einander dhnlichkk; Ko, K1 Kg; Ko Kj

Allgemein wachst bei Vergroyerung aller Langen aukdashe das zugehoérige Volu-
men auf dak3-fache.
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Sicher knnen wir nun selbst die folgende Frage beantworten: Ein Strau enei ist -
jedenfalls nahezu - ein ma st blich vergr ertes H hnerei, und zwar im Ma stab 3:1,

das heit:
Das Strau enei ist etwa 3 mal so lang wie das H hnerei. Wenn man sich nun aus einem
solchen Strau enei R hrei macht - wieviel H hnereiern entspricht das?

Bis jetzt haben wir FI chen- und Rauminhalte getrennt betrachtet. Vergleichen wir aber
nun einmal Ober che und Rauminhalt bei Vergr erung eines W rfels miteinander:

Kantenlnge Ober che Volumen Auf jedes ém

in cm in cnt incn®  Volumen entfallen
1 6 1 6 cm Ober che
2 24 8 3 cM Ober che
3 54 27 2 crh Ober che
6 216 216 1 crOber che

Bei einer ma st blichen Vergr erung entf it also immer weniger Ober che auf das
gleiche Volumen, und umgekehrt geh rt bei einer ma st blichen Verkleinerung immer
mehr Ober che zum gleichen Volumen. Und das gilt nicht nur fr W rfel, sondern
auch fr Kugeln, fr Eier - kurz: fr alle Krper, die die gleiche Form haben.

:;.
0

i
Solche Krper, die durch ma st bliche Vergr erung oder Verkleinerung auseinander
hervorgehen, nennen wir auch einander hnlich.
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Auch ebene Figuren, die durch maystabliche Verdnderungen auseinander entstehen,
heiyen einander ahnlich. So sind beispielsweise alle Quadrate einander &hnlich, ebenso
alle Kreise:; das Bildformat 9 12 ist &hnlich dem Bildformat 18 24, und falls es sich

um Vergréyerungen der gleichen Aufnahme handelt, so sind auch die Bilder einander
ahnlich.

Die Frage mit Strauyenei und Huhnerei werden wir uns inzwischen Uberlegt haben -
aber wie steht es denn tberhaupt mit maystablichen Veranderungen in der Natur?
Das Buch von Jonathan Swift, der von den Reisen Gullivers erzahlt, kennt wohl jeder.
Gulliver wurde zuerst in das Land Liliput verschlagen, in dem alles gegentuiber unserer
Menschenwelt im Maystab 1:12 verkleinert war. Wir kdnnen uns nun selbst erklaren,
warum dort in einem Vertrage festgelegt wurde, dass Gullivers Essenportionen den
Portionen vonl2® = 1728 Liliputanern entsprechen sollten.

Fur wieviel Liliputaneranziige hatte dann der Sto gereicht, den Gulliver fir einen
Anzug brauchte?

Bei dem Vertrag uUber das Essen hat sich allerdings die Regierung von Liliput etwas
geirrt:

FUr die Brennsto menge, die man fir einen Ofen braucht, um ein Zimmer warm zu
halten, ist ja auch nicht nur die Groye, das Volumen des Zimmers entscheidend; es
kommt vielmehr vor allem auch darauf an, wie groy die Flache ist, von der die Warme
an die Umgebung abgegeben wird.

Denken wir dabei an Wohnungen mit Auyenwéanden!

Nun soll aber die Nahrung unserem Korper nicht nur die Energie fir alle Bewegungen
liefern. Sie dient vielmehr vor allem auch dazu, den Kdrper auf der Temperatur zu
halten, auf der allein er lebensfahig ist.

Diese normale Korpertemperatur betragt fur den Menschen ungefa@r Bie zur
Erhaltung dieser Temperatur notwendige Warme wird in den Korperzellen erzeugt, und
je mehr Koérperzellen vorhanden sind - je groyer also das Volumen ist -, desto groyer
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ist die erzeugte W rmemenge.

Da die Liliputaner aber im Verh Itnis zu ihrem K rpervolumen eine viel gr ere Ober-
che als der Mensch Gulliver haben, ist bei ihnen die W rmeabgabe im Verh Itnis

zur Gr e des "Ofens" gr er als bei Gulliver; sie m ssten also mehr essen als nur den

1728. Teil von Gullivers Nahrungsmenge.

Oder umgekehrt: Gulliver ben tigt nicht 1728 Liliputanerportionen, sondern weniger.

Hier liegt auch eine Ursache daf r, dass die meisten kleinen Tiere soviel Nahrung brau-
chen. Die Nahrung einer Maus fr einen Tag macht beispielsweise etwa ein Zehntel
ihrer Krpermasse aus, w hrend die menschliche Nahrungsmenge fr einen Tag nur
etwa ein F nfzigstel der K rpermasse betr gt.

Und die noch kleinere Spitzmaus - ein Insektenfresser wie Igel und Maulwurf, also nicht
verwandt mit der Maus! - frisst pro Tag sogar mindestens die H Ifte von dem, was sie
selbst wiegt.

Dabei wird uns klar, warum gro e Tiere in kalten Gegenden besser fortkommen k nnen
als kleinere. In den Polargegenden sind die Tiere meist gr er als ihre Artgenossen in
w rmeren Gebieten, und in der Eiszeit vor vielen tausend Jahren waren fast alle Tiere
gr er als die heute lebenden Arten.

Jetzt verstehen wir auch, welche Folgen eine pl tzliche Vergr erung - etwa im Ma stab
12:1 - fr eine Spitzmaus oder auch fr jedes andere Tier h tte. Der W rmehaushalt

w rde gestrt, denn das Volumen und damit der wrmeerzeugende "Ofen" wre auf
das 1728fache gewachsen, die wrmeabgebende Krperober che aber nur auf das
144fache. Innere berhitzung, also Fieber, und damit der Tod wre die Folge.
Umgekehrt w rde die Spitzmaus gewiss erfrieren, wenn man sie ma st blich wesentlich
verkleinerte!

Mit ma st blichen Ver nderungen in der Natur ist das also so eine Sache! Zwerge
mit unserem K rperbau wren gar nicht lebensf hig - ebensowenig wie Riesen. Auch
die Reise Gullivers in das Riesenland Brobdingnag, in dem sein Kuchen von Wespen
gefressen wird, die so gro sind wie bei uns die Lerchen, ist also ein M rchen - genau
wie die h bsche Geschichte von Nils Holgersson, die Selma Lagerl f geschrieben hat.
Nils Holgersson, den ein Wichtelm nnchen zur Strafe f r seine Bosheit so klein zauberte,
dass er auf dem R cken des G nserichs Martin durch ganz Schweden reisen konnte,
wre sicher schon in der ersten Nacht j mmerlich erfroren, und auch das zaubernde
Wichtelm nnchen k nnte gar nicht existieren.

Gr envergleich zwischen Mammut aus der Eiszeit und dem heute lebenden Elefanten
Dass beliebige ma st bliche Ver nderungen in der Natur nicht m glich sind, dass zu
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jedem Lebewesen vielmehr ganz bestimmte Gr enverh ltnisse gehren, liegt brigens
nicht nur am W rmehaushalt.

Die gro en Wespen in Brobdingnag w ren n mlich nicht einmal f hig, sich in der Luft
zu halten, wenn sie lediglich vergr erte Abbilder unserer Wespen wren; die Fl gel
w rden ihnen einfach wegbrechen.

So wie L ngen, Fl chen und Rauminhalte nicht in gleichem Ma e wachsen, so ist das
n mlich auch mit Gr en, die mit ihnen zusammenh ngen - Gr en wie Dehnbarkeit,
Festigkeit, Tragf higkeit, Gewicht und so weiter.

Das bedeutet, dass zum Beispiel auch in der Beweglichkeit beim Vergr ern oder Ver-
kleinern erhebliche Ver nderungen eintreten w rden.

Die Springk nste der K nguruhs kann man in vielen Tierparks oder Zoologischen G rten

bewundern. K nguruhs bringen es bei ihren weitesten Spr ngen auf ungefhr 10 m,

bew Itigen also etwa das 5fache ihrer K rperl nge. Gegen Insekten wie die Grash pfer

oder gar den Floh sind sie aber armselige St mper. So ein Floh, wenn er gut in Form
ist, scha t n mlich das 200fache seiner Krperl nge.

Bei gleicher Sprungleistung m sste das K nguruh 400 m meistern. Warum tut es das

nicht?

Die Sache ist ganz hnlich wie mit den Wespen in Brobdingnag: Bei dieser Krpergr e,
mit der ja ein entsprechendes Gewicht verbunden ist, wren Muskeln, Gelenke und so
weiter einer solchen Beanspruchung gar nicht gewachsen. Und selbst wenn ein K nguruh
mit einer besonderen Vorrichtung - einer Art Trampolin - so springen w rde, dass es
der Sprungweite und Sprungh he eines Flohes entspr che, so z ge sich das Tier beim
Aufprall mindestens einige Knochenbr che zu. Denn auch die Widerstandsf higkeit des
K rpers und insbesondere die Festigkeit der Knochen wachsen nicht in gleichem Ma e
wie das Gewicht.

ﬁ Am’r il __T— 4"“5"/%:

Das Gr e und Belastbarkeit sich nicht in gleichem Ma e ndern, ist auch in der Technik
von Bedeutung: ber einen kleinen Bach legt man ein Brett als Steg. Aber ber einen

112



14 Wespen - gro wie Lerchen ?

breiten Fluss kann man nicht einfach eine Br cke in Form eines - zum Beispiel im

Ma stab 100:1 - vergr erten Steges bauen.
Eine Br cke sieht ganz anders aus und hat mit einem Steg gar keine “hnlichkeit.

Wie ist’s, wollen wir noch selbst ndig einige Beobachtungen anstellen? Sind beispiels-
weise die Sch sseln eines Satzes, wie sie in Mutters K chenschrank stehen, oder die
h bschen Schachtelpuppen aus der Sowjetunion, die "Matrjoschkas", die der Vater als
Andenken von seiner Reise mitbrachte, hnliche Krper?

Ist also hier ein gr erer Krper aus einem kleineren durch ma st bliche Vergr e-
rung entstanden beziehungsweise ein kleinerer aus einem gr eren durch ma st bliche

Verkleinerung?
Wir achten dabei aber bitte nur auf die u ere Form, also beispielsweise nicht auf die

Dicke der Wandung!
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15 Gibt es auch linke Winkel ?

Ein Verkehrsunfall und rechte Winkel - Von den Zahlen 3, 4 und 5 der alt gyptischen
Seilspanner - Was Thales und Pythagoras aus “gypten nach Griechenland mitbrachten - Auch
ein Wanderstock kann Kummer machen - Eine quadratische Tischdecke und ein kreisrunder
Tisch?

Wenn jemand von uns verlangt, zu pr fen, ob in einem Rechteck unten der linke Winkel
auch wirklich ein rechter Winkel ist, ehrlich gesagt, wir w rden ihn wohl ein bisschen
erstaunt angucken. Gibt es denn berhaupt linke Winkel?

In einem Rechteck m ssen doch alle Winkel an den Ecken rechte Winkel sein, ganz
gleich, ob sie links oder rechts liegen. Der Name "rechter Winkel" h ngt ja auch gar
nicht mit "rechts" oder "links" zusammen, sondern mit "senkrecht".

Er ist abgeleitet von dem Wort "Richtblei", so nannte man fr her n mlich das Bleilot
bei den Bauleuten, die damit die Richtung einer Senkrechten bestimmten.
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Wie knnen wir berpr fen, ob der links liegende Winkel wirklich so gro ist wie ein
rechter Winkel? Da gibt es mehrere M glichkeiten: mit einem Zeichendreieck oder mit
einem Winkelmesser.

Auch die Konstruktion eines Vergleichswinkels mit Hilfe von Zirkel und Lineal wre
denkbar. Es geht aber noch einfacher. Wenn man zum Beispiel ein Blatt Papier so
faltet, dass die beiden entstehenden H Iften genau aufeinander passen, so bildet die
Bruchkante mit dem Rand des Blattes einen rechten Winkel. Die Bruchkante steht
senkrecht auf der Randkante.

Wenn man das Blatt Papier auseinanderfaltet, sieht man, dass eigentlich vier rechte
Winkel entstanden sind, zwei rechts und zwei links von der Bruchkante. Wenn wir eine

Zeitung auseinanderfalten, nden wir sehr viele solcher rechter Winkel, die durch das
Zusammenfalten des Papiers in der Druckerei entstanden sind.

Dabei ist es nicht wichtig, wo diese Winkel liegen. Da sie alle gleich gro sind, erhalten
sie alle den gleichen Namen: "rechter Winkel". Den Namen "linker Winkel" zur Fest-
legung der Gr e eines Winkels gibt es natrlich ebensowenig wie ein Linkseck. Mit
"linker Winkel" sollte auch nur die Lage des Winkels n her beschrieben werden.

An vielen Gegenst nden um uns herum nden wir rechte Winkel. In jedem Zimmer gibt
es eine F lle solcher Winkel. Die M bel, die T ren und die Fenster haben Ecken, an
denen sich rechte Winkel be nden. Auch zwischen den W nden und dem Fu boden des
Zimmers lassen sich rechte Winkel nachweisen.

Mauersteine zum Bauen, P astersteine fr den Gehweg, Schachteln und Ko er - berall
nden wir rechte Winkel. Sogar im Stra enverkehr ist der rechte Winkel von Bedeu-
tung.
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"Gro er Sachschaden entstand am Donnerstag bei einem Verkehrsunfall in Berlin-
Obersch neweide. Der Fahrer einer aus der Weiskopfstra e kommenden Stra enbahn
hatte einen von links kommenden Pkw auf der Stra e An der Wuhlheide nicht beach-
tet."

An dieser un bersichtlichen Stra enkreuzung ist fr her so mancher Verkehrsunfall pas-
siert. Der Stra enbahnfahrer musste sich fast den Kopf verrenken, wenn er die Stra e
An der Wuhlheide berqueren wollte.

Inzwischen aber hat die Stra enbahn an dieser Stelle die Vorfahrt.

Der Winkel, unter dem die Weiskopfstra e in die Stra e An der Wuhlheide einm ndet,
Ist zu spitz.

Ja, w rden die beiden Stra en unter einem rechten Winkel aufeinandersto en, k nnte
der Stra enbahnfahrer besser in die Stra e einsehen. Ob zwei Stra en unter einem
rechten Winkel einander kreuzen oder nicht, ist also gar nicht so unwichtig fr den
Stra enverkehr, wie man zun chst vermuten k nnte.

Die meisten Stra en sto en jedoch rechtwinklig aufeinander. Es gibt sogar St dte,
deren Stadtpl ne gro e "hnlichkeit mit einem Schachbrett haben: Alle sich kreuzenden
Stra en schneiden einander dort unter einem rechten Winkel.

Rechte Winkel sind aus vielen Gr nden sehr vorteilhaft.

Es ist leicht, eine ebene Flche mit Figuren, an denen nur rechte Winkel vorhanden
sind, also mit Quadraten und Rechtecken, auszuf llen. Ebenso kann man auch einen
Raum leicht mit Krpern ausf llen, deren Kanten nur rechte Winkel bilden, n mlich
mit W rfeln und Quadern. Mauersteine lassen sich sehr bequem nebeneinander und
aufeinander packen.

Die meisten Verpackungsmaterialien haben die Form eines Quaders, weil man sie so
sehr einfach in gr eren Kartons und diese wieder in gr eren Kisten unterbringen kann.
Sie lassen sich sehr leicht stapeln. Diese kleinen und gro en Kartons haben noch einen
weiteren Vorteil:

s g1 Feldriss eines Vermessungsfacharbeiters

92,00

Wegen der rechten Winkel |sst sich ihr Rauminhalt
leicht berechnen.

Bei der Vermessung gro er Fl chen, zum Beispiel der Fel-
der einer LPG, spielt der rechte Winkel eine gro e Rolle.
Um im Gel nde einen rechten Winkel abzustecken, kann
man ein Winkelkreuz benutzen oder einen Winkelspiegel,
mit dem man "um die Ecke gucken" kann.

berlege an der Abbildung, welchen Winkel die beiden
Spiegel einschlie en!
Abbildung unten rechts: Strahlengang im Winkelspiegel
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Das machten vermutlich sogar schon die alten “gypter vor mehreren tausend Jahren
so. Zur Vermessung der allj hrlich vom Nil berschwemmten Gebiete, so wird berichtet,
steckten sie lauter Dreiecke mit rechten Winkeln ab, allerdings weder mit Winkelkreuzen
noch mit Winkelspiegeln. Ihr Verfahren war sehr einfach.

Heute benutzt man statt des Winkelspiegels Ger -
te, die Prismen enthalten. Soll der Vermessungs
fachmann die Gr e eines solchen Feldes bestim
men, so ist er bestrebt, das Feld in Dreiecke un
Trapeze mit rechten Winkeln zu zerlegen, da dani
die Berechnung der FI che sehr einfach wird.

In ein | ngeres Seil wurden in gleichen Abst nden 13 Knoten geschlagen, so dass 12
gleichlange Seilstrecken entstanden. Der 1. und der 13.Knoten wurden miteinander
verbunden. Dann wurde die Schnur so gespannt, wie man es auf der Zeichnung sieht.
Die entstehende Figur ist ein Dreieck mit den Seiten 3, 4 und 5. Die "gypter wussten,
dass am vierten Knoten, also dort, wo die Seiten 3 und 4 zusammensto en, ein rechter
Winkel entsteht.

Auch beim Bau von Tempeln und Pyramiden wandten sie dieses Verfahren an. Es war
fast eine Zeremonie, wenn bei der feierlichen Grundsteinlegung eines solchen Tempels
die "Seilspanner" auftraten und an einer Fluchtlinie mit Hilfe einer solchen Knoten-
schnur einen rechten Winkel festlegten.

Diese "Seilspanner" waren keine gew hnlichen Handwerker, sie geh rten einer bestimm-
ten Zunft der Priesterkaste an. Sie achteten auch darauf, dass die Geheimnisse ihres
Wissens nicht allgemein bekannt wurden.

Eine solche 12teilige Knotenschnur | sst sich leicht nachmachen. Versuchen wir es ein-
mal!

Man kann dazu auch die mit L chern versehenen St be eines Stahlbaukastens benut-
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zen.

Aber wir m ssen aufpassen, dass auch wirklich ein rechtwinkliges Dreieck zustande
kommt. D rfen wir die Stbe mit 3, 4 und 5 L chern nehmen und miteinander durch
Schrauben verbinden? Denken wir an die 13 Knoten!

Die "gypter waren sicher nicht die einzigen, die ein solch einfaches Verfahren kannten.
Die Inder benutzten vor mehr als 2500 Jahren zum Abstecken von rechten Winkeln bei
den Grundrissen von Altren, aber auch zur Vermessung von Feldern Dreiecke mit den
Seiten 5, 12 und 13 oder aber 15, 36 und 39.

Diese Zahlen wurden bald auch in Griechenland bekannt. Wahrscheinlich kannte sie
schon der ber hmte griechische Kaufmann und Mathematiker Thales von Milet, der
auf seinen vielen Reisen auch nach “gypten kam und dort von den K nsten der "Seil-
spanner" erfuhr. Thales wurde angeregt, sich mehr und tiefer mit Mathematik zu be-
sch ftigen.

Er wusste bereits, dass alle Winkel im Halbkreis, alle Winkel also, deren Schenkel durch
die Endpunkte des Durchmessers gehen und deren Scheitel auf der Kreislinie liegen,
rechte Winkel sind.

o fm

Satz des Thales: Alle Umfangwinkel ber dem Durchmesser eines Kreises sind rechte Winkel.

ber dem Durchmesser lassen sich also im Kreis unz hlig viele rechtwinklige Dreiecke
bilden.

Der ber hmte Mathematiker Pythagoras von Samos war ein Sch ler von Thales. Es ist

m glich, dass Thales ihm von den oben genannten Zahlen berichtet hat.

Auf alle F lle hat Pythagoras auf eigenen Reisen nach “gypten die Anwendung dieser
Zahlen kennengelernt, und das lie ihm keine Ruhe. Er untersuchte eine Vielzahl von
rechtwinkligen Dreiecken, ihre Katheten und ihre Hypotenusen. Schlie lich fand er eine
gewisse Gesetzm igkeit:

Satz des Pythagoras: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Fl cheninhalte der
Quadrate ber den Katheten gleich dem Fl cheninhalt des Quadrats ber der Hypotenuse.
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Die Flachen der Quadrate, die Uber den Katheten errichtet werden kénnen, sind zu-
sammen so groy wie die Flache des Quadrats, das man Uber der Hypotenuse errichten
kann.

Das war etwas viel Allgemeineres als das, was den Agyptern und Indern bekannt war,
ja eigentlich auch noch genau das Umgekehrte.

In Agypten und Indien hatte man gesagt, ein rechtwinkliges Dreieck liege vor, wenn die
Seiten ganz bestimmte Langen hatten. Pythagoras sagte umgekehrt: In jedem recht-
winkligen Dreieck verhalten sich die drei Seiten so, dass die Summe der Kathetenqua-
drate gleich dem Hypotenusenquadrat ist.

Heutzutage wissen wir, dass Pythagoras wahrscheinlich nicht der erste war, der auf
diese Vermutung gekommen ist. Untersuchungen an alten babylonischen Keilschrift-
tafeln haben namlich ergeben, dass in dieser Hinsicht schon mehr als 1000 Jahre vor
Pythagoras Uberlegungen angestellt worden sind.

Wahrscheinlich aber hat Pythagoras oder einer seiner Schuler diese Vermutung bewie-
sen.

Wir wissen allerdings nicht, wie dieser Beweis geflhrt worden ist. Inzwischen kennt man
sehr viele Beweise flr den Satz des Pythagoras - so nennt man namlich seither diese
Vermutung. Einer der Beweise dieses Satzes ist in der obigen Abbildung angedeutet.
Uberlege, wie man ihn aufschreiben konnte!

Ein derartiger Satz gilt aber nicht nur fir Quadrate Uber den Katheten und der Hypo-
tenuse.

Er gilt auch, wenn ganz andere Figuren Uber den Katheten und der Hypotenuse errichtet
werden. Es kénnen gleichseitige Dreiecke, regelmayige Sechsecke, ja sogar beliebige,
allerdings regelmayige Vielecke sein.

Die Mondchen des Hippokrates: Die grauen Mondchen haben zusammen den gleichen
Flacheninhalt wie das blaue Dreieck!
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Auch Halbkreise sind mdglich und sogar ganz beliebige, unregelmayige Vielecke, sofern
diese nur alle die gleiche auyere Form haben, also einander ahnlich sind.

Als wir im letzten Sommer aus dem Ferienlager
nach Hause fuhren, wollten wir unbedingt einen
geschnitzten Wanderstock mitnehmen.

Damit bei der Rickfahrt sich niemand an dem
Stock aufspieyen konnte, mussten wir ihn im
Ko er verstauen. Der Ko er hatte eine Breite
von 60 cm, eine Tiefe von 32 cm und eine H6he
von 18 cm. Der Stab war aber 70 cm lang.
Konnten wir den Stock ach auf den Boden
des Ko ers legen?

Dass es Uberhaupt nur gehen wirde, wenn wir
den Stab schrag hineinlegten, war uns klar. Wir
probierten es, aber es klappte nicht. Der Stock
war zu lang.

Hatten wir das auch ohne Probieren heraus n-
den kénnen? Wie lang durfte der Stab hdchs-
tens sein, damit man ihn auf den Boden legen
konnte? Diese Frage lasst sich mit Hilfe des
Satzes des Pythagoras beantworten.

Der Boden des Ko ers lasst sich als ein Rechteck mit den Seiten 60 cm und 32 cm
au assen. Die Diagonalen sind die langsten Strecken innerhalb eines jeden Rechtecks.
Wir betrachten also eine der Diagonalen. Sie zerlegt unser Rechteck in 2 rechtwinklige
Dreiecke mit den Katheten der LAnge 60 cm und 32 cm. Die Hypotenuse des Dreiecks
ist die Diagonale des Rechtecks.

Nach dem Satz des Pythagoras ist das Quadrat Giber der Hypotenuse so groy wie die
Summe der Quadrate tiber den Katheten, &6+ 322 = 3600 + 1024 = 4624

Wie lang muss nun die Hypotenuse sein, damit ihr Quadrat einen Flacheninhalt von
4624 cm hat? 70 cm ist zu lang, denn dann ware er 49006.ckuch 69 cm ist noch

Zu groy.

Ein Quadrat mit der Seitenldnge 68 cm hat aber gerade als Flacheninhalt 4624 cm

Der Stock hatte also hdochstens 68 cm lang sein durfen, wenn er ach auf den Boden
des Ko ers gelegt werden sollte. Wir entschieden uns daftir, den Stock unten etwas zu
kirzen. Wir hatten ihn allerdings auch in voller Lange in den Ko er hineinbekommen,
wenn auch das Einpacken der tbrigen Sachen dadurch schwieriger geworden ware. Wie
wurde der Stock dann liegen, wie lang kdnnte er hochstens sein?

Man kann also in einem rechtwinkligen Dreieck die Lange der Hypotenuse berechnen,
wenn man die Langen der Katheten kennt. Ebenso lasst sich die Lange einer Kathete
berechnen, wenn die Ladnge der anderen Kathete und der Hypotenuse bekannt ist.

Wie lang ist eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn dessen andere Kathete
die Lange 12 cm und die Hypotenuse die Lange 15 cm hat?
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Auf eine &hnliche Aufgabe kommen wir, wenn
wir Mutter zu ihrem Geburtstag eine Tischde-

cke kaufen wollen. Nehmen wir an, sie wiinscht
sich fir ihren 55 cm hohen Tisch, dessen kreis-
formige Platte einen Durchmesser von 70 cm
hat, eine dazu passende, allerdings quadrati-
sche Decke. Die Decke soll am Tischrand ge-
ndgend lang herunterhédngen.

In einem Textilgeschaft werden uns quadrati-
sche Tischdecken mit den Seitenldngen 90 cm,
100 cm, 110 cm, 120 cm und 140 cm angebo-
ten. Welche davon sollten wir wohl nehmen?

Die ersten beiden Tischdecken wohl nicht, da
sie an vier Stellen des Tisches nur 10 cm be-
ziehungsweise 15 cm herunterh&ngen wiurden.
Das scheint uns zuwenig zu sein.

Die Decke darf selbstverstandlich in der Diago-
nale nicht langer sein als 180 cm, sonst stoyt
sie auf dem Fuyboden auf. Wir werden uns also
sicherlich fur eine der Decken mit den Seiten-
langen 110 cm oder 120 cm entscheiden mis-
sen.

Daher berechnen wir einfach im Kopf die LAngen der Diagonalen dieser Tischdecken.
d? = 110 + 1107 = 12100 + 12100 = 24200

Welche Zahl hat als Quadrat 242007 So schnell bekommen wir das nicht heraus, deshalb
begniigen wir uns mit einem angenaherten Ergebnis.

Die Zahl muss gréyer sein als 150 und kleiner als 160, dedn=1%2500 und 166
= 25600. Fur die andere Decke machen wir es genauso:

d? = 120% + 120% = 14400 + 14400 = 28800

Hier istd etwas kleiner als 170, weil £78 28900 ist. Diese Decke wiirde mit ihren
vier Zipfeln bis fast auf den Fuyboden reichen.
Fur uns kommt also nur die Tischdecke mit der Seitenlange von 110 cm in Frage.

Hatten wir Ubrigens auch die genaue Lange der Diagonalen unserer Tischdecke berech-
nen konnen? Das ist gar nicht so einfach!

Auf alle Falle erhalt man keine ganze Zahl, denrf 534025 und 156 = 24336. Die
Diagonale ist also langer als 155 cm und kirzer als 156 cm. Diese Decke hangt also
Uberall hochstens 43 cm herunter. lhre herunterhangenden Zipfel sind mindestens 12
cm vom Fuyboden entfernt.

An diesem Beispiel sehen wir, dass die Langen der Katheten und Hypotenusen nicht
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immer ganze Zahlen sind. Allerdings sind die rechtwinkligen Dreiecke, in denen die
Seitenldngen ganze Zahlen sind, besonders interessant.

Man nennt solche Zahlex b; ¢ die in der Beziehuraf+ > = ¢ stehen, pythagoreische
Zahlen.

Man sagt auch, sie bilden ein pythagoreisches Zahlentripel. 3, 4 und 5 oder aber 5,
12 und 13 sind solche pythagoreische Zahlentripel, denn &8 +s42 = 52 und

5% + 122 = 132, Eine ganze Reihe solcher Zahlentripel sind in der unten stehenden
Tabelle verzeichnet.

Pythagoreische Zahlentripel

3 5 7 9 11 20
4 12 24 40 60 99
5 13 25 41 61 101

Aus jedem Tripel erhalt man beliebig viele neue Tripel pythagoreischer Zahlen, indem
man jede der Zahlen mit einer bestimmten ganzen Zahl multipliziert.

Aus 8, 15 und 17 erhalt man zum Beispiel durch Multiplikation mit 4 die Zahlen 32,
60 und 68, die, wie wir vom Ko erpacken her wissen, ein pythagoreisches Zahlentripel
bilden, denn32 + 602 = 682. Wir probieren es einmal selbst mit den anderen Zahlen!

A+ A= A; As+ Ag= A
Es gibt beliebig viele rechtwinklige Dreiecke, deren Kathetenquadrate einen Flacheninhalt von
25 cnt haben

Diese pythagoreischen Zahlen haben sehr interessante Eigenschaften. Eine der beiden
"Kathetenzahlen" muss stets durch 4 teilbar sein.

Ja, es lasst sich sogar noch mehr sagen: In jedem pythagoreischen Zahlentripel treten
als Teiler die Zahlen 3, 4 und 5 auf. Das heiyt nicht etwa, dass die 3 immer als Teiler
einer "Kathetenzahl" auftritt und die 5 als Teiler einer "Hypotenusenzahl”.

An dem Beispiel 8, 15 und 17 erkennen wir, dass die 3 und die 5 Teiler der "Katheten-
zahl" 15 sind und dass die 4 ein Teiler der anderen "Kathetenzahl" 8 ist.
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Und bei den pythagoreischen Zahlen 11, 60 und 61 sind 3, 4 und 5 sogar Teiler der
gleichen "Kathetenzahl", n mlich der 60.

Das ist doch eine ganz merkw rdige Sache!

In jedem pythagoreischen Zahlentripel kommen die Grundzahlen 3, 4 und 5 des lItesten
und einfachsten Beispiels, das schon die “gypter kannten, vor - wenn auch nur als
Teiler der Zahlen. Von diesen seltsamen Gesetzm igkeiten bei den pythagoreischen
Zahlen haben die gyptischen Priester allerdings sicher noch nichts geahnt, als sie ihre
geheimnisvollen Zahlen 3, 4 und 5 beim Abstecken rechter Winkel verwendeten.
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16 Auch Schatten haben gute Seiten

Von einer gro artigen Leistung vor 2000 Jahren - Ein ehrgeiziger Versuch w hrend der
Sommerferien - Sonnenuhren, selbstgebaut - Thales misst die Pyramiden - Wie gut, dass die
Sonne auch den Mond bescheint.

Assuan - Stadt am Nil, der seit uralten Zeiten die W ste durchiet und an seinem
schmalen Uferstreifen ppig wucherndes Leben erm glicht. Dort in Assuan ist ein ge-
waltiger Staudamm emporgewachsen.

Er speichert die Fluten des Nils und macht damit mehr als drei Millionen Hektar Land
fruchtbar, Land, das von den senkrecht herabfallenden Sonnenstrahlen ausged rrt ist,
W ste ist. Die Kraftwerke am Fu e des Staudamms werden mehr elektrische Energie
erzeugen als alle gyptischen Kraftwerke vorher zusammen.

Die Stadt Assuan ist aber auch noch verkn pft mit einer anderen menschlichen Gro tat,
einer Gro tat des menschlichen Geistes, bei der gerade die Sonne eine entscheidende
Rolle spielte. Allerdings hie Assuan noch Syene, als vor ber 2000 Jahren der griechi-
sche Mathematiker Eratosthenes den Umfang der Erde ermittelte.
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Eratosthenes lehrte damals schon, dass die Erde Kugelgestalt habe, w hrend es im Mit-
telalter, also viele Jahrhunderte sp ter, Leute gab, die das bestritten. Er hatte gehrt,
dass zur Sommersonnenwende in der N he von Syene senkrechte Mauern und S ulen
keinen Schatten werfen, weil die Sonne senkrecht ber ihnen steht.

In Alexandria, der gro en Hafenstadt am Mittelmeer, die nahezu auf dem gleichen
Meridian (L ngenkreis) liegt, lie en sich jedoch zur gleichen Zeit Schatten feststellen.
Eratosthenes wusste das genau, denn er lebte in Alexandria, und er wusste auch, dass
beide Orte 5000 Stadien voneinander entfernt waren; das Stadion war ein griechisches
L ngenma und entspricht 184,3 m.

Wie aber nutzte Eratosthenes diese Tatsachen aus, um den Umfang der Erdkugel zu
bestimmen?

In Syene lie er durch Schattenmessungen genau den Tag des h chsten Sonnenstandes
ermitteln und ma in Alexandria am gleichen Tag mittags die Schattenl nge eines
senkrecht stehenden Stabes. Daraus und aus der L nge des Stabes selbst erfuhr er,
welchen Winkel die Sonnenstrahlen mit dem Stab bildeten.
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F r den Tag, an dem die Sonne in Syene genau senkrecht stand, der Stab dort also kei-
nen Schatten warf, erhielt & 12X oder73 . Das war aber gleichzeitig auch der Winkel
zwischen Alexandria und Syene, wenn man sich beide Orte mit dem Erdmittelpunkt
verbunden dachte.

Und da 360 gerade das F nfzigfache vord ist, muss auch der Erdumfang das

F nfzigfache der Entfernung Alexandria-Syene betragen.

Eratosthenes errechnete also den Erdumfang mit 250000 Stadien, das entspricht rund

46000 km.

Und das vor 2200 Jahren - ist das nicht gro artig? Nicht nur die Gedankenleistung, die
hinter dieser Messung steckt, auch die Genauigkeit ist bewundernswert.

Gewiss, der von Eratosthenes ermittelte Wert weicht um 6000 km vom wahren Wert,
wie wir ihn modernen Messmethoden verdanken, ab; das ist immerhin eine Strecke, die
der Entfernung Berlin-Irkutsk entspricht.

Verglichen mit den 40000 km des Erdumfangs aber betr gt die Abweichung nur 15% -
und das bei den primitiven Hilfsmitteln, mit denen Eratosthenes auskommen musste!

Wollen wir nicht solch eine Messung einmal selbst ausprobieren?
Dazu braucht man durchaus nicht nach “gypten zu fahren, sondern kann in unseren
Breiten bleiben, in denen die Sonne nie senkrecht steht. Man muss nur das Verfahren

etwas abwandeln:

e g 1s Sch ler einer achten Klasse waren von dieser M glichkeit
;Jﬂft lllll so begeistert, dass sie es in ihrem Ferienlager auf der Insel
Rk - R gen versucht haben. Ein Mitsch ler, der seine Ferien in
BN e, Freiberg, also nahezu auf dem gleichen L ngengrad, ver-
L= th brachte, musste ihnen dabei helfen. Wir machen uns die
’%{'f N Verh Itnisse am besten an einer kleinen Skizze klar:
0 "ﬂ;,, Szcm
A K

) % F
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- " 3 Qp
e nLyc Y
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Der Kreis sei ein Schnitt durch die Erdedas Lager auf R gen, uné& bezeichnet
Freiberg. Die StreckeRP undLQ sollen zwei St be von je 2 m L nge darstellen, die
in L und F senkrecht stehen.
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Obwohl beide gleich lang sind, haben sie doch zur gleichen Zeit verschiedene Schat-
tenlangen, die hier mES und LK bezeichnet sind.

In L bilden die Sonnenstrahlen mit dem Stab den griin gezeichneten Winlketlan

blau gezeichneten. (Wiirde die Sonne zur Zeit der Messung senkrecht tiber dem Aquator
stehen, waren diese beiden Winkel gerade die geographischen Breitennvdf .)

Beide Winkel kann man durch Schattenmessung iand F bestimmen, und diese
Winkel treten am Mittelpunkt des Kreises, also der Erde, noch einmal auf. Als Di erenz
dieser beiden Winkel ergibt sich der rot gezeichnete Winladso der Winkel zwischen
ML undMF .

Er entspricht dem Winkel voril in der Messung von Eratosthenes, verhalt sich also
zum Vollwinkel wie die Entfernuhg F zum gesuchten Erdumfang.

In beiden Orten wurden nun an jedem Tag einer vorher bestimmten Woche pinktlich
mittags um 12 Uhr die Schattenlangen gemessen.

Denn gewiss ware es unklug gewesen, sich auf einen einzigen Tag festzulegen, wie leicht
kann es tribe sein. Versuchen wir nun einmal die Berechnung fur die am Mittwoch
gemessenen Werte:

Um den Di erenzwinkel (rot) zeichnerisch zu bestim-
men, zeichnen wir einen rechten Winkel, dessen einer
Schenkel 20 cm lang ist und dem 200 cm langen Stab
entspricht. Auf den anderen Schenkel zeichnen wir die
Schattenlangen im gleichen Maystab, also mit 13,5 cm
(135 cm gemessen) und 11,5 cm (115 cm gemessen).
Wenn wir die Endpunkte verbinden, erhalten wir zwei
ineinanderliegende rechtwinklige Dreiecke. Mit dem
Winkelmesser ergibt sich #ir den Winkel als Dif-
ferenz zwischen dem gelb und dem blau gezeichneten
Winkel.

U = 389415 = 37350

Wenn wir nun noch die Entfernung vbrundF auf ei-

ner Landkarte bestimmen - sie betragt 415 km -, haben
wir alles fur die Berechnung des Erdumfanges beisam-
men und erhalten schlieylich 37350 km.

Wenn wir unsere recht ungenauen Messungen bedenken, missen wir uns freilich mit
der Angabe "rund" 37000 km zufriedengeben.

Als unsere Freunde auf Rigen diesen Wert errechnet hatten, platzten sie beinahe vor
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Stolz Uber den geringen Fehler von 7%. Dass er geringer war als bei Eratosthenes,
hatten sie allerdings vornehmlich der Tatsache zu verdanken, dass sie die Entfernung
zwischen ihrem Lager und Freiberg so genau kannten.

Eratosthenes hatte ja mit 5000 Stadien nur einen recht groben Naherungswert fir die
Entfernung Alexandria-Syene zur Verfigung.

In einem solchen Lager an der Ostsee kann man auch noch andere Vorziige des Schat
tens kennenlernen - nicht nur, dass man in seine angenehme Kiihle tchten kann, wenn
es sehr heiy ist, aber das kommt ja an der See selten vor. Beim Baden und Spielen
am Strand vergeht die Zeit wie im Fluge, und um nicht zu spat zu den Mahlzeiten zu
kommen, wird eine Uhr bendtigt.

Aber mit Armbanduhren ist das so eine Sache: Selbst wenn sie wasserdicht sind, sollte
man ihnen nicht unbedingt ein Bad im salzigen Ostseewasser verordnen. Und am Strand
hinlegen?

Mancher hat schon stundenlang im Sand gesucht, um solch einen kleinen Gegenstand
wiederzu nden, selten mit Erfolg. Aber wie ware es mit einer Sonnenuhr?

Auch im Lager auf Rigen hat man sich Uberlegt, wie man sich solch ein ntitzliches
Geréat bauen kann. Uberlegen wir mit:

An jedem Tag geht die Sonne im Osten auf und im Westen unter. Sie bewegt sich also
scheinbar im Kreis um uns herum. Man kann auch sagen:

Die Sonne beschreibt in 24 Stunden einen Winkel von. 36@iner Stunde rickt sie
also um den vierundzwanzigsten Teil des Vollwinkels vorma&ter. Da360 : 24 = 15
ist, wird also dabei ein Winkel vd® zurlckgelegt.

Unsere Freunde am Strande der Ostsee kommen auf die Idee, auf ein Stick Pappe
einen Kreis zu zeichnen, der in 24 Teile geteilt wird.

An die Teilstriche schreiben sie die Zahlen von 1 bis 24. Denn wenn auch nachts keine
Sonne am Himmel steht und es infolgedessen keinen Schatten gibt, so wissen sie nun
doch wenigstens, wo die Sonne gerade stehen muss.

Im Mittelpunkt des Kreises wird ein Nagel befestigt, und am néachsten Morgen, punktlich
um 7 Uhr, wird die Uhr in die Sonne gelegt, und zwar so, dass der Schatten des Nagels
durch die 7-Uhr-Markierung geht.

Voller Spannung erwarten alle, dass die Lageruhr 8 Uhr anzeigt. Aber enttduscht missen
sie feststellen, dass ihre Uhr nicht stimmt.

Sie drehen sie etwas, dass der Schatten auf die 8-Uhr-Linie fallt, aber um 9 Uhr gibt
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es eine neue Enttauschung. Was ist wohl die Ursache flr den Misserfolg? Mit einem
Ball und einem Stabchen kann man sich das klarmachen; wir kbnnen auch einen Apfel
nehmen, der die Erdkugel darstellen soll: Der Stiel des Apfels soll die Richtung der
Erdachse haben, also senkrecht auf der Aquatorebene stehen.

Auf diesen Stiel stecken wir eine kleine Pappscheibe, die, wie unsere Sonnenuhr, in 24
gleiche Teile geteilt ist. Drehen wir den Apfel um seine Achse, dann kdnnen wir uns
vorstellen, dass jede der 23 Linien einmal von dem Schatten des Stieles bedeckt wird.

Wenn wir nun den Apfel so langsam rotieren lassen, wie die Erdkugel sich dreht, namlich
in 24 Stunden einmal herum, dann entsprechenelfer Stunde.

Bis hierher scheint doch alles in Ordnung zu sein! Die Sache hat aber einen Haken:
Unsere Strand-Sonnenuhr hat gar nicht so gelegen wie die Pappscheibe auf dem Apfel,
schlieylich liegt Rugen ja nicht am Nordpol, sondern auf dem 54. Breitengrad.

Und was sich damit &ndert, zeigt uns am besten eine Figur, in der die Erde wieder
einfach durch einen Kreis dargestellt wird. Wir denken uns die kleine Sonnenuhr zu-
nachst am Pol und dann - blau gezeichnet - in den Plinkiinseren gegenwartigen
Aufenthalt) gelegt.

Die Gerade, die durdh und den Mittelpunkt der Erde geht, bildet mit der Aquatore-
bene einen Winkel von 54;5las ist gleichzeitig die Angabe fiir den Breitenkreis, auf
dem wir uns be nden.
Die Sonnenuhr lag aber nicht so, ihr schattenwerfender Stab (bezeichné&tLnpit
stand senkrecht zur Erdober ache. Wenn die Uhr die richtige Zeit anzeigen soll, muss
sie also angehoben werden, und zwar so, dass sie mit der Horizontalen einen Winkel
von 355 bildet.

Wie kommt dieser Winkel zustande?

Am Strand macht allerdings die Bestimmung eines solchen Winkels einige Schwierig-
keiten.

Da ist es schon besser, wenn wir auf einem Brett einen Stab anbringen, der schon mit
der Ebene einen Winkel v&4;5 bildet, also parallel mit der Erdachse verlauft. Es
braucht auch kein Nagel oder Stab zu sein, dessen Neigung sich ja leicht verandern
kann.

Am einfachsten ist es, ein rechtwinkliges Dreieck mit einem Winké4®nzu nehmen
und auf ein Brett zu montieren. Da die Ebene der Uhr bei einer solchen Bauweise nicht
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mehr parallel zur "quatorebene liegt, sind die Stundenwinkel allerdings nicht mehr
gleich gro .

Sie m ssen deshalb besonders konstruiert werden. Noch einfacher ist es freilich, wenn
man die Stundenlinien durch den Vergleich mit einer gew hnlichen Uhr bestimmt.

Wenn das Ganze nun doch auf einen Vergleich mit einer gew hnlichen Uhr herauskommt
- knnte man da nicht auch mit einem senkrecht stehenden Schattenstab zum Ziel
kommen?

Sicher, doch w rde eine solche Uhr nur w hrend einer kurzen Zeit im Jahr "richtig
gehen”, weil sich die Stundenlinien mit dem Wechsel der Jahreszeiten stark verschieben.

Bei einem Schattenstab oder einer Dreieckskante mit entsprechender Neigung aber zeigt
die Uhr das ganze Jahr ber die richtige Zeit an, und sie tut das sogar an allen Orten,
die auf dem gleichen Breitengrad liegen.

Freilich muss man dazu die Uhr richtig aufstellen:

Das Zi erblatt muss vollkommen waagerecht liegen, und vor allem muss die Kante, die
den Schatten wirft, genau in Nord-S d-Richtung zeigen. Wenn man keinen Kompass
hat, um diese Richtung zu bestimmen, kann man sich auch hier wieder den Schatten
zunutze machen.

Besonders einfach geht es mit einer Armbandubhr:

Man h It sie so, dass der kleine Zeiger zur Sonne gerichtet ist; das hat man erreicht,
wenn der Schatten des Zeigers nicht mehr zu sehen ist. Die Halbierende des Winkels
zwischen dem kleinen Zeiger und der 12-Uhr-Richtung auf dem Zi erblatt zeigt dann
nach S den.

Ohne Uhr ndet man die Nord-S d-Richtung als
Richtung, in der der Schatten am krzesten ist.
Nun wre es freilich sehr umst ndlich, die Richtung
des k rzesten Schattens durch st ndige Messungen
festzustellen.

Recht einfach und genau ist aber folgendes Verfah-
ren:

Wir zeichnen uns auf ein St ck Pappe zwei konzen-
trische Kreise und befestigen im Mittelpunkt einen
Nagel.

Die Radien m ssen allerdings etwas gr er sein als der k rzeste Schatten, den der Nagel
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mittags wirft und der genau nach Norden zeigt. Vormittags und nachmittags gibt es
nun fr jeden Kreis zwei Schattenl ngen, die gleich dem Radius sind.

Wenn wir die vier Punkte auf den Kreisen markieren, wo diese Schatten enden, k nnen
wir zwei parallele Sehnen zeichnen, und die Halbierungspihki&i() dieser Sehnen
legen dann die Nord-S d-Richtung fest.

Freilich w rde man auch mit einem einzigen Kreis zum Ziel kommen, denn die Nord-
S d-Richtung muss ja auch durch den Mittelpunkt des Kreises gehen.

Zwei Kreise aber bieten eine zus tzliche Kontrollm glichkeit. Nachdem die Sonnenuhr
fertig war, war man brigens auf R gen bei Sonnenschein immer besonders p nkt-
lich. Schlie lich sollte niemand sagen k nnen, die selbstgebaute Sonnenuhr sei o enbar
nichts wert.

Sonnenuhr am Rathaus in Stolberg/Harz und im W rlitzer Park bei Dessau,
Taschensonnenuhr aus Elfenbein
Die Sonnenuhr zu Beginn des Kapitels steht auf dem Fucik-Platz in Dresden

Unsere berlegungen ber die N tzlichkeit von Schatten begannen in "gypten und mit
dem griechischen Mathematiker Eratosthenes. Auch von einem anderen griechischen
Mathematiker erz hlt man eine Geschichte, die in "gypten spielt und bei der es ebenfalls
um Schatten geht:

Thales von Milet, der noch fr her als Eratosthenes, n mlich vor rund 2500 Jahren,
lebte, wurde aufgefordert, die H he der Cheopspyramide zu bestimmen.

Nun bestieg er nicht etwa mit Leitern, Seilen und Stangen diese Pyramide, um ein
Ma band herunterzulassen. Das w re auch schlecht m glich gewesen, und erlaubt h t-

ten es ihm die "gypter gewiss auch nicht, denn fr sie war ja die Pyramide ein heiliges
Bauwerk.

it NG
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Er steckte vielmehr einen Stock in den Wistensand und sagte: "So wie sich die Lange
dieses Stockes zur Lange seines Schattens verhélt, so verhalt sich die Hohe der Pyramide
zur Lange ihres Schattens."

Das gab aber eine ganz einfache Rechnung, und eine solche H6henbestimmung kénnen
wir Uberall durchfiihren, wenn nur die Sonne scheint.

Wenn uns interessiert, wie hoch der Fahnenmast in unserem Ferienlager ist, so nehmen
wir einen Stab und stecken ihn am Ende des Fahnenmastschattens senkrecht in den
Boden.

H  84m ~84m 15m
15m 12m’ ~ 12m

=10:5m

Man kann eine Hohenbestimmung auch ohne Sonne mit Hilfe eines Spiegels durchfihren
H:h=E:e

Er ragt 1,5 m aus dem Boden, sein Schatten ist 1,2 m lang, und die Ladnge des Mast-
schattens betragt 8,4 m. Nun kann man nach einer maystablichen Zeichnung die ge-
suchte Hohe des Fahnenmastes ablesen oder auch rechnen:

Da der Mastschatten siebenmal so lang ist wie der Stabschatten, ist auch der Mast
siebenmal so hoch wie der Stab. Demnach ist der Fahnenmast 10,5 m hoch.

Klappt das wirklich nur bei Sonnenschein und nicht auch mit einer Laterne? Da Pro-
bieren bekanntlich tGber Studieren geht, versuchen wir es einmal mit dem ungefahr 3
m hohen Eingangstor zum Lager:

Sein Schatten, der durch die Lampe am Tor erzeugt wird, ist 3 m lang. Setzen wir
einen Stab von 1,5 m Lange an das Ende des Torschattens, so ist sein Schatten 2,6 m
lang.

Stellen wir hier dieselbe Rechnung an wie beim Fahnenmast, erhalten wir fur die H6-

he des Tores ungefahr 1,7 m. Aber das kann nicht stimmen. Warum versagt unsere

Methode hier?

Bedingung ist, dass die Lichtstrahlen parallel verlaufen. Das Sonnenlicht kann man

als parallele Lichtstrahlen au assen; schlieylich betragt ja der Sonnendurchmesser das
108,7 fache des Erddurchmessers, und die Sonne ist rund 149,5 Millionen km von uns
entfernt.

Die Lampe aber ist eine ganz kleine Lichtquelle und hangt dicht am Tor.

Das Licht wird oben durch den Lampenschirm abgefangen und als weit auseinander-
gehendes Lichtbindel zur Erde geworfen; von parallelen Strahlen kann hier keine Rede
sein.
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Die Schattenmessung ist auch heute noch keines-
wegs uberholt. Man misst mit Hilfe des Schattens
beispielsweise die Hohe der Berge auf dem Mond.
Das klingt unwahrscheinlich, nicht wahr?

Wie konnte die Hohe der Berge gemessen werden,
bevor ein Mensch den Mond betreten hatte?
Schlieylich ist aber die Stellung des Mondes be-
kannt und die Lage der Berge auch. Daraus kann
man den Winkel bestimmen, unter dem die Son-
nenstrahlen zu einem bestimmten Zeitpunkt auf
den Gipfel des untersuchten Mondberges fallen. Die
Sonne erzeugt auf dem Mond einen Schatten des
Berges, und wir kbnnen uns nun ein rechtwinkliges
Dreieck entstanden denken:

Seine Ecken sind die Spitze des Berdg} (ler
Fuypunkt des Lotes auf die Mondebemé )(und

das Ende des SchatterS)( MS lasst sich von der
Erde aus messen; man benutzt dazu ein Okularmi-
krometer.

Da der Winkel als Einfallswinkel der Sonnenstrahlen bekannt ist, kann man das Dreieck
BMS in maystablicher Verkleinerung zeichnen und die HdiBe bestimmen oder
auch berechnen.

Freilich ist eine genaue Messung sehr schwierig, aber auf diese Weise hat man die
Hohen von mehreren tausend Bergen festgestellt. Da es auf dem Mond keine groyen
ebenen Flachen wie bei uns auf der Erde die Meere gibt, kann man diese H6hen nur in
bezug auf ihre Umgebung messen.

Gewisse Gebiete hat man deshalb willktrlich zur "Nullebene" erklart.

Wir sehen, wie auch heute noch - ebenso wie vor 2500 Jahren - der Schatten als Hilfs-
mittel von den Wissenschaftlern genutzt wird. Ja, Schatten haben auch gute Seiten!
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17 Von der Wurst zum Sputnik

Die Ellipse, eine schrage Verwandte des Kreises - Eine Leine und zwei P dcke - Im
Brennpunkt ist's heiy oder laut - Planeten, Satelliten und ihre Strayen.

Vor uns liegt eine runde, schéne, appetitliche Wurst. Wir wollen uns ein paar Scheiben
abschneiden; fihren wir gerade Schnitte aus, erhalten wir kreisrunde Scheiben, Scheiben
mit einer Kreis ache.

Ein schrager Schnitt liefert uns eine langliche Scheibe, die - wir haben dieselbe Wurst
geschnitten - groyer ist als der Kreis und deren Begrenzungslinie wir Ellipse nennen.

rechts: So sehen die aufgeschnittenen Wursthaute aus. Welche Haut ist groyer?

Die Ellipse begegnet uns noch bei vielen anderen Gelegenheiten: Nehmen wir ein Was-
serglas und flllen es etwa zur Halfte mit Wasser!

Auch wenn man ein kegelférmiges Gefay, etwa einen Messbecher, nimmt, entsteht beim
Schréghalten eine Ellipse. Das ist verwunderlich! Man kénnte doch erwarten, dass dort, wo der
Messbecher schmaler wird, also nach unten zu, auch die Flussigkeitsober &che schmaler wird
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Wenn das Glas auf dem Tisch steht, ist die Begrenzungslinie zwischen der Wasser che
und dem Glas ein Kreis. Wenn wir das Glas aber schr g halten, wird aus dem Kreis
eine Ellipse - wie bei der Wurst. Diese Ellipse wird um so | nglicher, je schr ger das
Glas gehalten wird - bis das Wasser schlie lich auszulaufen beginnt.

Wenn man ein ganz schlankes Glas nimmt, etwa ein Reagenzglas, wie es fr chemische
Versuche benutzt wird, dann kann man sehen, dass es sehr, sehr schmale Ellipsen gibt.

Ellipsen sieht man sehr oft, immer dann n mlich, wenn man schr g auf einen Kreis
blickt. Das kann man an einem Fahrrad genauso beobachten wie an einem Blumentopf.
Sehen wir uns daraufhin die Abbildungen unseres Buches noch einmal an. Sehr hug
werden wir dort, wo wir Kreise erwarten, zum Beispiel bei R dern, Ellipsen nden. Das
gilt sogar fr die Zeichnung, mit der wir den geraden Schnitt durch die Wurst, durch
den ein Kreis entstanden ist, dargestellt haben.

Aber wenn wir diese Ellipse auf der Zeichnung sehen, dann haben wir alle die Vor-
stellung, das sei ein Kreis. W rden wir die Wurst tats chlich so halten wie auf der
Abbildung, so s hen wir, dass die Schnitt che eine Ellipse ist.

Nehmen wir einen achen Teller oder eine Schallplatte zur Hand, noch besser w re eine
entsprechend gro e Pappscheibe, auf der wir Striche ziehen k nnen: Die Kreisgestalt
sehen wir nur, wenn wir ganz gerade daraufschauen, also von oben, wenn die Scheibe
auf dem Tisch liegt. Sobald wir aber die Scheibe zwischen den Fingern um einen ihrer
Durchmesser ein St ckchen drehen, dann erscheint der Kreis nur noch als Ellipse.
Diese Ellipse ist wieder um so schmaler und | nglicher, je mehr man dreht, bis schlie -
lich nur noch der Rand als Strich zu sehen ist. Auf die Pappscheibe k nnen wir uns
zwel Durchmesser zeichnen, die aufeinander senkrecht stehen; bei einem Teller wird
das schlecht gehen.

Wenn wir nun das Ganze wiederholen und dabei um einen der beiden gezeichneten
Durchmesser drehen, sehen wir diesen Durchmesser immer in der gleichen L nge, w h-
rend sich der andere mehr und mehr verk rzt. Diese beiden Durchmesser nennt man

auch Hauptachse und Nebenachse der Ellipse.

Mit diesem Drehen und schr gen Ansehen eines Kreises h ngt ein Verfahren zum Zeich-
nen von Ellipsen eng zusammen: Auf unserer Pappscheibe ziehen wir parallel zu dem
Durchmesser, der eben beim Drehen zur Nebenachse geworden ist, etwa zehn Sehnen,
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auf jeder Seite f nf und alle ungef hr im gleichen Abstand. Wenn wir nun wieder wie
vorhin drehen, so werden auch diese Sehnen k rzer, und zwar alle im gleichen Verh ltnis
wie auch der Kreisdurchmesser.

®

Ist bei einem Rohr mit kreisf rmigem Querschnitt eine Richtungs nderung n tig und kann
man das Rohr nicht biegen, so werden schr g geschnittene Rohrst cke in geeigneter Weise
aneinandergef gt. Die "Nahtlinien" sind Ellipsen.

Ist also zum Beispiel die Nebenachse nur halb so lang wie der urspr ngliche Kreisdurch-
messer, so sind es auch alle zehn Ellipsensehnen, verglichen mit den urspr nglichen
Kreissehnen.

Das nutzen wir zum Zeichnen einer Ellipse aus:

Auf unserer Kreisscheibe werden ja die zehn Sehnen und der eine Durchmesser von
dem anderen Durchmesser halbiert. Von diesen 22 H Iften markieren wir jeweils die
Mittelpunkte. Wenn wir nun diese 22 Punkte und dazu die beiden Endpunkte des
anderen Durchmessers, der zur Hauptachse wird, miteinander verbinden, bekommen
wir eine Ellipse.

Die Rundung m ssen wir freilich aus freier Hand und mit etwas Gef hl herstellen.

Eine mehr oder weniger schmale Ellipse w re entstanden, wenn wir, anstatt zu halbieren,
die Sehnen in einem anderen Verh Iltnis verk rzt h tten.

Nun schneiden wir die gezeichnete Ellipse aus: Ob es uns wohl gelingt, sie so zu halten,
dass sie uns wiederum als Kreis erscheint?

Wir wollen noch eine andere Art des Zeichnens von
Ellipsen betrachten, die h u g leichter auszuf hren
ist.

In fr heren Jahrhunderten, als ganz regelm ig ge-
staltete Gartenanlagen Mode waren, hat man gern
elliptische Blumenbeete und Hecken angelegt, und
man spricht deshalb von der "G rtnerkonstruktion".

Das, was der Grtner mit P cken und Schnur
macht, wollen wir mit zwei Reissbrettstiften ma-
chen, jedoch einen geschlossenen Faden nehmen.
Auch auf diese Weise kann man mehr oder weniger
schlanke Ellipsen zeichnen, man braucht ja nur die
Stifte weiter auseinander oder dichter zusammenzu-
setzen, darf aber dabei die L nge des Fadens nicht
ver ndern.
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Nattrlich kann man auch umgekehrt einen langeren oder kiirzeren Faden nehmen und
die Stifte an derselben Stelle stehen lassen. Was passiert dann?

Wir wollen uns die so entstandene Ellipse noch etwas naher ansehen:

Das in der Abbildung gezeichnete Drei®@dk;F, entspricht dem gespannten Faden.

Da dieser bei ein und derselben Ellipse stets die gleiche Lange behalt, hat das Dreieck
P F1F, auch immer den gleichen Umfang, gleichgultig, welchen Punkt auf der Ellipse
wir alsP annehmen.

Und da auch die Strecke,F, ihre Lange nicht verandert, bleibt die Summg; +

P F, der beiden anderen Dreiecksseiten stets erhalten, auch wenn jede einzelne dieser
Seiten fur sich beim Wandern vénihre Lange andert; das sollte jeder einmal selbst
nachprufen!

Wir kbnnen also sagen:

Fur alle Punkte ein und derselben Ellipse ist die Summe der Abstdnde von den Punkten
F1 und F, dieselbe.

Und da diese Summe fir alle Punkte auyerhalb der Ellipse groyer, fur alle Punkte im
Inneren kleiner ist, kbnnen wir noch genauer sagen:

Eine Ellipse ist gerade diejenige Menge von Punkten, die samtlich von zwei festen
Punkten ein und dieselbe bestimmte Abstandssumme haben.

Wie eine Ellipse aussieht, ist demnach durch zwei Langenangaben voéllig festgelegt,
namlich durch den Abstarié;F, und durch die SummeF; + PF.

Wollen wir auch noch festlegen, wo auf unserem Papier die Ellipse liegen soll, so mis-
sen wir die beiden Punkte, und F, irgendwo so markieren, dass sie den geforderten
Abstand haben. Diese beiden Punkte nennt man tbrigens die Brennpunkte der Ellipse.

Nun koénnen wir sicher die folgenden Fragen leicht beantworten:

1. Welcher Ellipsenpunkt liegt am dichtesten Bg? Welcher ist am weitesten vén
entfernt?

2. Gibt es Ellipsenpunkte, die véa und F, gleich weit entfernt sind?

3. Welche Bedingung muss fur die LangeR, undP F, + P F, erflllt sein, damit sie
wirklich eine Ellipse bestimmen?

4. Zeichne eine Ellipse, fur digF, =7 cm undPF; + PF, =11 cm ist!
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5. Hat eine Ellipse Symmetrieachsen?

6. Stell dir eine Ellipse so stark vergroyert vor, dass du auf ihr mit dem Fahrrad ent-
langfahren kannst. Wo musst du den Lenker am starksten einschlagen? Wo kannst du
am schnellsten fahren?

7. Gibt es Ellipsen, bei denen die StreEk&, waagerecht liegt, die aber dennoch
hoher als breit sind?

Wir haben vorhin den Begri "Brennpunkt" genannt. Bisher kannten wir diesen Begri

nur in einem anderen Zusammenhang: "Unsere Reporter waren stets an den Brennpunk-
ten der Friedensfahrt zu nden" oder "Die Erzeugnisse des Maschinenbaus standen auf
der Messe in Brno im Brennpunkt des Interesses".

Die Linsen im Fotoapparat vereinigen die Lichtstrahlen in ihrem Brennpunkt und kon-
nen als "Brennglaser" wirken.

Tatsachlich haben die Ellipsenbrennpunkte ahnliche
Eigenschaften.

Stellen wir uns einmal eine recht groye Ellipse vor,
etwaF,F, = 15 m. Langs dieser Ellipse sollen etwa
2 m hohe, entsprechend gekrimmte Spiegel stehen,
die Spiegel ache zum Inneren des so entstehenden
"elliptischen Zylinders" gerichtet.

Wenn nun in jedem Brennpunkt eine Person steht,
so kénnen sich diese beiden immer sehen, gleich
nach welcher Richtung sie blicken. Alle Lichtstrah-
len namlich, die von einem Brennpunkt ausgehen,
werden von der Ellipse so re ektiert, dass sie zum
anderen Brennpunkt hingelenkt werden.

Warum muss man bei einem elliptischen Zylinder statt von Brennpunkten von Brenn-
liniensprechen?

Was flr Lichtstrahlen gilt, gilt nattirlich auch fur den Schall: Wenn in dem einen Brenn-
punkt einer Ellipse ganz leise gesprochen wird, so hort man es in dem anderen sehr gut,
was sonst. bei dieser Entfernung gar nicht moglich ware.

Allerdings braucht man dazu keine Spiegelwande.
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Fr her hat man zuweilen Hecken entsprechend angep anzt und beschnitten und in den
Brennpunkten der so gescha enen Ellipse B nke aufgestellt. Dabei brauchte die Ellipse
gar nicht voll ausgef hrt zu sein - es reichten schon einige Bogen, damit man auf einer
Bank jedes Gespr ch, das auf der anderen gef hrt wurde, verstand.

Auch in manchen Kuppelbauten wie Schl ssern und Kirchen nden sich solche Erschei-
nungen; hier spricht man von "Fl stergalerien”.

Gewiss ist das nur eine Spielerei, auch wenn im siebzehnten Jahrhundert einmal vorge-
schlagen wurde, dieses Ph nomen zur Verst ndigung in Festungen auszunutzen, also
an eine Art Vorl ufer des Telefons gedacht war.

N

M %
Aw
Gaslaser ZGL 900-v des VEB Carl Zeiss Jena

Eine wichtige Anwendung dieser Brennpunkteigenschaften der Ellipse hat sich aber
gerade in j ngster Zeit ergeben, beim sogenannten Laser (sprich: Leser).

Es geht dabei um Ger te, die ganz schmale B ndel von Licht aussenden, das sich nicht
zerstreut, sondern auch noch in gro er Entfernung vom Gert als schmales B ndel
zusammenbleibt.

Die Energie dieses Lichtb ndels ist so gro , dass man damit beispielsweise winzige, nur
unter dem Mikroskop wahrnehmbare L cher in h rteste Materialien wie Metall, Korund
oder Diamant "einbrennen” kann.

Auch zu Heilzwecken kann man eine solche Anordnung nutzen: Bei der Netzhautabl -
sung, einer schweren Erkrankung des Auges, die meist zur Erblindung f hrt, kann man
mit einem solchen Laserstrahl die Netzhaut wieder auf ihrer Unterlage anheften.

Zur Erzeugung eines Laserstrahls wird mitunter ein stabf rmiger Rubinkristall, also ein
- meist k nstlich hergestellter - Edelstein, benutzt, der in einer Brennlinie eines innen
verspiegelten elliptischen Zylinders angebracht wird.

In der anderen Brennlinie be ndet sich eine stabf rmige Blitzlichtlampe, deren Licht-
blitze voll auf den Rubin konzentriert werden und ihn dadurch zum Aussenden des
Laserstrahls anregen, der aus einem Ende des Kristalls austritt.

Auch in einem anderen Zusammenhang begegnet uns die Ellipse, und hier spielt sie
ebenfalls eine bedeutende Rolle: Unsere Erde bewegt sich um die Sonne. Ein solcher
Umlauf dauert ein Jahr.

Der Weg, den unsere Erde bei dieser Jahreswanderung zur cklegt, hat die Form einer
Ellipse. Allerdings ist diese Ellipse recht "dick”, sie unterscheidet sich nur wenig von
einem Kreis: der kleinste Sonnenabstand der Erde ist 147,1 Millionen km, der gr te
152,1 Millionen km.

Wenn auch 5 Millionen km Unterschied, f r sich betrachtet, sehr viel sind, im Verh Itnis
zu den beiden genannten Abst nden ist das gering.
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17 Von der Wurst zum Sputnik
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Dass die Erdbahn eine Ellipse ist, hat vor ber 300 Jahren der gro e Mathematiker
und Astronom Johannes Kepler entdeckt, und er fand auch heraus, dass die Erde umso
schneller wandert, je n her sie der Sonne ist. Und was fr die Bewegung der Erde
gilt, das gilt auch fr alle anderen Planeten: Merkur zum Beispiel, der sonnenn chste
Planet in unserem Planetensystem, bewegt sich auf einer Ellipse, bei der die gr te
Sonnenferne immerhin} o gro ist wie die gr te Sonnenn he.

Noch weit ausgepr gter ist die Ellipsengestalt der
Flugbahnen mancher Erdsatelliten.

Als k nstliche Himmelsk rper m ssen sie den glei-
chen Gesetzen gehorchen wie die Planeten, nur dass
sie sich um die Erde bewegen; in dem einen Brenn-
punkt ihrer ellipsenf rmigen Bahn steht also die Er-
de.

Da hierbei aber die Entfernungen wesentlich kleiner
sind als bei den Planeten im Sonnensystem, m ssen
wir uns etwas genauer ausdr cken: Der eine Brenn-
punkt ist der Erdmittelpunkt.

Als der erste Sputnik im Oktober 1957 von der So-
wjetunion gestartet wurde, konnte man in den Zei-
tungen lesen: gr te Erdn he 230 km, gr te Erd-
ferne 940 km.

Der eine Wert ist viermal so gro wie der andere,
und daraus k nnte man schlie en, dass die Bahnel-
lipse verh Itnism ig I nglich war. Das war aber gar
nicht der Fall!

Man muss n mlich bedenken, dass die beiden Angaben von der Erdober che aus zu
z hlen sind. Fr die Ellipsengestalt sind aber die Abst nde vom Brennpunkt aus zu
messen, das heit man muss zu beiden Angaben den Erdradius mit 6370 km L nge
addieren:
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