ath

74 | LEIPZIGER VOLKSZEITUNG

Organ der Bezirksleitung Leipzig der Sozialistischen Einheitspartei Deutschlands

DEZEMBER 1974
PREIS 040 M

mathe =
modern

Liebe Midchen und Jungen!

Wieder geben wir Euch in Fortsetzung einer
schénen Tradition zum Geburtstag der Pio-
nierorganisation ,,Ernst Thilmann eine
mathematische Sonderausgabe der LVZ in
die Hand. ,,Mathematik modern* ist der
Titel der 13. Ausgabe. Den Erfordernissen
der tiglichen Praxis entsprechend, hat sich
die mathematische Wissenschaft in den letz-
ten 25 Jahren rasch entwickelt und in Wech-
selwirkung dazu beigetragen, der Praxis neuc
Impulse zu geben. An diesem dialektischen
Proze} ist die Jugend nicht unbeteiligt.
Heute lautet die Forderung: moderne Unter-
richtsfiihrung fiir alle Schiiler auf der einen
sowie der speziellen Forderung interessierter
und talentierter Schiiler auf der anderen
Seite. Das ist ecin wesentlicher Teil der
Vorbereitung unserer Middchen und Jungen
durch unsere sozialistische Schule auf ihre
kiinftigen Berufe entsprechend den gesell-
schaftlichen Erfordernissen. Und deshalb
auch bewegt die Pidagogen in allen soziali-
stischen Lindern immer stirker die Frage

nach den wirksamsten Lehrmethoden fiir die

Wissensvermittlung, um alle Schiiler so zu

riisten, da sie den Forderungen der wissen-

schaftlich-technischen Revolution gerecht °

werden konnen. Die Arbeit von morgen
wird cine Arbeit der Entdeckungen, der
Erfindungen, eine Arbeit der ununter-
brochenen Erneuerung dessen scin, was
gestern war. Darauf miissen die Schiiler von
der ersten Schulklasse an vorbereitet wer-
den. Deshalb gilt es, solche Lehrmethoden
zu finden, die helfen, die Denkfihigkeit der
Kinder besser zu entwickeln, Lehrmethoden
die dariiberhinaus das Lernen zur Freude
machen. Unsere vorliegende ,,Mathe-LVZ*
kann deshalb auch als ,,Diskussionsbeitrag*
zu diesem Thema gewertet werden.

Eure
LEIPZIGER VOLKSZEITUNG
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Im neuerbauten Hauptgebiude der Karl-Marx-Universitit Leipzig konnen sich die zukiinfti-
gen Mathematiklehrer in modernen Riumen, mit modernen Unterrichtsmitteln, mit den

modernsten Erkenntnissen der Wissenschaft vertraut machen.

Foto : Radestock

Umfangreiche Mittel werden jahrlich fiir den Neubau und die Rekonstruktion von Schulen  In Arbeitsgemeinschaften, Zirkeln, Klubs, Spezialistenlagern Junger Mathematiker und bei
aus unserem Staatshaushalt zur Verfiigung gestellt. Rund 1 Mio. Mark wurden z. B. fiir dic den Mathe-Olympiaden hat jeder Schiiler unter Anleitung erfahrener Lehrer und Wissen-
29. Oberschule Leipzig aufgewendet und erméglichen in modernen Fachkabinetten moder-  schaftler dic Maglichkeit, das im Unterricht erworbene Wissen und Kénnen zu erweitern
nen Unterricht. Foto: Krebs  und zu vertiefen. ; Foto : Ortuer
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EINE MENGE

UBER

MENGEN

Als vor etwa hundert Jahren der Hallenser
Mathematiker Georg Cantor die Mengen-
lehre entwickelte, wurde deren Bedeutung
kaum erkannt. Heute ist sie jedoch ein
Fundament der gesamten Mathematik. Als
Schiiler merkt man das zwar nicht immer,
weil zum Beispicl das Wort ,,Menge* im
Mathematikunterricht gar nicht so oft vor-
kommt, aber viele Begriffsbildungen und
Verfahrensweisen, die man als Schiiler ken-
nenlernt, haben ihren Ursprung in der Men-
genlehre. Wir wollen uns deshalb einmal
etwas genauer mit Mengen befassen und
»eine Menge iiber Mengen* erfahren.
Da stehen wir schon vor der ersten Schwie-
rigkeit: Wie ist dic Uberschrift eigentlich zu
verstchen? In ihr kommt zweimal das Wort
»Menge* vor, aber offenbar mit unterschied-
lichen Bedeutungen! Den ersten Teil der
Uberschrift kdnnten wir auch durch das
Wort ,,Vieles* ersctzen: ,,Vieles iiber
Mengen*, wenn man ,viel“ meint, zum
Beispiel: !
a) Im Stadion waren eine Menge Zuschauer.
b) Peter hat eine Menge Geduld.
c) Der Verungliickte hatte ecine Menge
Alkohol getrunken.
d) Auf der Feier zum Pioniergeburtstag gab
es eine Menge Spaf.
In der Mathematik bedecutet das Wort
»Menge“ aber nicht einfach ,,viel“. Man
versteht darunter vielmehr eine Zusammen-
fassung einzelner, unterscheidbarer Dinge.
Diese Dinge hecilen dann die Elemente der
betreffenden Menge.
Im obigen Beispiel a) kann das Wort ,,Meri-
ge' in diesem mathematischen Sinne ver-
standen werden. Die Elemente dieser Menge
sind dann die cinzelnen Zuschauer. In den
Beispielen b), ¢) undd) kann das Wort
»Menge“ dagegen nicht im mathematischen
Sinne aufgefaBt werden. Geduld oder Spaf3
zum Beispiel bestchen nicht aus einzelnen
Elementen.
Was kann man denn nun alles fiir Mengen
bilden? Das ist sehr vielfiltig, wic man an
den folgenden Beispiclen erkennen kann:

Mj: Die Menge aller Staatsbiirger der DDR.

Mj: Die Menge aller Angehérigen der Pio-
nierorganisation ,,Ernst Thilmann*‘.

M3: Die Menge aller Flisse, dic in die
Ostsec miinden.

My: Die Menge aller Briiche, deren Zihler 5
und deren Nenner eine von Null ver-
schiedene natiirliche Zahl ist.

Mg: Die Menge aller natiirlichen Zahlen, die

. die Ungleichung 3-x + 5<7 erfiillen.
Mg: Die Menge aller Menschen, die auf dem
3 Mond zu Hause sind.
" (Damit wir iiber die aufgezihlten Mengen
cinfach und kurz sprechen kénnen, haben
_wir sie mit M1, M2, M3 usw. bezeichnet.)
“Unter den aufgezihlten Mengen gibt es
einige, dic sehr viele Elemente enthalten,
zum Beispiel M7, My und M4. Zur Menge
My gehoren sogar unendlich viele Elemente.
Dagegen besitzt die Menge M3 nicht so viele
Elemente, und zur Menge Ms gehort iiber-
haupt nur cin einziges Element, nimlich die

Zahl Null. Die Menge Mg schlieBlich ist ein
ganz besonderer Fall — sie enthilt iiberhaupt
%ein Element, denn es gibt keinen Men-
schen, der auf dem Mond zu Hause ist. Man
sagt, Mg ist leer, und schreibt Mg =9, das
heift, Mg ist gleich der leeren Menge.

Wir sehen also an den Beispielen ganz
deutlich, daB der mathematische Begriff
»Menge‘* nicht einfach ,,viel*“ bedeutet.
Wenn eine Menge nur wenige Elemente
besitzt, kann man sie sehr einfach angeben,
indem man die Elemente alle aufzihlt. Will
man zum Beispiel die Menge aller natiir-
lichen Zahlen angeben, die keine Vielfachen
von 3 sind und die zwischen 10 und 20
liegen, so kann man schreiben:

My = {11,13,14,16,17,19}.
Entsprechen wire Mg = {0} .

Diese Methode wird natiirlich immer um-
stindlicher, je mehr Elemente eine Menge
besitzt. Nehmen wir als Beispiel etwa dic
Menge aller Telefonanschliisse des Bezirkes
Leipzig. Um sie anzugeben, benétigt die
Post ein ziemlich dickes Buch.

Gehoren zu einer Menge unendlich viele
Elemente, dann kann man sie iiberhaupt
nicht mehr alle aufzihlen, auch wenn man
ein noch so dickes Buch benutzen wiirde.
Dieser Fall liegt bei M4 vor.

Man schreibt dann zuweilen:

Me{7 53883
Durch die Punkte innerhalb der Klammer
soll angedeutet werden, daB auch alle weite-
ren Briiche mit dem Zihler 5 zu My ge-
héren.
Wir haben also zwei Méglichkeiten kennen-
gelernt, um eine Menge anzugeben:
a) Man legt die Menge fest, indem eine oder
mehrere Eigenschaften genannt werden,
die alle Elemente der Menge (aber auch
nur diese!) besitzen sollen.
(Bei der Menge My war das zum Beispiel
die Eigenschaft, der Pionierorganisation
»Ernst Thilmann‘‘ anzugehéren.)
Man legt die Menge fest, indem man alle
ihre Elemente angibt. (Das ist natiirlich
nur bei endlichen Mengen méglich.)
Wenn man eine Menge durch das Angeben
einer Eigenschaft festlegt, gcht man immer
von irgend einem nicht leeren Grundbereich
aus, in dem diese Eigenschaft ecinen Sinn
hat. bei My beispielsweise kénnte die Ge-
samtheit aller auf der Erde lebenden Men-
schen dieser Grundbereich sein. Durch die
Eigenschaft ,,Staatsbiirger der DDR“ wird
dann cine bestimmte Menge von Menschen
gekennzeichriet. In demselben Grundbereich
kann man noch viele andere Eigenschaften
angeben, zum Beispiel: im Jahr 1930 ge-
boren zu sein, am 2. November Geburtstag
zu haben, mindestens 1,70 m gro zu sein,
in Rostock zu wohnen, cin Staatsoberhaupt
zu sein, usw. Jeder solchen Eigenschaft
entspricht dann cine ganz bestimmte Menge
— nidmlich die Menge der Menschen, die
diese Eigenschaft besitzen.
Dic meisten Mengen, die wir bisher als

o

Beispiele angefiihrt haben, sind ziemlich
uninteressant — sowohl vom Standpunkt der
Mathematik aus betrachtet als auch sonst.

Fiir die Mathematik werden Mengen mei-

stens erst dann bedeutsam, wenn sie nicht

einfach regellose, zufillige Anhdufungen von

Elementen darstellen, sondern wenn zwi-

schen den Mengen oder zwischen den Ele-

menten innerhalb einer Menge bestimmte

Beziehungen bestchen.

Ein solcher Fall liegt zum Beispiel beiden

Mengen M1 und My vor: jedes Element von

Mj gehort auch zu M7 (jeder Angehérige

der Pionierorganisation ,,Ernst Thilmann‘

ist gleichzeitig ein Staatsbiirger der DDR).

Man sagt, My ist eine Teilmenge von My,

und schreibt dafiir My C M.

Bilden wir noch eine Menge, die wir Mg

nennen wollen:

Mg: Die Menge aller Menschen, die die
Leipziger Herbstmesse 1974 besucht
haben.

Ist Mg cine Teilmenge von Mj? Sicher

nicht, denn neben vielen DDR-Biirgern be-

suchte auch eine Vielzahl von Auslindern
die Messe. M7 und Mg haben zwar gemein-
same Elemente, aber es gilt nicht Mg C M1

Mit der Redeweise ,,. .. ist eine Teilmenge

von...“ wird eine Beziehung zwischen

zwei Mengen ausgedriickt. Aber auch inner-
halb einer Menge gibt es oft viclfiltige

Beziehungen. Beispiclsweise ist es hiufig so,

dal die Mengen, mit denen wir zu tun

haben, in irgend einer Weise ,,geordnet* sind
oder ,geordnet* werden. (Was wir hierbei
mit ,ordnen* meinen, stimmt allerdings
nicht immer mit dem iiberein, was man in
der Mathematik unter ,,ordnen* versteht.

Wir werden darauf noch zu sprechen kom-

men,

Sehen wir uns einige Beispiele an:

Die Menge der in einer Familie vorhandenen

Kleidungsstiicke wird in der Regel in einer

gewissen Ordnung aufbewahrt. Das kann so

aussehen, daf in einem Schrank alle Anziige
hingen, in einem anderen alle Kleider, in
einem besonderen Fach liegen alle Hand-
schuhe, usw. Es ist aber auch méglich, daf
jedem Familienmitglied ein gesonderter
Schrank zugewiesen ist, in dem alle Klei-
dungsstiicke dieses Betreffenden aufbewahrt
werden. In beiden Fillen liegt in der Menge
aller Kleidungsstiicke cine Einteilung vor,
bei der jedes Element genau einmal eriaft
wird. Das ist im Prinzip genauso wie in der

Menge aller Schiiler einer Schule — auch da

gibt es eine Einteilung, niamlich in Schul-

klassen. Dabei wird jeder Schiiler genau
einmal erfaBt — er gehdrt in genau cine

Klasse — und es wird natiirlich kcine Klasse

gebildet, in die kein Schiiler gehort, die also

leer wire.

Einteilungen dieser Art sind in vielen Be-

reichen des Lebens auBerordentlich wichtig

und notwendig, weil man sich sonst oft gar
nicht zurechtfinden wiirde. Man stelle sich
nur einmal eine Kaufhalle vor, in der die

Waren nicht in dieser Weise geordnet aufge-

stellt sind. Das gibe beim Einkauf ecine

schlimme Sucherei!

Aber auch in der Mathematik kommen

solche Einteilungen von Mengen oft vor.

Man hat ihnen deshalb einen besonderen

Namen gegeben und nennt sic Klassenein-

teilungen. So wird bekanntlich im Mathe-

matikunterricht der Schuljahre 5 bzw. 6 dic

Menge aller Briiche in Klassen eingeteilt,

indem man jeweils solche Briiche zusammen-

faBt, die durch Kiirzen oder Erweitern aus-
cinander hervorgechen. Man bekommt dabei

zum Beispiel folgende Klassen:

(GEEE5. 3{1335 .3

28,
B3R%.. 0 Grys 3

A Y T S

usw.

Diese Klassen nennt man dann gebrochene
Zahlen und man erklirt, wie mit ihnen
gerechnet werden kann. Dabei zeigt sich,
dal man fiir das Rechnen immer nur ein
Element (einen Vertreter) aus jeder Klasse
bendtigt. Man addiert zum Beispiel die
ersten beiden Klassen, indem man aus ihnen
etwa die Elemente 2 und & ausgewihlt , ihre
Summe bildet(¥) und dann die dritte Klasse
als Resultat ansieht (weil(-g)in dieser Klasse
liegt).

Eine andere Klasseneinteilung entsteht,
wenn man beispielsweise die Menge aller
natiirlichen Zahlen in folgende sechs Klas-
sen geglicdert :

Ko= 10,6,12,18,24,... §;
Ko= §2,8,14,20,26,5.. b
Ka=1410,16:22,28).. % ;

Ki= {1,7,13,19,...};
K3= 139,152 2.5
Ks= {5,11,17,23,..}
In K, liegen also alle natiirlichen Zahlen, die
durch 6 teilbar sind, in Ky alle, die bei Divi-
sion durch 6 den Rest 1 lassen, in K3 alle,
die bei Division durch 6 den Rest 2 lassen,
usw.
Auch mit diesen Klassen kann man rechnen.
Man wihlt dazu wieder beliebige Vertreter
aus und findet beis[_’ie'lsweise:
K1 + K3=Kg4, dennl +3 =4 und 4 ist ein
Element aus K4;
K3+ K4 =K1, denn 3+ 4 =7 und 7 ist ein
Element aus K1;
K5+ Ky =Ky, denn 5.2=10 und 10 liegt
in der Klasse K4.
Ebenso gilt
K1 + K5 = Kq, Ko * K3 =Kq, K1 - K3 = Kp»
K2 - K3 = K(, wic man leicht nachrechnen
kann. (Der Einfachheit wegen wihlt man
aus den Klassen jeweils die kleinste darin
enthaltene natiirliche Zahl aus. Man kénnte
aber auch andere Vertreter benutzen!)

wlch rechne lieber noch mal nach!*

Menge aus geordnetes

a,b,c Paar

.
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Teilmenge  vereinigt

leere
Menge

geschnitten
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Eine Einteilung in Klassen ist eine wichtige,
aber nicht die einzige Méglichkeit, wie man
in einer' Menge ,,Ordnung® schaffen kann.
Sehr hiufig werden Mengen auch so ,,geord-
net*, wie man dieses Wort in der Mathema-
tik versteht. Das bedeutet: wihlt man aus
der betreffenden Menge zwei verschiedene
Elemente a und b aus, dann gilt entweder ,,a
kommt vor b oder ,,b kommt vor a*. Ein
Beispiel einer solchen Ordnung findet man
in jedem Klassenbuch. Dort sind die Namen
aller Jungen der Klasse (natiirlich auch die
aller Midchen) in einer ganz bestimmten
Reihenfolge eingetragen; dabei legt der
Lehrer diese Reihenfolge gewdhnlich nicht
nach Gutdiinken fest (was natiirlich méglich
wire), sondern er richtet sich ,nach dem
Alphabet*, wie man sagt. Jedenfalls liegt fiir
je zwei verschiedene Jungen der Klasse
genau fest, wessen Name im Klassenbuch
vor dem des anderen steht. Eine ganz andere
Reihenfolge kann sich ergeben, wenn die:
selben Schiiler im Sportunterricht der Groe
nach antreten. Und wieder anders kann es
aussehen, wenn die Schiiler etwa nach ihrem
Gewicht geordnet werden. Jede Menge, die
aus mechr als nur einem Element besteht,
kann auf verschiedene Arten geordnet
werden. Dabei wichst die Anzahl der Ord-
nungsmoglichkeiten sehr rasch, wenn die
Anzahl der Elemente in der Menge zu-
nimmt. Zum Beispiel kénnen die drei Buch-
staben A, B und C auf sechs verschiedene
Arten geordnet werden, nimlich:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

In der Mathematik werden viele Mengen in
dem eben besprochenen Sinne geordnet. Das
bek piel ist die Menge der natiir-
lichen Zahlen. Schon in Klasse 1 lernt jeder
Schiiler:

3<7,0<4,5<17 usw.

Durch die Beziehung ,,ist kleiner als* wird
die Menge dernatiirlichen Zahlen geordnet.

este B

Eine entsprechende Ordnung wird auch fiir
die gebrochenen Zahlen festgelegt. Es gilt
zum Beispiel:

Rl - Ak -t Z
8 BB Re¥.
Durch diese iibliche Ordnung wird in der
Menge der gebrochenen Zahlen allerdings
keine Reihenfolge festgelegt! Im Falle der
Jungen einer Klasse oder auch bei den natiir-
lichen Zahlen ist durch die Ordnung auch
eine Reihenfolge der Elemente festgelegt
worden. Man kann in diesen Fillen sagen:
dies ist das erste El , jenes das ndchst
usw. Bei den natiirlichen Zahlen ist uns diese
Reihenfolge sehr vertraut: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, ... Bei den gebrochenen Zahlen ist das
anders. Wir konnen zu keiner gebrochenen
Zahl eine ,,nichste* angeben, wenn wir sie
in iiblicher Weise nach ihrer GréBc ordnen.
Es ist zwar zum Beispiel-} 4%—, aber es ist
nicht so, daB3 { ,»dic nichste gebrochene
Zahl nach * wire, denn die Zahl 3, Ilegt
noch zwischen 1 undE Aber auch % I~
kommt nicht unmlttclbar nach% denn
zwischen diesen beiden Zahlen liegt zum
Beispiel die Zahl 32, , und so geht es immer
fort — zwischen zwei verschiedenen ge-
brochenen Zahlen liegen immer noch wei-
terc. Kann man das nicht dndern? Durch-
aus, aber dazu muB man die gebrochenen
Zahlen ganz anders ordnen — nicht mehr
»nach der GroBe*! Es wiirde hier allerdings
etwas zu weit fiihren, diesc andere Ordnung
genau anzugeben.
Zwischen der iiblichen Ordnung in Zahlen-

mengen und den Rechenoperationen be-
stehen wichtige Zusammenhinge. Es gilt
zum Beispiel folgendes Monotoniegesetz fiir
natiirliche Zahlen:
Wenn a<b und c70 ist, dann ist
auch' .. . <phic
Diese GesetzmiBigkeit benutzen wir, wenn
wir etwa iiberlegen: 77 « 5 ist sicher kleiner
als 400, denn 400=80-5 und 77 ist ja
kleiner als 80.
Vielleicht kommt das angegebene Mono-
toniegesetz vielen selbstverstindlich vor?
Das ist es aber durchaus nicht! Betrachten
wir dazu einmal die Menge der weiter vorn
gebildeten Klassen Ko, K1, K, K3, K4, Ks.
Durch die Reihenfolge, in der diese Klassen
hier angegeben sind, wird eine Ordnung in
der Menge der Klassen festgelegt. Es gilt
also:

Ko< K=< Ko, e
Dabei spielt die Klasse Ko beim Rechnen
mit den Klassen dieselbe Rolle wie die natiir-
liche Zahl Null beim Rechnen mit natiir-
lichen Zahlen. Es gilt nimlich fiir jede belie-
bige Klasse K:

K+Ko=K und K-Ko=Ko,
ebenso wie fiir jede natiirliche Zahln gilt
n+0=nundn-0=0.

Wiirde das oben angefiihrte Monotoniegesetz
auch fiir die Klassen Kq bis K5 gelten, dann
miiflte beispielsweise

-K3'-K54‘K|"—Kg Sel.'h. dar
'K3<'|(.+ ist.
Aber K3+ K5=K3

spielsweise wird in der Menge der natiir-
lichen Zahlen durch die Beziehung ,,ist
Teiler von* eine Halbordnung festgelegt:
gewisse Elementepaare kénnen mit Hilfe
dieser Beziehung geordnet werden — bei-
spielsweise gilt ,,3 kommt vor 9%, weil 3 ein
Teiler von 9 ist, ebenso gilt ,,5 kommt vor
20“ (denn 5 ist ein Teiler von 20), aber viele
andere Zahlen lassen sich nicht miteinander
vergleichen — beispielsweise gilt weder ,,4
kommt vor 7* noch ,,7 kommt vor 4%, denn
4 ist kein Teiler von 7, aber 7 ist auch kein
Teiler von 4.

Ein anderes Beispiel fiir eine Halbordnung
stellt die Beziehung ,,ist Teilmenge von‘
dar. Dabei gehen wir von einem Grund-
bereich aus — etwa der Gesamtheit aller
natiirlichen Zahlen — und bilden beliebige
Mengen in diesem Grundbereich.

Die Menge aller dieser Mengen ist durch die
Beziehung ,,ist Teilmenge von‘ halb-
geordnet.

Ubrigens ist es auch maglich, in einer sol-
chen Menge von Mengen Operationen einzu-
fithren »

Die Vereinigung von M1 und My

M1 UM3 ist die Menge aller Elemente, die zu

M7 oder zu M3 gehéren.
Der Durchschnitt von M1 und My

M; MMj ist die Menge aller Elemente, die

sowohl zu My als auch zu My gehoren.
Die Differenz von M1 und Mg

M1 \Mp ist die Menge aller Elemente von

Mz, die nicht zu Mz gehoren.

Dle Kv r, 43 hil A,

M ist die Menge aller Elemente des Grund-
bereichs, die nicht zu M gehéren.

wahre Aussage, nimlich:
(4) (M; NM2) UM3 =
(M1 UM3) N (M2 UM3).

Man kann sich das mit Hilfe von Mengen
diagrammen plausibel machen.

Zum Gesetz (2):

Ob man zuerst M7 mit Mj vereinigt und
dann den Durchschnitt dieser Menge mit M3
bildet (linke Seite der Gleichung), oder ob
man erst die Durchschnitte von M1 und M3
sowie von My und M3 bildet und diese dann
vereinigt (rechte Seite der Gleichung) —
stets erhilt man die in Bild 1 schraffiert ge-
zeichnete Menge.

Zum Gesetz (4):

In beiden Fillen des Vorgehens (der linken
bzw. der rechten Seite der Gleichung fol-
gend) erhilt man die im Bild 2 schraffiert
dargestellte Menge.

Mit diesem Ausblick auf das Operieren mit
Mengen wollen wir unseren Ausflug in die

A lehre abschlieBen.
(denn 3 - 5=15 und 15 liegt in der Klasse K3) Fiir diese Operationen gelten verschiedenc i chre abilches

und K4 Ks=K2 Gesetze, zum Beispiel:
(denn 4 - 5 = 20 und 20 liegt in der Klasse K2)(1) My UMj = M3 UM; (Kommutativgesetz)

B! Das Gleichheitszeichen bedeutet, dafl
I A M; UMy und Mp UM; genau dieselben Ele-
mente enthalten.

(2) (M3 UMp) NM3 =
(Distributivgesetz)
(3) M] NM2 =M UM7
Einige dieser Gesetze erinnern an das
Rechnen mit Zahlen, zum Be)splel gilt ja
bekanntlich
(a+b)-c=a-c+b-c.
Vertauscht man hier die Rechenzelchen, S0
entsteht die Gleichung
(a*b)+c=(a+c):(b+c).
Diese Gleichung ist nicht allgemeingiiltig!
Fir a=2, b=3 und c =5 entsteht die fal-
sche Aussage 2-3+5=(2+5)-(3+5).
Vertauscht man jedoch die Operations-
zeichen in dem Gesetz (2), so entsteht eine

sondern K4 +Kg <K3 +Ks!

Vielleicht gilt das Monotoniegesetz aber nur
deshalb hier nicht, weil wir die Klassen un-
geschickt geordnet haben? Man kénnte ver-
suchen, eine ,,bessere* Ordnung zu finden.
Aber Vorsicht! Es gibt 720 verschiedene
Maglichkeiten, die Klassen Ko bis K5 zu
ordnen!

Wir wollen diese Frage jetzt nicht weiter
untersuchen; es sei lediglich mitgeteilt, daB
auch bei anderer Ordnung der Klassen das
Monotoniegesetz nicht gilt.

Nicht immer ist in einer Menge eine so voll-
standige Ordnung festgelegt, wie wir sic bei
den letzten Beispielen kennengelernt haben.
Es gibt auch Fille, bei denen nur fiir gewisse
Elementepaare a, b cine ,,Rangfolge* fest-
gelegt ist. In einer Kampfgruppenhundert-
schaft gibt es beispielsweise mehrere Ziige,
die wiederum in Gruppen ecingeteilt sind.
Jede Gruppe und jeder Zug besitzt cinen
eigenen Kommandeur; und die Hundert-
schaft selbst natiirlich auch. Dadurch ist in
der Menge aller Angehérigen dieser Hundert-
schaft eine Befehlsordnung festgelegt: be-
stimmte Kimpfer sind Vorgesetzte von
anderen Kimpfern. Jeder Zugfithrer ist Vor-
gesetzter fir die Gruppenfiihrung scines
Zuges, aber auch fiir alle anderen Angehéri-
gen des Zuges. Dagegen ist kein Zugfiihrer
Vorgesetzter von Angehérigen anderer Ziige,
und diese sind natiirlich auch keine Vorge-
setzten von ihm. Man spricht in derartigen
Fillen von ciner Halbordnung. In der Mathc-
matik kommt so etwas recht hiufig vor. Bei-

Cantors wurde 1973 in Halle
Neustadt cine Gedenktafel cingewciht.

Zu Ehren G.
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Um einem anderen Menschen, sei es den

Freund oder der Freundin, den Eltern oder

Geschwistern etwas mitzuteilen, benutzen

wir die Sprache. Auch in der Mathematik

bedient man sich der Sprache, wenn man
mathematische Sachverhalte wiedergeben.
will. Leider ist die Umgangssprache mit
ihren Mehrdeutigkeiten und Bedeutungs-
schattierungen nicht in jedem Fall ein gutes

Werkzeug fiir exakte und klare Formulie-

rungen, wie wir sie¢ in der Mathematik brau-

chen. Betrachten wir dazu folgende Bei-
spiele:

a) Ingrid fragt ihre Freundin Sabine am
Kaffeetisch: ,,Mochtest du Milch oder
Zucker in den Kaffe haben?

Kann Sabine nach dieser Frage sowohl
Milch als auch Zucker in den Kaffee be-
kommen?

Natiirlich, denn Ingrid fragte ja nicht, ob
Sabine entweder Milch oder Zucker in
den Kaffee haben méchte.

b) Der Hauptgewinn in einem Preisaus-

schreiben der Zeitung ,,Junge Welt* ist
eine dreitidgige Reise nach Prag oder nach
Warschau. Ist damit gesagt, dal der Ge-
winner des Preisausschreibens sowohl
eine dreitigige Reise nach Prag als auch
eine dreitigige Reise nach Warschau er-
halten kann?
Sicher nicht. Die Ankiindigung ist wohl
so zu verstehen, dal der Gewinner des
- Preisausschreibens von der ,,Jungen
Welt* eine kostenlose Reise in nur eine
der beiden Stidte erhilt.

c) Welche der folgenden Sitze sind wahr?

. 1. Die Zahl 42 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

2. Die Zahl 728 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

3. Die Zahl 108 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

4. Die Zahl 715 ist durch 7 oder 3 teil-
bar.

Die Beantwortung der Frage c) ist gar nicht
so einfach. FaBt man das ,,oder* im Sinne
von Beispiel a) auf, so ist der Satz c1 wabhr,
denn 42 ist sowohl durch 7 als auch durch 3
teilbar. -

Wiirde das Wort ,,oder* allerdings so ver-
standen wie in Beispiel b), so ist der Satz c1
falsch.

Eine solche mehrdeutige Auslegung des
Wortes ,,oder* ist fiir den Sprachgebrauch in
der Mathematik ungeeignet. Aus diesem
Grunde ist man in der Mathematik gezwun-
gen, gewisse Prizisicrungen der Umgangs-
sprache vorzunehmen.

Zwei Bedeutungen des Wortes ,,oder*

Um uns dic Bedeutung des Wortes ,,oder*
klarzumachen, sehen wir uns noch einmal
die obigen Beispiele an.

In der Frage von Ingrid ,,Mochtest du Milch
oder. Zucker? * ist das Wort ,oder im
Sinne von ,,das eine oder dos andere oder
beides* zu verstehen. -

In der Aussage ,,Der Hauptgewinn ist eine
dreitigige Reise nach Prag oder Warschau*
wird das Wort ,,oder” im Sinne von ,ent-
weder — oder gebraucht.

Um nun einc eindeutige Verwendung des
Wortes ,,oder in der Mathematik zu ge-
wihrleisten, hat man folgendes festgelegt:
Das Wort ,,oder* ist im allgemeinen in der
Mathematik im Sinne von ,,das eine oder das
andere oder beides* zu verstehen. Anson-
sten schreibt man ,,entweder — oder*.
Hiufig benutzt man das Wort ,oder", um

KLEINES 1x1

DER LOGIK

So ist beispielsweise der Satz

,Birgit und Roland sind Thilmann-
Pioniere* L4

falsch, wenn einer der beiden oder beide
nicht in die Organisation der Thilmann-
Pioniere aufgenommen sind.

An die Stelle von ,,und* konnen auch die
Wendungen ,,sowohl — als auch, ,,trotz-
dem*, ,,aber auch‘* treten, ohne daf sich der
Wahrheitswert der Aussage indert, z. B.Sind
die drei folgenden Sitze wahre Aussagen:
Die Zahl 2 ist eine Primzahl und gerade.
Die Zahl 2 ist sowohl eine Primzahl als
auch eine gerade Zahl.

Die Zahl 2 ist eine Primzahl, aber auch

Aussagen miteinander zu verkniipfen. Be-
trachten wir dazu das Beispiel c1. Hier wer-
den mit Hilfe des Wortes ,,oder* folgende
Aussagen miteinander verbunden:

(A) Die Zahl 42 ist durch 7 teilbar. eine gerade Zahl. 5
(B) Die Zahl 42 ist durch 3 teilbar. (Lose die Aufgaben 3/3, 4/1, 5/3, 6/2, 8/1,
Will man entscheiden, ob die aus den beiden 8/3,1_)

Sitzen A, B entstandene Aussage ,,A oder
B“ wahr oder falsch ist, so mu man zu-
nichst entscheiden, ob jede der Einzelaus-
sagen A, B wahr oder falsch ist.

Fithren wir diese Untersuchung an allen vier
Sitzen des Beispiels ¢) mit Hilfe einer Ta-

Schwierigkeiten des ,,Neinsagens*

Alljahrlich fiihren die Pioniere der Hanns-
Eisler-Schule in Halle ein Solidaritatskonzert
durch. Auch in diesem Jahr fand eine solche
Veranstaltung statt. Elke, die Freundschafts-

belle durch: ratsvorsitzende der Schule, fragte nach dem

~ Konzert die Pionierleiterin: ,,Hat die Soli-

a |aist durch 7 teilbara ist durch 3 teilbar. darititsveranstaltung in diesem Jahr mehr

] Spenden als im vergangenen Jahr ~er-

42 | wahr wahr bracht? ¢ , Nein“, war die Anwort. ,,Also

war es weniger als das letzte Mal“, sagte

728 | wahr falsch traurig Elke. ,,Das stimmt allerdings auch
2 ’ nicht*, entgegnete die Pionierleiterin.

108 | falsch wahr Aus der Tatsache, da der Erlés des Kon-

5 zerts nicht hoher war als im vergangenen

715 | falsch falsch Jahr, kann man noch nicht unbedingt

schlieBen, daB weniger Geld gesammelt
wurde.

Uberlegt nun selbst einmal, welche der zu- y)1 1an bei der Verneinung einer Aussage

gesetzten Aussagen falsch sind! ganz sichergehen, so ist es niitzlich, zunichst

F?stlegur_\g: 3 i die Redeweise ,,Es ist nicht so, daf‘ zu be-
Eine mit Hilfe von ,,oder" Zusammen-  .,¢7en, Erst danach sollte man andere
gesetzet Aussage. »A oder B (auch Alter- sprachliche Varianten verwenden.

native genannt) ist falsch, wenn beide Teil-

sam

1 Beispiel:
aussagen A, B falsch sind. In allen anderen _ p.; o ot groBer als Michael,
Fillen ist die Aussage ,,A oder B wahr. Verneinung:

Fiir ,,entweder — oder** ergibt sich: Es gilt nicht, daB Petra groBer als Michael
Eine mit Hilfe von ,entweder — oder* zu- ;o

sammengesetzte Aussage ,,Entweder A oder
B“ (auch Disjunktion genannt) ist wahr,
wenn genau eine Teilaussage wahr ist. An-
sonsten ist sie falsch.

(Lése nun die Aufgaben 2/1, 3/1, 5/2, 5/3!)

Gleichwertige Formulierungen:

Petra ist nicht groBer als Michael.

Petra ist kleiner als Michacl oder beide sind
gleich grof. Michael ist nicht kleiner als
Petra. -
Feststellung:

Eine wahre Aussage wird durch eine Ver-
neinung falsch.

Eine falsche Aussage wird durch eine Ver-
neinung wahr.
Wenden wir uns nun Verneinungen von Aus-
sagen zu, die aus Teilaussagen entstanden
sind, z. B. Aussagen der Form ,,A und BY,
»A oder B“. Versucht einmal die Ver-
neinung des folgenden Satzes anzugeben!
Hans ist Gruppenratsvorsitzender und Mit-
glied des Klubs der internationalen Freund-
schaft.

Das kleine Wortchen ,,und*

Mit dem Wort ,,und“ ist es méglich, zwei
Teilaussagen A, B zu einer neuen Aussage
»A und B zusammenzufiigen. Eine solche
Aussagenverbindung nennt man Konjunk-

tion.

Eine Konjunktion ist wahr, wenn alle Teil-
aussagen, aus denen sie entstanden ist, auch
wahr sind. Ist nur eine Teilaussage wahr
oder gar keine, so ist die mit ,,und aus
diesen Teilaussagen gebildete Aussage falsch.

Um die Aufgabe zu 18sen, benutzen wir, wie
vereinbart, die Redeweise ,,Es gilt nicht,
daB*.

Also erhalten wir:

Es gilt nicht, daB Hans Gruppenratsvor-
sitzender und Mitglied des Klubs der inter-
nationalen Freundschaft ist.

Das bedeutet aber, Hans ist nicht Gruppen-
ratsvorsitzender oder nicht Mitglied des
Klubs der internationalen Freundschaft oder
beides nicht. Diesen Sachverhalt kénnen wir
kiirzer wie folgt ausdriicken.

Hans ist nicht Gruppenratsvorsitzender oder
nicht Mitglied des Klubs der internationalen
Freundschaft.

Wir stellen also fest, daff man cine Aussage
der Form ,,A und B* verneinen kann, indem
man jede Teilaussage negiert und diese mit
,oder* verkniipft.

Man erhilt als Negation von ,,A und B‘:
Nicht A oder nicht B. Eine Aussage der
Form ,A oder B“ kann man negieren,
indem man jede Teilaussage negiert und
diese mit ,,und* verbindet.

Als Negation von ,,A und B* erhilt man:
Nicht A und nicht B.

Hierzu ein Beispiel:

Petra ist Mitglied der AG ,,Mathematik*
oder der AG ,,Sport*‘. 5
Verneinung: Es gilt nicht, daB Petra Mitglied
der AG ,,Mathematik* oder der AG ,,Sport*
ist.

Gleichwertige Formulierungen:

Petra ist nicht Mitglied der AG ,,Mathema-
tik** und nicht Mitglied der AG ,,Sport*‘.
Petra ist weder Mitglied der AG ,,Mathema-
tik*‘ noch Mitglied der AG ,,Sport*. 3
(Lése die Aufgaben 4/4, 5/1, 6/1; 6/3, 7/2,
713, 8/2!)

Betrachten wir noch die Verneinung von
All- bzw. Existentialaussagen:

Allaussagen bringen zum Ausdruck, daB alle
Elemente einer bestimmten Menge ein ge-
wisses Merkmal besitzen, z. B.

Alle Thilmannpioniere der DDR diirfen ein
rotes Halstuch tragen. A

+ Alle Schiiler in Leipzig lesen regelmifig
die LVZ.

Die erste Aussage ist wahr, die zweite wird
wohl falsch sein, denn es ist kaum anzu-
nehmen, daf alle Schiiler in Leipzig die LVZ
regelmiBig lesen.

Verneinen wir die falsche Aussage (+), so er-
halten wir die wahre Aussage:

Es gilt nicht, daB alle Schiiler in Leipzig re-
gelmiBig die LVZ lesen.

Gleichwertige Formulierungen:

Nicht alle Schiiler in Leipzig lesen regel-
miBig die LVZ.

Es gibt Schiiler in Leipzig, die nicht regel-
miBig die LVZ lesen.

Falsch wire allerdings, wenn jemand meint,
die Negation der Aussage (+) lautete: ,,Alle
Schiiler in Leipzig lesen nicht regelmiBig die
LVZ*, denn das wiirde ja bedeuten, daB
kein Schiiler in Leipzig regelmiBig dic LVZ
liest, und das ist sicher nicht richtig.
Existentialaussagen bringen zum Ausdruck,
daB mindestens ein Element einer be-
stimmten Menge ein gewisses Merkmal be-
sitzt. ;

Beispiel:

Es gibt natiirliche Zahlen, die einen Vor-
ginger haben.

Es gibt mindestens cine ungerade Zahl, die
durch 2 teilbar ist.

Die erste Aussage ist wahr, die zweite falsch,
denn es gibt keine einzige ungerade Zahl, die
durch 2 teilbar ist.

Die Negation der Aussage (9lautet:
Es gilt nicht, daB es mindestens eine unge-
rade Zahl gibt, die durch 2 teilbar ist.
Gleichwertige Formulierungen:

Es gibt keine ungerade Zahl, die durch 2
teilbar ist.
Alle ungeraden Zahlen sind nicht durch 2
teilbar.

(Lose die Aufgaben 4/2, 4I3,‘)



Die wichtigen Redeweisungen ,,wenn-, so**
und ,,genau dann, wenn**

Neben den Woértern ,,und“, ,oder, ,ent-
weder — oder* benutzt man in der Mathe-
matik hidufig die Wendungen ,,wenn-, so*,
aber auch ,genau dann, wenn“, um zwei
Teilaussagen miteinander zu verkniipfen.
Betrachten wir dazu folgende Aussage der
Pionierleiterin der Klasse 7:

(o) Wenn es am Mittwoch regnet, so werden
wir in der Pionierstunde unsere Bastelarbei-
ten fortsetzen.

Unter welchen Bedingungen wire nun diese
Aussage falsch?

Uberlegen wir zunichst, welche Moglich-
keiten auftreten kénnen.

Dazu fertigen wir uns wieder eine Tabelle
an:

KNOBEL

Hoiffeg

KNOBEL

22 Hndfphs

~2141,

2142

Wetter am Mittwoch

Titigkeit in
der Pionierstd.

Wenn es am Mittwoch regnet,
so werden wir in der Pio-
nierstd. unsere Bastelarb.

fortsetzen.
1 Es regnet Es wurde
gebastelt.
2 Es regnet Es wurde nicht falsch
gebastelt.
3 Es regnet nicht Es wurde
gebastelt

Es regnet nicht

gebastelt.

Es wurde nicht

Die Aussage ,,Wenn es am Mittwoch regnet,
so werden wir in der Pionierstunde unsere
Bastelarbeiten fortsetzen* war lediglich
dann falseh, wenn es regnet, aber in der
Pionierstunde nicht gebastelt wurde, d. h.
im Fall 2. Fiir alle anderen Fille ist dic Aus-
sage wahr.

Ist die Aussage der Form ,,Wenn A, so B*
wahr, so ist nicht selbstverstindlich auch die
Umkehrung dieser Aussage, nimlich ,,Wenn
B, so A“ wahr, wie folgendes Beispiel zeigt:
Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es
spitzwinklig. (Wahre Aussage)

Wenn ein Dreieck spitzwinklig ist, so ist es
gleichseitig.) (Falsche Aussage)

Die Umkehrung eines wahren Satzes der
Form ,,Wenn A, so B kann falsch sein, sie
kann aber auch wahr sein. Deshalb muf8 man
stets sehr genau iiberlegen, ob die Umkeh-
rung eines Satzes wahr ist oder nicht.

(Lose die Aufgaben 2/2, 3/2, 5/4, 7/1,
10/1!)

Ist die Umkehrung eines wahren Satzes
wahr, so kann man beide Aussagen (Satz
und Umkehrung) in eizem Satz formulieren,
indem man dic' Redeweise ,,genau dann,
wenn* bzw. ,,dann und nur dann, wenn‘
verwendet.

Beispiel:

Satz:

Wenn die Quersumme -einer Zahl durch 3
teilbar ist, so ist auch die Zahl selbst durch 3
teilbar. (Wahre Aussage)

Umkehrung:

Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, dann ist
auch ihre Quersumme durch 3 teilbar.
(Wahre Aussage)

»genau dann, wenn‘-Formulierung:

Eine Zahl ist genau dann durch 3 teilbar,
wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.
(Wahre Aussage)

Die Redeweise ,,genau dann, wenn‘ ist die
Zusammenfassung eines Satzes mit seiner
Umkehrung. Um nun zu entscheiden, ob ein
Satz der Form ,,A genau dann, wenn B
wahr oder falsch ist, iiberlegt man zunichst,
ob die beiden Teilaussagen ,,Wenn A, so B¢
bzw. ,,Wenn B, so A%, aus denen der Satz
entstanden ist, wahr oder falsch sind. Sind
die Teilaussagen ,,Wenn A, so B*, ,,Wenn B,
so A“ wahr, so ist auch die Aussage ,,A
genau dann, wenn B* wahr. In allen anderen
Fillen ist die ,,genau dann, wenn*-Aussage
falsch.

(Lose die Aufgabe 9/2!)

Wie wir gesehen habe, kommt auch kleinen
Wortern eine grofe Bedeutung zu. Geben
wir auf solche Wendungen wie ,,wenn-, so*,
»genau dann, wenn*, ,,und“, ,,oder*, ,.ent-
weder — oder®, ,nicht*, ,alle” usw. acht,
werden wir uns klarer ausdriicken, werden
wir uns sicherer fiihlen und weniger Fehler
machen.

Bei der Losung nachstehender Aufgaben
wiinschen wir Euch viel Erfolg!

Achtet bei deren Lésung besonders auf die
kleinen Worter mit der groBen Wirkung!
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2 Wieviele Dreiecke und wieviele Rechtecke

erkennst du?

1 Setze in die leeren Felder Zahlen so ein,
daB richtig geloste Aufgaben entstehen!

3 a) Nimm von den 25 Steinen 10 so weg,
daB in jeder Reihe, Spalte und Diagonale
jeweils drei Steine iibrig bleiben!

b) Nimm von .den 25 Steinen 5 so weg,
da in jeder Reihe, Spalte und Diagonale
Jjeweils vier iibrig bleiben!
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4 Wieviele Wiirfel miissen auf der rechten g ®6

Seite liegen, damit sie mit dem Block (links

unten) Gleichgewicht halten?

5
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P
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5 Ordnet die 8 Dominosteine so zu einem
Quadrat (siehe Abb.), daB in jeder Reihe
und in jeder Spalte je 5 Punkte zu zihlen
sind!

6
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6 Teilt das vorliegende Muster in vier form-
gleiche Teile, so daB jedes Teil fiinf kleine
Rechtecke verschiedener Musterung enthilt!

(W

Pl
]| 4~

Leicht verhexte Zahlen

4@
@& 8-

F= !;4“:2
#3-5)=(5+2)(7+5)
49-35=35+1%-25-10,
7(?-5-;)- ;‘G—s-z)

KEX[X]| %

XX [ %

XX [X]|—=
K]





































