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GELEITWORT

In den letzten Jahrzehnten hat sich eine stiirmische Entwicklung in der mathemati-
schen Wissenschaft vollzogen. Gleichzeitig ist die Mathematik immer stérker in alle
Zweige der Produktion eingedrungen, und zwar nicht nur in die rein technischen
Gebiete, die eng mit Messen, Regeln und Steuern zusammenhangen, sondern auch in
solche Gebiete wie Planung, Leitung und Organisation. Durch diese Entwicklung
wird auch der Mathematikunterricht an den Ingenieur- und Fachschulen vor neue
Probleme gestellt.

Um die erhéhten Anforderungen des wissenschaftlich-technischen Fortschrittes er-
fiillen zu konnen, wurde im Jahre 1963 ein neuer verbindlicher Lehrplan fiir das

Fach Math tik an den I ieur- und Fachschul eingefuh.rt der den inter-
nationalen Entwncklungstendenzen Rechnung tragt Durch die in diesem Plan er-
hobene Forderung nach weitgehender oretischer Interpretation der ein-

zelnen Stoffgebiete und durch die Aufnahme neuer mathematischer Einzeldisziplinen
ergab sich die Aufgabe, in méglichst kurzer Zeit ein neues Lehrwerk fiir den Mathe-
matikunterricht zu schaffen.
Der vorliegende Band ,,Ausgewihlte Kapitel der Mathematik fiir Ingenieur- und
Fachschulen® schlieBt diese im Jahre 1963 begonnene Arbeit ab. Die ersten beiden
Biinde ,,Algebra und Geometrie fiir Ingenieur- und Fachschulen® und ,,Analysis
fiir Ingenieur- und Fachschulen® vermitteln ein auf den Grundbegriffen der Mengen-
lehre fuBendes mathematisches Fundament. Der letzte Band dagegen enthilt einige
Gebiete der Mathematik, die fiir die Praxis besonders wichtig sind und deren Behand-
lung es erméglichen soll, daB die Stoffdarbietung in zahlreichen technischen und
okonomischen Fichern in hohem MaBe rationalisiert und praxisbezogen gestaltet
werden kann. Damit wird die Grundlage fiir ein erfolgreiches Wirken der Absolventen
der Ingenieur- und Fachschulen in den verschiedenen Bereichen der sozialistischen
- Industrie gelegt.
Der grofien Einsatzbereitschaft der Autorenkollektive und des Verlages ist es zu
verdanken, daB das gesamte Lehrwerk trotz vieler Schwierigkeiten in verhéltnismaBig
kurzer Zeit entwickelt werden konnte. Es sei daher an dieser Stelle gestattet, den
Autorenkollektiven aller drei Binde sowie dem VEB Fachbuchverlag Leipzig den
Dank des Instituts fiir Fachschulwesen der Deutschen Demokratischen Republik
auszusprechen.
Moge es dem vorliegenden Lehrbuch gelingen, fiir Lehrkrifte und Studierende ein
wertvolles Handwerkszeug zu sein, sowohl fiir die Gestaltung eines qualitativ hoch-
tehenden Math tikunterrichts als auch zur Hebung des Bildungsniveaus
unserer Studierenden zum Nutzen unserer sozialistischen Gesellschaft.

Karl-Marx-Stadt, Juli 1966 Institut fiir Fachschulwesen der
Deéutschen Demokratischen Republik
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VORWORT

Das vorliegende Lehrbuch, das eine Erweiterung des bisherigen Lehrmaterials fiir
das Grundlagenstudium im Fach Mathematik darstellt, behandelt Stoffgebiete der
angewandten Mathematik, die sowohl fiir die Ausbildung von Ingenieuren der ein-
zelnen technischen Disziplinen als auch fiir die Ausbildung von Ingenieurskonomen
der verschiedenen Fachrichtungen besonders wichtig sind : Nomographie, Matrizen-
rechnung, Linearoptimierung, Mathematische Grundlagen der Statistik sowie Prak-
tisches Rechnen einschlieBlich einer Einfiihrung in die maschinelle Rechentechnik.

Diese Gebiete wurden bis jetzt nur teilweise in Lehrbriefen fiir das Fachschulfern-

studium einiger Fachrichtungen behandelt.

Vor den Autoren lag deshalb eine dreifache Aufgabe:

1. Ausder Fiille der einzelnen Stoffgebiete war eine Auswahl zu treffen, die sich sowohl
im Sinne einer gediegenen Grundlagenausbildung als auch, bedingt durch den vor-
gesehenen Umfang und den Charakter des Buches, in der Hauptsache auf eine Ein-
fiihrung beschrinken muBte. Es war deshalb nicht méglich, den einen oder den
anderen Abschnitt noch ausfithrlicher darzustellen, so wie es manchem Leser viel-
leicht wiinschenswert erscheinen wiirde. Die behandelten Grundlagen sollen es
dem Studierenden der Ingenieur- und Fachschulen ermoglichen, in den Spezial-
fachern der Ausbildung und nachfolgend in der Praxis einfache Probleme losen
zu konnen. AuBerdem sollen sie ihn befihigen, seinen spateren Aufgaben ent-
sprechend, mit Hilfe der Literatur tiefer in die einzelnen Problemkreise einzu-
dringen.

2. Der ausgewihlte Stoff muBte unter Wahrung der im Lehrplan geforderten Wissen-
schaftlichkeit methodisch so aufbereitet werden, daB das Lehrbuch fiir alle
Studienformen der Ausbildung von Ingenieuren, Ingenieurékonomen — und auch
Okonomen — benutzbar ist.

. Als letztes in der Reihe der Mathematiklehrbiicher fiir Ingenieur- und Fachschulen
war endlich die Ubereinstimmung in den mathematischen Grundbegriffen mit
den vorangehenden Binden herzustellen. Bei der im allgemeinen auBerhalb der
Hochschulliteratur noch iiblichen Darstellung der Gebiete der angewandten Mathe-
matik war auch dieser Teil der Gesamtaufgabe nicht immer leicht.

Die Nomographie wurde aufgenommen, weil sie fiir den in der Praxis tétigen In-
genieur und Okonomen ein wertvolles, leider zum Teil noch viel zu wenig beachtetes
Hilfsmittel darstellt. Mit Nomogrammen lassen sich Uberschlagsrechnungen leicht
durchfiihren; mit ihnen kann man sich in verhiltnismaBig kurzer Zeit einen Uber-
blick iiber den Charakter der Losungen bestimmter Probleme verschaffen, der sonst
nur durch eine genaue Berechnung mit erheblichem Zeitaufwand zu bekommen
wiire. Endlich sind Nomogramme auch zum laufenden Gebrauch an Maschinen un-
bedingt erforderlich.

w



8 Vorwort

Die Matrizenrechnung darf heute in der mathematischen Ausbildung an den In-
genieurschulen nicht mehr fehlen, da dieses Gebiet im Zusammenhang mit der
Entwicklung der maschinellen Rechentechnik immer mehr an Bedeutung gewon-
nen hat.

Die Linearoptimierung trigt dem Problemkreis der optimalen Entscheidungen
Rechnung. Die Beschrinkung auf die ausfithrliche Behandlung der grundlegenden
Verfahren und auf die kurze Charakterisierung weiterfithrender Methoden erfolgte
aus methodischen Griinden im Zusammenhang mit den bereits genannten Umfangs-
bedingungen.

Die Mathematischen Grundlagen der Statistik sind fiir viele Problemkreise, die der
mathematischen Durchdringung erschlossen wurden, ein wesentliches Arbeitsmittel.
Das gilt inshesondere fiir die Bearbeitung empirischen Zahlenmaterials und fiir die
Notwendigkeit, aus diesem Material die Moglichkeit exakter perspektivischer Pla-
nung auf den verschiedensten Gebieten zu erschliefen.

Im letzten Teil konnten lehrp]anbed.mgt, nur lma.ppe allgememe Ausfuhrungen tiber
numerisches Rechnen und iber t werden. Zusétz-
liche Gebiete, die der steigenden Bedeutung der Datenverarbeltung auch im Fach-
schulwesen Rechnu.ng tragen, gehoren nicht mehr in die mathematische Grundlagen-
ausbildung; sie sind gpeziellen Unterrichtsfichern vorbehalten.

In der Art der einzelnen behandelten Gebiete liegt es, daB eine streng wissenschaft-
liche theoretische Grundlegung im Rahmen eines Fachschullehrbuches nicht méglich
war. Fiir alle Autoren muBte es das Ziel sein, dle hauptsichlichsten Verfahren ver-
stindlich damulegen und sie, den matl i Vor 1igen der Studieren-
den entsprechend, in die Theorie einzuordnen. Dabei wird, soweit es moghch war, vom
Beispiel ausgegangen, und auBerdem wird der gebotene Stoff auch am Beispiel er-
ldutert, wihrend allgemeine Ableitungen teilweise nicht gebracht werden kénnen.
Trotzdem ist versucht worden, Allgemeingiiltiges fiir alle Fachrichtungen heraus-
zuarbeiten. Deshalb tragen auch die meisten der Beispiele und Aufgaben sowohl in der
Thematik als auch in den Zahlenwerten nur Demonstrativcharakter. Wo eine men-
gentheoretische Interpretation moglich ist, wird sie gegeben; der in der Mengenlehre
verankerte und prézisierte Funktionsbegriff wird verwendet.

Der Herausgeber und die Autoren wissen, daB die vorliegende Fassung des Buches
noch manche Wiinsche offenlassen wird. Wir richten deshalb an alle Benutzer, vor
allem an die Fachschullehrer, die Bitte, durch kritische Hinweise dazu beizutragen,
daB das Werk weiter verbessert werden kann.

Das Gutachten wie die Lektorate haben mit ihren kritischen Stellungnahmen und
Bemerkungen bereits wertvolle Hilfe bei der Gestaltung des Lehrbuches geleistet.
Dafiir sei an dieser Stelle dem Mathematischen Institut der Hochschule fiir Archi-
tektur und Bauwesen in Weimar sowie allen Lektoren sehr herzlich gedankt.

Die Verfasser
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1. Nomographie

1.1. Grundbegrifte der Nomographie
111 Aufgabenstellung der Nomographie

In allen Bereichen der Wirtschaft und Technik treten in steigendem Mafl Probleme
auf, die eine umfangreiche und teilweise schwierige Zahlenrechnung erfordern. In all
diesen Fillen wird angestrebt, die vorliegenden Aufgaben schnell, sicher und mit
moglichst geringem Aufwand zu lésen und die Ergebnisse in einer ibersichtlichen und
anschaulichen Form darzustellen. Dazu bieten sich verschiedene Hilfsmittel an, z. B.
die Verwendung von Zahlentafeln (Logarithmentafeln u. a.), des Rechenstabes, der
verschiedenen Arten von Rechenmaschinen und -automaten sowie von zahlreichen
graphischen Verfahren. Der Einsatz solcher Hilfsmittel muB allerdings sinnvoll sein,
d. h., die gewonnene Genauigkeit der Ergebnisse und die Einsparungen an Zeit und
Arbeitskraft miissen im richtigen Verhéltnis zu dem notwendigen Aufwand fir die
Anschaffung und den Einsatz der Hilfsmittel stehen (vgl. dazu auch 5. Praktisches
Rechnen). Die Nomographie?) stellt solche Hilfsmittel in Form von Rechentafeln
oder Nomogrammen bereit.

Nomogramme sind graphische Darstellungen von vorliegenden GesetzmaBigkeiten
und Formeln, die es gestatten, zu beliebigen Ausgangswerten eines bestimmten
Bereiches das zugehorige Ergebnis abzulesen.

Bei den einfachen graphischen Darstellungen ist fiir jede spezielle Aufgabe ein geson-
dertes Diagramm anzulegen. So ist z. B. bei der graphischen Losung einer kubischen
Gleichung die zugehorige kubische Parabel zu zeichnen, und ihre Schnittpunkte mit
der Abszissenachse sind zu bestimmen. Dagegen werden in der Nomographie Rechen-
tafeln fiir alle Aufgaben eines bestimmten Typs angelegt, die fiir jeden gewiinschten
speziellen Wert (in dem geforderten Bereich) gelten. Ein Nomogramm liefert also
beispielsweise die Losungen fiir alle zu untersuchenden kubischen Gleichungen; zu
den gegebenen Koeffizienten konnen die zugehérigen Losungen abgelesen werden.

In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Arten der Nomogramme be-
handelt. Damit kénnen die meisten der in der Praxis vorkommenden Funktionen in
Form von Nomogrammen dargestellt werden, wobei jeweils die einfachste und tiber-
sichtlichste Moglichkeit auszuwahlen ist. In besonders schwierigen Fallen konnen
Anleitungen aus der angegebenen weiterfiihrenden Literatur entnommen werden.

1) nomos (griech.) Gesetz, graphein (griech.) schreiben
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Das Nomogramm kann auch von denen benutzt werden, die die zugrunde liegenden
GesetzmaBigkeiten nicht kennen. Es soll daher stets mit einer Erlduterung, z. B. in
Form eines Ableseschemas, versehen werden.

Bei jeder graphischen Methode treten Ungenauigkeiten durch die Zeichnung selbst
oder durch Ablesefehler auf. Es mull darauf geachtet werden, dafl diese Fehler
moglichst klein gehalten werden und daB die Genauigkeit fiir das jeweilige Anwen-
dungsgebiet ebenso wie in dem vorkommenden Wertebereich ausreicht. Dazu sind
die Hinweise fiir die praktische Herstellung von Rechentafeln, die iiberall eingefiigt
sind, zu beachten.

In jedem Nomogramm werden Funktionen dargestellt, die in der Naturwissenschaft,
Technik oder Okonomie vorkommen. Es muB daher auf die Grundbegriffe der Funk-
tionenlehre und die Elemente der graphischen Darstellung zuriickgegriffen werden,
die bereits im Band ,,Analysis fiir Ingenieur- und Fachschulen‘ behandelt sind [2]."
Sie werden hier kurz wiederholt und in der fiir die Nomographie notwendigen Weise
ausgebaut.

Die Nomographie ist ein verhéiltnismiBig junger Zweig der Mathematik. Wenn auch
in Landkarten und anderen Darstellungen Vorlaufer von Nomogrammen gesehen
werden kénnen, so erfolgte doch eine systematische Behandlung der Netztafeln erst
1846 durch Lavanng?!). Die Fluchtlinientafeln gehen auf p’OcacNE?2) (1884/85)
zuriick. In der Folgezeit trugen SOREAU, GERSEWANOW, SCHWERDT, GLAGOLEW,
LuokEy u. a. zur Entwicklung der Nomographie bei [5, 10].

1.1.2. GroBe, Zahlenwert, Einheit

In den meisten Anwendungen der Mathematik treten Beziehungen zwischen Grofen
auf, die durch die Angabe eines Zahlenwertes und einer MaBeinheit bestimmt sind.
Solche Grofen sind z. B. Masse, Zeit, Kraft, Kosten usw. So sind in Grundgesetzen
der Physik, wie

F=m-a (F Kraft, m Masse, @ Beschleunigung)

v=mn-d-n (v Geschwindigkeit, d Durchmesser, n Drehzahl),

alle auftretenden Variablen physikalische Gré8en. Dabei wird definiert

GroBe — Zahlenwert mal Einheit.

Grofensindz.B. v =5 ;, s =10 km = 10000 m, F =8 kp. Die Zahleﬁwerte sind 5,
10, 10000 und 8, die Einheiten %, km, m,kp. Wie das zweite Beispiel zeigt, verhalt

sich das Produkt aus Zahlenwert und Einheit wie ein gewdhnliches Produkt. Wenn
der eine Faktor (Einheit) verkleinert wird, muB der andere Faktor (Zahlenwert) ent-
sprechend vergroBert werden, damit das Produkt denselben Wert behilt.

1) LEoN LALANNE, geb. 1811, franzésischer Ingenieur
?) PEILIBERT MARIA D’OCAGNE, geb. 1862, Professor der Mathematik in Paris
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Im folgenden werden unter den iiblichen Formelzeichen immer GroBen verstanden.
Bei graphischen Darstellungen sind die der Grofe zugeordneten Zahlenwerte durch
Léngen zu veranschaulichen. Fiir diese Zahlenwerte werden je nach den verwendeten
Achsen die iiblichen Bezeichnungen fiir Variablen 2, y, z oder ;, ,, ... verwendet:

GroBe u, FEinheit [«], Zahlenwert z — [T"]

4 1eich

Entsprechend der obigen Erklirung gibt es GréSengleich Einh¢
und Zahlenwertgleichungen. Dabei ist eine Gréfengleichung eine solche, in der alle
Formelzeichen GroBen bedeuten. Es ist zu beachten, daB in allgemeinen GroBen-
gleichungen empirische Faktoren als GréBen zu behandeln und daB Umrechnungs-
faktoren nicht erlaubt sind. Die obengenannten allgemeinen Gleichungen der
Physik sind GréBengleichungen. In diese Gleichungen dirfen GréBen in beliebigen
Einheiten eingesetzt werden, z. B. der Durchmesser d in der zweiten Gleichung in mm
oder in m. Das Ergebnis, hier die Schnittgeschwindigkeit v, liegt dann jeweils in der
entsprechenden Einheit vor. Werden alle GréBen in solchen Einheiten verwendet, die
nach den Grundgleichungen aufeinander abgestimmt sind (sogenannte kohérente?)
Einheiten), so gelten die GréBengleichungen in derselben Form auch fiir die entspre-
chenden Zahlenwerte. Da aber in der Praxis hiufig nichtkohirente Einheiten benétigt
werden, muB die Rechnung und damit auch das aufzustellende Nomogramm durch
das Einfithren von Umrechnungsfaktoren fiir diese Einheiten vorbereitet werden. Die
GroBengleichung verliert dann ihre Allgemeingiiltigkeit. Dies soll am Beispiel der
oben erwithnten Gleichung fiir die Umfangsgeschwindigkeit: gezeigt werden, wobei
folgende Einheiten zu beriicksichtigen sind :

[d] = mm, [#] =min?, [v] =m st

Aus v =7+ d - n folgt durch Erweitern mit den vorgeschriebenen Einheiten von d
und 7

d n s g
— «—— mm min?,
mm min~?

V="T.

Die Geschwindigkeit » wiirde sich jetzt jedoch in mmmin-! ergeben. Um auf die
vorgeschriebene Einheit zu kommen, sind die Umrechnungsbeziehungen 1 m =
= 1000 mm und 1 min = 60 s in Form von geeigneten Quotienten

im 1 min
1000 mm * 60s ’

deren Wert 1 ist, als Erweiterungsfaktoren anzufiigen:

d n — 1 Im 1 min
mm min?! min 1000 mm 608

V=m7

1) cohaerentia. (lat.) Z h

2 Ausgewithlte Kapitel
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Kiirzen und Zusammenfassen ergibt

kg ] n

= . — e —1
60000 mm mint

v

Dies ist eine GroBengleichung, denn die Formelzeichen bedeuten GréBen. Die
Gleichung ist jedoch nicht mehr allgemeingiiltig, sondern fiir die geforderten Ein-
heiten zugeschnitten; sie heiit daher hnittene GréBengleich Der entstan-
denen Gleichung kann sofort entnommen werden, in welchen Einheiten die GréBen d

= — Zahlenwerte sind und
min’

sich » in ms~? ergibt. Diese Form der Gleichung ist exakt und erlaubt im Bedarfsfall
auch durch entsprechende Umrechnung einen Ubergang zu anderen Einheiten.
Wenn die obige Gleichung noch durch ms-! geteilt wird, ergibt sich mit den Ab-
kiirzungen fiir die Zahlenwerte

und 7 einzusetzen sind, damit die Ausdriicke mim und

d n g
om’ ¥ T mint * T et

die Zahlenwertgleichung

P ™
= 80000 “Y"

Damit ist eine Funktionsgleichung fiir reelle Variablen entstanden, die die Grundlage
fiir die graphische Darstellung in cinem Nomogramm bildet und die alle nétigen
Umrechnungsfaktoren enthélt. Die Zahlenwerte @, y, z mit der angegebenen Be-
deutung kénnen auf Achsen eines Koordinatensystems oder auf beliebigen Skalen
dargestellt werden.

Bei der Umwandlung der Gleichung sind die Einheiten wie gewohnliche Faktoren be-
handelt worden. Das beschriebene Verfahren fiihrt exakt zu den Gleichungen. die
fiir die Anlage der Nomogramme bendtigt werden.

BEISPIELE

1. Die Masse von Stahldréihten (in kg) ist aus der Lange I (in m) und dem Durchmesser d (in mm)
zu berechnen, wobei fiir die Dichte ¢ = 7,85 kg/dm?® zu setzen ist. Die entstehende Gleichung
ist als Zahl, leick zu schreib

Losung: Die Gleichung fiir die Masse lautet
m =g+ V, wobei fiir V=%d’~l zu setzen ist.
Mit dem gegebenen Wert fiir ¢ erhilt man
kg =
=78 —.—d.]
" am 2

und durch Erweitern mit den vorgeschriebenen Einheiten
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L )i-i-mm‘-m-ﬁ.
m!

T om=18- = (—
4 \mm/ m
Die Umrechnungsbeziehungen 1 m = 10 dm und 1 dm?® = 10* mm? sind in geeigneter Form
als Quotienten anzufiigen: i
d\ 1 - kg 10dm 1dm?
dm®* 1m 10*mm®

m=186 — (
4 \mm
Daraus entsteht durch Kiirzen, Zusammenfassen und Dividieren durch kg
L3 o .
mm m’

m

m
— =6,16-102
kg 8

Nach Einfiihren der Zahlenwerte

z =

mm
ergibt sich die fiir eine spitere Nomogrammkonstruktion bendtigte Zahlenwertgleichung

z2=6,16-10"32%.y.

2. Die Gleichung fiir die Leistung
pt-e
t
) mit den Einheit;
[¢] = min,

ist in eine Zahl
[P] =P8

[F] = kp,

[8] = cm,
zu iiberfiihren.
Losung: Das Einfiihren der geforderten Einheiten fiir die 3 unabhéngigen Variablen ergibt

F
P kp om kpf:m.
& mm
min
" . im 1 min _. ” 3 s
Das Anfiigen der Umrechnungsquotienten 0 0 fiihrt zunéchst auf die Leistungs-
cm B8
. kpm . " 1PS . = .
einheit ——, die noch durch den Quotienten uf die gewiinschte Einheit PS
8 75 kpms—t
zuriickgefithrt wird.
i
P_kp'em kpem 1m 1 min 1PS
T ¢t min 100cm 60s 75kpms

min
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Kiirzen, Zusammenfassen und Einfiihren derl Abkii fiir die Zahl te

P
PS

8 ¢
mSTe AT WELE WS

ergibt die gewiinschte Zahlenwertgleichung

L am

z, =
¢ 250000 =z,

AUFGABEN
1. Die Formel fiir die Schnittgeschwindigkeit
v =ndn
ist fiir eine Rechnung mit den Einheiten
[?] = mmin7, [d]=mm, [z]=

vorzubereiten und als Zahl leick zu schreib

2. Die Masse m eines Rohres, bezogen auf die Léinge, wird nach der Formel

T=ret+ e

ist in eine Zahlenwertgleick mit den f d

berechnet. Dabei bedeuten d die lichte Weme & die Wanddicke und e die Dxchte Die Gleichung
Einheit

@ =mm, (= mm, [ = kgdnt, [ ] = kgt

3. Die Kraft F, mit der die Platten eines Kond t inand iehen, betrigt
g U%-A
F=-0.5—=
2 a?
As

Hierbei sind ¢, = 8,86 - 1012 Vm die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums, U die Span-

nung zwischen den Platten, A die Fliche einer Platte und d der Plattenabstand.
Die GroBengleichung ist fiir die Einheiten

[U1=V, [4]=om? [d]=mm, [F]=mp

zuzuschneiden.



1.1. Grundbegriffe der N hi 21

1.1.3. Aufhau von Leitern
1.1.3.1. Reguliire Leitern

In der Nomographie werden die den GréBen u zugeordneten Zahlenwerte z = [%
durch Abschnitte auf einer Kurve dargestellt. Die mit einer Punktfolge (Teilung) fiir
die verschiedenen Zahlenwerte versehene Kurve heiBt Leiter oder Skale, die Kurve
ist der Triger der Teilung.

Im einfachsten Fall ist der Trager eine Gerade, und die Teilungspunkte sind gleich-
abstindig, wie das z. B. von den Achsen des cartesischen Koordinatensystems oder
den iiblichen Linealen her bekannt ist. Solche Leitern heifen regulir oder linear.
Davon sind die Funktionsleitern zu unterscheiden, bei denen die Teilpunktabstinde
aus Funktionswerten einer nicht-linearen Funktion zu ermitteln und demzufolge un-
gleich sind, z. B. bei der Teilung des Rechenstabes. Weiterhin treten in der Nomo-
graphie krummlinige Leitertriger auf.

Zuniichst soll der Aufbau der reguliren Leiter untersucht werden. Als Trager der
Leiter wird eine orientierte Gerade mit einem Anfangspunkt A gewihlt. Wenn alle
Werte z einer linearen Punktmenge 2, < » < z, auf der Leiter dargestellt werden
sollen, wird zuniichst dem Anfangspunkt 4 der Wert 2, zugeordnet. Zu jedem Wert
 soll dann ein Punkt P gehéren, so daB die Strecke 4P proportional zu z — 2, ist.
Die endgiiltige Linge der Strecke wird durch die Wahl der Zeicheneinheit oder Eins-
lange I, bestimmt, das ist die Linge, die fiir die Einheit von = gewéhlt wird. Die
Lange der Strecke AP ist dann (Bild 1)

ES
]

P y
X I X L]
o x ]
T 1
Bild 1
Der Abschnitt auf der Leiter wird im G zu der D 11 im Band ,,Analysis fiir
I ieur- und Fachschulen* zur Vereinfach der folgenden Gleich X statt s(x) ge-

nannt. Seine Abhéingigkeit von  ist jedoch stets zu beachten.

In Bild 1 ist I, der Abstand zweier beliebiger Teilstriche, wenn diese zu aufeinander-
folgenden, ganzzahligen Werten von z gehéren. Ist %, =0 (die Leiter beginnt mit
dem Nullpunkt), gilt insbesondere X =1, x. Beim cartesischen Koordinaten-
system sind beide Achsen in dieser Weise geteilt, X =1,z und ¥ =1, -y, wobei
meist I, =1, ist.

Gleichung (1) heiBt Gleichung der reguliiren Leiter und stellt den Zusammenhang
zwischen dem an die Teilung geschriebenen Zahlenwert = und der dafir vom Anfangs-
punkt an abgetragenen Linge X dar. Mit dieser Gleichung kann einerseits der Ab-



22 1. Nomographie

stand jedes Teilpunktes vom Anfangspunkt berechnet und andererseits aus einem
abgemessenen Abstand der (vielleicht nicht angeschriebene) zugehorige Zahlenwert
ermittelt werden. Die Herstellung der reguliren Leitern erfolgt jedoch meist ohne
Benutzung der Leitergleichung durch for‘ogesetztves Abtra,gen gleicher Strecken

Die Wahl der Zeicheneinheit I, hingt von dem dar den Wertebereich und der
sur Verfiigung stehenden Leiterlinge Xy, ab, die z. B. durch die BlattgroBe be-
stimmt wird. Je groBer I, gewéhlt wird, um so feiner 1a8t sich die Leiter unterteilen.
Ist eine Leiter fiir die Werte ,, ..., #, anzufertigen, so mufl

Lz (% — %) = Xomax

gelten, damit die Teilung auf der vorhandenen Lénge untergebracht werden kann.
Daraus ergibt sich als Bedingung fiir die Wahl der Zeicheneinheit

'

1

@)

Nach Moglichkeit sollen fiir I, immer ganze Zahlenwerte gewa.hlt werden, damit sich
die Teilung einfach herstellen 148t. Wenn sich dabei der Bruch in Glcwhung (2) z. B.
zu 11,8 mm ergibt, so wird im allgemeinen I, = 10 mm gewéhlt und nur in Ausnahme-
fillen, wo ein geringes Uberschreiten des Platzes zuldssig ist, auf I, = 12 mm auf-
gerundet.

Hiufig wird statt der Zeicheneinheit , der MaBstab m, als Verhiltnis m, = %’] eingefiihrt. So

ul) l’:‘m angegeben. Auch die MaB-
P

stabsverhiiltnisse auf allen Landkarten sind so zu verstehen, wobei im Zihler und Nenner
Liingen stehen, so daB m, dimensionslos ist. Ein derartiges MaBstabsverhiltnis hat jedoch nur
fiir die reguliire Leiter einen Sinn, da sich fiir eine Funktionsleiter dieses Verhiltnis von Punkt

wird dlso beispielsweise der MaBstab fiir die Kraft mit m, =

zu Punkt éndert. Deshalb wird hier die allgemeingiiltige Zeicheneinheit [, verwendet.

BEISPIELE

1. Die Zeicheneinheiten fiir die verschied Teil des iiblichen Dreikantmafstabes sind
zu ermitteln.

Losung: Die Zeicheneinheiten sind
lp, =50 mm (1: 20)

=40 mm (1: 25)

1, =20 mm (1: 50)
,=133mm  (1: 75)
10 mm  (1:100)
z 8 mm (1:126)

-~
I

~
I

Die in Klammern augefiigten MafBstabsverhiltnisse sind auf eine darzustellende Linge von
1000 mm bezogen.
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2. Esist eine reguliire Imber zur Da.rstellung der Kmft F in kp mit der Zeicheneinheit I, = 10mm
und dem Anfangspunkt 0 b beispiel ¥ = 6 kp)

Lésung: Mit dem Zahlenwert z = % lautet die Gleichung der Leiter

F

X=10mm:.z=10mm - —
kp

Zu dem Zahlenwert 6 gehort der Abstand X = 60 mm (Bild 2).

o
‘[7 5 "35 0 kp
X=60
(= — 1
Bild 2

3. Fiir die Stromstiirke I ist eine reguliire‘Leiter im Bereich 0,5-+-5,0 A auf einer Linge von hoch-
stens 100 mm herzustellen.

a) In welchem Abstand vom Anfangspunkt ist der Strich fiir 7 = 1,8 A anzubringen?

b) Eine Ablesung fithrt auf einen nicht beschrifteten Punkt im Abstand 38,5 mm vom An-
Welche 8 stiirke gehort zu diesem Punkt?

Lésung: Esist 2 = 7‘;—, 29 = 0,5, @, = 5,0, Xmax =100 mm.
Aus Gleichung (2) ergibt sich

Xiax  _ 100 mm

< =
T ag—wz 50—05

= 22,2 mm.

Es wird I, = 20 mm gewihlt. Die Leiter zeigt Bild 3.

/ [ T T g [ ! | I |
s 1 2 3 4 5
Bild 3

la

X=

a) Nach Gleichung (1) ergibt sich fiir = 1,8 ein Abstand

X = l(x — %) = 20mm (1,8 — 0,5) = 26 mm.

b) Fir X = 38,5 mm gilt wieder nach Gleichung (1)

38,56 mm

,6 = 2,425.
20 mm +0 e

f R

Zu dem abgelesenen Wert gehort die Stromstirke

I=zA=2425A.
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4. In Bild 4 ist das Indik: di m einer Dampf; hine mit dem Kolbendurch
d = 220 mm gegeben. Es ist die Arbeit in kpm zu bereohnen‘) die die Maschine wiihrend einer
Umdrehung verrichtet. Der durch Plani en Flicheninhalt des abgeschl

senen Gebietes betrigt A — 1140 mm?,

2
at

[

Bild 4

Losung: Die gesuchte Arbeit W wird bestimmt durch
Vs Vs Vi
W=[paV — [pdV = [ (@ —p)dv.
LA LA Vi

Dabei sind ¥, und V, die Volumina, die zu den beiden Endlagen des Kolbens gehoren. Fiir
das Volumenelement gilt

dV=gds mit g= % = 38013 mm®.

P, und p, geben den Druckverlauf in Abhingigkeit vom Kolbenweg s fiir die beiden Be-
wegungen (obere und untere Kurve in Bild 4) an.

Andererseits wurde durch Planimetrieren die von der Kurve hl Fliche ittel
die sich aus den geometrischen GréBen, d. h. den dargestellten Lingen X und Y, ergibt:

x, X, x,
A= [¥,dX — [ Y,dX = [ (¥; — ;) AX = 1140 mm?,
X, X, X,

1) Dieses Beispiel ist nur fiir Schulen mit hend weitgehender Ausbild in der Integral-
rechnung gedacht
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Dabei sind ¥, und ¥, wiederum die zu der oberen biw. unteren Kurve gehorenden Werte

von Y.
Die Verbindung zwuwhen den beiden Integrs.len wird iiber die Glemhungsn der Leitern her-

£

gestellt, wobel zur V der S ise in den fiir die

Integrale f pdV und f Y dX geschrieben wird.

Aus Bild 4 ist zu enf.nehmen, daB der Druck p in at und der Kolbenweg ¢ in m angegeben sind,
ihrend der Kolb t in mm? gegeben und die Arbeit in kpm gefordert wetden

Fiir diese Einheit wird die Gleick fiir W hni ‘wobei die U ):

gen 1at=1kpem?und 1 em? = 100 mm? in Quotlentenform verwendet werden.

W=fpd7=quda=
- | 1

—2 2
T O S . L et [
mm? at m 1lat 100 mm?
1

]

2
1 q p ds
(S, I S Py
100 mm? f at m P
i
Auf den Achsen des Bildes 4 sind die Werte fiir s und p nach den Gleichungen

X=l o=l >
m

Vo by =12
v =40
abgetragen, wobei I, = 150 mm und I, = 2,5 mm abzulesen sind. Fiir das Differential gilt
entsprechend
ds

ax =1,. 22
m

Im Ausdruck fiir W sind d
? Y ds dX

—_———y — =

,’ m [

2
50 daB sich unter Verwendung von 4 = [ ¥ dX ergibt
/ 1

2
1 ¢ 1 ¢ 4
W = o i | T KR = g s g ke
100 mot 7,7, 2 100 T

Das Einsetzen der Zahlen liefert schlieBlich

1 1140 mm?
W=_—_—.380183: —MM = 3
100 150 mm - 2,5 mm kpm &
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Hinweise fiir die Herstellung von Leitern

Je nach den Anforderungen an die Genauigkeit der Leiter ist die Unterteilung zu
wihlen. Sind 2, und %4, zwei aufeinanderfolgende Zahlenwerte der Leiter, so ergibt
sich fiir den Abstand der zugehérigen Teilstriche

AX =l (Tpy1 — Tp) =1, - A,

Az ist die Sehrittliinge oder Stufe der Leiter und bestimmt die Feinheit der Teilung.
Sie ist bei den reguliren Teilungen konstant und wird so gewahlt, daB der Abstand
zweier Teilstriche mindestens 1 mm betrigt (4X = 1 mm). Unter dieser Voraus-
setzung sind Stufenwerte im allgemeinen mit 1, 2 oder 5 Einheiten zu wéhlen.

Die Strichlangen sollen nicht kleiner als 1 mm und nicht gréBer als 10 mm sein.
Unterschiedliche Strichlingen verbessern die Ablesemoglichkeit. In Bild 2 wurden
beispielsweise folgende Léingen gewahlt:

Striche fiir 0,1; 0,2 usw. 1,5 mm lang

sy » 0,8;1,6 ,,  25mm
» o 1233, 4 mm
5 » 0;6 , 6 mm

Hiufig wird es vorkommen, vor allem bei Funktionsleitern, daB von einer fertigen
Leiter ein Bild mit einer anderen Zeicheneinheit bendtigt wird. Es ist dann méglich,
alle Teilpunktabstinde mit einem Proportionalititsfaktor umzurechnen. Meist wird
aber der zeichnerische Weg bevorzugt, wobei Leitern aus Genauigkeitsgriinden
moglichst nur verkleinert werden sollen. (Bei einer VergroBerung wiirden auch die
Ungenauigkeiten mit vergroBert.)

Die Konstruktionen der Bilder 5 und 6 sind nach den‘Strahlensitzen sofort ver-
standlich. "

In Bild 5 wird eine Leiter AB mit der Zeicheneinheit I, durch Zentralprojektion auf
eine Leiter A’ B’ mit der Zeicheneinheit I/ verkleinert. Nach dem zweiten Strahlen-
satz ist

v:1,=4C:4C, 8
- B
U ==1,
AC —5
B¢
4
5
% 3
3 2
2
=i
7 RS >
Bild 5 I ‘
: T 0 0

7
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Die gewiinschte kleinere Zeicheneinheit ;, ergibt sich durch geeignete Wahl der
Strecken A’C und AC.
Nach Bild 6 kann die Leiter 4 B mit der Zeicheneinheit I, durch eine Parallel-
projektion in die Leiter A B' mit I, iibergefiihrt werden. Hier gilt nach dem ersten
Strahlensatz :

l;:l,,:A_B':Z—B
1

ll
* 4B

ia

7
1
= Yy
Bild 6 00

Der gewiinschte Wert von I, wird durch die Wahl der Strecke 4B’ erreicht, die
unter beliebigem Winkel an AB angetragen wird.

Die genannten Konstruktionen kénnen auch fir die anschlieBend zu behandeln-
den Funktionsleitern angewandt werden. Durch die beschriebenen Verfahren (Zen-
tralprojektionen bei parallelen Leitern, Parallelprojektionen bei nichtparallelen
Leitern) wird die Art der Teilung nicht veréndert, wihrend z. B. die Zentralpro-
jektion bei nichtparallelen Tréigern eine Verzerrung der Teilung ergibt, wie spéter
gezeigt wird.

AUFGABEN

4. Fir den Widerstand R in Ohm ist eine regulire Leiter mit dem Anfangspunkt R, = 20Q
auf einer Liinge von 75 mm anzulegen. Welcher Bereich kann auf der Leiter untergebracht
werden, wenn Teilstriche fiir je 0,5 Q unter der Bedingung 4 X = 1 mm anzubringen sind?

5. Fiir die Skale eines Tach soll ein Geschwindigkeitsbereich von 0 bis 120 km/h mit einer
reguliiren Teilung auf dem Bogen eines Kreissektors mit dem Zentriwinkel von 150° dar-
gestellt werden. Wie groB muB der Radius der Skale mindestens gewihlt werden, damit die
Teilstriche fiir je 2 km/h einen Abstand von 4X = 1 mm haben?

Anleitung: Fir die auf dem Kreishogen gemessenen Liingen gelten die iiblichen Leiter-
gleichungen.
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1.1.3.2. Funktionsleitern

Im Gegensatz zur Teilung der reguliren Leiter sind die Teilungsabschnitte einer
Funktionsleiter nicht proportional zu den dargestellten Zahlenwerten, sondern pro-
portional zu den zugehérigen Funktionswerten. Solche Leitern sind z. B. von der
logarithmischen Teilung des Rechenstabes bekannt. Unter ihrer Verwendung gelingt
es dort, die Multiplikation zweier Zahlen auf ein einfaches Aneinandersetzen zweier
Strecken zuriickzufiihren. In &hnlicher Weise werden in der Nomographie schwierige
Zusammenhinge von Variablen dadurch vereinfacht, daf bestimmte funktionale
Zusammenhinge schon im Aufbau der Teilungen erfaBt werden.

Funktionsleitern kénnen beispielsweise aus der graphischen Darstellung einer
Funktion f: y =f(z); (z;y) € RxR (vgl. [1]) gewonnen werden, wie dies in
Tafel 11) gezeigt ist. Die Leitern fiir # und y sind in der iiblichen Weise regular geteilt.
Werden die z-Werte der Abszissenachse iiber die Kurve fiir f: y = f(z) auf die
Ordinatenachse projiziert, so entsteht auf ihr neben der urspriinglichen reguliren
Teilung fiir y = f(x) eine ungleichférmige oder Funktionsleiter fiir z. Auf dieser
sind die Funktionswerte /() mit einer Zeicheneinheit, die sich hier aus der Anlage
der Zeichnung ergibt, aufgetragen, aber die Zahlenwerte 2 angeschrieben. Die Leiter
beginnt fiir x, = 0 an einer Stelle f(z,) ~ 1,35.

Die Zuordnung der Punkte P einer Funktionsleiter zu den darzustellenden Zahlen-
werten z aus der linearen Punktmenge z, < # < , erfolgt also iiber die Funktions-
werte f(z) bei der Funktion f. .

Nach der Wahl eines Anfangspunktes 4 auf einer orientierten Geraden, der dem
Werte %, zugeordnet wird, und der Festlegung einer Zeicheneinheit I, ergibt sich
fiir die Léinge der Strecke X — AP (Bild 7)

X =1[f () — f(z)] (3)

A P

[ T T T T T 1] T 7

r | I e
. X l

T — 1

Bild 7

Damit ist die Gleichung der Funktionsleiter gewonnen. Die Gleichung (1) fiir die
regulire Leiter ergibt sich als Sonderfall f(z) = .

Die Leitergleichung ist die Grundlage fiir die Berechnung der Strecken X, d. h. der
Teilstrecken, die zu den Zahlenwerten = gehoren. Nur in Fillen, in denen einfache
Konstruktionen bekannt sind, kann auf die punktweise Berechnung der Leiter nach
Gleichung (3) verzichtet werden. Allerdings setzt die Anwendung von (3) die Kennt-
nis der analytischen Darstellung der erzeugenden Funktion oder einer Wertetabelle
fiar alle benotigten Punkte der Teilung voraus. Ist die Funktion dagegen, vielleicht
aus einer Versuchsreihe, nur als grob unterteilte Wertetafel oder als graphische Dar-

1) Die Tafeln sind im Anhang enthalten
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stellung gegeben, so ist fiir die Herstellung der zugehorigen Leiter nur das mit Tafel 1
beschriebene graphische Verfahren (oder ein spiter zu behandelndes Néherungs-
verfaliren) moglich.

Die Zeicheneinheit I, ist jetzt die Lange, die fiir die Schrittlinge 1 von f(z) benutzt
wird. Zwei Punkte der Leiter liegen also um I, voneinander entfernt, wenn sich die
zugehorigen Funktionswerte um 1 unterscheiden. Die Wahl von I, hingt wiederum
von der zur Verfiigung stehenden Teilungslinge Xpmex und dem geforderten Werte-

bereich ab.
=
L= e @ @

Dabei ist fmin(2) der kleinste und fuax(x) der groBte Wert der Funktion y = f(x)
in dem darzustellenden Bereich. Diese Werte brauchen durchaus nicht an den
Intervallgrenzen zu liegen.

Der Abschnitt X der Teilung ergibt sich mit Vorzeichen. Bei negativem Vorzeichen
ist er entgegengesetzt zur Orientierung der Geraden abzutragen.

Fir die praktische Herstellung der Leitern gilt das im vorangegangenen Abschnitt
Gesagte.

Fiir den Abstand zweier Teilpunkte, die zu den Zahlenwerten %, und %, mit
Ax = %4y — %, gehoren, gilt

AX = L[ @) — [@n)] ~ b+ [ (@) - A2

Der Abstand 4 X ist also bei gleicher Schrittlinge Az veranderlich, so daB die Fein-
heit der Teilung an verschiedenen Stellen unterschiedlich ausfillt. Um der Forderung
AX = 1mm zu geniigen, muB daher unter Umsténden die Schrittlinge Az ab-
schnittsweise verdndert werden, wie das z. B. von den logarithmischen Teil

des Rechenstabes bekannt ist.

Entsprechend der Art der dem Leiteraufbau zugrunde liegenden Funktionen werden
die Leitern eingeteilt; die wichtigsten sind

Potenz- und Wurzelleitern mit f(z) = a" bzw. f(z) = HV;
Logarithmische Leitern mit f(z) =1g =
Trigonometrische Leitern mit f(x) = sin x, f(x) = cos x usw.

Logarithmische Leitern

Bei den Funktionsleitern kommen die logarithmischen am héufigsten vor. Dabei
ist zu beachten, dafl wegen

lim lgz = —o0
20

eine logarithmische Leiter nie mit dem Punkt x, = 0 beginnen kann.
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Die Mantissen der dekadischen Logarithmen wiederholen sich fiir die Intervalle der
Numeri von 10™ bis 10"+ mit m € G (G Menge der ganzen Zahlen).

Ein solches Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zehnerpotenzen heifit
Mantisseneinheit. Die Logarithmen der Intervallgrenzen unterscheiden sich um 1,
so daB fiir eine Mantisseneinheit gerade die Strecke I, benétigt wird. Die logarith-
mische Teilung zwischen 1.und 10 stimmt mit der zwischen 10 und 100 iiberein usw.
Bei gedruckten logarithmischen Leitern wird daher meist am Anfang und Ende eine
10 stehen, an die noch der jeweilige Exponent zu schreiben ist.

Da logarithmische Leitern hiufig in verschiedenen Zeicheneinheiten benstigt werden,
lohnt sich das Anlegen einer sogenannten logarithmisehen Harfe. Mitihr wird nachderin
1.1.3.1. beschriebenen Zentralprojektion eine logarithmische Teilung mit der Zeichen-
einheit 7, auf eine solche mit der Zeicheneinheit I, verkleinert. Eine solche Harfe ist
als Beilage 1 angefiigt. Aus ihr kénnen die benétigten logarithmischen Teilungen
entnommen werden. Ihr Aufbau ist schematisch und verkleinert in Bild 8 dargestellt.
Gegeniiber der Leiter mit I, =250 mm liegt im gleichen Abstand I, der Pol P.
Alle Teilpunkte der Leiter sind mit P verbunden. Unterhalb der Figur liegt eine
Millimeterteilung. Damit eine logarithmische Leiter mit der MaBeinheit 2/ entsteht,
ist diese Lange auf der Millimeterteilung abzulesen und vom Endpunkt senkrecht
nach oben zu gehen. Auf diese Senkrechte projiziert das Strahlenbiischel eine Leiter
mit der geforderten Zeicheneinheit //, da sich nach der Anlage der Zeichnung dic
Teilungslénge und der Polabstand wie 1:1 verhalten. Damit die Projektionsstrahlen
die Senkrechte unter moglichst giinstigen Winkeln schneiden (Genauigkeit), soll der
Pol P in der halben Héhe der Teilung liegen.

0 —
|
/B
%"
-6
/
/?—5
|
: /’/—4
P — [
S
"
e |
R N 7‘J—
0 , 1 20 250
s —. i
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BEISPIELE
1. Esist eine logarithmische Leiter mit dem Wertebereich 0,2 < z < 15 auf einer Teilungslinge
von hichstens 60 mm anzulegen.
Losung: Nach Gleichung (4) ist mit Xmax = 60 mm
L < 60 mm _ 60 mm _ 60 mm
“T 1g15—1g0,2  1,1761 — (0,3010 — 1)  1,8751

~ 32mm.

Fiir d.s.s endgultlg gewiihlte I, = 30 mm wird die Teilung mit dem Stechmkel ode1 nut Hllfe
eines Pap aus der Logari harfe und mehrf;

abgetragen, bis sie den geforderten Wertebereich umfaflt (Bild 9). Dafiir sind hier drei Man-
tisseneinheiten nétig, deren Anfangs- und Endpunkte mit den notigen Zehnerexponenten ver-
sehen werden. Der geforderte Bereich von 0,2 bis 15 ist in Bild 9 besonders hervorgehoben. Fiir
den praktischen Gebrauch kénnte er mit Hilfe der Harfe leicht noch weiter unterteilt werden.

4'2 | BB T llyllll] 7'51 L L X
w01 0%1 0-1 - 100
Bild 9
2. Es ist eine P leiter fiir die Funkti leick f(z) = a® bei einer maximalen Gesamt-

linge Xmax = 120 mm zu konstruieren. Fiir z sollen die Zahlen von — 10 bis 4 10 aufgetragen
werden. Welchen Abstand X vom Skalenanfang hat der Strich fiir z = 3,85? Welcher Wert z
gehort zu dem Punkt, der im Abstand 12,8 mm vom Anfangspunkt der Leiter liegt?
Losung: Es ist gegeben /(x) = x’ Xmax = 120 mm, z, = — 10, z, = + 10. Zuniichst ist
nach Gleich (4) di inheit [, zu besti f(z) = 2* nimmt zwischen z = — 10
und z = +10 den klemsben Wert bei z = 0, den groBten Wert bei = 410 an:

fmin(@) =0, fmax(z) = 100.

Damit folgt nach (4)

I =

Es wurde I, = 1 mm gewiihlt. Die Leitergleichung lautet dann
X = 1mm [2? — (—10)*] = 1 mm (z* — 100).
Die Teilpunktabstinde ergeben sich negativ, sind also vom Anfangspunkt z, = 4 10 nach

links abzutragen (Bild 10). Die Teilpunkte fiir positive und negative Zahlenwerte fallen zu-
sammen.

[T T4 I | [ o) X
Lm 38, 6 7 18 :ly i

0 1

Bid 10

Fiir z = 3,85 ist

X = 1mm (3,86* — 100) = — 85,2 mm.
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Fiir den gesuchten Punkt ist X = — 12,8 mm, also
—12,8 mm = 1 mm (z* — 100)
z* = 87,2
z=4 V87,2 = £ 9,34.

©w

. Es ist eine Kehrwertleiter fiir f(z) = L zu entwerfen.
.z

Loésung: Nach (3) gilt fiir die Gleichung dieser Leiter

g (2 -1),
x

%o,

Als Anfangspunkt z, kann jeder Punkt auBer z, = 0 gewihlt werden, da lim 4 0.
zg—0 Zo
Es ist dagegen méglich, die Leiter mit x, = oo beginnen zu lassen, da lim 1 =0.

Zp—+00 To
Als Beispiel wird eine reziproke Leiter mit /, — 80 mm und dem Anfangspunkt co nach der
Gleichung

X=80mm~i
x

aus einer Wertetabelle aufgestellt.
szI50|20|10J5|4|3|2|1,5|1]0,8

0 4 8

1,6

Die fertige Leiter zeigt Bild 11.

Sl TRR D | a
Y § 7
Bild 11

4. Ein MefBglas hat die Form eines Kegels, der auf die Spitze
gestellt ist (Bild 12). Dabei verhilt sich der Radius zur zu-
gehorigen Mantellinie wie 1:3. Es ist die Gleichung der
Eichteilung fiir das Volumen aufzustellen, die an der Mantel-
linie anzubringen ist.

Bid 12




1.1. Grundbegriffe der Nomographie 33

Losung: Gesucht ist die Beziel ischen den an die Teilung zu schreibenden A
Zahlen fiir das Volumen und dem Abstand X von der Spitze. tm?
Hat die Fliissigkeit den Punkt P erreicht, so ist das Volumen der Fliissigkeit — w0
V="T1rn
3
. X
Laut Aufgabenstellung ist 7: X = 1:3,also r = 3 Nach dem Satz von PyTHA- o

GORAS folgt -

—— X2 2 =
=10 =p= 2 —=XJ2
yxXz—+ l/x S - ¥

Dies in die Volumengleichung eingesetzt, ergibt

2
V= XT —XV?——X‘]/2
—
Somit ist
3 =3
X 81 v v s
272 B
und mit V = z cm? 1
3, — 3, — =
X =2,09Yxom=209mm - Jz. E %
Diese Gleichung fiir das Auﬁmgen der Vol rken an der Gefiwand ist die B
Gleich einer Funkti iter von der Form (3) zwischen den Zahlenwerten
= 'La des Volumens und den dafiir vom Anfangspunkt z, = 0 aus abzutragen- —0
cm’

-
den Lingen X. Die erzeugende Funktion ist die Wurzelfunktion f(z) = J z, die Bild ¥
Zeicheneinheit I, = 20,9 mm und der Anfangspunkt z, = 0. Die nach dieser
Gleichung hergestellte Leiter zeigt Bild 13.

. Es ist eine Leiter fiir f(z) = sin2° in dem Bereich von 0° bis 120° mit der Leiterlinge
Xmax = 90 mm zu entwerfen.
Lésung: Die Zahlenwerte # des Winkels liegen in dem Intervall 0 < < 120; jedoch tritt
der groBte Funktionswert nicht fiir x, = 120, sondern fiir 2 = 90 auf. Es ergibt sich nach (4)

s = ;’u% =90 mm.
Die Gleichung der Leiter lautet damit
X = 90 mm sin z°.
Daraus miissen mit Hilfe einer Sinus-Tabelle die Teilpunkte berechnet werden. Die Leiter

ist in Bild 14 dargestellt. Die Leiter ist von 90° bis 120° riicklaufig und iiberdeckt den Bereich
von 60° bis 90°.
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20 110 00
Bild 14

Fiir die Herstellung einer solchen trigonometrischen Leiter kann neben der beschriebenen
punktweisen Berechnung auch die Konstruktion verwendet werden, die von der Definition
der Winkelfunktionen her bekannt ist. Diese ist in Tafel 2 fiir Winkel zwischen 0° und 90°
durchgefiihrt.

Projektive Leitern

Wegen ihrer besonderen Bedeutung fiir die Anwendungen sollen dic projektiven
Leitern noch genauer betrachtet werden. Zu diesen gehort schon die im Beispiel 3
behandelte Kehrwertleiter. Sie kann auBer durch die beschriebene punktweise Be-
rechnung auch mit Hilfe einer geeignet durchgefiihrten Zentralprojektion aus einer
reguliren Leiter erzeugt werden, wie dies in Tafel 3 dargestellt ist.

Durch den Nullpunkt einer beliebigen, reguliren Leiter (regz) mit der Zeichen-
einheit J, wird unter beliebigem Winkel eine ‘Gerade gelegt und auf ihr die fir dic
reziproke Leiter geforderte Zeicheneinheit I, abgetragen. Der so gefundene Punkt P
ist der Pol einer Zentralprojektion. Auf einer Parallelen zur ersten Geraden durch
den Punkt + 1 der reguliren Leiter erzeugen die Projektionsstrahlen von P zu den
entsprechenden Teilpunkten der reguliren Leiter die geforderte reziproke Teilung
(rez z). Der Projektionsstrahl zum Teilpunkt O schneidet die reziproke Leiter im
Endlichen nicht, der zur reguliren Leiter parallele Projektionsstrahl ergibt den
Punkt 4 oo auf der reziproken Leiter. DaB die beschriebene Konstruktion tatséch-
lich die vorher berechnete reziproke Leiter liefert, ergibt sich leicht aus den in
Bild 15 dargestellten Verhéltnissen. Der Projektionsstrahl von P verbindet die
Punkte auf der reguliren und der reziproken Leiter, die zum gleichen Zahlenwert z
gehoren. Der Abstand zwischen dem Anfangspunkt oo der reziproken Leiter und dem
Punkt z ist X. Nach dem zweiten Strahlensatz ergibt sich

+
<
L=X fe=k,  a=1 B R
. bz oz Y

und nach Vereinfachen +

x=i 1l 3

Yy
Y

reg x

Bild 15 Iy X




1.1. Grundbegriffe der N hi 35

Das ist dieselbe Leitergleichung wie in Beispiel 3, in die noch der spezielle Wert, fiir
die Zeicheneinheit ei tzen igt. Die Zeicheneinheit I, der reguliren Leiter l1aBt
gich herauskiirzen, so daf3 sie beliebig gewéhlt werden kann. Damit ist es moglich,
den Wertebereich und die Genauigkeit der Teilung zu beeinflussen.

Es ist nun zu untersuchen, wie sich die Gleichung der Leiter éndert, wenn die beiden
Parallelen nicht mehr durch die Punkte 0 und 1 der reguliren Leiter, sondern durch
zwei beliebige Punkte mit dem Abstand b gehen. AuBerdem soll auf der einen Paralle-
len bis zum Pol P eine beliebige Strecke a abgetragen werden und die entstehende
Leiter nicht mehr mit oo, sondern im Punkt mit 2, beginnen, in dem die beiden
Leitern einander schneiden. Die entstehenden Verhéltnisse sind im Bild 16 dar-
gestellt. :

)

regx

% X
Bild 16 L b //_L Ao =!
Die durch diese allgemeinere Projektion entstehende Leiter heifit projektive Leiter

(in Bild 16 mit proj z bezeichnet). Fiir die Lange X, bis zu einem Punkt 2 auf der
reguliren Leiter gilt &

Xo =lo(z — ).

Der von P ausgehende Projektionsstrahl zu diesem Punkt x schneidet auf der pro-
jektiven Leiter zu demselben Zahlenwert » eine Strecke X heraus, fiir die nach dem
Strahlensatz gilt

1___ X, _ lo(z — =) — T — %
o Xotb  hE—z)+b b
0
b

und
X = a(x — zo)
= (5)

1—"o+l—
o


















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































