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VORWORT

Die von der Akademie der pidagogischen Wissenschaften der RSFSR vor-
bereitete ,, Enzyklopidie der Elementarmathematik* \st als Hxndbuch fiir Maf.he-
matiklehrer an Oberschulen und fiir Studenten der phy
Fakultiten an pid hen Instituten und Lehrerhlldungsmstltuten gedacht.
Sie soll eine aystematlsche Darstellung der wissenschaftlichen Grundlagen der
Schulmathematik geben. Hieraus resultieren die Eigenarten dieses Werkes: Es
ka.nn nicht als Einfilhrung in den behandelten Stoff di sondern ist fiir Leser

t, die die El t: tik bereits studiert haben und schon Lehrer
der Elementarmathematik sind oder es werden wollen. Die ,,Enzyklopidie hilt
sich in der Regel weder an die Reihenfolge noch an die Methode der Darstellung
der Mathematik in der Oberschule, da beide durch die Entwicklung des Auffas-
sungsvermogens der Schiiller und die allgemeinbildenden Ziele der Oberschule
bedingt sind, d.h. durch Erwigungen, die fiir den ausgebildeten Fach ohne
Belang sind. Grundsatz unseres Aufbaus ist es vmlmehr, ]ene Fragen der Mathe-
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matlk aus denen die S in sy her und

fucher und anglicher Form darzuleg, Daneben sollen auch Fragen an-
geschnitten werden die zwar nicht direkt im Unterricht behandelt werden, die aber
fiir das richtige und bewuBte Verstindnis der Schulmathematik notwendig sind
oder Perspektiven auf eine weitere Entwicklung ihres Inhalts und ihrer Methoden
erdffnen.

Das ganze Werk ist auf 7 Binde von je 350 bis 450 Seiten berechnet. Obwohl sich
diese Binde und ihre Teile einem einheitlichen Plan unterordnen, konnen sie im
wesentlichen unabhiingig voneinander benutzt werden. Dariiber hinaus kénnen
auch die einzel Artikel weitgehend unabhingig voneinander gelesen werden.
Uberdies finden sich in den einzelnen Artikeln Hinweise auf andere Artikel der
»Enzyklopédie®.?) Hier ist der genauere Plan des Gesamtwerkes:

Erster Band. Arithmetik.

Die Entstehung der Bezeichnungssysteme fiir die Zahlen. Mengen, Gruppen,
Ringe und Korper; die theoretischen Grundlagen der Arithmetik. Die El
der Zahlentheorie. Kopfrechnen und schriftliches Rechnen; Hilfsmittel fiir das
Rechnen.

Zweiter Band. Algebra.

Vektorriume und lineare Transformationen. Der Ring der Polynome und der
Korper der rationalen Funktionen. Numerische und graphische Methoden zum
Auflosen von Gleichungen.

1) Beim Hinweis auf Artikel desselben Bandes wird neben dem Titel ledi ich dic entsprechende
Seitenzah] angegeben. Beim Hinweis auf andere Bande der Enzyklopadie verwenden wir
die Abkiirzung ,,EdEM* und Angabe der Nummer des betreffenden Bandes.



VI Vorwort

Dritter Band. Analysis.

Funktionen und Grenzwerte; rationale Funktionen, Potenzfunktionen, Expo-
nentialfunktionen und logarithmische Funktionen; die trigonometrischen Funk-
tionen und ihre Umkehrfunktionen. Die Elemente der Differential- und Integral-
rechnung. Elementare Funktionen einer kompl Verinderlichen

Vierter Band. Geometrie, Teil I.
Die Grundbegriffe der Topologie. Grundlagen der Geometrie. Die nichteukli-
dlsohen G ‘—:.,.. Die El te der analytischen und der projektiven Geometrie.
trische Transf ti Die M g von Flicheninhalten, Lingen, Volu-
‘mina und Oberﬂiohen.

Finfter Band. Geometrie, Teil II.

Polygone und Polyeder, Kreise und Kugeln. Anwendungen auf Geodisie und
Astronomie. Bemerkenswerte XKurven und Flichen. Konstruktionsaufgaben.
Methoden der graphischen Darstell

Sechster Band. Verschiedene Fragen.

Kombinatorik. Die El te der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathe-

tischen Statistik. Int te mathematische Aufgaben. Mathematische Para-
doxien und Sophi Mathematische Scherze und Spiele.

Siebenter Band. Methodologie und Geschichte der Mathematik.

Die Mathematik und ihre Stellung gegeniiber den anderen Wissenschaften, die
grundlegenden Etappen ihrer Entwicklung, ihre Methoden und ihre Aufgaben.
AbriB der Geschichte der Mathematik. Die Math tik in der Sowjetunion.
Beilage. Terminologisches Wérterbuch.

Der erste Band beginnt mit einem Artikel von I. G. BASCHMAKOWA und A. P.
JUSCHKEWITSCH, der kultur-historischen Betrachtungen iiber die Bezeichnungs-
systeme fiir die Zahlen gewidmet ist.

Es folgt ein umfangreicher Artikel von I. W. PROSKURJAKOW, der sich in der
Hauptsache mit der theoretischen Begrilndung der Arithmetik befaBt. In den
ersten beiden Kapiteln dieses Artikels werden al thematische Begriffe
behandelt, deren Bedeutung weit iiber die Grenzen der Arithmetik hinausgeht
und die sowohl im ersten als auch in den weiteren Bianden wiederholt gebraucht
werden. Es handelt sich um die Begnﬁe Menge, Gruppe, Ring und Kérper. Eine
zentrale Stellung nimmt in diesem Artikel die axiomatische Begrlindung der natiir-
lichen Zahlen ein, die das theoretische Fund t der t ithmetik dar-
stellt. Auf der Grundlage der Theorie der natiirlichen Zahlen werden sodann in
schrittweiser Verallgemeinerung die Theone der ganzen, der rationalen, der reellen
und der komplexen Zahlen entwick hlieBend macht der Verfasser mit
einer weiteren Verallgemeinerung des Zahlbegnﬁs (den hyperkomplexen Zahlen)
bekannt. Dieser Artikel gehort zu den schwierigsten und abstraktesten des ganzen
vorliegenden Werkes. Die Schwierigkeiten liegen hier allerdings im Wesen der Sache
selbst. Der Leser, der an den Fragen nach der logischen Begriindung der Arith-
metik nicht interessiert ist, kann diesen Artikel iibergehen und notfalls in den ersten
beiden Kapiteln dieses Artikels nachschlagen.




Vorwort VII

Der nachfolgende Artikel von A. J. CHINTSCHIN behandelt die elementarsten und
wichtigsten Fragen der Zahlentheorie. Hierzu gehdren die Fragen der Teilbarkeits-
theorie, insbesondere die Theorie der Kettenbriiche und die Fragen der Approxi-
mation irrationaler Zahlen durch rationale.

SchlieBlich ist der Artikel von W. M. BRADIS dem Runden von Zahlen, den Regeln
der Naherungsrechnung, der Fehlerrechnung und den Hilfsmitteln des Rechnens,
einschlieBlich dem Rechenschieber, gewidmet.

Als wesentliche Ergiinzung zum ersten Band wire ein Bericht iiber die historische
Entwicklung des Zahlbegriffs anzusehen, der folgende Dinge behandelt: die all-
mihliche und langwierige Herausbildung des allgemeinen Begriffs der natiirlichen
Zahl, die Entwicklung des Begriffs der gebrochenen Zahl, die Urform der Theorie
der positiven reellen Zahlen, wie sie sich bei den alten Griechen (in den ,,Ele-
menten‘ des EUKLID) gebildet hat, und die Entwicklung des Begriffs der negativen
und der komplexen Zahl im Zusammenhang mit der Gleichungstheorie und spéter
der analytischen Geometrie und Analysis. Auf alle dxese Fra.gen wird in den ein-
zelnen Artikeln nicht eingegangen. Sie ordmen sich vi hr in den allgemei
Abri8 der Geschichte der Math tik ein, der im letzten Bande der ,,Enzyklc-
pidie veroffentlicht wird.

Dle Redaktion.
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I. G. BASCHMAKOWA UND A. P. JUSCHKEWITSCH

DIE ENTSTEHUNG DER BEZEICHNUNGSSYSTEME
FUR DIE ZAHLEN



Einleitung

Der Zweck eines jeden Bezeichnungssystems fiir die natiirlichen Zahlen ist die
eindeutige Darstellung jeder natiirlichen Zahl mittels einer geringen Anzahl von
Grundzeichen. Dies kdnnte man schon mit Hilfe eines einzigen Grundzeichens ,,1
(,,Eins*) erreichen, indem man etwa die natiirliche Zahl n als Folge aus n Einsen
schreibt. Die Addition zweier Zahlen wiirde sich dann einfach als Aneinander-
fiigung der zugehbngen Folgen, die Subtraktion als Streichung darstellen. Obwohl
diesem B gssystem eine sehr einfache Idee zugrunde liegt, erweist es sich
fiir die Praxis als unbrauchbar, da sich in ihm einigermaBen groBe Zahlen kaum
darstellen lassen. Es wurde deshalb auch nur von solchen Volkern benutzt, deren
Rechnungen sich lediglich iiber sehr kleine Bereiche der Zahlenreihe erstreckten.

Die fiir das praktische Rechnen vollkommenste Schreibweise der Zahlen beruht

auf einem Prinzip, welches u. a. auch unserer fiblichen dezimalen Zifferndarstell
zugrunde liegt. Bei der dezimalen Zlﬁemdarstellung werden die Zshlen von
1 bis 9 durch die Zahlzeichen (Ziffern) ,,1“, ,,2, ,,3%, ..., ,,9' bezeichnet, ferner

nimmt man das Zeichen ,,0“ fiir die Zahl Null. Jede natiirliche Zahl 1aBt sioh
dann nach dem Prinzip des Stellen- oder Positionswertes allein mit Hilfe

dieser zehn Zeichen darstellen.
Dabei benutzt man die Tatsache, daB sich jede natiirliche Zahl n eindeutig in

der Form = 0n 10 4-Gn 1 1071 - 0,10 + g,

darstellen 1i8t, wobei die a; die Werte 0, 1, 2 ., 9 annehmen k¥nnen und a 3= 0
ist. Dann ergibt sich im (dezimalen) P ystem fiir die Zahl n die Dar-
stellung N =Gm Gm-1...0 8.

Jede Ziffer a; besitzt also im Positionssystem eine Bedeutung, die bestimmt ist
1.) durch ihre Gestalt und 2.) durch ihre Stellung im Schriftbild der Zahl. Wollen wir
z. B. die Zahl Viertausend schreiben, so miissen wir an die vierte Stelle von rechts
die Ziffer ,,4* setzen; die iibrigen drei Koeffizienten in der dezimalen Entwicklung
sind im betrachteten Fall Null, deshalb miissen wir bei der Darstellung unserer
Zahl im Positionssystem an die betreffenden Stellen das Zeichen ,,0° setzen: ,,4000*.
Somit kann also z. B. das Zeichen 4, je nach der Stellung, die es im Schriftbild
einer Zahl einnimmt, 4 Einer, 4 Zehner, 4 Hunderter usw. bedeuten.

Ui htet der scheinbaren Einfachheit dieser Schreibweise ist sie doch das
Ergebms einer langen historischen Entwicklung. An der Schopfung dieser Schreib-
weise waren viele Vblker, ja man kann sogar sagen, die ganze Menschheit beteiligt.
Der bekannte franzo Mathematiker und Physiker LAPLACE schrieb: ,,Die Idee,
alle Zahlen durch neun Zeichen auszudriicken, indem man diesen auBer ihrer Be-
deutung durch ihre Form noch eine Bedeutung durch ihre Stellung beilegt, ist so

i da8 es tlich wegen dieser Einfachheit schwer zu begreifen ist, wie
bewundemswert sie ist. Wie schwer es war, a,uf diese Methode zu kommen, sehen
wir am Beispiel der groBen Genien der griechischen Wi haft, ARCHIMEDES
und APPOLONIUS, denen diese Idee verborgen blieb.*

Ebenso wie im Vorhergehenden die Zahl 10 eine Basis fiir das dezimale Positions-
system abgab, kann auch jede andere (von 1 verschiedene) natiirliche Zahl als
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Basis fiir ein Positi t werden. Viele Mathematiker hielten z. B.
die Zahl 12 fir eine bra.uchbarere Basis als die Zahl 10, da 12 mehr Teiler als
10 besitzt. Die besonders weite Verbreltung des Dezimalsystems hiingt wohl eng
mit der Anzahl unserer Finger zusammen, worauf erstmalig ARISTOTELES in seinen
s, Problemen aufmerksam hte. Rein hlich hen besitzt es keinerlei
nennenswerte Vorziige, die es vor Positionssystemen mlt anderer Basis auszeichnen.
Die Auswahl der Basis erweist sich also prinzipiell als willkiirlich. Natiirlich darf
sie nicht zu groB sein, da man sonst zu viele Ziffern benétigt und z. B. das Ein-
maleins zu umfangreich wird. Andererseits darf sie aber auch nicht zu klein sein.?)

Einen Beweis dafiir, daB nicht in allen Epochen die Bezeichnungsweise der Zahlen
mit unserer heutigen iibereinstimmte, liefert schon die Betrachtung der Zahlwirter.
Bei der sprachlichen Bezeichnung der Zahlen herrscht keineswegs jene Einheitlich-
keit wie bei ihrer Ziffernschreibweise. So gibt es im Deutschen?) auBer den
Bezeichnungen fiir Null und die ersten neun Zahlen: ,Null“, ,Eins“, ,Zwei",
..., »Neun* spezielle Bezeichnungen fiir die drei darauffolgenden Zahlen, nimlich
»Zehn*, | EIf“, | Zwoli“3) (wihrend in der Schrift z. B. die Zahl Zehn durch ,,10%,
d. h. mit Hilfe von Eins und Null bezeichnet wird). Solche speziellen Bezeich-
nungen existieren auch fiir eine Reihe von groBeren Zahlen: ,,Hundert, ,, Tausend®,
,»Million‘‘ usw.

Ferner sprechen wir in der deutschen Sprache die Zahlen von 13 bis 19: ,,Drei-
zehn®, ..., ,,Neunzehn“, d.h., wir sprechen eine gewisse Zahl zwischen 3 und
9 mit dem Zusatz ,,-zehn*“. Die Zahlen von 21 bis 99 werden in der deutschen
Sprache durchweg praktisch in Ubereinstimmung mit ihrer Ziffernschreibweise aus-
gesprochen?): , Einundzwanzig®, ,ZweiunddreiBig usw.5). In der russischen
Sprache bilden hier eine Ausnahme die Zahlwérter copox (Vierzig) ®) und nessirocTo
(Neunzig)?).

In diesem Sinne unterscheiden wir in jedem Bezeichnungssystem zwischen Zahlen,
die eine individuelle Bezeichnung besitzen, also eine Bezeichnung, die sich nicht

!) Die Darstellung der Zahlen mit Hilfe emer beheblgen Basis wurde zuerst von B. PascaL

in seiner Abhandlunw ,,De numeris Itip ex sola ch um numericorum addi-
tione ht (1654, veroffentlicht 1665).

3) Die mhfolgenden Auafuhmngen sind si 3B auf die d he Sprach -ibertngen

Auf dl Ab gen der russischen gegeniiber der d hen § wird,

soweit, sie im betrack Z h von allgemei I sind, in der nachsten

Anmerkung bzw. an der betreffenden Stelle eingej gangen. Anm. d. wissenschaftl. Red.

3) Die Zahlworter ,,Elf*‘ und ,,Zwdlf* sind aus ,,ein-lif** (eins iiber [zehn]) bzw. ,,zwo-lif** (zwel
tiber [zehn]) entstanden (vgl. M. HEYNE, Deutsches Worterbuch, Band 1, 2. Aufl., Leipzig
1905, S. 740, und Band 2, 2. Aufl., Lelpzxg 1906, S. 1464), smd also duher nicht als indivi-
duelle Bezelchmmgen (slehe unten) In der russi S he hat eine derartige
Vi 1 nicht stattgefunden. Dort bezeichnet man die Zahlen von 11 bis 19 gleioh-
méBig als opuH-na- ALATS, ..., AEBAT-HA-ALATH, (eins auf zehn, . . ., neun auf zehn), d.h.,
man spricht dort eme Zahl zwischen 1 und 9 mit dem Zusatz «Ha fecATb» (auf uhn)
Anm. wuaenachaﬂl

4 Allerrd.mzs, wie auch in “ ge ischen S: hen, unter ,,Inversion der Zehner und
Einer. Eine derartige Inversion gxbt, es z. B. in der englischen, franzésischen oder russischen
Sprache nicht. Anm. der uuamchaftl Red.

%) Die SchluBsilbe in ,,Zwanzig", ,,DtexBxg“ usw. hingt mit dem gotischen Wort ,,tigus**
(zehn) Anm. d. Red.

¢) Die Zahl 40 spielte in RuBland und bei vielen anderen Vlkern des Ostens eine besondere
Rolle, von der spiter noch die Rede sein wird.

7) Das Wort gepanocto ist nicht als individuelles Zahlwort (s. u.) h daes v lich
aus «IeBATH RO cra» (neun bis Hundert) entstanden ist.
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aus anderen ‘Zahlwértern zusammensetzt (Knotenzahlen), und Zahlen, die eme
algorithmische Bezeichnung besitzen, also eine Bezei die eine Kombi

von individuellen Bezeichnungen ist (algonthmlsche Zahlen) er werden sehen,
daB sich in dieser Unterscheidung der Bi h her Untersct

in ihrer Entstehung bei der geschichtlichen Enthcklung des Zahlbegriffs wider-
spiegelt.?)

Analoge Erscheinungen wie in der deutschen und der russischen Sprache zeigen
sich natiirlich auch in anderen Sprachen. So haben sich z. B. in der franzosischen
Sprache offensichtliche Reste eines nicht-positionellen Zwanziger-Systems erhalten.
Es erweist sich nimlich dort die Zahl 20 als eine Zahl mit individueller Bezelchnung,
deren Benennung ,,vingt nicht aus den B n vorangeh
gebildet wird. Die Zahl 80 wird ,,quatre-vingt* (vler-zwanzxg), die Zahl 90 wird
,,quatre-vingt-dix** (vier-zwanzig-zehn) und die Zahl 120 wird gelegentlich ,,six-
vingt** (sechs-zwanzig) gesprochen. In der altfranzésischen Sprache wurde auBer-
dem 140 im Sinne von sieben-zwanzig, die Zahl 160 im Sinne von acht-zwanzig,
die Zahl 300 im Sinne von fiinfzehn-zwanzig usw. gesprcchen. Spuren eines Zwan-
ziger-Systems erhielten sich auBer in der franzosischen Sprache u. a.auch in der
englischen und der hollindischen Sprache. So bedeutet day englische Wort ,,score’
neben anderen Dingen dic Zahl 20 und ,three-score’* (drei-zwanzig) die Zahl 60.
In den skandinavischen Sprachen sind auBerdem ausgepriigte Spuren eines Fiinfer-
Systems zu finden.

Wir konnen also zusammenfassend feststellen:

1.) Die moderne Z:ffernschreibweise entspricht einem strengen Positionssystem,
die sprachlichen Bezeichnungssysteme dagegen nicht.

2.) Die Zlﬁemschrelbwexse ist streng dezimal, die sprachlich
systeme enthalten Spuren eines Zw&nzlger-Systems bzw. anderer Systeme

3.) In der modernen Ziffernschreibweise besitzen nur die Zahlen 0, 1,
2, ..., 9 eine individuelle Bezeichnung; in den sprachlichen Bezeichnungs-
systemen besitzen auch andere Zahlen eine soiche Bezeichnung, von denen
jede als Basis ihres Stellensystems dient, d. h. als Basis eines gewissen echten
Abschnittes der Zahlenreihe (z. B. spricht man in der deutschen Sprache die
Zahlen von 100 bis 999 als Kombinationen aus dem Wort ,,Hurndert* und
individuellen oder algoritbmischen Zahlwértern fiir kleinere Zahlen: ,,Hundert-
eins”, ,,Hundertzwolf*, , Hunderteinundzwanzig usw.).

R s oh

Man kann sagen, daB unsere sprachliche Ausdrucksweise ein fritheres Stadium
des Rechnens widerspiegelt als unsere moderne Schreibweise. Es ist aber z. B. noch
die romische schriftliche Numerierung, die unserem heutigen Positionssystem voran-
ging, ihrer Struktur nach mit der sprachlichen Numerierung der modernen euro-
piischen Volker verwandt.

!)1n der ,,Arithmetik" von L. MAaN1zKI aus dem Jahre 1703 findet sich eine Einteilung der
Zahlen in «nepersi» (Finger) (Zahlen bis 10), «cocrapn» (zusammengesetzte) (ganze Zehner)
und «couMHennn» (Verbmdungen) (die ubrigen Zahlen bis Hundert). Das ilteste bekannte
Beigpiel einer &hnli g aus dem 10. Jalnhundert. von Gmn'l' (d:gm
[Finger], articuli [Gelenke], positi [Z1 Offe h haben wir es
hier mit einer shnlichen Einteilung der Zahlen in solche mit individueller bzw. mit algorith-
mlscher Benlch;\ung zu tun. Zweifellos hingen auch die Bezeichnungen ,,Finger und
»Gelenke** mit der Fing
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Als individuelle Zeichen wurden in der romischen Numerierung benutzt: ,,I* fir
die Zahl 1, ,,V* fiir die Zahl 5, ,, X“ fiir die Zahl 10, ,,L fiir die Zahl 60, ,,C* fiir
die Zahl 100, ,,D* fiir die Zahl 500, ,,M* fiir die Zahl 1000. Eine Null gab es nicht.
Dieses System ist dezimal nicht-positionell und besitzt starke Uberreste eines
Fiinfer-Systems (mdxvtduelle Zeichen fiir 5, 50, 500). Bei der Bildung der algo-
rithmischen B wird hl d;e Addition als auch die Subtraktion
benutzt. Z.B.wird die Zahl 1948 in diesem Bezeichnungssystem folgendermaBen
geschrieben: MCMXLVIIIL.

Etwa in demselben Verhiltnis, in dem die romische Schreibweise der Zahlen zur
modernen sprachlichen Ausdrucksweise steht, stehen die Zahlmethoden vieler so-
genannter Urvélker zur romischen Schreibweise. Aus den bisherigen Bemerkungen
geht hervor, daB wir zur Aufdeckung der Herkunft der Bezelchnungssyswme (sowohl
der modernen Positionssysteme als auch der nicht-positi p
und sprachwissenschaftliches Material benutzen ‘miissen.

§ 1. Das Anfangsstadium der Entwicklung des Zihlens

Der Zahlbegriff ist einer der grundlegenden Begriffe der Mathematik. Er ist
auch einer der #ltesten Begriffe. Alle Kulturvélker, die eine Schrift besaBen, hatten
auch schon einen Begriff von der Zahl und gewlsse Sysﬁeme zu ihrer Bezeichnung.
Uber den Zn.hlbegnﬁ in vorgeschichtlichen Zeiten k wir nur indirekt urteilen.
Als Quellen erweisen sich lner erstens die Sprachwissenschaft und zweitens die Ethno-
graphie, die es gestatten, auf Grund des Studiums der Kultur von Vélkern, die nach
der Klassifikation von ENGELS auf der Stufe der Wildheit und Barbarei stehen,
tiber analoge Perioden des Lebens der Vorfahren der modernen Kulturvolker zu
urteilen. Leider war das S 1 graphischen Materials wihrend langer Zeit
das hlieBliche Monopol von Missionaren und Kolonisatoren. Als gegen Ende
des 19. Jahrhunderts — bedingt durch die Entwicklung der Wissenschaften — auoch
die Aufmerksamkeit der Gelehrten mit besonderer Stirke auf die vorgeschichtlichen
Zeiten des Lebens der Menschheit gerichtet wurde, zeigte es sich, daB es solche
sogenannten ,,Urvolker* fast nioht mehr gab. Die imperialistische Politik der
kapitalistischen Staaten hatte zu dieser Zeit zu einer nahezu vollstindigen Aus-
rottung vieler eingeborener Stimme gefiihrt. So war z. B. der australische Stamm
der Tasmanier zu Anfang des 20. Jahrhunderts vollstindig vernichtet. Genau das-
selbe war auch mit dem ehemals zahlenmiBig starken Stamm der Abiponer in
Stidamerika geschehen.

Bei der'Rekonstruktion der ersten Entwicklungsstadien des Zahlbegriffs mu8 man
sich also mit sehr spirlichem Material begniigen. Jedoch ist die Frage nach der
Herkunft dieses Begriffes so wichtig, daB auch jenes unvollstindige Bild, welch
man entwickeln kann, eine groSe Bedeutung besitzt. Sie ist insbesondere wichtig
fiir die Widerlegung der idealistischen Theorie, daB der Zahlbegriff und sogar die
gesamte Folge der natiirlichen Zahlen dem Mensch b sind. Bekannt
ist in diesem Z: hang der tolgende Ausspruch von KRONECKER: ,»Die ganzen
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Zahlen hat Gott geschaffen, alles iibrige ist das Werk von Menschenhinden.” Das
Studium der ersten Etappen der Entwicklung des Zahlbegriffs und anderer grund-
legender mathematischer Begriffe widerlegt diese und &hnliche biirgerliche Theorien
vollstindig. Eine objektive Untersuchung zeigt, daB eine enge Verbindung zwischen
dem Entstehen dieser Begriffe und der Arbeitspraxis der Horden der Urgesellschaft
besteht und daB selbst unsere ,,Intuition* keine unveriinderliche Kategorie ist, daB
also die sogenannten ,,Urbegriffe‘ keineswegs angeboren sind. Das Studium der ersten
Entwicklungsstadien des Zahlbegriffs zeigt uns, daB auch die ganzen Zahlen vom
Menschen geschaffen wurden, daB also auch sie das Werk von Menschenhéinden sind.

Unter den biirgerlichen Gelehrten des 19. Jahrhunderts (TAYLOR u. a.) war die

Meinung verbreitet, der Urmensch habe all sein Wissen iiber die Welt durch Be-

bachtung der Naturersch ination mit frither Geseh und logisch
Schliisse erhalten. Der Urmensch erschien dabei als ein rein betrachtender
Philosoph. In Wirklichkeit begann der Mensch nicht mit dem Theoretisieren,
sondern mit der Arbeit, mit dem Kampf um seine Existenz, nicht mit der passiven
‘Wahrnehmung der Natur, sondern aktiv mit ihrer Umgestaltung.

Magx schrieb in den ,Randglossen zu Adolph Wagners ,Lehrbuch der politi-
schen Okonomie* . daB die Beziehung des Menschen zur Natur von Anfang an keine
theoretische, sondern eine praktische, d. h. eine auf die Titigkeit gegriindcte, war.
,,Sie fangen, wie jedes Tier, damit an, zu essen, zu trinken etc., also nicht in einem
Verhiltnis zu stehen, sondern sich aktiv zu verhalten, sich gewisser Dinge der
AuBenwelt zu bemichtigen durch die Tat. und so ihr Bediirfnis zu befriedigen. =)

Uber die Arbeit schrieb ENGELS in der ,,Dialektik der Natur*: ,,Sie ist die erste
Grundbedmgung alles menschlichen Lebens, und zwar in einem solchen Grade,
daB wir in gewissem Sinne sagen miissen: Sie hat den Menschen selbst geschaffen.*?)
Insbesondere wurden im Proze8 der Arbeit solche grundlegenden Begriﬁo wie der
Zahlbegriff, der Begriff der natiirlichen Anordnung, der Begriff der Figur geschaffen,
wurden einfachste Rechenregeln sowie die Methoden der Lingen-, Flichen- und
Raummessung herausgearbeitet.

Dabei waren die Begriffe der Zahl und der Figur und ihre grundlegenden Eigen-
schaften Widerspiegelungen von Eigenschaften und Beziehungen der realen Gegen-
stinde der Umwelt. Hieriiber schrieb ENGELS: ,,Die Begriffe von Zahl und Figur
sind nirgends anders hergenommen als aus der wirklichen Welt. Die zehn Finger,
an denen die Menschen zahlen, also die erste arithmetische Operation vollziehen
gelernt haben, sind alles andere, nur nicht eine freie Schopfung des Verstand
Zum Zihlen gehoren nicht nur zéhlbare Gegenstinde, sondern auch schon die
Fihigkeit, bei Betrachtung dieser Gegenstinde von allen iibrigen Eigenschaften
abzusehen auBer ihrer Zahl — und diese Fihigkeit ist das Ergebnis einer 1
geschichtlichen, erfahrungsméBigen Entwicklung.*‘?)

Wir werden zeigen, wie der Begriff der Zahl und der Begriff der natiirlichen An-
ordnung auf der ersten Stufe der lrulturellen Entwicklung der Menschheit aussahen
und wie sie sich — allmiahlich sich verindernd und vervollkommnend — zu den
heutigen Begriffen entwickelten.

S

!) K. Marx und F. ExcELs, Werke, Bd. 19, Berlin 1962, S. 362—363.
1) F. ExNcrLs, Dialektik der Natur, Berin 1952, 8. 179.
*) F. ENazLs, Anti-Dihring, Berlin 1948, S. 44.



Leider gestatten es die uns zur Verfiigung stehenden Materialien nicht, die ver-

hied ersten Etappen der Entwicklung des Rechnens genau mit der von ENGELS
in seiner Arbeit ,,Ursprung der Familie, des Privateigentums und des Staates*
gegebenen Periodisierung der vorgeschichtlichen Stufen zu verbinden.

Es gab selbst in unserem Zeitalter noch Volker, deren Sprache nur zwei indi-
viduelle Zahlworter kannte, nimlich fiir die Zahlen 1 und 2. Bei vielen Stimmen
Australiens und Polynesiens war es damit noch in der jiingsten Vergangenheit so.
Die weiteren Zahlen wurden durch Kombination dieser Zahlworter gebildet:
3 == zwei-eins, 4 = zwei-zwei, 5 = zwei-zwei-eins, 6 = zwei-zwei-zwei. So gab es
z. B. bei den Bewohnern der westlichen Inseln der Torres-Strae nur die Zahl-
worter ,,urapun® fiir die Zahl 1 und ,,0kosa’ fiir die Zahl 2. Weiter zihlten sie:
3 = okosa-urapun, 4 = okosa-okosa, 5 = okosa-okosa-urapun, 6 = okosa-okosa-
okosa. Dieselbe Methode liegt dem iiltesten aller Zahlsysteme, dem dyadischen
System, zugrunde.!) Spuren dieser Rechenmethode finden wir mehrfach in der
agyptischen Multiplikations- und Divisionsmethode sowie in der igyptischen Bruch-
rechnung. 2) Sie duBert sich auch darin, daB in manchen Sprachen — z. B. in der
altslawischen — neben der Einzahl und der Mehrzahl noch eine Zweizahl auftritt.3)

Die Zahlen oberhalb 6 bezeichneten die Inselbewohner der Torres-StraBe durch
»viel-viel“, | Menge' oder ,,unabzihlbar”. Bei manchen Stimmen wurden die
Bezeichnungen ,,viel*, ,unabziihlbar bereits fiir die Zahlen von 3 ab angewandt.

1) Fiir die miindliche und schriftliche Numericrung ist das dyadische System zu unbequem,
da die Bezeichnungen fiir dic Zahlen sebr lang werden (z. B. wird die Zahl 777 in diesem
System durch ,,1100001001‘* bezeichnet), andererseits besitzt es aber auch bemerkenswerte
Vorteile. Die prinzipicllen Vortcile des dyadischen Systems wurden zucrst von LEIBNIZ be-
merkt, der auf die besondere Einfachheit der Rechenoperationen in diesem System hinwies
(die bekannten Additions- und Multiplikationsschemata reduzieren sich im wesentlichen auf
14+ 1=10, 1-1=1; bei der Division ist kein Probieren n dig). LEIBNIZ fahl
dieses System nicht etwa als Ersatz fir das dekadische bei praktischen Rechnungen, hob
jedoch hervor, da8 ,,die Berechnung mit Hilfe des Dubletts 0,1 als Entgelt fiir ihre Lingen
fiir die Wissenschaft grundlegend ist, indem sie neue Lnbdcckungon hervorbringt, die sich
spiter als niitzlich erweisen, und zwar sowohl in der Zahlenpraxis als auch besonders in der

eometric: Der Grund dafiir ist dic Tatsache, daB bei der Zuriickfithrung der Zahlen auf
ihre cmtnchsten Elemente, 0 und 1, iiberall eine wunderbare Ordnung zutage tritt'.
Expli de Parithméti bmalru qui se sert des seuls caractéres 0 et 1, avec des
remuques sur son utilité*, I703 in ,,Lelhnlzms mathematische Schriften®, hcmusgvgeben
von C. [. GERRARDT, Ba.nd VI1, Halle 1863, S.225; siche auch Lbendort den Brief von
LE1BN1zZ an SCHULENBURG von 1698). In der Tat erweist sich das dyadische System als
sebr brauchbar fiir eine Reibe von thcoretischen Untersuchungen. LEeiBNiz konnte jedoch
nicht vorausseben, daB das dyadische System auch groBe Vortclle fur dle praktmchc Mathe-
matik in sich birgt. Man hat namlich in der lctzten Zeit elek kon-
struiert, die im dyadischen System arbeiten. Die Leistungsfihigkeit “solcher Maschinen
kompensnert reichlich den Mebraufwand an Arbeit beim Ubergang vom dekadischen System

zum dyadischen System am Anfang der Rech und beim kehrten Ubergang zum
endgiiltigen Resnltat Slehez B.JI 1. Kynpnnuea.o
THYeCKNX TeJbHBIX x (L. D. Kunn.mwzlw, ﬁber die Prin-
zipien der Ansfuhrung arithmetischer Op auf R inen), Uspechi mat.
auk 6, Nr. 3 (37), 104—127 (1950). [Vgl. auch thera.turvarzelohms zum leczten Artikel.]
) Vgl. auch die Amfnhrungen iiber die Halb de der alten r Bruch-
rechnung in § 6,

3) In einigen Spnchen gibt es sogar noch eine Dreizahl, die auf ein triadisches System hin-
deutet. Anf eme Sondemcllnng der ersten drei Zeblen weist anch der Umatsnd hin, da8
sich in P ihre B; gen — im U hied zu den and ahlwortern
— mit dem Geschlecht &ndern (deutsch: ein, eine; russisch: oaum, ofna, ofHo; xBa,

nee; lateinisch: tres, tria).
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Somit ist auf dieser Kulturstufe die Folge der natiirlichen Zahlen endlich!) und
besteht mitunter nur aus zwei Gliedern. Man darf aber nicht denken, da8 die Stimme,
die nur Zshlwérter fiir die Zahlen 1 und 2 besitzen, nicht Gesamtheiten vergleichen
konnen, die aus mehr als zwei oder sechs Dingen bestehen. Der Mensch lernte im
iiblichen Sinne ,,zihlen®, lange bevor Bezeichnungen fiir die Zahlen entstanden.
So berichtet ein Forscher von den Abiponern — von denen bekannt ist, daB sie
nur Zahlworter fiir die Zahlen 1, 2 und 3 besaBen —, daB sie, wenn sie sich zur
Jagd zusammentaten und schon im Sattel saBen, sich umschauten und, wenn
etwa einer ihrer zahlreichen Hunde fehlte, diesen riefen. Den Forscher wunderte
es besonders, daB es die Abiponer fertig brachten, ohne zihlen zu kénnen, sofort
festzustellen, daB in der betrichtlichen Meute ein Hund fehlte.

Es war einfach so, daB in jenem Stadium die Anzahl einer Gesamtheit von Dingen
eine Kigenschaft war, die mit anderen Eigenschaften dieser G theit (der Farbe,
der Form, der Gestalt usw. ihrer Elemente) untrennbar verkniipft war. Sie charak-
terisierte also die Gesamtheit erstens beziiglich ihrer Vollstindigkeit (ob alle Dinge
der betreffenden Gesamtheit vorhanden sind) und zweitens in Ordnungsbeziehung
zu anderen Gesamtheiten aus gleichen oder zumindest dhnlichen Dingen (eine Ge-
samtheit ist groBer oder kleiner als eine andere).

Offensichtlich geniigte ein solches ,,Zihlen nur auf jener Stufe der Entwick-
lung der Menschheit, auf der es — kurz gesagt — nichts zu ziihlen gab, auf der
die Wirtschaft noch auf einem sehr niedrigen Niveau stand und es keine engere
Verbindung zwischen den verschiedenen Stimmen gab. Auf der ersten Stufe der
Entwicklung erscheint also die Zahl lediglich als spezielle Anzahl-Eigenschaft oder
Anzahl- Qualitit konkreter Gesamtheiten von Dingen. Eine Ordnungsbeziehung
tritt kaum hervor.

Heutzutage findet man keine Volker mehr, deren Zahlbegriff auf dieser ersten
Stufe stehengeblieben wiire, die im wesentlichen den ersten beiden Stufen der Wild-
heit entspricht. Das ,,Zahlen mit Anzahlen von konkreten Gegenstinden blieb
nur bei einigen Volkern als Uberrest erhalten.

Als Pfeil und Bogen erfunden waren und die Stimme zur systematischen Jagd
iibergingen, als sich die Menschen in Dérfern niedergelassen hatten und Verbindungen,
anfangs zwischen einzelnen Dérfern, spiter auch zwischen verschiedenen Stimmen
entstanden — kurz, beim Ubergang zu einer hoheren Stufe der Wildheit —, wurde
das ,,Zihlen* mit den konkreten Anzahlen unzureichend. Es geniigte nicht mehr,
die Anzahl von bestimmten, konkreten Gesamtheiten nur nach dem AugenmaB
bestimmen zu konnen, sondern man muBlte auch anderen von der Anzahl Mitteilung
machen kénnen. Man muBte z. B. benachbarten Stimmen mitteilen konnen, daB
nach einer bestimmten Anzahl von Mondwechseln eine Zusammenkunft zu Ver-
handlungen oder zu einer gemeinsamen Jagd festgesetzt sei, oder daB alle verbiindeten
Stimme nach einer bestimmten Frist eine gewisse Anzahl von Kriegern aufstellen
sollen. Hierfir benutzten die Aruntier (Australien) und die Polynesier folgende

1) Reste davon, daB auch bei den Vorfahren der europaischen Vélker die Zahl 7 gleichzeitig
als Bezeich iir eine unbesti; Anzahl diente, erhielten sich in der russischen Sprache
in Form von Sprichwdrtern und Red ten: «CeMepo OfHOTO He skAyT (Sicben Mann warten
nicht auf einen), «Cemb paa oTMepb, ofuME pas orpemb» (Sicbenmal abmessen, einmal
absohneiden), «¥V cemu Hamex JuTA Ges raasa» (Bei sieben Kindermadchen ist das Kind
ohne Aufsicht) usw. In allen diesen Fillen wird das Wort ,,sieben** offenbar im Sinne von
s, viel‘* gebraucht.
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Methode: Zur Bezeichnung gréBerer Zahlen bedienten sich die Eingeborenen ver-
schiedener Korperteile, von denen jeder seine Bezeichnung hatte und der eine wohl-
bestimmte Stelle in ihrem Bezeichnungssystem einnahm. Eine bestimmte Anzahl so
aufgezahlter Korperteile bezeichnete dieselbe Anzahl von Kriegern, von Tagen oder
von Monaten — je nach dem besonderen Sachverhalt.

Die Zéhlung begann fiir gewdhnlich mit dem kleinen Finger der linken Hand,
ging iiber zu den anderen Fingern, dann zum Handgelenk, zum Ellenbogen, zur
Schulter usw. bis zum kleinen Finger der rechten Hand und danach — wenn die
abzuzahlende Gesamtheit noch nicht erschopft war — ln der umgekehrten Reihen-
folge zuriick. Bei der Regelung von Geschift: iigte es dann,
da8 sich der Eingeborene erinnerte, bis zu welchem Kﬁrpertell er bei der Abzihlung
irgendwelcher Dinge gekommen war, damit er — wenn er die Abzihlung, beginnend
mit dem kleinen Finger der linken Hand, wiederholte — die betreffende Anzahl
rekonstruieren konnte.

Auf diese Weise wurden bei den Insulanern der Torres-StraBe die Zahlen bis 33
durch Teile des menschlichen Kérpers versinnbildlicht. Bestand eine abzuzihlende
Gesamtheit aus mehr als 33 Dingen, so bedienten sie sich eines Biindels von Stib-
chen. Namentlich die Tatsache, daB sich die Menschen, nach Ausschopfung der
individualisierten Kérperteile, mit einem Biindel von Stibchen (die alle annihernd
gleich waren) behalfen, gibt uns den Schliissel zum Verstindnis der Urform einer
solchen ,lebenden Skala‘. Es wird némlich klar, daB sie im Anfang nicht zur Indi-
vidualisierung der Zahlen benutzt wurde, sondern nur zur Feststellung der Anzahl-
gleichheit zweier Gesa.mthelten, d. h. zur Herstellung einer umkehrbar eindeutigen
Beziehung zwischen zwei verschiedenen Gesamtheiten von Dingen.

Uberreste eines solchen Zshlverfahrens erhielten sich bei vielen Vélkern auch
noch auf einer hoheren Stufe der Entwicklung. So benutzten einige Vélker fiir den-
selben Zweck eine Leine mit Knoten, andere benutzten Rosenkrinze oder Kerb-
stocke (holzerne Stibe mit Kerben).

So ,,schrieben’* z. B. verschiedene peruanische St die Zahlen mit Hilfe von
Knotenleinen (sog. ,,Quipu®, Abb.1). Die Leinen wurden zu je vieren mit einer
fiinften Leine verbunden, auf der durch Knoten die Zahl vermerkt wurde, die die
Summe der Zahlen auf den ersten vier Leinen war. Die Einer, Zehner und Hunderter
einer gegebenen Zahl wurden jeweils durch verschieden geformte Knoten bezeichnet.
Bei den Inka (11.bis 16. Jahrhundert n. Z.) wurde mittels solcher Quipu die
ganze Buchhaltung ,.geschrieben. Derartige Knotenleinen dienten nur zum
Schreiben der Zahlen.l) Die arithmetischen Operationen wurden mit Hilfe von
Steinchen oder Maiskérnern ausgefithrt.

In diesem Entwicklungsstadium hatte man aber von der Zahl noch keine so
allgemeine Auffassung, daB man mit ihr alle untereinander anzahigleichen Gesamt-

1) HeropoT berichtet z. B. folgendermaBen von einer Anordnung, die DArius den Ioniern

nach dem Ubergn.ng itber den FluB Iatros wihrend des von ihm gegen die Skythen unter-

(6. Jahrh t v.u.Z.) gegeben hat: ,Danach band der Kaiser

in seinen Leibriemen sechzig Knoten. lieB alle ionischen Fiirsten zur Beratung kommen

und sagte zu ihnen: Die von mir gefallte Entscheidung beziiglich der Briicke, Ionier, wider-

rufe ich; nehmt jetzt diesen Riemen und verfahret so: beginnt an jenem Tage, an welchem

loh gegen die Skythen zwhe, und bindet jeden Tag einen Knoten auf; sollte ich in der Zwi-

t nicht z sein, 8o fahrt, wenn die Anzahl von Tugen verstrichen ist,

die durch die Known angegeben ist, guriick in ‘die Heimat; bis zu jener 2 Zelt aber beschiitzt
die Briicke und gebt euch alle Muhe bei ihrer Ver idig und I
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12 Die Entstehung der Bezeick ysts

heiten bezeichnete, sondern man begniigte sich damit, die Anzahlgleichheit zweier
Gesamtheiten festzustellen.

Falls eine abzuzihlende Gesamtheit eine geringe Anzahl von Gegenstinden ent-
hielt (< 20), wihlte man gewohnlich aus der Menge der zu dieser Gesamtheit
anzahlgleichen Gesamtheiten einen festen Reprisentanten aus und sagte von den
iibrigen Gesamtheiten dieser Menge, daB sie genau so viele Gegenstinde wie die
ausgewéhlte enthalten. Um z. B. auszudriicken, daB in einer Gesamtheit fiinf Gegen-
stiinde enthalten sind, sagte man, in dieser Gesamtheit sei¢n so viele Gegenstinde,
wie Finger an einer Hand. Die gemeinsame Eigenschaft aller anzahlgleich
endlichen Mengen — ihre Anzahl — wurde durch die Anzahl einer speziellen
Menge, eines Reprisentanten aus ihrer Gesamtheit ausgedriickt.

Es ist interessant, daB bei Stimmen, die auf der erwiilhnten Stufe der Entwick-
lung standen, dasselbe Verfahren auch bei der Bildung anderer Begriffe angewandt
wurde. Z. B. gab es bei den Tasmaniern keine Worte zur Bezeichnung so allgemeiner
Begriffe wie: hart, heiB, kalt, rund usw. Zur Bezeichnung der Hirte sagten sie
,wie Stein“, um auszudriicken, daB ein Gegenstand rund ist, sagten sie ,,wie der
Mond‘ oder ,,wie eine Kugel“. Genau dasselbe gilt auch fiir die Bezeichnung der
Farben. Auf dieser Stufe gab es auch keine solchen allgemeinen Begriffe wie Baum
oder Fisch, sondern nur spezielle Worter zur Bezeichnung der bekannten Baumarten
und Fischsorten.

Diese Phase in der Geschichte der Entstehung der abstrakten Zahlen ist also
dadurch charakterisiert, daB die abzuziihlenden Mengen von Gegenstinden mit
Hilfe von Korperteilen — besonders der Finger und Zehen — oder mit Hilfe von
Stiibchen, Knotenleinen usw. dargestellt wurden. Trotz ihrer duBersten Primitivitdt
spielte diese Methode der Darstellung eine auBerordentliche Rolle in der Entwick-
lung des Zahlbegriffs. Eine wesentliche Seite dieses Verfahrens ist niamlich, daB
elle abzuzihlenden Gesamtheiten mit Hilfe eines bestimmten Systems abgeziihlt
werden.

Ein solches Zihlverfahren fithrte in seiner weiteren Entwicklung zur Schaffung
des Fiinfer - Systems, des Dezimal - Systems und des Zwanziger-Systems. So
sagten z. B. die Bewohner von Miraluga (einer Insel der Torres-Strafe) ,,nabiget
fiir die Zahl 5, ,,nabiget-nabiget‘ fiir die Zahl 10, ,,nabikoku‘* fiir die Zahl 15 und
,»nabikoku-nabiget* fiir die Zahl 20. In ihrer Sprache bedeutete ,,get” die Hand
und ,,koku‘‘ der FuB. Dazu berichtet ein Forscher: ,,Man darf nicht denken, daB
,nabiget” ein Name fiir die Zahl 5 ist; es driickt vielmehr nur aus, daB es sich gerade
um soviel Gegenstiinde handelt, wie es Finger an der Hand gibt.” Nach Mitteilung
des bekannten russischen Forschungsreisenden N. N. MIkLUCHO-MAKLAI ziihlen
die Eingeborenen von Neu-Guinea folgendermaBen: ,,Ein beliebtes Zahlverfahren
besteht darin, daB8 der Papua einen Finger nach dem anderen umbiegt und dabei
einen bestimmten Laut aussi&Bt, z. B. ,be, be, be, .. .. Hat er bis fiinf gezihit,
80 sagt er ,ibon-be‘ (ibon = Hand). Darauf biegt er die Finger der anderen Hand
um und zihlt wieder ,be, be,...‘ bis er zu ,ibon-ali‘ (ibon-ali = zwei Hinde)
gelangt. Dann fihrt er fort und zihlt solange ,be, be, . . .* vor sich hin, bis er zu
,samba-be’ und ,samba-ali‘ (ein FuB, zwei FiiBe) gelangt. Ist es notig, noch weiter
zu zéhlen, so benutzt der Papua die Finger und Zehen eines Anderen.*1)

‘)H Mmmyxo Maknaﬁ Hy’rememna, (N. MikLucHO-MaKLAI, Reisen), Band 1, Verlag
der ften der UdSSR, 1940, S. 280.
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Ahnlich bezeichnen auch viele andere Stimme die Anzahlen. In diesem Ent-
wicklungsstadium des Zuahlbegriffs und des Rechnens war das Abzihlen mit den
Fingern (die sogenannte Instrumentalrechnung) weit verbreitet. Mit der Finger-
rechnung hing, wie wir sahen, auch die Einteilung der Zahlen in ,,Finger” und
,,Gelenke" zusammen.

Alle bisher behandelten Entwicklungsstadien des Zahlbegriffs konnen ungefdhr
der Periode der Wildheit zugeschrieben werden.

Mit der weiteren Entwicklung der Gesellschaft vergroBerte sich auch der Kreis der
abzuziihlenden Gesamtheiten. Die einfache Feststellung der Anzahlgleichheit und
die Handrechnung geniigten den neuen Bediirfnissen der Horden nicht mehr; trotz-
dem erhielt sich die Methode der Fingerrechnung eine lange Zeit hindurch!) noch
als Uberrest. Die eigentliche Entwicklung, die schlieBlich zur Schaffung der natiir-
lichen Zahlen fithrte, nahm indes eine andere Richtung. Das entstehende neue
System kann als ein Gruppensystem oder als das Rechnen mit Hilfe von abgezihlten
Gesamtheiten (Stiickzahlen) bezeichnet werden.

Ansiitze fiir ein derartiges Zihlen finden sich schon auf den fritheren Entwick-
lungsstufen. So bemerkten Forscher bei den Bewohnern der westlichen Inseln der
Torres-StraBe ,,deutlich ausgepriigte Anlagen eines Zihlens mit Gruppen von
zwei Dingen, also mit Paaren. Dasselbe bemerkte ein anderer Forscher bei den
Eingeborenen der Halbinsel Prince York. Bei diesen wurden gewisse Gegenstinde
vorzugsweise in Paaren zusammengefaBt, mit anderen dagegen wurde in Gruppen
zu zehn oder hundert Stiick gerechnet Es wurden also bei Rechnungen die Gegen-
stiinde — je nach Art — immer in Gruppen einer festen Anzahl vereinigt. Ein
Uberrest eines solchen Ziithlverfahrens ist z. B. die Dutzend- -Rechnung, die sich fiir
verschiedene Dinge (Hemden, Stiihle, Geschirr, Bleistifte, Gummibinder, Schreib-
federn usw.) in Europa noch bis in unsere Tage erhalten hat. Hierbei war das Dutzend
die Einheit des Rech ; zwolf Dutzend bildeten ein Gros, zwolf Gros bildeten
eine Masse.?) Derartige Zihlmethoden waren besonders bei den Stimmen verbreitet,
die auf den untersten beiden Stufen der Barberei standen. Im Laufe der Zeit erhielt
jede derartige Gruppe eine eigene Benennung, die neben der Anzahl stets noch die
Art der abgezihlten Gegenstinde ausdriickte. Die Gruppen dieser Art, mit deren
Hilfe gerechnet wurde, wollen wir Stiick-Anzahlen nennen.

Auf den Fidschi- und den Salomon-Inseln existieren Sammelnamen fiir zehn will-
kiirlich zusammengestellte Dinge, die aber weder die Anzahl im einzelnen noch die
Benennung der zusammengestellten Dinge ausdriicken. Auf den Fidschi-Inseln
gibt es auBerdem spezielle Bezeichnungen fiir 100 Kihne, 100 Kokosniisse, 1000
Kokosniisse usw. Sind zwei Gruppen von Dingen anzahlgleich, so kommt dies fiir
gewdhnlich auch in den Benennungen der Stiick-Anzahlen zum Ausdruck. So be-
deutet bei den Eingeborenen Floridas ,,na-kua‘ 10 Eier, ,,na-banara” 10 Kérbe mit
Lebensmitteln, aber das Wort ,,na", welches unserem Zahlwort ,,Zehn* entspriche,
wird einzeln nicht gebraucht. In einem der Dialekte der Indianer West-Kanadas
bedeutet das Wort ,,tcha“ soviel wie ,,drei Dinge®, ,,tchane bedeutet ,,drei Per-

1) Noch im Jahre 1529 erschien in Basel ein — allerdings schon lmge vorher guchnebenu —_
Buch von Bepa VENERABILIS (der Ebrwiirdige) (672—735), in
an den Fingern dargelegt wurden, wobei slch diese Rechnungen auf &lle Za.hlen bl! zu einer
Million erstreckten. Es ist ferner bel daB die chi hen und Kauf-
leute die Fingerrechnung noch in einér verhsltnismaBig spiten Zeit benutzten.

?) Einige Sudan-Stdmme verwenden auch heute noch ein derartiges Zwolfer-System.
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sonen", ,tchat’‘ bedeutet ,,dreimal, ,tchatoen* bedeutet ,,an drei Stellen* usw.
Es gibt aber dort kein Wort, welches die abstrakte Zahl 3 bezeichnen wiirde. Immer-
hin deutet das Vorhandensein ein und desselben Partikels in den Bezeichnungen
verschiedener anzahlgleicher Gesamtheiten darauf hin, daB man in diesem Stadium
der Entwicklung schon festzustellen beginnt, daB alle solche Gesamtheiten etwas
gemein haben, niémlich die Anzahl. In diesem Stadium der Entwicklung schreibt
man aber noch nicht jeder Gesamtheit von Dingen eine Anzahl zu, sondern nur
solchen Gesamtheiten, die im Leben der Stimme (z. B. in der Wirtschaft) héufig
gebraucht werden. Wenn die Pythagoreer im 6. Jahrhundert v. u. Z. erklirten,
daB ,,alles Zahl ist*, so kdnnen wir nur sagen, daB im betrachteten Stadium der
Entwicklung nicht alles Zahl war.

Die Benennung der Zahlen spiegelt das Wesen der Zahlen in diesem Stadium
wider: es waren keine abstrakten Zahlen. Nach und nach wurden die verschiedenen
Stiick-Anzahlen als neue Einheiten betrachtet, mit denen dann auch gerechnet
wurde. Tatsiichlich ist ja auch bereits darin, daB eine Gesamtheit von Dingen als
eine neue Einheit aufgefaBt wird, die Moglichkeit enthalten, ein Bezeichnungssystem
zu schaffen.

Im La.ufe der Zelt wurden mittels solcher festen Stiick-Anzahlen nicht nur die-

bezeichnet, fiir welche sie eingefiihrt waren, sondern auch Gegen-
stande, die den ursprunghchen in der Form oder dem Gebrauch nach éhnlich waren.
Auf diese Weise bildeten sich in den Ursprachen mehrere Reihen von Za.hlwortern
So gibt es in der Sprache der Tschimsian (Britisch-Columbia) sieben verschi
Reihen von Zahlwértern, die gebraucht werden zum Zihlen (1) von unbestimmten
Dingen, (2) von flachen Dingen, (3) von runden Gegenstinden und der Zeitein-
teil (4) von Menschen, (5) von linglichen Dingen (diese Zahlen werden z. B.
mittels des unserem Worte ,,Baum entsprechenden Wortes gebildet), (6) von Booten
und (7) von MaBen. Uberreste des Zihlens mit Stiick-Anzahlen wurden noch in
Altgriechenland beobachtet. So erdrterte ARISTOTELES in seiner ,,Metaphysik*
die Frage, ob die Einheiten in einer Zahl alle untereinander gleich seien und ob sie
in verschiedenen Zahlen gleich oder verschieden sind. Noch DIOPHANT (3. Jahr-
hundert u. Z.) setzte hinter jede Ziffer, die er schrieb, ein M — den ersten Buch-
staben des Wortes povag (Einheit) — er sah also noch jede Zahl als eine gewisse
Anzahl von untereinander gleichen Einheiten an.

Unter dem EinfluB des Handels begann eine Zahlenreihe alle anderen zu ver-
dréngen. Es war diejenige, die zur Zihlung des Geldes diente (das in der ersten
Zeit in Muscheln, Vieh o. dgl. bestand). Bei den Joruba (Negerstamm in Zentral-
Afrika) haben heute noch die Zahlworter — wie ein Forscher berichtete — zweierlei
Bedeutung, erstens als reine Zahlen und zweitens als Stiick-Anzahlen von ,Kauri‘
(Muscheln), die bei den Joruba die Rolle des Geldes spielen. So entstanden im Laufe
der Zeit universelle Zahlen, d. h. Zahlen, mit deren Hilfe man beliebige Dinge zihlen
konnte.

Die Stiick-Anzahlen bilden die Urtypen unserer Zahlen, allerdings nur der Zahlen
mit individueller Bezeichnung. Hatte man z. B. spezielle Bezeichnungen fiir Gruppen
von zehn oder zwanzig Gegenstinden einer gewissen Art oder rechnete men in
Dutzenden, so konnten auf die oben beschriebene Weise keine algorithmischen Be-
zeichnungen fiir Zahlen wie 17 oder 19 entstehen. Wenn iibrigens alle Zahlen nach
dem besc.hnebenen Schema. aus Stiick-Anzahlen tstanden wiren, so hitten sie

als unter der nicht verbund Begriffe bestanden, und die
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anzahlmiBigen Beziehungen zwischen ihnen wiren vollig unbekannt geblieben. Wir
werden zeigen, daB die algorithmischen Zahlwérter dadurch aus den individuellen
Zahlwértern entstanden sind, daB an den Zahlen mit individuellen Bezeichnungen
gewisse Operationen ausgefithrt wurden.

Beim Studium der Sprache der Klamathen (Indi it in Nordamerika) und
der Sprachen gewisser Stimme Britisch-Columbias zeigte sich, daB diese beim
Zihlen spezielle Verben — von den Forschern klassifizierende Verben genannt —

tzten, die eine bestimmte Art der Verteilung bezeichneten. Wurden die Rech-
nungen an einer festen Gruppe von nur zehn Gegenstinden durchgefiihrt, so wur-
den die Zahlworter nicht von diesen Verben begleitet. Diese Tatsache erklirten
die Forscher als eine B: derheit des Rech der Indianer. Wollten die Indianer
aber mehr als zehn G tind iihlen, so bildeten sie auf der Erde zu-
néichst einen Haufen oder eine Reihe aus zehn dieser G tinde und b
dann mit dem elften Gegenstand einen neuen Haufen oder eine neue Reihe. Die
klassifizierenden Verben begleiteten auch nicht die Zahlwiirter, die ganze Zehner be-
zeichneten, sie dienten v-wlmehr nur dazu, die Zahl i zwei g n

d So muBten die I um das Vorhand in von 26 G tind

auszudriicken, sagen: ,zu zweimal zehn Frﬁchten (oder a.nderen Gegensténden)
fiige ich sechs hinzu“. Somit entstanden dort die algorith
tatsiichlich als Resultat gewlsser Operationen an individuellen Anzahlen Diese
Operati waren anf: gs arithmetischer Natur, sondern rein motorisch.
Spuren davon erhielten .smh in vielen Sprachen. So werden in der russischen Sprache
die Zahlen von 11 bis 19 gesprochen als die entsprechende Zahl ,,auf zehn («a-
IeCATHY): NBA-HA-NECATH (zusammengezogen zu ABEeHANNATH, zwei-auf-zehn =
zwolf), DATb-HA-HECATDH (zusammengezogen zu OATHAAUATD, fiinf-auf-zehn = fiinf-
zehn) usw. Hier muB die Partikel «ma» (auf) jedenfalls im Sinne von «mopomxuTh HaY
(legen zu) verstanden werden.?)

Eine gute Illustration des Zihlens mittels bestimmter Anord von Dingen
bilden die Zahlzeichen der Azteken aus dem 15. und 16. Jahrhundert. Diese be-
zeichneten durch : :|. die Zahl 6, durch : : |- - die Zahl 7 usw. Offensichtlich be-
stand bei ihnen die grundlegende Gruppe aus fiinf Gegenstinden. Im Schriftbild
trennte ein Strich eine solche Gruppe von den anderen. Der Strich selbst hatte
keine ziffernmiiBige Bedeutung.

Spiter ging der unmittelbar motorische Charakter der Operationen mehr und
mehr verloren, und ihre arithmetische Bedeut trat klar in den Vordergrund.
So erscheint z. B. in den finnisch-ugrischen Spmohen die Zahl 8 als Differenz aus
10 und 2. Die Zahl 8 wird in diesen Spmohen als ,,zwei, zehn*, die Zahl 80 als ,,zwei,
hundert* und die Zahl 800 als ,,zwei, zehn, hundert* gesprochen (hier bedeutet
s»»zehn, hundert* die Zahl 1000).

In diesem Entwicklungsstadium ist die Zahlenreihe noch kei
Vielmehr stellen die Zahlen mit individueller Bezeichnung gemsserm&Ben Inse]n dar,
von denen aus die Zahlen mit algorithmischer Bezeichnung in verschiedenster Weise
gebildet werden. Eine bevorzugte Rolle spielte bei der Bildung der algorithmischen

1) Die Partikel «na» bat im Russischen auch die Bedeut: die das d he Wortchen ,,mal‘
bel der Multiplikation hat. Diese Bedeutung ist hier also offenbar nicht gemeint. — Anm.
d. wissenschaftl. Red.
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Bezeichnungen die Addition, jedoch waren in gleicher Weise auch Subtraktion
und Multiplikation beteiligt. So besitzen die schon erwiihnten Joruba folgendes
Bezeichnungssystem:

M=10+1,12=10+2 ..., 15=10 +35,
16=20—4, 17=20—3, ..., 19 =20—1.

Die Zahl 20 besitzt eine neue individuelle Bezeichnung, mit deren Hilfe die wei-
teren Zahlworter gebildet werden, und zwar werden bei ihrer Bildung sowohl
Addition als auch Subtraktion und Multiplikation benutzt. Die Zahl 70 er-
scheint bei ihnen als 20 - 4 — 10, die Zahl 190 als 20 - 10— 10 usw. Analoge Be-
zeichnungen finden sich auch in der lateinischen Sprache, in der z. B. die Zahl X VIIL
als ,,duo de viginti®, d. h. 2 von 20, gelesen wurde.

Die Zahlenreihe war in diesem Entwicklungsstadium aber nicht nur inhomogen,
sondern sie war auch endlich, wenngleich sie bei der allmihlichen Entwicklung des
Zahlbegriffs immer linger wurde. Dubei schoben sich die Worte ,,viel'* und ,,un-
abzihlbar, die anfangs die Zahlen 23 oder 10 bezeichneten, immer weiter hin-
aus, indem sie Zahlen =100, >1000 usw. bezeichneten.!) Der nichste Schritt
bestand dann darin, duB diese Worter, die urspriinglich eine unbestimmte Anzahl
b hneten, zu einer Bezeichnung der Zahlen 100 oder 1000 wurden — je nach der
Entwicklungsstufe des Bezeich des hetreffenden Volkes. So bedeutet ein
und dasselbe Wort auf der Insel Mengon die Zahl 3, auf den Fidschi-Inseln die
Zahl 100 und bei den Maori auf Neuseeland die Zahl 1000. Dies erklirt sich daraus,
daB die Maori und die Volker der genannten Inseln — obwohl sie uuf verschiedenen
Kulturstufen stehen — doch ungefihr dieselbe Sprache sprechen.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen blieb noch eine lange Zeit hindurch endlich.
Aus dem Vorwort zur ,,Sandrechnung von ARCHIMEDES geht hervor, daB selbst
den Griechen des 3. Jahrhunderts v. u. Z. noch nicht bekannt war, wie man be-

1) Eines der kant: Beispiele solcher G hlen ist die Zahl 40, die in der russischen
Sprache achst zur Bezeich einer unb mten groBen Anzahl dlente Auf eine
soluhe Rolle dieser Zahl weist sowohl ihre individuelle B in der r h

als auch ihre als Uberrest erhaltene Anwendung bei der Bezeichnung unbestimmter groBer
Anzahlen von Dingen hin: copok copokop uepkseit (vierzig mal vierzig Kirchen), copox
©OPOKOB 4EPHEIX coGoaet (vierzig mal vierzig schwarze Zobel). Auf dieselbe Rolle der Zahl 40
weisen auch eine Reihe von religiosen Briuchen und Aberglauben hin, die mit ihr verbunden
sind; z. B. wurde der vierzigste Bar als der letzte im Leben des Jagers angesehen:
»Vierzig Baren nahm er auf den SpieB, beim einundvierzigsten versagte er.*
(N. A. NEKRASSOW

In spéterer Zeit, als die Zahl 40 langst aufgehort hatte, eine ,.Grenzzahl zu sein, spxelte sie
noch eine groBe Rolle im russischen MaBsystem: ein Pud enthielt vierzig Pfund, ein ,,Vier-
zigerfaB** vierzig Eimer usw.

Die Zahl 40 spielte auch bei vielen Volkern des nahen Ostens die Rolle einer ,,Grenzzahl*.
Dies fnnd = seine Widerspiegelung in dem berihmten armenischen Epos ,David

,Msn -Melik stxeg in eine Grube.
Da warf man vierzig Biiffelfelle auf ibn,
vierzig Miihlsteine warf man auf ihn .
Und das Epos schlieBt mit einem Gedanken an alle seine Helden:
»Vierzig mal-wollen wir uns im Guten an unsere groBen Urvater erinnern,
an Sanassar und seinen Bruder Bogdassar wollen wir uns erinnern,
und an Mger den Alteren wollen wir zuriickdenken.*
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liebig groBe Zahlen ausdriicken kann, z. B. ,,Zahlen, die groBer sind als die Anzahl
der Sandkornchen in einer Kugel, deren Radius gleich der Entfernung der Sonne
von einem Fixstern ist“. Das wesentliche Ziel des Werkes von ARCHIMEDES bestand
gerade in der Begriindung eines systematischen Verfahrens zur Konstruktion und
zur miindlichen Bezeichnung beliebig groBer Zahlen.

§ 2. Nicht-positionelle Bezeichnungssysteme

Als die Schrift entstand, vollzog sich die Entwicklung der Zahlzeichen etwa
folgendermaBen: Jede der Zahlen, die durch ein individuelles Zahlwort bezeichnet
wurde (sog. Knotenzahl), die also als individueller Begriff existierte, wurde als
Basis fiir ein gewisses Stellensystem beim Zihlen genommen. Als Basis des
ersten Systems nahm man die kleinste Zahl, die durch ein individuelles Zahlwort
bezeichnet wurde. Mit dieser Zahl wurde solange mittels Addition von Ein-
heiten, aber auch mittels Verdoppelung, Verdreifachung usw. gerechnet — kurz,
es wurden solange algorithmische Bezeichnungen gebildet, — bis man die zweite
Knotenzahl erreichte. Darauf wurde das zweite Stellensystem der Zihlung be-
gonnen, dessen Basis diese zweite Knotenzahl war. Die algorithmischen Zeichen
dieses zweiten Systems waren Kombinationen aus den ersten beiden Individual-
zeichen. Mit Hilfe derartiger Zahlzeichen gelangte man bis zur dritten Knotenzahl,
die als Basis des dritten Stellensystems diente usw.1)

Dieses Schema sah mitunter auch etwas anders aus: Die mittels einer Knotenzahl

bildeten elgorithmischen Zahlen reihten sich nicht nur nach oben an diese an,
sondern auch nach unten, indem zu ihrer Bildung neben der Addition auch die Sub-
traktion kleinerer Knotenzahlen benutzt wurde.

Eine Schreibweise, die nach dem ersten Schema gebildet wurde, besaBen die
Systeme vom Typ der dgyptischen Hieroglyphen (Tafel 1). Individuelle Zeichen

waren hier [| fiir die Zahl 1, [} fiir die Zahl 10, Q fiir die Zahl 100 und fiir die

Zahl 10002%), wobei das Symbol fiir die Zahl 1000 urspriinglich eine unbestimmte
Anzahl bezeichnete.

Diese Schreibweise spiegelt die Auffassung wider, daB jedes individuelle Zahl-
zeichen eine neue Individualitéit bezeichnet. Aus der Form der Zahlzeichen ist z. B.
nicht zu ersehen, daB jede nach.folgende Knotenzahl das Zehnfache der voran-
gehenden ist. Alle individuellen Z ichen haben absoluten Charakter; f} be-

1) Der Leser, der die CaxTorsche Theorie der transfiniten Ordinalzahlen kennt, bemerkt leicht
ichkeit zwischen dieser Bildungsmethode der Folge der natiirlichen Zahlen und dem
von CANTOR benutzten Verfahren. In der Tat gibt es auch bei CANTOR zwei Prinzipien zur
B:ldung von transfiniten Ordinalzahlen: 1. Bildung von Vlel.faohen \md Addition von Em-
heiten; 2. Einfihrung neuer Zahlen als G te der v Der Unti
ist nur der. daB in der Folge der natiirlichen Zahlen diese neue Zahl schon gegeben ist und
immer in endlich vielen Schritten erreicht werden kann, es ist einfach die folgende Knoten-

‘)Mun vermutet, daB die Hieroglyphe @ eine MaBleine darstellt, die in 100 Teile geteilt war
und daB die Hieroglyphe I die Bliite einer Lotosblume abbildet.
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zeichnet zehn Einer, aber auf keinen Fall zehn Zehner oder zehn Hunderter. Die
algorithmischen Zahlen erhilt man im igyptischen System vollig einheitlich mittels
einer einzigen arithmetischen Operation — der Addition. Beispielsweise wird
die Zahl 333 in diesem System durch QREAAAINI wiedergegeben.

Das dgyptische System ist noch deshalb von Interesse, weil dort die Zahl Zwei
eine besondere Rolle spielte. Sie diente wahrscheinlich urspriinglich als Basis des
Bezeichnungssystems. ,,Drei‘ war schon der Ausdruck einer unbestimmten Anzahl.
Dies ist daraus ersichtlich, daB die Agypter die Mehrzahl von gewissen Gegenstinden
oder Begriffen dadurch ausdriickten, daB sie unter die entsprechenden Hieroglyphen
drei Striche setzten.

Uberreste des dyadischen Systems spiegeln sich auch in der &gyptischen Multi-
plikationsmethode wider, die in Verdoppelungen und Additionen bestand. Wollten
die Agypter z. B. eine gewisse Zahl 7 mit 15 multiplizieren, so verfuhren sie (sche-
matisch dargestellt) folgendermaBen:

B 15=n(l+2+2+2P)=n-1+n-2+4+n-22+4n-2,

d. h., sie stellten den Multiplikator im dyadischen System dar und multiplizierten
daraufhin mit jedem Summanden der dyadischen Entwicklung einzeln. Spuren des
dyadischen Systems finden sich auch in der égyptischen Bruchrechnung, von der
spiter noch die Rede sein wird.

Systeme vom Typ der égyptischen Hieroglyphen sind das phénizische, das pal-
myrenische, das kretische und das griechisch-herodianische oder attische System
(8. Tafel 1).

Die attischen oder herodianischenl) Zahlzeichen entstanden, wie schon der Name
sagt, in Attika. Die dltesten Schriften in diesem System stammen aus dem 6. Jahr-
hundert v. u. Z. Das Zeichen fiir die Einheit ist hier, wie schou i dgyptischen
System, ein senkrechter Strich, mit dessen Hilfe die Zahlen bis 4 bezeichnet wurden,
Die Zahl 5 wurde durch das Symbol I, die Zahl 10 durch A, die Zahl 100 durch H,
die Zahl 1000 durch X und die Zahl 10000 durch M bezeichnet. Wie jetzt einwand-
frei festgestellt wurde (erstmalig machte schon WALLIS im 17. Jahrhundert hierauf
aufmerksam), sind diese Zeichen die Anfangsbuchstaben der entsprechenden Zahl-
worter. In der Tat heiBt fiinf auf griechisch #¢vte (in den attischen Gebieten diente
I als Bezeichnung des Buchstaben II, daher wurde dort TENTE geschrieben),
zehn heiBt AEKA, hundert heiBt HEKATON, tausend heiBt XIAIOI, und zehn-
tausend heiBt MYPIOI, Die Zahlen 50, 500, und 5000 schrieb man als Kombinationen
aus dem Zeichen fiir die Zahl 5 und den Zeichen fiir 10, 100 und 1000: [® = 50,
A = 500, [X = 5000. Alle iibrigen Zahlen wurden nach einem rein additiven Prinzip
geschrieben. So erschien die Zahl 325 als HHHAAT. Diese Schreibweise behauptete
sich in Attika bis in das 1. Jahrhundert u.Z., obwohl sie in den anderen grie-
chischen Lindern schon lange vorher durch das bequemere ionische Bezeichnungs-
system verdringt worden war.

Die zweite Art der Darstellung der natiirlichen Zahlen finden wir bei den rémischen
Zahlzeichen. Von ihnlichem Typ (Anwendung der Subtraktion) war, wie wir sahen,
auch das System der Joruba. Allerdings befanden sich die Rémer auf einer anderen

') HERODIAN war ein griechischer Geschichtsschreiber aus dem 2. bis 3. Jahrhundert u. Z.

Aus seinen Werken erhielt die westeuropai W haft die erste Kenntnis vom atti-
echen Bezeichnungssystem.
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Entwicklungsstufe als die Joruba. Das romische Bezeichnungssystem ist sehr alten
Ursprungs, wobei bekannt ist, daB friiher das Prinzip der Subtraktion in einem
noch breiteren MaBe angewandt wurde. So wurde z. B. die Zah! 8 durch ,,JIX* be-
zeichnet. Selbst die Form der ,,Ziffern entlehnten die Romer den friiheren
Einwohnern Italiens, den Etruskern. Die Zahl 10 wurde von den Etruskern durch
+ oder X bezeichnet, wobei die Rémer die zweite Form entlehnten. Die Zahl 5
schrieben die Etrusker \/ oder A — dies war die Hilfte des Zeichens fiir die Zahl
10. Die Zahl 50, die von den Etruskern § geschrieben wurde, wandelte sich an-
fangsin L, dannin ) und schlieBlich in L um. Das romische Zeichen ,,C* fiir die
Zahl 100 entwickelte sich aus dem etruskischen Zeichen @, welches sich anfangs in
® und schlieBlich in ,,C*‘ umwandelte usw.

Es ist interessant zu bemerken, daB die Rémer neben der Addition und Sub-
traktion noch ein originelles Prinzip der ,,Division* benutzten. So ist das Zeichen
fiir die Zahl 5.die Hilfte des Zeichens fiir die Zahl 10. Deutlicher tritt dieses Prinzip
in dem nichtpositionellen Zwanziger-System der Azteken hervor. Die Zahl 400 wird

dort durch é bezeichnet, 300 = é, 200 = a und 100 = 4 .
Den Positionssyst niher stelien schon die Bezeich ysteme mit multiplika-

tiver Schreibweise. Hierzu gehort das alte chinesische System, in welchem das multi-
plikative Prinzip bereits bei den Zehnern beginnt (Tafel 2), sowie das indische
System der Kharosthi-Ziffern (Tafel 2), in welchem das multiplikative Prinzip bei
den Hundertern anfiingt, u. a. Im alt-chinesischen System wurden die Zahlen 20
oder 30, schematisch dargestellt, als 2, 10 bzw. 3, 10 geschrieben usw. Die Zahlen
100, 1000 und 10000 besaBen individuelle Bezeichnungen. Die iibrigen zusammen-
gesetzten Zahlen wurden nach einem #hnlichen Schema wie die Vielfachen von 10
bezeichnet. So wurde die Zahl 333 schematisch als 3, 100, 3, 10, 3 geschrieben. In
der einheitlichen Bezeichnung der ganzen Zehner, Hunderter usw. kann man schon
eine erste Anniherung an ein Positionssystem erblicken. Dariiber wird ausfithrlicher
in dem Paragraphen, der den Ursprung der Positionssysteme behandelt, zu sprechen
sein. Wir weisen hier nur noch darauf hin, daB auch in unserer sprachlichen Be-
zeichnungsweise das multiplikative Prinzip eine groBe Rolle spielt (zwanzig =
zwei, — zehn; dreihundert = drei, — hundert usw.).

§ 3. Die alphabetischen Bezeichnungssysteme fiir die Zahlen

Die vollkommenste Art der nicht-positionellen Systeme stellen — abgesehen von
den Systemen mit multiplikativer Schreibweise — die Systeme dar, die zur Be-
zeichnung der Zahlen irgendein Alphabet benutzten. Als Beispiele hierfiir kénnen
des ionische (alt-griechische), das slawische (kyrillische und gla.gohtlsche,, das
hebriische, das arabische und auch das georgische und ar ngs-
system dienen.

Auch das #gyptisch-hieratische Bezeichnungssystem (s. Tafel 1) ist seiner Struktur
nach mit den alpha.betmchen Bezeichnungssystemen verwandt. Es bestand schon
2000 Jahre v. u. Z. neben dem hieroglyphischen System im alten Agypten. Ange-
wendet wurde es in Wirtschafteberichten und a,nderen oiﬁzlellen Dokumenten, aber
auch in mathematischen Papyri (die beiden #ltesten bel thematischen Pa-
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pyri, der Moskauer Papyrus und der Papyrus Rhind, sind im hieratischen System
geschrieben), wihrend die Hieroglyphen — wenn man sich so ausdriicken darf — in
,,Pa.ra.defhllen“ etwa fiir Aufschriften auf Denkmilern und Obelisken, benutzt
wurden. Die hieratische Schrift entstand aus den Hieroglyphen urspriinglich durch
Verkiirzung und Verschmel inzelner Zeichen, wie das bei jeder Schnellschrift
der Fall ist, wobei die Zahlen von 1 bis 9, welche in Hieroglyphen durch einfache
‘Wiederholung des Zeichens fiir die Zahl 1 bezelchnet wurden, besondere individuelle
Zeichen erhielten. Es traten hier also erstmalig spezielle Ziffern fiir die Zahlen der
ersten Dekade auf. Solche individuelle Zeichen bildeten sich auch fiir die ganzen
Zehner von 10 bis 90, fiir die ganzen Hunderter von 100 bis 900, fir die Tausender,
Zehntausender und Hunderttausend heraus.

Hierin unterscheidet sich also das hieratische Rechensystem pl‘lnzlpl“]] vom
hieroglyphischen. Auf die Bedeutung dieses neuen B gsprinzips
man etwa Ziffernprinzip nennen kann, wies 1911 der bedeutende russische Historiker
'W. W. BoBYNIN hin.?) Unlimgst stellte CH. BOYER in einer Tafel die Entwicklung
des Ziffernprinzips (in seiner Terminologie: ciphirisation) und des Positionsprinzips
zusammen. ,,Die Emfuhrung des Zlﬁernprmzlps durch die Agypter — schreibt
BoYER — ,,stellt einen entscheidenden Schritt in der Entwicklung des Zihlens dar,
und dieser Beitrag ist in seiner Tragweite dem Beitrag der Babylonier absolut
vergleichbar, die das Positionssystem einfithrten.“?) Wie bedeutend die Rolle
des Ziffernprinzips ist, wurde schon von BoBYNIN richtig gezeigt. Hingegen ist die
Behauptung BOYERS eine starke Ubertreibung. Ein Positionssystem hat — wie wir
sehen werden — gegeniiber einem System vom Typ des hieratischen unbestreitbare
Vorteile, selbst dann, wenn im betrachteten Positionssystem die Anzahl der Ziffern
Kklein ist, wie dies bei den Babyloniern der Fall war. Immerhin stellte das Ziffern-
prinzip einen bedeutenden Fortschritt etwa im Vergleich zum hieroglyphischen
Bezeichnungsprinzip dar. Wir werden noch ausfithrlicher auf seine Vorziige zu
sprechen kommen, wenn wir die Systeme mit alphabetischen Zahlzeichen betrachten.
Denselben Typus wie das s,gypt,xsch hieratische System hatte auch das alte sing-
halesische Rechensystem. Etwa im 8. Jahrhundert v. u. Z. breitete sich in Agypten
die demotische Schrift aus, die eine Variante der hieratischen Schrift ist. In der
griechisch-rémischen Epoche war sie in Agypten allgemein verbreitet.

Ein alphabetischeg System fiir die Zahlen war wahrscheinlich erstmalig in Griechen-
land in Gebrauch. Die &ltesten bekannten Inschriften, die in einem derartigen
System geschrieben -sind, stammen aus der Mitte des 5. Jahrhunderts v. u. Z. aus
Halikarnassos in Kleinasien. In allen alphabetischen Systemen werden die Zahlen
von 1 bis 9, die ganzen Zehner und die ganzen Hunderter durch individuelle Zeichen,
und zwar durch die aufeinanderfolgenden Buchstaben eines gewissen Alphabetes
bezeichnet (Tafel 3). Im griechischen und in den slawischen Bezeichnungssystemen
wurde iiber die Buchstaben, die Zahlen bezeichnen sollten, die also als Ziffern dlenten.
ein Strich gesetzt, damit man sie von den gewdhnlichen Buchstaben unter
konnte. Alle Zahlen bis 999 wurden mittels des Additionsprinzips als Kombinationen
der siebenundzwanzig individuellen Zeichen geschrieben. Da es im gewéhnlichen
griechischen Alphabet nur 24 Buchstaben gab, wurden noch drei slte Buchstaben

)B. B. Bo6unnn, OrsuB o counnesuax H. M. By6uosa, (W. W. BopYNIN, Bemerkungen
zu den Werken N M. Bmmows), 8t. Petersburg 1911

%) Cu. Bover, Fundamental Steps in the Develop of N tion, Isis, 1944. Nr. 100,
Band 35, 8. 158.
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als Zahlzeichen verwandt: e (Digamma) fiir die Zahl 6, § (Koppa) fiir die Zahl 90
und 3 (Sampi) fiir die Zahl 900 (siehe erste Spalte der Tafel 3).
Die Zahl 444 wurde also im griechischen Bezeichnungssystem als o8 geschrieben.
Im romischen System hitte sie die Form CDXLIV und im attischen die Form
HHHHAAAAII gehabt.

Schon dieses Beispiel zeigt den unbestreitbaren Vorteil der alphabetischen Be-
zeichnungssysteme. DaB sie tajsichlich einen neuen, hoheren Typ da.rstellen, be-
weist auch der Lauf der gesehlchthchen Entwwklung Nachdem in den gr
Handelskolonien die ioni ai war, breitete sie sich auch
rasch in Attika aus. Dort verdringte sie . die gewelhte Tradition des herodianischen
Systems, so daB das ionische System auch bald von denjenigen Gebieten befiirwortet
wurde, die lange Zeit hindurch in offiziellen Dokumenten nur die Anwendung des
herodianischen Systems gestattet hatten.

Wir sehen hierin eine weitere Bestiatigung der 1 arxistischen These von der Ent-
wicklung im Kampf der Gegensiitze, von der Uniiberwindlichkeit des Neuen. Un-
geachtet aller Hindernisse, entgegen der Kraft der Tradition iiberwand das alpha-
betische System das herodianische und bre:tete sich in Attika immer weiter aus.
Nachdem es unter PTOLEMAUS in Alexandrien {iblich geworden war, verdringte es
das herodianische System giinzlich.

Eine Reihe von Historikern der Mathematik, u. a. M. CANTOR und G. HANKEL,

nehmen sogar an, dle a]phabeusche ich ise der Zahlen stelle im Ver-
gleich zur attisch einen Ruckschntt dar. Hieraus zogen sie die
SchluBfolgerung, daﬂ die Griechen, denen im al ein bedeutender Platz in

der Entwicklung der europiischen Kultur zukommt, fir die Vervollkommnung des
Bezeichnungssystems durchaus nichts geleistet hitten. Diese Answht ist indes
vollig haltlos. Die Forderungen, die ein beq B hnungssystem erfiillen
muB, sind némlich folgende: 1.) Die Zahlen miissen sich schnell und bequem schreiben
lassen; 2.) Mit den in diesem System geschriebenen Zahlen mu8 méglichst miihe-
los gerechnet werden kénnen; 3.) Das System- muB leicht erlernbar sein; 4.) Es muB
prinzipiell méglich sein, beliebig groBe Zahlen in diesem System zu schreiben. Wir
sahen, daB das ionische System die erste Forderung erfiillte, speziell ist das Schrift-

bild der Zahlen im ionischen System tlich kiirzer als im attischen System.
Unm f llen, ob Rech im ionisch Syst.em miihsam sind, eignete sich
der fr ische Mathematik-Historiker P. TANNERY im Jahre 1882 die ionische

Bezeichnungsweise an und fiihrte mit ihrer Hilfe die Rechnungen durch, die in der
,,Krelsmessung des ARCHIMEDES unumginglich sind. Er gewann dabei die Uber-

daB im ionischen System praktische Vorteile verborgen liegen, von welchen
man friher kaum etwas vermuten konnte. Er stellte ferner fest, daB in diesem
System die Rechenoperationen nicht viel linger sind als unsere nach modernen
Rechenschemata ausgefithrten. Dieser Meinung P. TANNERYS schlieBt sich auch
T. CHiss an. In der oben erwihnten Arbeit entwickelt BoYER hi den Ge-
danken, daB die leichte Ausfithrbarkeit der Rechnungen weniger eine Folge des
Positionsprinzips als des benutzten Rechenschemas ist. Fiir nicht zu groBe Zahlen
ist das im gewissen Sinne richtig. Es ist jedoch zu bemerken, daB die modernen
Multiplikations- und Divisionsschemata selbst auf dem Positionsprinzip der Zahl-
darstellung beruhen, d. h., dabei wird in irgendeiner Form dasselbe Positionsprinzip
benutzt wie auch in unserer Bezeichnung.
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Auch die Tatsache, daB sich die Griechen an Stelle unserer 10 Ziffern 27 Zeichen
zu merken hatten, kann nicht als wesentlicher Mangel des alphabetischen Systems
gelten, da erstens diese Einprigung nur einmal vorgenommen werden muBte und

fir die Zahlen keine tlich neuen Zeich emgefuhrt wurden. Ihre
Bezeichnungen priigten sich zusammen mit dem Alphabet ein.

Gegen die alphabetischen Systeme erhob M. CANTOR noch den folgenden Einwand :
Im Dezimal-System folgt aus 2 43 =5 sofort, daB auch 20 + 30 =50 ist.
Hingegen ist etwa im ionischen System nicht zu sehen, daB aus § + ¢ = & sofort
% - A = # folgt. Daraus ergibt sich nach seiner Meinung, da8 die Griechen sich viel
mehr Sonderfiille der Addition und Multiplikation zu merken hatten als wir. Hierzu
ist zu bemerken, daB der ProzeB des Zihlens sich ja nicht nur auf Zeichen, sondern
auch auf Worte erstreckt.!) Wenn wir z. B. das Einmaleins lernen, priigen wir uns
nicht ein, daB das Zeichen ,,2*, verbunden durch das Zeichen fiir die Multiplikation
mit dem Zeichen ,,3*, das Zeichen ,,6* ergibt, sondern wir lernen diese Operation in
Worten: ,,zwei mal drei ist sechs”, was wir notfalls in Zeichen iibersetzen kénnen.
Nun war aber bei den Griechen die miindliche Bezelchnung der Zahlen auch nicht
schwieriger als die unsnge, deshalb konnten sie infach wie wir aus ,,zwei
mal drei gleich sechs auf ,,zwanzig mal dreiBig gleich sechshundert‘ schlieBen.

Fir verhiltnismiBig kleine Zahlen war also das alphabetische System sowohl
hinsichtlich der Schreibweise der Zahlen als auch hinsichtlich des Rech einem
Positionssystem so gut wie gleichwertig. Hingegen konnte man in einem alpha-
betischen System hinreichend groBe Zahlen zuniichst nicht niederschreiben. Zu
diesem Zweck wurde zu den bisher geschilderten Bezeichnungsprinzipien ein neues
Prinzip hinzugefiigt.

Die Versuche, in einem alphabetischen System auch Zahlen zu schreiben, die
groBer als 1000 sind, fithrten zu Bezelchnungen, die man a.ls Keune eines Positions-

systems ansehen kann. So verwandt.e man in Griech d zur Bezeich der
T der dieselben B gen wie fiir die Einer, nur daB man zur Unter-
scheidung links unten einen kleinen Strich heransetzte (s. Tafel 3):

&a=1, 2=1000, ..., 6 =9, § =9000

Mit Hilfe der Buchstaben, die links unten mit einem Strich versehen waren, konnten

L
die Grieche’n alle Zahlen bis 9999 ausdriicken. Die Zahl 10000 wurde durch M be-
zeichnet; M bedeutete 20000 usw. Hierbei wurde also achon das Multiplikations-

2
prinzip benutzt. An Stelle von M schrieb man auch ™ oder Mf. Im prsten Falle
setzte man auch héufig fiir das M einfach einen Punkt hinter den entsprechenden
Buchstaben; dann wurde z. B. die Zahl 43458 folgendermaBen geschrieben: d.,yv»).
Diese letzte Schreibweise, die u. a. von DIOPHANT benutzt wurde, kam einem Po-
sitionsprinzip am néchsten.

Die groBte Zahl, die man mit Hilfe des ionischen Systems ausdriicken konnte,
war 108 — 1. Wenngleich es den Anschein hat, als ob mit der alphabetischen Schreib-
weise schon der Gedanke aufgekommen ist, den Wert einer Ziffer nicht nur durch
ihre Form, sondern auch durch ihre Stellung im Schriftbild einer Zahl auszudriicken,
o stellen doch die alphabetischen Systeme nicht den Anfang der Positionssysteme

WM. f. Burogoxnil, Apupnernxa u anreGpa B npepnen unpe, (M. J. WyaoDski, Arithmetik
und Algebra im Altertnm), Moskau-Leningrad 1941, Beite 184.
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dar. Nur die beiden groSSten Mathematiker des Altertums, ARCHIMEDES (287—212)
und APOLLONTUS (265 *—170), kamen dem eigentlichen Sinn eines Positionssystems
recht nahe. So stellle ARCHIMEDES in seiner ,,Sandrechnung® eine Zihlung in
,,Oktaven‘* auf. Alle Zahlen von 1 bis 108—1 wurden in der ersten Oktave vereinigt.
Die Zahl 108 wurde als neue Zahleinheit genommen. Die Zahlen von 10° bis 10'¢—1
bildeten dann die zweite Oktave usw. Dabei wurden die Zahlen der zweiten, dritten
und folgenden Oktaven genauso wie die Zahlen der ersten Oktave bezeichnet.
Eine dhnliche Gruppierung gab APOLLONIUS in seinem ,,Schnellzéhler, der uns
bedauerlicherweise nicht erhalten geblieben ist. Er benutzte an Stelle der Oktaven
Quarten (10%). Alle Zahlen von 1 bis 10%—1 wurden in der ersten Quarte ver-
einigt; die Zahlen von 10* bis 108—1 bildeten die zweite Quarte usw.?).

Dennoch gelangte weder ARCHIMEDES noch APOLLONIUS zu einer einheitlichen
positionsméBigen Bezeichnung aller Zahlen mit Hilfe von zehn Zeichen (etwa der
ersten zehn Buchstaben des Alphabets) und noch weniger zur Einfithrung der Null.

Dieser Umstand 148t sich— wie auch M. J. WYGODSKI erwihnt — dadurch erkliren,
daB das ,jionische Bezeichnungssystem innerhalb des Zahlbereiches, in welchem die
griechischen Mathematiker zu operieren hatten, den Anforderungen der Praxis
vollstiindig geniigte“.?) Aus diesem Grunde énderten die Griechen ihr Be-
zeichnungssystem fiir die ganzen Zahlen auch dann noch nicht ab, als sie schon
ihre Briiche mit Hilfe des von den Babyloniern iibernommenen Sexagesimal-
systems bezeichneten, wobei auch fiir die Zahl Null ein Zeichen benutzt wurde.
Man kann dies auch so erkliren, daB das Positionssystem, welches bekanntlich
schon lange vor MAXIMUS PLANUDES (13. Jahrhundert) in Byzanz aufgestellt worden
war, dort noch nicht geniigend Verbreitung gefunden hatte und die alphabetische
Bezeichnung allgemein gebriuchlich blieb.

Spuren der alphabetischen Bezeichnung der Zahlen er sich bis in die Gegen-
wart. Wir numerieren héufig mit Hilfe des Alphabets die ,,Punkte eines Vor-
trages, einer Resolution usw., dhnlich wie damals die vierundzwanzig Lieder der
»Iliade* durchnumeriert wurden. Jedoch wird bei uns diese alphabetische Be-
zeichnung nur fiir die Ordinalzablen benutzt. Die Grund- oder Kardinalzahlen
werden grundsitzlich nicht durch Buchstaben bezeichnet. Erst recht operieren
wir nicht mit Zahlen, die im alphabetischen System geschrieben sind.

Auch im alten RuBland wurden die Zahlen mit Hilfe des Alphabets bezeichnet.
Die Bezeichnung mittels der slawischen Alphabete kam etwa im 10. Jahrhundert
u. Z. auf. Die Einfilhrung einer solchen Bezeichnung wird bereits dem Be-
griinder des slawischen Alphabets, KYRILLUS (gestorben 869), zugeschrieben. Dieses
Bezeichnungssystem der Zahlen war nach dem Muster des ionischen Systems auf-
gebaut, wie es ehemals bei den Byzantinern in Gebrauch war. Insbesondere dienten
nur jene Buchstaben des kyrillischen Alphabets als Zahlzeichen, die einem gewissen
Buchstaben des griechischen Alphabets entsprachen. So bezeichnete z. B. der zweite
Buchstabe des kyrillischen Alphabets, ,,Buki” ( | ), keine Zahl (s. Tafel 3). Die
Zahl 2 wurde durch den Buchstaben ,,Wedi* ( 4 ) bezeichnet, der dem Buchstaben

hielt

1) Ein.ahnliches Prinzip wird auch in dem von APoLLoNIUS eingefiihrten Multiplikations-
h g det, das heuti; vollig analog ist. Die Multiplikation zweier
Zahlen, die ein Vielfaches von zehn oder hundert sind, wurde dort so ausgefihrt, daB man
sie auf die Multiplikation ihrer ,,Wurzeln*, d. h. auf die Multiplikation der Zahlen zurack-
fiihrte, die die Anzahl der Zehner oder Hunderter in ihnen ausdriicken.
%) Vgl. Anmerkung 1 auf 8. 25: loc. cit. 8. 192.
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des griechischen Alphabets entsprach, wihrend ,,Buki‘ kein Urbild im griechischen
Alphabet hatte. Der Buchstabe ,,Fita* (), der im kyrillischen Alphabet an vor-
letzter Stelle stand, bezeichnete die Zahl 9, weil er niémlich dem griechischen Buch-
staben 6 entsprach, der im ionischen System die Zahl 9 bezeichnete. Bei dem zweiten
slawischen Alphabet, das zur Bezeichnung der Zahlen verwendet wurde — dem
glagolitischen Alphabet —, finden wir diese Besonderheit nicht.!) Hier wurden die
Zahlen in streng alphabetischer Reihenfolge bezeichnet. In beiden Systemen wurden
im Text die Buchstaben oder Buchstabenverbindungen, die Zahlen bezeichnen
sollten, durch ein dariiber gesetztes wa (Abkiirzungszeichen in derslawischen Kirchen-
schrift) kenntlich ht. In den west opiischen Lindern wurden wahrend
dieser Zeit und auch spéter ausschlieBlich die rémischen Zahlzeichen benutzt, die
einem pnmmveren Bezeichnungssystem entsprechen.

Zur Bezeichnung der T: der wurden im kyrillischen System dieselben Buch-
staben benutzt wne fiir die Einer, nur setzte man lmks unten an sie das Zeichen #.

In den slawischen Sprachen bildeten sich zwei Syst bei der B der
héheren Dezimalordnungen heraus: die Benennung als kleine Zahl, die bis 108
reichte, und die Benennung als groBe Zahl oder als groBe slawische Zahl, die Zahlen
bis 104 oder 10*° bzw. - sogar bis 10% erfaBte (,,mehr als der menschliche Verstand
fassen kann“) Dabei bezeichneten ein und dieselben Worter in beiden Systemen
ver hl So bedeutete eine ,,U: ge” im kleinen System die Zahl
10000, hmgegen im groBen Syster: eine Million. Eine ,,Legion’ war im ersten
System gleioh 10 Unmengen, also 100000, im zweiten eine Unmenge Unmengen,
also 10'%; eine ,,Leoder“ bestand im ersten System aus 10 Legionen, war also eine
Million, d&gegen im groBen System aus einer Legion Legxoneu (10“) Die weitere
Ziéhlung ging iiber zehn, hundert usw. Leoder bis zu hund d U
Legionen Leoder (1047). Als néchste Einheit diente eine Leoder Leoder (10%9), “die
auch , Krahe genannt wurde. Die Zahl 10%° nannte man mitunter ,,Spiel®.

Aus einer handschriftlichen Grammatik aus dem 17. Jahrhundert sind uns auch
die alten Zifferr fiir die Einheiten hoherer Ordnung, die ,,groBen slowenischen
Ziffern“, bekannt. Waren die Buchstaben des Alpha.bets die die Zahlen vonm

hnet,

1 bis 9 bezelchneten, mit einem Kreis O geben, so i sie die ent-
sprechende Anzahl von Unmengen, entsprechend dlente ein Kreis aus Punkten ()
zur K ichnung von Legi und ein Kreis aus Strichen 0 zur Bezeichnung
von Leoder. Das Zexchen m diente zur Bezeichnung einer Kriihe und das Zeichen T
zur Bezeichnung eines Spiels. %)

Zweifelsohne sind die belden Bezeichnungssysteme, die uns aus Hs.ndsohnften
des 17. Jahrhunderts bekannt sind, bedeutend friiher entstanden. In den r 1
muthemutmohen Handschriften des 17. Jahrhunderts wurde, nachdem das alpha-
betisch ystem verdriingt war, bereits unser heutiges verwendet. Mit
dem alphabetischen Bezelohnungssystem verschwanden auch die oben angegebenen
Namen fiir die héheren Dezimalordnungen.

1) Das glagolitische Alphabet ist eines der slawischen Alphabete. Seine Herkunft ist bis heute
noch nicht vollstandig geklirt. Man kann annehmen, daB du ghgoht:sohe Alphabet ein

Vorlaufer des kyrillischen ist. Uber frithere sl ist nichts Zu.
verlassiges bekannt.

%) B. B. Bo6uunH, Oueprn P ¢ TeMa' X B Poconn
(W.W. Bonrm, Skizzen zur Entwicklungsgeschichte der physikalisch-math isch

Wissenschaften in RuBland), 1. Aufl., Moskau 1886, Seite 45—47.
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Auch in Westeuropa besaBen die Zahlworter lange Zeit hindurch eine doppelte
Bedeutung, die davon abhiingig war, in welchem System man die Zahlen be-
trachtete. Das Wort ,Million‘* z. B. wurde zuerst im 14. Jahrhundert in Italien
zur Bezeichnung der ,,groBen Tausend*, das ist 10002, eingefithrt. Urspriinglich
diente es wahrscheinlich zur Bezeichnung eines konkreten MaBes von Fissern
mit Gold. Im 15.und 16. Jahrhundert breitete sich dieses Wort auch in den
anderen europiischen Lindern aus. Der franzosische Mathematiker NicoLas
CHUQUET fiihrte um 1500 die Worte ,,Billion*, ,,Trillion*, ,,Quadrillion, ...,
,»Nonillion als Benennung fiir die Potenzen der Million: 10000002, 10000003,
10000004, . .., 1000000° ein. In Frankreich wurden daneben die Zahlen ungefihr
in der Mitte des 17. Jahrhunderts in Perioden zu je drei Ziffern geteilt. Dabei
erhielt das Wort ,,Billion‘ die Bedeutung von 10° an Stelle von 10000002 = 102
frither. Die Worte ,,Trillion®, Qua,dnlhon“ usw. bedeuteten entsprechend 102
10'5, .... Jedoch bezeichnen in England, Deutschland und anderen nord-,
europiischen Lindern auch heute noch diese Worte die Zahlen 1012, 1018, 1024, . . ..

§ 4. Stellen- oder Positionssysteme

Das #lteste uns bek Bezeichnungssystem, das nach dem Stellen- oder Positions-

prinzip aufgebaut war, ist das Sexs,geslma.lsystem des alten Babylonien, welches

annihernd 2000 Jahre v. u. Z.aufkam. Die Babylonier schrieben alle Zahlen mit

Zahlwert 1 und einem ,,Winkelhaken* ¢, mit

W dem Zahlwert 10. Die Zahlen bis 60 wurden als

5 Folgen aus diesen beiden Zeichen geschrieben,

@adefw dem sich z. B. auch das iigyptische Bezeichnungs-

w system aufbaute. Die Zahl 32 besaB dement-
sprechend folgende Darstellung: {{ (Y.

WOdepm %S‘w’e’. rechts, wobei stets zuerst die Zehner und da-

hinter die Einer gesetzt wurden. Waren in einer

Zahl mindestens vier Einer oder Zehner ent-

Hilfe zweier Zeichen, einem ,,Keil* 'mlt dem
oder
v R
und zwar nach demselben additiven Prinzip, auf
Geschrieben wurden die Zahlen von links nach
<<< 4/ é halten, so verband man die entsprechenden
<< Zeichen zu einer zusammenhiingenden Gruppe
50

(Abb. 2).
Dle Za.hl 60 wu.rde wiederum durch das
Abb. 2 Z sie bildete also eine Ein-
heit hoherer Ordmmg Fur die Zahlen von
60 bis 3600—1, die Vielfache von 60 sind, wurden dieselb wie

fir die Zahlen von 1 bis 69 benutzt, wobei jetzt jedes emzelne Zeichen den
sechzigfachen Wert hatte. Also wurde z. B. die Zahl 82 folgendermaBen ge-
schrieben: J{ (V.

Diese Zeichenverbindung konnte aber auch 12 % 2 oder 82 - 60, allgemein 82 - 601*,
bedeuten. Daritber hinaus bezeichnete sie aber auch die Zahl 602 + 22, allgemein
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jede Zahl der Form 60+* 4 22 - 60+ usw. Die Positionsschreibweise im Sexagesimal-
system hatte also keinen absoluten Churakter Der wirkliche Wert einer
geschriebenen Zahl muBte aus dem Z; den. Dieser
nicht-absolute Charakter der Schreibweise ist durch das Fehlen eines Zeichens far
die Null bedingt.

Das Fehlen der Null war in den Anfingen der Entwicklung des Sexagesimal-
systems, als man nur mit verhéltnismiBig kleinen Zahlen zu operieren hatte, sicher
nicht so fithlbar, wie es uns heute anmutet. Man uberlegt sich leicht, daB zur ein-
deutigen Darstellung der Zahlen von 1 bis 3600 im babylomschen Za.hlsyatem die
Null nur 59mal erforderlich wire. In unserem heutigen Di
wir zum gleichen Zweck die Null 917mal. Rechnet man jedoch “mit Zahlen,
groBer als 3600 sind, so wiichst im babylonischen System das Bediirfnis nach der
Null erheblich. Daher ist es nicht verwunderlich, daB sich in spidteren Texten,
in welchen die Babylonier auf Grund der Anforderungen der Praxis — vor allem
der Astronomie — schon mit bedeutend gréBeren Zahlen operierten, Trennungs-
zeichen % finden. Diese dienten zur Kennzeichnung der Liicken in der sexa-
gesimalen Entwicklung der betrwhteten Zahl 1) Der absolute Wert der Zahl muBte
indes immer noch dem Z werden, da Trennungszeichen
niemals am Ende einer geschriebenen Zahl verwendet wurden.

Das Ziffernsystem der Babylonier unterscheidet sich also von unserem heutigen
dezimalen Positionssystem (wenn wir einmal vom Unterschied der Basen 60 bzw.
10 absehen) in den beiden folgenden Punkten:

1.) Bei den Babyloniern war das Positionsprinzip nicht vollkommen ausgebaut.

2.) Die Positionsschreibweise der Babylonier hatte wegen des Fehlens der Null

keinen absoluten Charakter.

Das Sexagesimalsystem der Babylonier spielte in der Mathematik und in der
Astronomie eine groSe Rolle. Spuren dieses Systems lassen sich bis in unsere
Zeit verfolgen. So teilen wir noch heute die Stunde in 60 Minuten, die Minute in
60 Sekunden usw. Ebenso teilen wir — wie ehemals die Babylonier — den Kreis
in 360 Grade.

Die Frage nach der Herkunft dieses ersten Positionssystems hat viele Jahre hin-
durch das Interesse der Wlssenscha.ftler erregt. Es gibt eine ganze Reihe einander
widersprechender Hyp. , die das Aufl dieses Systems erkliren wollen.

So nehm M. CANTOR anfanghch an, daB die Sumerer (Urbewohner des Euphrat-
tals) das Jahr in 360 Tage und Néchte teilten und daher das Sexagesimalsystem
astronomischen Ursprungs sei. Nun ist aber in allen uns erhalten gebliebenen
Texten aus dem alten Babylonien nur von Sonnenjahren zu 365 Tagen und Mond-
jahren zu 354 oder 355 Tagen die Rede. Diese Tatsache wie auch andere Bemerkungen
der Kritiker veranlaBten CANTOR, seine Hypothese spiter zuriickzunehmen.

Nach einer Hypothese von G. KEWrTscH lebten im Euphrattal zwei Volker,
von denen das eine ein Dezimalsystem, das andere ein System mit der Basis 6
besaB (die Basis 6 leitet KEWITSCH aus der Fingerrechnung ab, wobei er annimmt,
daB die geballte Faust die Zahl 6 bezeichnet). Durch Verschmelzung beider Syst:
soll dann die ,,KompromiB“-Basis 60 entstanden sein. Oder nach E. LOFFLER:

»Durch ihre Veranlagung zur Spekulation beschiftigten sich die sumerischen

1) Die llteaten bahnnte: Tex}e, in denen du Tzrennunglmwhen verwendet wurde, stammen
aus (6 u. Z.)
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Priester schon in einer sehr frithen Zeit mit Zahlenspielen. Dabei bemerkten sie,
daB unter allen Zahlen unterhalb 100 die Zahl 60 die groSte Anzahl von kleinen
Teilern, wie 2, 3, 4, 5, 6, besitzt. Diese Entdeckung regte sie dazu an, fiir wissen-
schaftliche Zwecke ein System mit der Basis 60 zu schaffen.”?)

Alle diese Hypothesen sind vollig unhistorisch, man konnte ihre Anzahl nach
Belieben vermehren?). Die zuletzt genannte Hypothese ist sogar antihistorisch,
da die Zahlensysteme niemals und nirgends — weder von Gelehrten noch von
irgendeiner anderen Klasse und erst recht nicht von Priestern — , fiir wissenschaft-
liche Zwecke* geschaffen worden sind. Die Zahlensysteme sind stets das Resultat
einer langwierigen historischen Entwicklung gewesen, das Resultat des Schaffens
einiger oder aller Volker.

Glaubwiirdiger ist eine von O. NEUGEBAUER?) im Jahre 1927 dargelegte Hypothese
iiber die Herkunft der Basis 60 und des babylonischen Positionssystems. lhr liegen
u. a. folgende wesentliche Fakten zugrunde:

1.) Im vierten Jahrtausend v.u.Z:hatten die Sumerer ein nicht-positionelles
Dezimalsystem mit individuellen Bezeichnungen fiir die Zahlen 1, 10 und 100.
Dabei bedeutete das Wort fiir die Zahl 100 (,;meu”) gleichzeitig eine unbestimmte
Anzahl. In dieser Beziehung hatten also die Sumerer ungefiihr dasselbe Bezeichnungs-

system wie zur gleichen Zeit die Agypter, nur war es noch duBerst unentwickelt.
1

Daneben hatten die Sumerer Individualbezeichnungen fiir die Briiche 3 % und ; .

2.) In der letzten, dem Auftreten der mathematischen Texte vorangehenden Bliite-
zeit der sumerischen Kultur trat eine neue individuelle Zahl auf: 60. Sie wurde
durch dasselbe Zeichen wie die Zahl 1 bezeichnet, aber mit einem deutlich gréBeren
Zahlzeichen als die gewdhnlichen Einheiten. In dieser Entwicklungsperiode wurde
das Ziffernsystem sexagesimal, obwohl sich in ihm noch ein individuelles Zeichen
fiir die Zahl 100 findet. Hingegen war das System noch deutlich nicht-positionell.
Dieses System besaB eine dem igyptischen Hieroglyphensystem analoge Struktur,
nur waren in Agypten 1, 10 und 100 Knotenzahlen, wihrend es in Babylonien 1, 10
und 60 waren. Natiirlich gab es noch keine Trennungszeichen; sie waren ja auch
noch nicht nétig, da die Knotenzahlen absolute Bezeichnungen besaBen.

3.) Im folgenden wird die Zahl 60 durch dasselbe Zeichen bezeichnet wie die Zahl 1
und das einheitliche Bezeichnungsprinzip auch auf die Briiche ausgedehnt. Jedoch
erhielten sich noch lange Zeit hindurch die individuellen Bezeichnungen fiir

die Briiche % , -:1; ,und ; .
Zur Erklirung dieser Fakten betrachtet NECGEBAUER das babylonische MaB-

system. Insbesondere wendet er seine Aufmerksamkeit den GewichtsmaBen zu,
da diese hier — wie fast iiberall — die Grundlage fiir das Geldwesen bildeten.

NE. Jleddaep, Linppu n undpoprie cicremsl KyJbTYPHEIX HAPOJOB B APEBHOCTH ¥ B HOBOE
ppema, (E. LOFFLER, Ziffern und Ziffernsysteme der Kulturvélker im Altertum und in der
Neuzeit), Odessa 1913, Seite 33.( Vgl. auch Archiv Math. Phys. 17 (1911), S. 135. Anm.

g&‘\tg aftl. Red.)

che d erkung von I. J. TimTscEENKO in @. Kanskops, Mcropua anementapuoit

M ami3 F. Cajori, A History of Mathematics, 2. Aufl., New York 1938), Odessa 1918,
3

fehe (hg:wa BAUER, Vorl iiber Geschichte der antiken mathematischen Wissen-

2

schaften, Band'la Vorgriechische Mathematik, Berlin 1934, S. 93—110.
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NEUGEBAUER kommt zu der Uberzeugung, daB bei den beiden Bevilkerungs-
ten des Stromgebietes von Euphrat und Tigris, den Sumerern und den
Aklmdem (semitische Volkergruppe, die spiiter das sumerische Bevélkerungselement
génzlich verdringte), tichst zwei verschied Gewichtssysteme in Gebrauch
waren. Die Grundeinheit des einen Systems war der Schekel (Sekel), die des anderen

die Mine. Die Reihe der MaBzahlen fiir diese Einheiten begann mit §
1, ..., 10

Belde Systeme waren urspriinglich Dezimalsysteme. Eine Umrechnungszahl
zwischen Schekel und Mine gab es anfangs nicht. Die MaBsySteme existierten
unabhiingig nebeneinander, und zwar wurde das eine System fiir kleine Gewichte,
das andere ﬁlr groBe Gewichte benutzt. Die Entstehung eines zentralisierten baby-

mit einheitlichem Wirtschaftssystem machte verhaltnisméBig frith-

:213»

zeitig eine Normierung des Geld-Gewichts-Systems not . Bei der Aneinand
fiigung der Gruppe der kleineren Gewichte und der der groBen Gewwhte waren
naturgeméB Beziehungen aufzustellen, die die Bruchteile (also E,gund —) der

groBen Einheit, der Mine, in ganze Vielfache der kleinen Einheit, des Schekels,
ﬁberfuhrten Nach der Memung NEUGEBA‘UERB wurden die Bruchteile der Mine

n des Schekel tzt, so daB auf diese Weise das Verhiltnis
zwlschen dem Schekel und der Mine auf 1: 60 festgesetzt wurde (dieses Verhiltnis
diirfte auch ungefihr dem Verhaltnis der urspriinglichen Gewichte entsprochen
haben).

Da anfangs kleine und groBe Einheiten in der Schreibweise entweder durch die
GréBe der Zahlzeichen oder durch explizite Angabe der Einheit unterschieden
wurden, war die Bezeichnung zunichst absolut.

Im Laufe der Zeit breitete sich die Zahlenskala der Gewichte auch in anderen
Gebieten aus. Hier hatte es nun keinen Sinn mehr, hinter die MaBzahlen die Be-
zeichnung eines Gewichtes zu setzen. Von diesem Gesichtspunkt aus erscheint die
Positionsbezeichnung als ,nichts anderes als der Verzicht auf die ausdriickliche
N g der MaBeinheiten. Dieser ProzeB verlief im Anfang vollig unbewuBt.
Es ist sonst nicht zu erkliren, warum nicht von vornherein die fehlenden Trennungs-
zeichen eingefiihrt worden sind. Die Tatsache, daB in alten Texten derartige Tren-
nungszeichen fehlen, beweist vielmehr, ,,daB man zunichst trotz der formal gleichen
Zahlzeichen immer noch bei den einzelnen Stufen an die konkrete MaBbezeichnung
dachte®.1)

Denselben ProzeB k& wir iibrigens auch in fast allen beutigen Sprachen
beobachten. So sagen wir statt ,,2 Mark 20 Pfennige* fast immes-,,zwei, zwanzig".
Die Di i der einzel GréBen wird hinzugedacht.?)

Die Trennungszeichen fiir innere ausfallende Stellen tauchten erst in dem Augen-
blick auf, als das sexagesimale Positionssystem bewuBt zu einem mathematischen
System ausgestaltet worden war. Dieses spiite Stadium der Entwicklung findet
seinen Ausdruck nur in rein mathematischen Texten und erscheint damit als Voll-

dung des nicht-absoluten sexagesimalen Positionssyst der Babylonier.

)

‘; Vgl. O. NEUGEBAUER, a. a. O., S. 108.
1) Vgl. M. J. WYGODSKI, 8. a. 0., 8. 69.
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Nwh der dn.rgelegt.en Hypothese smd also bei der Entstehung des babylonisch
Hauptetapp wesentlich gewesen:

l) Dm Emfuhnmg einer zahlenmiBigen Beziehung zwischen zwei unabhingig
d. va 1)

nder besteh

ey

2.) Der Verzicht auf eine explizite Angabe der MaBeinheiten.

NEUGEBAUER nimmt an, daB dies ganz allgemein die Etappen sind, die bei der
geschichtlichen Entwicklung der Positionssysteme durchlaufen wurden: ,,So er-

heint also das sexagesimale Positionssystem der mathematischen Texte als ganz
naturgemiiBes Endprodukt einer langen Entwicklung, die in prinzipieller Hinsicht
gar nicht ausgezeichnet ist vor analogen Prozessen in anderen Kulturen.“ Allein
auf einen giinstigen Umstand ist es zuriickzufithren, daB ein solches System zuerst
in Babylonien geschaffen wurde, némlich den, ,,daB die Normierung des Geld-
Gewichts-Systems in so eine frithe Entwicklungsphase fillt, daB einerseits die
auch im Babylonischen vorliegende, urspriinglich dezimale Struktur die Hundert
noch nicht wesentlich iiberschritten hatte und andererseits die natiirlichen Bruch-

teile auch noch auf die kleine Gruppe 3 3 3 2 peschréinks waren‘‘?), wihrend kem-

pliziertere Rechenprozesse sich noch nicht hemusgeblldet hatten.

Es ist interessant, an der dargelegten Hypothese zu verfolgen, wie ihr Verfasser
den EntwicklungsprozeB des sexagesimalen Positionssystems mit der Entwicklung
der gesellschaftlichen Ok ie, des MaBsystems, der Geldwirtschaft u. dgl. m. zu
verknﬁpien sucht. Jedoch kann man deshalb diese Hypothese noch nicht als
feststehende Theorie hen. M. J. WycoDsKl, der diese Hypothese im groSen
und ganzen befiirwortet, zeigte, daB in ihr durchaus noch ,,hypothetische Elemente
enthalten sind: Die Annahme iiber die Einfilhrung der Geld-Gewichts-Aquivalente
ist bisher durch keinen positiven Beweis bestiitigt worden.”‘%) Eine Reihe weiterer
Einwiinde gegen diese Hypothese brachte I. N. WESSELOWSKI?) in einem Referat
vor (z. B. das Vorhandensein einer groBen Anzahl nicht-positioneller Nieder-
schriften in der Handelskorrespondenz aus der Zeit nach HAMMURABI, das mit
der Annahme iiber die Entstehung des Positionssyst aus dem Geld-Gewichts-
Magsyst hlecht iibereinsti ). Der Orientalist F. THUREAU-DANGIN glaubte
annehmen zu diirfen, daB — entgegen der Meinung NEUGEBAUERs — dem Auf-
treten des sexagesimalen Systems in der Metrologie das sexagesimale Zihlen voran-
gegangen sei. Jedenfalls fehlt uns bis heute eine allgemeingtiltige Erklirung fir
die Herkunft des babylonischen Systems.

Auf alle Fille war das Auftreten der positionellen Zahlenbezeichnung einer der
wichtigsten Marksteine der Kulturgeschichte. Dieses Auftreten kann keinesfalls

1) DaB im betrachteten Fall diese beiden MaBsysteme urspriinglich bei zwei verachiedenen
Volkern (Sumerern und Akkadern) in Gebrauch waren, ist hier nicht wesentlich.
2) 0. NEUGEBAUER, a. a. 0., S. 109.
3) M. J. WYGODSKI, a. a. 0., S. 69—70.
4L N. WasssLOWSKI fihrt die Basis 60 auf das Zahlen mit den Fingern und Gelenken der
Hand und das Positionsprinzip auf die Verwendung des Abakus zuriick, auf die wir weiter
unten zu sprechen kommen. Auch I. J. TIMTSCEENRO lieB gelten, da’ die »Sexagesimal-
von der F eines Zahlens an den Fingern der rechten Hand auf die Ge-
lenke der rechten und linken Hand und in umgekehrter Richtung zuriick herriihrte", lieB
iedoch auch als M3glichkeit zu, da8 sie awh als Kombination aus einem Vierer- und einem
ystem (wie es z. B. in B wurde) entwickelt hat. (Vgl. seine Be-
merkung in der russischen Ubersetzung des Buches von F. CaJor1.)
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ein Zufall gewesen sein. Als Bestitigung hierfiir dient die zu verschiedenen Zeiten
und unabhiingig voneinander verlaufene Entwicklung eines Positionssystems bei

igstens drei verschied Volkern: 1.) Bei den Babyloniern im Zweistromtal
des E Euphrat und Tigris — mehr als 2000 Jahre v. u. Z,, 2.) zu Beginn unserer
Zeitrechnung beim Volke der Maya, den damaligen Bewohnem der Halbinsel
Yukatan in Mittel ika, und 3.) im 8. bis 9. Jahrhundert u. Z. in Indien.

Die Bliitezeit der Maya-Kultur fillt in das 6. bis 13. Jahrhundert -unserer Zeit-
rechnung. Zu dieser Zeit benutzten die Maya zwei verschiedene bysteme der Za.hlen-
schrift: 1.) Ein System vom Typ des hgyptxschen ich gssy N im
"‘o’ hen Leben benutzt wurde, und 2.) ein absolutes Positi tem, welch
hauptsichlich fir Kalenderber gen verwendet wurde. Chn.raktemtlsch fiir
das zweite Sy ist das Vorhandensein der Null. Als Zeichen fiir sie diente das
Bild eines halbgeschlossenen Auges. Die Basis dieses Positionssystems war die
Zahl 20, obwohl auch starke Spuren eines Fiinfer-Systems vorhanden waren. Die
Zeichen fiir die ersten hn Zahlen waren Kombinati aus dem Zeich
fiir die Zahl 1, einem Punkt (), und d:m Zeichen fiir die Zahl 5, einem Strich (—).
So wurden z. B. geschrieben:

sees
.

. er  eeee Cr — —
1 2 4 8 1 11 19

Die Einheit der niichsten Stelle — , Uinalz*, d. h. ,,20 Tage* genannt —
die Zahl 20. Sie wurde durch dasselbe Zeichen wie die Zahl 1 bezeichnet, unter das
aber zur Unterscheidung das Zeichen fiir die Null geschrieben wurde. Die Einheit
der niichsten Stelle bildeten nun nicht 20, sondern nur 18 Uinalz, die ein ,,Tun*
(360 Tage) genannt wurde. -Dies ist die einzi ichung von der Z ger-
Basis des Systems der Maya. Diese Um'egelmﬁBxgkelt erklirt sich daraus, daB
das Jahr bei den Maya in 18 Monate zu je 20 Tagen und gesondert 5 Tage eingeteilt
wurde. 20 Tun ergaben ein ,,Katun‘ oder 7200 Tage, 20 Katun bildeten die Einheit
der fiinften Stelle, das ,,Zikel”, und schlieBlich stellten 20 Zikel ein ,,groBes Zikel‘
oder 2880000. Tage dar. Das System der Maya hatte also die Stelleneinheiten
1, 20, 20 - 18, 20%- 18, 20°- 18,

Bei ihren kalendarischen und chr- logi: Ber gen operierten die Maya
bereits mit sehr groBen Zahlen. Die gréBte Zahl, die man in lhren Texten gefunden
hat, ist 12489781, Thr Schriftbild hatte (schematisch) folg,

>

12 489 781
12489781 = 4 (18 - 20%) + 6 (18 - 20%) - 14 (18 - 20%) +13 (18- 20) +15-20 + 1.
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Als Vorlidufer unseres heutigen Bezeichnungssystems kénnen wir wahrscheinlich
das indische System ansehen. " Bedauerlicherweise ist uns nur sehr wenig dariiber
bekannt, wie und wann das indische Positionssystem entstand. Die Untersuchungen
hiertiber waren schon deshalb sehr miithsam, weil eine groBe Anzahl gefilschter
Schriften auftauchte. So erwiesen sich von 17 alten Textstellen, die die Positions-
schreibweise enthielten, nur zwei als echt.

Vor der Entstehung des Positionssystems wurden in verschiedenen Teilen Indiens
die sogenannten Ziffern Kharosthi benutzt, die die ilteste bekannte Art von indischen
Zahlzeichen sind. Man fand sie im Gebiet dstlich von Afghanistan und im Nord-
Pandschab. Niedergeschrieben wurden sie vermutlich im 3. bis 1. Jahrhundert vor
der Zeitwende. Bei den Ziffern Kharosthi handelte es sich um ein nicht-
positionelles Dezimalsystem mit Individualzeichen fiir die Zahlen 1, 4, 10, 20 und 100
(8. Tafel 2). Die Tatsache, daB die Zahlen 4 und 20 Knotenzahlen waren, deutet
auf eine Sonderstellung dieser Zahlen hin. Die Zahlen 200, 300 usw. wurden mit
Hilfe des Zeichens fiir die Zahl 100 geschrieben, an das von rechts das Zeichen fiir
die Zahl 2 oder 3 usw. angefiigt wurde. Zur Darstellung der ganzen Hunderter
wurde also bereits das multiplikative Prinzip benutzt. Man sieht unmittelbar,
da8 die Ziffern Kharosthi sicher nicht als Urbilder unserer heutigen Ziffern an-
zusehen sind.

Neben den Ziffern Kharosthi existierte in Indien in #ltester Zeit noch ein anderes
Bezeichnungssystem fiir die Zahlen, dessen Zeichen den Buchstaben des sogenannten
brahmanischen Alphabets #hnelten (siehe die Ziffern aus den Hohleninschriften von
Nasik, Tafel 2). In diesem System gab es spezielle Zeichen fiir die ersten neun
Zahlen sowie fiir die ganzen Zehner von 10 bis 90 und fiir die Zahlen 100 und 1000.1)
Als Bezeichnung fiir die Zahl 200, 300, 2000 und 3000 diente das Zeichen fiir die
Zahl 100 bzw. 1000 mit zwei oder drei hinzugefiigten Strichen. Ahnlich schrieb
man die ganzen Hunderter von 400 bis 900 und die ganzen Tausender von 4000
bis 7000 (eine groBere Zahl kommt in den uns bekannten Inschriften nicht vor) als
Kombinati aus den Zeichen fiir 100 bzw. 1000 und den Zeichen fiir die Zahlen
von 4 bis 9. Die Zahl 3451 z. B. wurde (schematisch) als 3 -,,1000¢ 4-,,100° 5-,,10° 1.
geschrieben.

Dieses Ziffernsystem war noch bis zum Ende des 19. Jahrhunderts auf Ceylon
in Gebrauch, wohin im 3. Jahrhundert die altindische Kultur mit dem Buddhismus
gelangt war. Dort hatte sich das alte Ziffernsystem fast unverdndert erhalten.

Auch die Herkunft der brahmanischen Ziffern ist keineswegs genau bekannt.
Allerdings spricht eine Reihe von Griinden dafiir, daB sie aramiischer?) Herkunf{
sind. Vielleicht sind die brahmanischen Ziffern die Urform unserer heutigen Ziffern.

Daneben gab es in Indien noch ein drittes, wortmiBiges Bezeichnungssystem
fiir die Zahlen, auf das wir spiter zu sprechen kommen.

Die Verwendung eines Zeichens fiir die Null zum Schreiben der Zahlen im posi-
tionellen Dezimalsystem kam in Indien wahrscheinlich um das Jahr 500 unserer
Zeitrechnung auf. Es ist moglich, daB ein Zeichen fiir die Null schon ARYABHATA

‘) Es mt anzunehmen, dsB d.lese Zlﬁem, die auch singhalesische Ziffern t werden, aus
den A n den Zahlwérter herv sind.
3) Die Araméier waren eine n.mbmch semitische Vélkergruppe, die in der zweiten Halfte des
2. Jahrtausend v. u. Z. das Territorium des heutigen Syriens und einen Teil Mesopotamiens
bewohnte und dort eine Reihe von Staaten bildete.
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(476—550) bekannt war.l) Die erste genau datierte Handschrift, in der ein Null-
zeichen vorkommt, stammt jedoch erst aus dem Jahre 876 (sogenannte Gwalior-
Inschrift. Anm. d. Ubers.). In ihr ist die Zahl 270 in der Form 27 O2?) geschrieben
worden. Wie kamen aber nun die Inder zu einem absoluten Positionssystem ?

N. M. BusNow fithrte die Entsteh des Positionssyst auf die Benutzung
des Rechenbrettes — des sogenannten Abakus — in Indien und den anderen Lindern
des alten Orients zuriick. Diese Rechenbretter hatten Lingsrillen, deren jede einer
bestimmten Dezimalordnurlg entsprach, in denen sich Jetons (Marken) befanden.
Diese waren zunéichst ungezeichnet; ihre Anzahl in den einzelnen Rillen gab die
Anzahl der Einheiten der entsprechenden Ordnung an.

Nach N. M. BuBNow sind nun unsere Zahlworter und Zahlzeichen letzten Endes
ural-altaischen Ursprungs. Von den ural-altaischen Vélkern aus verbreiteten sie sich
insbesondere nach Chaldia (siidostlicher Teil Mesopotamiens). Von hier aus kamen
die Zeichen im 3. Jahrhundert v. u. Z, einerseits nach Indien, wo sie ohne Null
und ohpe Stellenwert als Ziffern benutzt wurden, und a.ndererselts nach Griechen-
land, wo sie auf den griechischen Abakus mit zunéchst unb hneten Jetons trafen.
Dort sollen dann die Jetons mit den Ziffern von 1 bis 9 versehen und ein zehnter
leerer Jeton (Sipos) hinzugefiigt worden sein, der das Fehlen von Einheiten einer
gewissen Dezimalordnung andeutete. Von Griechenland aus gelangten im Laufe
der Zeit die bezeichneten Rechenbretter iiberall hin. In Indien nun waren die Zeichen
des griechischen Abakus als Zahlzeichen — allerdings ohne Stellenwert — bereits
lange in Gebrauch. Hier bekamen sie ]etzt dadurch einen Stellenwert, da8 man die
Zeichen der Jetons in der Relhenfolge, in der sie auf dem Abakus lagen, aufs Papier
ibertrug. Man brauchte dazu ja nur die leeren Stellen verschiedener Dezimal-
ordnung bezeichnen zu kénnen. Im Laufe der Zeit soll man dann dazu iibergegangen
sein, auch fiir diese gezeichnete Jetons zu verwenden, und zwar sollen dafiir runde
Scheiben mit einem Loch in der Mitte, also sozusagen materialisierte Modelle unserer
heutigen Null, verwendet worden sein. In der Schrift wurden sie zunichst durch
einen dicken Punkt und spiiter durch einen Kreis O versinnbildlicht.

Diese Hypothese ist zwar recht scharfsinnig, jedoch wird sie durch die histo-
rischen Tatsachen nicht bestitigt. Vielmehr kann man gegen sie die folgenden
wesentlichen Einwinde ins Feld fithren:

1.) Auf allen uns iberlieferten antiken Zeichnungen ist der griechische Abakus
mit ungezeichneten Jetons dargestellt. Daher liegt kein Grund vor fiir die Annahme,
daB die alten Griechen gezeichnete Jetons verwendet hitten. Im Gegenteil zeigt
das Beispiel der russischen Rechenbretter, der chinesischen Suan-Pan und des
romischen Abakus, daB gezeichnete Jetons weder zur Fixierung einer Zahl auf
einem solchen Rechenbrett noch zurAusfithrung der Rechenoperatlonen L\berhaupt
ndtig waren. Es ist nur bekannt, daB im Mittelalter Rechenbretter mit gezeich
Jetons existierten und weit verbreitet waren.

2.) Es ist hochst unwahrscheinlich, daB sich die araméischen Ziffern withrend der
ganzen Ausbreitungszeit nach Indien und Griechenland nicht verdndert haben sollten.

1) Ein Zeichen fiir die Null in Form eines Punktes ki t hweislich in dem
Rechenbuch von Bakhsal1 vor, dessen genaue Entsteh it allerdings nicht bekannt ist.
Die Forscher geben hierfiir sehr verschiedene Daten an, die vom 2. bis zum 8. und 9. Jahr-
hundert unserer Zeitrech relohen

%) Vgl D. E. Sln'm and L. C. K ¥, The hind bical ls, New York 1911.

S.43 bis 44,
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3.) In der altesten Zeit waren Rechenbretter sowohl bei den Agyptern als auch
bei den Griechen, Chinesen und Romern in Gebrauch, ohne daB eines dieser Volker
zu irgendeinem Positionssystem iibergegangen wiire.!)

Es ist als glaubwiirdiger anzusehen, daB sowohl Abakus als auch Positionssystem
ein und desselben Ursprungs und durch denselben historischen ProzeB entstanden
sind.

Man kann sich dann die Entstehung der Positionsschreibweise folgendermaBen vor-
stellen: Das Positionsprinzip ist im Grunde die Vereinigung zweier Prinzipien:

1.) des Multiplikationsprinzips und 2.) des Prinzips, die Benennungen fiir die Dezimal-
ordnungen beim Schreiben auszulassen. Das Positionsprinzip wird schlieBlich durch
die Emfuhmng der Null vervollstindigt. Will man also die Entstehung des Positions-
prinzips einigermaBen befriedigend erkliren, so muB man vor allem einmal das
Auftreten der multiplikativen Bezeichnungsweise zu erkliren versuchen, denn diese
ist ja gleichermaBen auch die Grundlage fiir die Darstellung einer Zahl auf dem
Abakus.

Wir wollen zuniichst auseinandersetzen, worin sich die additive Schreibweise
prinzipiell von der multiplikativen unterscheidet. Vom rein algebraischen Stand-
punkt aus sind z. B. die beiden moglichen Schreiburten ITIx und X! der Zahl 30
nur ein Ausdruck des distributiven Gesetzes. In der Tat ist:

XXX =X +X+X=(+I+I)X = IIIx oder X1,

Dariiber hinaus bringt aber die multiplikative Schreibweise IIIx zum Ausdruck,
daB beim Zahlen die Zahl Zehn als neue Einheit angesehen wird. Dasselbe gilt
entsprechend fiir das Rechnen mit Hundertern, Tausendern usw. Somit umreilt
die multiplikative Schreibweise am klarsten den Tatbestand, daB beim Zihlen eine
bestimmte Anzakl von Einheiten erster Ordnung zu einer Einheit der folgenden
Ordnung zusammengefaBt wird. Entsprechend gewinnt man die Einheit der dritten
Ordnung, indem man eine bestimmte Anzahl von Einheiten zweiter Ordnung zu-
sammenfalt usw. Dadurch wird erreicht, daB ein und dasselbe Zahlzeichen eine
bestimmte Quantitit von Einheiten verschiedenster Ordnung bezeichnen kann.
Hinter dem Zeichen ist dann zu vermerken, von welcher Ordnung die bezeichneten
Einheiten sein sollen. Durch diese Bezeichnungsweise wird also unterstrichen, da8
die Objekte des Zihlens ganz beliebiger Art sein konnen (z. B. konnen es Gegen-
stiinde, aber auch Mengen einer bestimmten Anzahl von Gegenstiinden, wie Zehner,
Hunderter usw., sein). Das ist aber andererseits gerade die Wurzel des abstrakten
Zsahlbegriffs: Die Zahl ist die allgemeinste Eigenschaft, die allen den verschiedenen
konkreten Mengen gleicher Anzahl gemeinsam ist.

Von der gleichen Art war iibrigens — wie wir bereits erwihnten — das Rechnen
mit den Stiick-Anzahlen. Auch die afrikanischen Neger, die mit Hilfe von Steinchen
oder Niissen zihlen, legen diese in Hiufchen von je fiinf Stiick zusammen. Fiinf
dieser Héufchen vereinigen sie zu einem neuen Haufen usw. Offensichtlich werden
hiér also zunidchst die Steinchen, dann die Hiufchen, dann die Haufen usw. gezihlt.
Bei diesem Zihlverfahren muBl ganz besonders hervorgehoben werden, daf mit

1) Vgl. die Anmerkungen von I. J. TIMTSCHENEO in dem bereits zitierten Buche von F. Casort
auf 8.318—320. Dabei muB iibrigens hervorgehoben werden, da8 I. J. TIMTSCHENKO der
Méinung war, daB ,.die Idee des Stellenwertes der Zeichen wn.hrschemhch immer von der
Verwend: nngndu Abakus ausging, selbst wenn dieser mit ten Jetons
war'* (eben
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den Haufen genau so verfahren wird wie mit den einzelnen Steinchen. Nach dem-
selben Verfahren zihlt auch der bereits genannte Stamm der Joruba in Zentral-
afrika. Die Objekte des Zihlens sind hier allerdings goldfarbene Muscheln (Kauri),
die in Haufen zu je 20 Stiick vereinigt werden. Dabei ist noch interessant, da8 bei
den Jeruba das Wort ,,zihlen soviel wie ,,anhéufen®, ,,packen* bedeutet. Ganz
ahnlich war es iibrigens auch im alten Griechenland. Hier wurde die Arithmetik,
als die Wissenschaft von der Zahl, genau getrennt von der Logistik, als der Kunst
des Rechnens. Das griechische Wort Adoyog hat seine Wurzel aber in dem Wort ey,
was soviel wie ,,sammeln‘‘ bedeutete.

Als eine weitere Illustration zur Entwicklung des Zihlens, die zum multiplikativen
Prinzip fithrte, kann das folgende Beispiel von N. N. MIKLUCEO-MAKLAT dienen.
Er berichtet iiber ein Zihlverfahren bei den Eingeborenen Neu-Guineas: Um die
Anzahl der Zettelchen zu bestimmen, die der Anzahl der Tage bis zur Riick-
kehr der Korvette , Witjas* entsprach, verfuhren die Papuas folgendermaBen:
,,Der erste legte ein Zettelchen nach dem anderen auf sein Knie und sagte dabei
jedesmal ‘kare, kare’ (eins). Ein anderer wiederholte das Wort ‘kare’ und kriimmte
dabei jedesmal einen Finger, zuerst an der einen Hand und danach an der anderen.
Nachdem er so bis zehn geziihlt hatte, senkte er beide Fiuste auf die Knie und sagte
‘zwei Hinde’, wobei ein dritter Papua einen Finger der einen Hand kriimmte. Mit
den niichsten zehn Zetteln wurde genau so verfahren, wobei der dritte Papua den
zweiten Finger kriimmte. Analog machten sie es auch mit dem dritten Zehner.*1)

Ein ganz éhnliches Verfahren wenden siidafrikanische Stimme beim Zihlen ihrer
Viebherden an (dieses Beispiel wurde von ZEUTHEN angefiihrt). Dazu miissen drei
Mann vorhanden sein. Der erste hebt fiir jeden an ihm voriiberziehenden Kopf der
Herde einen Finger seiner Hiinde und zéhlt so laufend bis zehn. Der zweite zihlt
dann die Zehner des ersten und der dritte die Zehner des zweiten, also die Hunderter.
Ahnliche Zahlmethoden findet man auch in vielen anderen Landern. Die genannten
Beispiele werfen ein Licht auf die Herkunft sowohl des Abakus als auch des Po-
sitionssystems. Ersetzt man nimlich die Finger des ersten, zweiten und dritten
Zghlenden etwa durch Steinchen, die in verschiedene Rillen gelegt werden, oder
durch Glasperlen, die auf drei Drihte aufgereiht sind, so erhilt man die einfachste
Art des Abakus, und zwar in ihrer Urform. Wenn wir andererseits die Finger der
Ziblenden durch die Zeichen I, X, C bezeichnen, so erhalten wir — wenn wir die
Anzahl der gezihlten Finger aufs Papier iibertragen — die multiplikative Schreib-
weise. Beispielsweise wiirde sich die Zahl 323 (schematisch) folgendermaBen schrei-
ben: 3C2X3I.

Wenn das Stadium des Zihlens mit Stiick-Anzahlen vollig allgemein ist, so muB
es auch in Indien durchlaufen worden sein. Jedenfalls gab es in Indien — wie wir
sahen — schon von altersher multiplikative Zahlensysteme. So waren das System
Kharosthi und das brahmanische System auf dem multiplikativen Prinzip auf-
gebaut. Dabei wurden in Indien groBe Zahlen nach derselben Methode geschrieben,
die in Babylonien bis zu dem Zeitpunkt benutzt wurde, da man die Benennungen
der Ordnungen fortzulassen begann.

Man muB iibrigens in Indien dem Problem der Darstellung beliebig groBer Zahlen
ein erhebliches Interesse (und dies nicht nur unter den Gelehrten) entgegengebracht
haben. So wird im Lilavati, einem berithmten Werk der buddhistischen Literatur,

1) N. N. MIRLUCHO-MAELA1, a. a. O., 8. 58.
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der Wettkampf zwischen den Freiern der schtnen Hora (der Landesherrin) be-
schrieben. Gegenstand des Wettkampfes waren das Schrifttum, die Arithmetik,
das Ringen und die Kunst des Pfeilwerfens. Fast die Hélfte der Schilderungen ist
den Aufgaben in der Arithmetik gewidmet. So muBten die Wettkimpfer z. B.
einen Weg finden, um Zahlen auszudriicken, die groBer als 100 Koti (1 Koti = 107)
waren. Der Sieger, SARWATASSIDDA, erfand eine Zahlentabelle, die durch eine
geometrische Reihe mit dem Quotienten 100 dargestellt wurde und die als letztes
Glied die Zahl 107 +°*48 — eine 1 mit 421 Nullen! — hatte. Mit deren Hilfe berech-
nete er die Anzahl der ,,primiren Atome" der Lingeneinheit, wobei er eine Tabelle
zur Bezeichnung der betreffenden Zahlen aufstellt

In Indien lag nun ein besonders giinstiger Umstand fiir das Entstehen eines
Positionssystems vor. Wir erwithnten schon das dritte, das wortmiBige Bezeich-
nungssystem fiir die Zahlen, welches vor allem in den astronomischen und den mathe-
matischen Schriften angewendet wurde. Dieses System diirfte vor dem Beginn des
6. Jahrhunderts unserer Zeitrechnung entstanden sein. Die Zahl Eins wurde in diesem
System durch Wérter wie ,,Mond“, ,,Welt, ,,Brahma‘‘ usw. bezeichnet, also durch
Bezeichnungen fiir Gegenstinde, die in der Einzahl vorhanden sind. Die Zahl Zwei
wurde durch Worter wie ,,Zwillinge*, ,,Augen®, ,,Hinde'* usw., die Zahl Fiinf durch
‘Worter wie ,,Sinne”, ,,Speere (die fiinf Speere des Khamadewa, des Licbesgottes
der indischen Mythologie) usw. ausgedriickt u. dgl. mehr. Die zusammengesetzten
Zahlen wurden in diesem System nach dem Positionsprinzip gebildet. So wurde die
Zahbl 867 als ,,giri — raga — vasu®, d. h. Gebirge (7) — Geriiche (6) — Géotter (8)
geschrieben. Beim Schreiben begann man stets mit der niedrigsten Ordnung und
endete mit der hochsten. AuBerdem gab es im Sanskrit (das bei den Indern eine
shnliche Rolle spielte, wie bei uns etwa das mittelalterliche Latein) spezielle Be-
zeichnungen fiir die Dezimalordnungen bis zu 108, So wurde beispielsweise die Zahl
86 789 325 178 sanskritisch folgendermaBen gelesen: 8 kharva, 6 padma, 7 vyrbuda,
8 koti, 9 prayuta, 3 laksha, 2 ayuta, 5 sahasta, 1 gata, 7 dagan, 8. Eine solche Be-
zeichnungsweise hob bereits die Gleichberechtigung der verschiedenen Ordnungen
hervor. Es brauchte also nur noch ein Schriftsystem konstruiert zu werden, das
auch der bereits bestehenden wortméBigen Bezeichnungsweise entsprach. Ein
solches System entstand dann auch bei der weiteren Entwicklung der multiplikativen
Zahlenschrift

Der ProzeB, der zum Auslassen der Ordnungsbezeichnungen beim Schreiben
fiihrte, verlief wahrscheinlich genau so wie in Babylonien. Zur Vollendung des
Positionssystems ermangelte es nur noch eines letzten Schrittes — der Einfithrung
der Null. Wegen der kleinen Basis, die die Zahl Zehn nun einmal ist, und wegen des
Operierens mit relativ groBen Zahlen war — besonders nachdem die Bezeichnungen
fiir die Ordnungen weggelassen wurden — eine solche Einfithrung unumginglich.
Dabei ist es vollig gleichgiiltig, ob das Zeichen fiir die Null urspriinglich ein Abbild
des leeren Jetons des Abakus war oder ob es aus einem Punkt entstanden ist, den
man an die Stelle der fehlenden Dezimalordnungen gesetzt hatte. Wie dem auch sei,
die Einfithrung der Null war eine véllig unvermeidliche Etappe im gesetzméBigen
EntwicklungsprozeB, der zur Schépfung des modernen Positionssystems fiihrte.
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§ 5. Die Ausbreitung der positionellen Schreibweise der Zahlen nach
Westeuropa und RuBland

Wir fragen uns jetzt, auf welchen Wegen das indische Positionssystem nach
Europa gelangt ist und wie es hier seinen Einzug hielt.

Das Positionsprinzip breitete sich von Indien zunichst in die benachbarten Linder
aus. Dabei iibernahmen einige Vélker von den Indern nur das Prinzip, behielten
aber die Form ihrer Ziffern bei (China), andere iibernahmen dariiber hinaus von den
Indern auch die Form der Ziffern (Tibet, die Mongolei, die Volker des Nahen und des
Mltt.leren Ostens) Die frithesten Handschriften in arabischer Sprache, in denen das

inzip benutzt wird, st aus den Jahren 874 und 878. Da in den
verschxedenen Gebieten Indiens Ziffern von recht unterschiedlicher Form in Gebrauch
waren, hatten auch die Ziffern, die in der Folgezeit in den 6sthchen Kalifaten und
den maurischen Staaten auf dem Territorium des heuti benutzt wurden,
eine recht unterschiedliche Gestalt. Die ostarabischen Ziffern breiteten sich spiiter
auf den ganzen islamischen Osten aus, wo sie noch heute — allerdings in etwas ver-
énderter Form — gebraucht werden. Die Ziffern aber, die in den maurischen Staaten
verwendet wurden, die sogenannten ,,Gubar*-Ziffern (Tafel 4, 1. Zeile), sind die di-
rekten Vorfahren unserer heutigen Ziffern.
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Tafel 4

Es erhebt sich nun die Frage nach der Herkunft dieser Gubar-Ziffern. Wenn sie
tatsichlich indischen Ursprungs sind, so konnen sie nur iiber die vorderasiatischen
Liinder nach Spanien gelangt sein. Wie erklart es sich aber, daB gewisse Abarten
der iridischen Ziffern in die maurischen Staaten in Spanien gelangten und dabei
die vorderasiatischen Linder ,,ubersprangen“ ?

Nach einer Hypothese von WOEPCKE, die eine Zeitlang weite Anerk ng fand,
1aBt sich diese Tatsache folgendermaBen erkliren
Bereits im 2. Jahrhundert v.u.Z. best Handelsbezieh h

Indien und Alexandrien. Dadurch gelangten die indischen Ziffern (ohne Null und
Positionsprinzip) nach Alexandrien und von dort nach Rom, Westafrika und Spanien.
Als Bestitigung dieses Teils seiner Hypothese wertete WOEPCKE, daB8 in der ,,Geo-
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metrie* des BOETIUS (480 —524) Ziffern benutzt wurden, deren Form stark an die
Gubar-Ziffern erinnert. So berichtet BOETTUS in seinem Buch von -einem Abakus,
dessen Hersteliung er den Pythagoreern zuschreibt und dessen Marken keine Stein-
chen, sondern bezeichnete Jetons — sogenannte Apices — waren, auf denen Ziffern
dargestellt waren. Die Ziffern selbst, die in ihrer Form den Gubér-Ziffern ihnelten,
wurden spiiter auch Apices-Ziffern genannt. Spater entstanden in Indien die Null
und das Positionsprinzip. Diese wurden von den Vilkern des Nahen und Mittleren
Ostens zusammen mit den inzwischen in Indien gebriuchlich gewordenen neuen
Ziffern entlehnt. In den maurischen Staaten hingegen benutzte man zur Be-
zeichnung der Zahlen jene Ziffern weiter, die schon lingst in Spanien gebrauchlich
waren, und iibernahm von den &stlichen Glaubensbriidern nur das Zeichen fiir die
Null und das Positionsprinzip.

Von Spanien aus gelangten die Ziffern und das Positionsprinzip in das iibrige
Europa. Nach Ansicht des Begriinders dieser Hypothese erinnert das Wort ,, Gubar*,
was soviel wie ,,Sand‘‘ oder ,,Staub‘“ bedeutet, an die indische Herkunft der Ziffern
(in Indien wurden die Ziffern namlich in den Sand oder Staub geschrieben). Natiir-
lich waren die Ziffern in Indien selbst mannigfachen Verinderungen unterworfen.
Daraus erkliirt sich der Unterschied zwischen den Gubér-Ziffern und den heute in
Indien gebriuchlichen ,,Dewangari*-Ziffern.

Die Hypothese von WOEPCEE hat nun aber zwei schwache Stellen: 1.) Das Vor-
handensein von indischen Ziffern in Alexandrien im 2. Jahrhundert v.u.Z. und
auch spiter wird durch keine geschichtlichen Dok te bewiesen. 2.) Die,,Geometrie
des BoETIUS, auf die sich die Hypothese von WOEPCKE maBgeblich stiitzt, ist — wie
jetzt festgestellt wurde — nicht authentisch, sondern eine Filschung aus dem
11. Jahrhundert. N. M. BuBNOW unterzog in seinem Buche «Apudmernueckan
CaMOCTOATENbHOCTL eBponeftckoft KyabTyps (Die arithinetische Selbstandigkeit
der europiischen Kultur, Kiew 1908, deutsche Ausgabe: Berlin 1914) die Hypothese
‘WOEPCKES einer eingehenden Kritik. Allerdings ist seine eigene Theorie nicht stich-
haltiger als die kritisierte. Der bekannte russische Historiker W.W. BoBYynImv
unterzog die Hypothese BuBNOowS ihrerseits einer griindlichen Kritik in seinem
Buche «OTaus o counnennax H.M. By6uosa u 1. n.» (Bemerkungen zu den Werken
N. M. BuBNOWS usw., St. Petersburg 1911). W. W. BoBYNIN schrieb in bezug auf
die Theorie BuBNOWS: ,,Die Geschichte unserer Ziffern ist bisher nichts anderes als
eine mit willkiirlichen Annahmen vermischte Folge von MutmaBungen, welche —
nachdem sie durch Suggestion geniigend vorbereitet sind — manchmal den Ein-
druck aufkommen lassen, daB sie bereits bewiesene Tatsachen seien.

In neuerer Zeit fanden unter'der Leitung von S. P. ToLSTOW Ausgrabungen des
alten Chowaresm statt. Chowaresm war ein bedeutender Kulturstaat des Altertums
auf dem Territorium der heutigen Sowjetunion. Es ist zu hoffen, daB diese Aus-
grabungen Licht bringen werden in die Dunkelheit um die Entstehung unserer
Ziffern.

Jedenfalls besitzen wir bis heute keine historisch begriindete Theorie, welche die
Frage nach der Entstehung unserer Ziffern hinreichend befriedigend erkliren konnte.

Es ist jedoch unbestreitbar, daB die europaischen Vélker ihr Ziffernsystem von
den islamischen Staaten im heutigen Spanien bezogen haben. Im Laufe des 10. Jahr-
hunderts begann ein immer groBer werdender EinfluB der Kultur der maurischen
Staaten auf Europa sichtbar zu werden. Insbesondere begannen zu dieser Zeit die
Gubar-Ziffern nach Europa einzudringen, wo bis dahin fast susschlieBlich die
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»Smischen Ziffern in Gebrauch waren. Da damals in Europa die Kunst des Schrei-
bens nur spirlich verbreitet war und auBerdem das schriftliche Rechnen mit den
rémischen Ziffern sehr unbequem ist (der Leser versuche z. B. zwei vierstellige
Zehlen zu multiplizieren, die in rémischen Ziffern niedergeschrieben sind), wurde
zum Rechnen meist das Rechenbrett — der Abakus — verwendet.

Die Einfiihrung des Rechenbrettes in Europs ist mit dem Namen GERBERT (des
spiteren Papstes SYLVESTER II.) untrennbar verbunden. Er wird als einer der
hervorragendsten Mathematiker des 10. Jahrhunderts (gestorben 1003) angesehen.
GERBERT schrieb zwei Werke: ,,Regeln fiir das Rechnen auf dem Abakus* und
»,Biichlein iiber die Division von Zahlen“. In diesen Biichern beschreibt GERBERT
die zu seiner Zeit gebriuchlichen Rechenmethoden. Wir wissen, da8 in seinem Auf-
trage ein Abakus in Form einer ledernen Rechentafel hergestellt wurde, die 27 ver-
tikale Spalten besaB. Zu diesem Abakus gehtrten Marken aus Horn (Apices), die
mit den ersten neun Ziffern versehen waren. Nach anderen Angaben waren es sogar
30 Spalten, von denen 3 fiir Briiche bestimmt waren. Die ﬁbngen Spalten sollen in
Gruppen von je dreien eingeteilt n sein. Die ei Spalten waren mit
Buchstaben versehen, M (monas) oder S (smgula.m), D (decem, 10), C (centum, 100).
Dieselben Buchstaben — jedoch mit emem Querstnoh versehen — bezeichneten
auch den tausendfachen Wert. So bezei b lsweise C die Spalte fiir 100000.
Die Nachfolger GERBERTS nennte man Abacisten. Im Laufe der nichsten Jahr-
hunderte wurde das Rechenbrett wesentlich verindert, so wurden die numerierten
Jetons durch unbezeichnete ersetzt, an die Stelle des vertikalen Verlaufs der Rillen
traten horizontale Rillen. In dieser Form breitete sich der Abakus in Deutschland,
Frankreich und England aus.

Obwohl sich die erste Niederschrift in arabisch-indischen Ziffern — allerdings noch
ohne Verwendung der Null — bereits in einer Handschrift des spanischen Klosters
Albeldo (dem sc ten codex vi ig il ) aus dem Jahre 976 und — jetzt bereits
mit einem Zeichen fiir die Null — in einer Hmdschn!t. aus St. Gallen (Lmvers:t&ts-
bibliothek Ziirich) aus dem 10. Jahrhundert findet, b sich die arithmeti
Verfahren der Vélker des Mittleren und Nahen Osten erst zu Beginn des 12. Jn,hr-
hunderts in Europa zu festigen. Hierfiir besaBen die Uberset der arithmeti
Arbeiten des beriihmten chowaresmischen Gelehrten MuEAMMAD IBN Mosi
ALBWARAZMI (d. h. aus Chowaresm; um 840 gestorben) eine erhebliche Bedeutung.
In diesen Arbeiten wird bereits ein positlonelles BezeichnungssPstem fiir die Zahlen

ben.!) Die Methode der Bezeichnung selbst wurde als ,,Algorithmus* (eine
Verstﬁmmelung des Namens ALEWARAZMI)  bezeichnet. Eine groBe Rolle spielten
such das Sammelwerk ,,Buch der Algorithmen* (Liber alghoarismi) des Spaniers
JOHANNES VON SEVILLA aus dem 12. Jahrhundert sowie die mehr populiren Werke
tiber Arithmetik von ALEXANDER DE VILLA DEI und JOHANNES DE SACROBOSCO aus
dem 13. Jahrhundert. Es bildete sich geradezu eine ganze Schule von Arithmetikern
heran, welche das neue Bezelchnungsverfa.hren der Zahlen und das Rechnen in
diesem vertraten. Man nannte sie — im G tz zu den Abacisten — ,,Algorith-
miker”, da sie ausdriicklich beim Rechnen auf das Rechenbrett verzichteten. Die
Algorithmiker lehrten neben den vier Grundrechenarten der Arithmetik bereits das

1) Eine lateinische Ubersetzung der Werke von ALEWaRAzxMI, die in der Mitte des 12. Jahr-
bunderts angefertigt wurde, erschien unter dem Titel: Trattati d’arithmetica, ed. BoNocou-
PAGNT, Heft I, Roma 1857. (Als Heft Il erschien 1858 das im Text genannte Rechenbuch
des JOHANNES V. SEVILLA. — Anm. d. wissenschafil. Red.)
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Ausziehen der Wurzel. Sie benutzten fiir die Bruchrechnung — zu einer Zeit, als die
Abacisten noch mit rémischen Zwolfer-Briichen arbeiteten — die Sexagesimal.
Briiche.

Die neue Bezeichnungsweise setzte sich keineswegs sofort durch. Sie stieB viel-
mehr auf den heftigen Widerstand sowohl der damaligen scholastischen Wissen-
schaft als auch der herrschenden Regierungen. So wurde den Florentiner Kauf-
leuten im Jahre 1299 die Benutzung der indischen Ziffern in der Buchfithrung
offiziell verboten. Gestattet war ihnen ausschlieflich die Verwendung der rémischen
Ziffern oder die wortméBige Bezeichnung der Zahlen. Noch bisin das 18. Jahrhundert
hinein durften in amtlichen Schriftstiicken nur romische Ziffern benutzt werden.

Der groBe Wert der positionellen Schreibweise, der ihren Anhéingern wohl klar vor
Augen stand, wurde von der groben Masse nicht sofort erkannt. Das Rechnen auf
dem Rechenbrett blieb fiir viele ein unantastbares Privileg. Neben der Neigung zur
schablonenhaften Arbeit, dem hohen Preis des Papiers (seine Produktion in Europa
begann erst im 12. Jahrhundert) und des Mangels an Schreibwerkzeugen (der Blei-
stift wurde erst im 16. Jahrhundert erfunden) sind hieran vor allem die iiberaus
langsame Entwicklung der vier Grundrechenarten — insbesondere der Multiplikation
und der Division — sowie, bis zur Erfindung der Buchdruckerkunst im 15. Jahr-
hundert, die so unterschiedliche Schreibweise ein und derselben Ziffer durch die ver-
schiedenen Schreiber schuld.?)

Trotzdem war das neue System bereits im 13. Jahrhundert unter den italienischen
Kaufleuten verbreitet. Seine Vorziige waren angesichts der erheblichen Verein-
fachung der arithmetischen Operationen so gewaltig, daB es, ungeachtet aller Schwie-
rlgkelten, nach und nach die alten Rechenverfahren und die alte Bezeichnungsweise
verdringte. Ein interessantes Beispiel fiir den Sieg der positionellen Bezeichnungs-
weise ist, da zu einer gewissen Zeit die rémischen Ziffern mit Nullzeichen in positio-
neller Schreibweise verwendet wurden. So schrieb N. OCREAT (er lebte um die
Wende vom 11. zum 12. Jahrhundert) ITL.III fiir die Zahl 33, I.0.VIILIX fiir die
Zahl 1089 usw.%)

LEONARDO VON PI1sa (FIBONACOI), ein iiberzeugter Anhéinger der neuen Schreib-
weise, schrieb in seinem ,,Liber abaci® (1202)3): ,Mit Hilfe der neuen indischen
Ziffern 1, 2, . . ., 9 und dem Zeichen fiir die Null, welche von den Arabern zephirum
genannt wu'd kann men jede beliebige Zahl schreiben.” Hier ist ,,zephirum® eine
Latinisierung des arabischen Wortes ,,as-gifr*, das seinerseits eine wortliche Uber-

1)In verschiedenen Handschriften finden sich z. B. folgende Ziffern fiir die Zahl Eins:
L)L E AL

und folgende Ziffern fiir die Zahl Zwei:

°,1.9,7,L5.38%3.0%
3. ~2, %, M0 A

%) D. Suare and L. KarpINsgY, The lnndusuableal numera.ls 8. 119—120.
%) Das Wort ,,abacus* diente in jener Zeit zur B der ithmetik iib pt. Somit
ﬂ d:a Werk des LEONARDO eher ein ,,Buch der Arith etik* als eine Abhandl iiber den
akus.
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setzung des indischen Wortes ,,sunya‘ ist, was soviel wie ,leer” bedeutet und das
auch in Indien zur Bezeichnung der Null diente. Aus dem Worte ,,zephirum‘ ent-
wickelte sich spiiter das franzésische Wort ,,zéro* und. das italienische Wort ,,zero*
(Null). Von dem arabischen Wort ,,as-8ifr* leiten sich andererseits auch das Wort
,,Ziffer* wie auch das franzosische Wort ,,chiffre*, das englische Wort ,,cipher* und
das russische Wort uugpa ab.!) Bis in die Mitte des 17. Jahrhunderts wurden diese
‘Worter ausschlieSlich zur Bezeichnung der Null verwendet. So benutzte der russische
Gelehrte MAGNIZKI in seiner ,,Arithmetik* zur Bezeichnung der Zahl Null stets das
Wort nuudpa. Das lateinische Wort ,,nullus (nichts) fiir die Null kam erst im
16. Jahrhundert in Gebrauch.?)

In Deutschland, Frankreich und England wurden die neuen Ziffern vor der zweiten
Hilfte, ja bis gegen Ende des 15. Jahrhunderts kaum benutzt. Die ersten Miinzen
mit indischen Ziffern kamen 1424 in der Schweiz3), 1484 in Osterreich, 1485 in Frank-
reich, 1489 in Deutschland und 1551 in England in Umlauf. Die dltesten Inschriften
in indischen Ziffern auf Grabsteinen stammen aus den Jahren 1371 aus Baden
(Pforzheim — Anm. d. wissenschaftl. Red.) und 1388 aus Ulm. Im Jahre 1488 wurde das
Buch,,Dearte numerandi® (,,Uber die Kunst des Rechnens*') —auch unter dem Namen
,,Algorismus* bekannt — gedruckt. In diesem Buch, das man dem bereits er-
wahnten JOHANNES DE SACROBOSCO (Jomum HALIFAX) zuschreibt, wurden ohne

iele und Beweise die Gesetze der ,indischen Ari tik dargelegt. Jedoch
hatte erst im 16. bis 17. Jahrhundert die neue Bezeichnungsweise der Zahlen die
alte so gut wie vollstindig verdriingt. So druckte man noch im zweiten Drittel des
16. Jahrhunderts die Kalenderzahlen gewdhnlich in romischen Ziffern.

Die erste in RuBland gefundene mathematische Handschrift stammt aus dem
Anfang des 12. Jahrhunderts. Es ist die «Knpuxa duaxona u JlomecTnxa Anro-
HHMEBa MOHACTHIPA YUYEHHE, NM-7Ke BeJIaTH YeJIOBEKY YHMCJIa BCeX JeT» (,,Lehre des
Kyrik, Diskon und Domestik am Antoniter Kloster, wodurch der Mensch die Zahlen
aller Jahre lernen kann‘). In diesem Leitfaden wurden noch alle Zahlen im alpha-
betischen System dargestellt. Ebenso steht es mit den aus dem 14. und 15. Jahr-
hundert stammenden Abschriften des berithmten juristischen Schrifttumsdenkmals,
des «IIpasna Pycckasn» (,,Das russische Reeht“). Das neue Bezeichnungssystem fiir
die Zahlen breitete sich in RuBland nur wenig spiiter als im westlichen Europa aus.
In allen, also auch den mathematlschen Handschriften des 17. Jahrhunderts fand
schon das dezimale Posit tem Verwendung. Hieriiber schrieb W. W. BOBYNIN:
,»Spuren eirles ehemaligen Gebrauchs des alten gnechlsch-sl&mschen Systems findet
man nur in den éltesten von ihnen, und auch hier nur in einer so schwachen Form,
wie etwa der Erklirung der arabischen Ziffern durch die entsprechenden slawischen,
oder man begegnet hin und wieder einer Bezeichnung der betrachteten Zahlen durch
slawische Ziffern allein oder zusammen mit arabischen. Die Handschriften aus der

1) Es ist immerhin bezeichnend, daB im Elfer der inanderset ischen den Algorith-
mikern und den Abacisten die Worte * und ,,Ziffer* als Synonyme fir irgend-
welche anderen Dinge dienten.

%) In lateinischen Ubersetzungen von Werken aus der arabischen Sprache wurden im 17. Jahr-
hundert Ausdriicke wie ,,nu.lla. figura‘, ,,nullus circulus‘* (keine Figur, kein Kreis) zur Be-

hnung der Null b

3)In Sizilien, das eng mit den arabischen Staaten verbunden war, wurden hierfiir die indischen

Ziffern mit Sicherheit bereits 1138 gebraucht.
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zweiten Halfte des 17. Jahrhunderts weisen nicht einmal mehr diese unbedeutenden
Spuren auf.”!) Im Alltagsleben hingegen biirgerte sich die neue Bezeichnungsweise
nicht so schnell ein.

In gedruckten Werken in slawisch-russischer Sprache finden sich die indischen
Ziffern erstmalig bei der Numerierung der Seiten in zwei Biichern geistlichen Inhalts,
die 1611 in Venedig herausgegeben wurden.?) Das erste in einer russischen Druckerei
hergestellte Buch, dessen Seitenzahlen indische Ziffern waren, ist ein Psalmenbuch
aus dem Jahre 1638. Es wurde in dem kleinen Marktflecken Jewju (EBio) gedruckt.
Im Jahre 1647 wurde in Moskau das Buch «Yuenue u XUTPOCTh PATHOTO CTPOSHHA
neXOTHBIX Joaei» (,,Uber die Verwendung des FuBvolkes im Kriege*‘) herausgegeben.
Darin waren die Ziffern in den Zeichnungen und dem dazugehdrigen erliuternden
Text bereits indische Ziffern. Allerdings wurden noch lange danach sowohl die
,-russischen Ziffern* (wumena pycckue») als auch die ,,Ziffern* (amduprner), das
waren also die indischen Ziffern, benutzt. So wurde noch im Jahre 1702 das Journal
iiber die Belagerung von Noteburg (HoreGypr), welches in insgesamt 2000 Exem-
plaren erschien, zu je 1000 Exemplaren mit arabisch-indischen bzw. slawischen
Ziffern gedruckt.

In dem beriihmten Leitfaden «Apudmernra, cmpeunr Hayka YMCAMTENbHAA.
C pagHbIX IMAJIeKTOB HA CJABAHCKMN A3HIK HEPOBeIlEHHAA, M BO eUHO coGpaHa
¥ Ha 1Be KHUTM paafeneHa. B mero or corsopenua mupa 7211, oT pospecrsa
Bora Cnosa 1703. Counnuca cua xHura uepes Tpyast Jleontna Marsumkoros
(,,Die Arithmetik oder die Lehre von den Zahlen. Aus verschiedenen Dialekten ins
Slawische tibersetzt und in eins zusammengefaBt und auf zwei Biicher verteilt. Ge-
schaffen durch die Arbeit des LEONTI MAGNIZKI im Jahre 7211 seit Erschaffung der
Welt und 1703 seit der Geburt Christi*‘), in welchem z. B. noch der groBe russische
Gelehrte M. W. LoMONOsSOW studierte, wurden als Seitenzahlen slawische Ziffern ver-
wendet, wihrend im Text ausschlieBlich mit indischen Ziffern gerechnet wurde.
Beziiglich der Bezeichnungsweise der Zahlen (,,Numerierung*‘)sagt das Buch fol-
gendes: ,,Was ist eine Numerierung: Eine Numerierung ist ein Zihlen, das jede Zahl
mit einem Wort bezeichnet, das aus den folgenden zehn Bezeichnungen oder Bildern
erhalten und ausgedriickt werden kann: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,0.“ Wir erwihnen,
daB damals das Zihlen als fiinfte Grundrechenart der Arithmetik galt.

Die dltesten russischen Miinzen mit indischen Ziffern sind Goldmiinzen im Nenn-
wert von !/, Dukaten. Sie tragen die Jahreszahl 1654. Allerdings wurden sie nicht
fiir den eigentlichen Geldverkehr gepriigt, sondern hs,uptsa,chhch als Geschenke,
Belohnungen usw. verwendet. Wenig spiter kamen in RuBland westeuropiische Taler
(sogenannte «epumkn») in Umlauf, die eine Priigung mit der Jahreszahl 1655 trugen.
Unter Peter L. verschwanden die slawischen Ziffern fast vollstindig von den Miinzen.
Letztmalig tauchten sie auf Kupfermiinzen aus dem Jahre 1718 auf.3)

In der Zeit nach Peter I. kamen die slawischen Ziffern schnell auBer Gebrauch.

1)W. W. Bosynin, Skizzen zur Enthcklungsgeschwhte der physikalisch-mathematischen
Wissenschaften in RuBland, I. Aufl., S. 4

?) Das erste Druckwerk tiberhaupt, in dem che Seitenzahlen indische Zitfern waren, stammt
aus dem Jahre 1471. Es war ein Wetk PETRARCAS, das ,,Liber de remediis utriusque fortunae'',
Coloniae 1471 (nach J. TRoPFER, Geschichte der El tar-Math tik, Band 1, II. Aufl.,
Berlin und Leipzig 1921, 8. 26.) — Anm. d. wissenschaftl. Red.

3)Nach I. G. Spassxr.
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§ 6. Briiche

In der modernen Mathematik pflegt man die Briiche als geordnete Paare (m, n)
aus ganzen Zahlen emzufuhren, fiir die dann — in bekannter Weise — eine reflexive,
symmetrische und t itive Gleichheitsrelation sowie die vier Spezies der Arith-
metik definiert werden.?) Dle g Zahlen erscheinen bei dieser Einfilhrung nach-
triiglich wieder als spezielle Briiche, wie auch die Operationen mit den ganzen Zahlen
Spezialfille der Operationen fiir die Briiche werden. Nach der Erweiterung des Be-
reiches der ganzen Zahlen zum Bereich der Briiche (oder der Zahlenpaare) besitzt
dann jede Gleichung der Form az = b — sofern nur a == 0 ist — fiir beliebiges ganz-
zahliges a und b eine eindeutige Losung.

Allerdings ist das nicht die hichtliche Entsteh ise der Briiche. Es ist
also keineswegs so, daB die Briiche als Ergebnis der Division ganzer Zahlen entstanden
sind oder gar, daB sie geschaffen wurden, damit die Umkehrung der Multiplikation —
die Division — immer ausfithrbar ist. Wire dies némlich der Fall gewesen, so
miiBten sie von Anfang an in rein logischer Weise benutzt worden sein, was sich sowohlt
in ihrer Behandlung als auch in ihrer Bezeichnungsweise widerspiegeln wiirde.
Historisch betrachtet ist das aber nicht
der Tatbestand. Dies zeigt schon ein Blick
auf die Tabelle der dgyptischen Briiche

AB=1aia7ia a3 gy,

¥y clalsles .5 Zuniichst sehen wir, daB die Agypte;
iiberhaupt nur fiir Bruche der Form
y FPlw|T0M, j! XY | )/| und gewisse der Briiche = Bezexch-
— gen besafen. Fiir » 25 wurden alle
=W ", % | % | 7.5 Briche der Form 1 auf vollig gleich-
* |2%% artige Weise bezeichnet, nimlich durch das
A ~|¥ i ;'% A fl! Zeichen <, welches soviel wie ,,Teil* be-
% % %%]  deutete. Unter dieses Zeichen wurde dann
%[,ﬁ;]?_‘ =11 £y 2 das Zeichen fiir n g “lD tspre-
chend wurdez. B.die Zahl 5 durch  be-

A L x| 3P N i i
% 2 , zeichnet. Bei den Agyptern waren also alle
%% diese Briiche — im Sinne unserer fritheren

s, | teves Pocterel dncs, Yowes |oemoni-|  Terminologie — algorithmische Zahlen. Zur
sche . 1, .
Hieroglyohen- iische  |Schnift | Bezeichnung der Zahl 5 benutzten die

Schrift e .
Agypter —an Stelle des zu erwartenden Zei-
Abb 3. chens {7 — das neue Zeichen =, wihrend
7 statt dessen die Zahl % bezeichnete.
Das Zeichen <, welches rechtmiBig die Zahl 1 zu bezeichnen gehabt hiitte, diente
tatsichlich zur Bezeichnung von % In den gleichen Schriften wurde die Za.h]—:—

1)In dem nachfo enden Artikel von I. W. PROSKURIAKOW werden die Briiche nach diesem
Muster behan n.
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durch das Zelohen % bezeichnet. In spiiteren Schriften wurde auch S zur Bezewh-
nung von 3 benutzt wiihrend 2 — dem eigentlichen Prmzip folgend —als 5 + 1
dargestellt wurde Die abwei e den Bezeich fir u.nd 3 dagegen bheben

)

erhalten.

Ganz ghnlich wurden auch bei den Babyloniern (Abb. 4), Griechen und Rémern
fiir eine kleine Gruppe von Briichen, in Abweichung von der allgemeinen Regel,
individuelle Bezeiclmuugen verwendet.

So wurde die Zahl & 3 von den Gnechen durch das Zeichen < bezeichnet, wihrend
alle anderen Briiche der Form S (n23) durch den oben rechts mit einem Strich
versehenen Buchstaben fiir die Zahl n bezeichnet wurden (so bezeichnete 9’ die Zahl
3 , wihrend das Zexchen B,

das an sich die Zahl -zube “ Bruch 7 1 2
zeichnen gehabt hatbe, die 2 3 3
2 yezei i Alte, sumerische
hZf.]l:l ?bezlelchnet;). 1:: Ver- Sthreioweise F | <O 0o
iltnisse lagen also hier ge-
nauso wie in Agypten. Ganz Sp?g;ﬁéfg:/g%ZChe PF' ﬂ bﬁy
analog hierzu wurden in der

akkadischen Sprache der
Bruch 3 durch ,,ditta qata”,
d.h, ,,zwex Hinde*, und = 3 durch ,,Salastd qata“, d.h. ,,drei Hinde", bezeichnet.
Bei den Rémern wurden dleselben Briiche durch die Worte ,,bes* (entstanden aus
»»binae partes”, ,,zwei Teile*) und ,tres partes* (,,drei Teile“) ausgedriickt.

Wir kennen keine Sprache, in der das Wort fiir die Zahl 5 3 ous dem Wort fir die
Zahl 2 entstanden wire. So heiBt 3 n.uf‘ teinisch ,,semis* (2 dagegen ,,duo®), auf
deutsch ,,einhalb“ (2d ,,zwei ), auf russisch «1osoBnHa» (2 dagegen ¢1Bas) usw.

Abb. 4

hech

Briiche, die eine derartige individuelle Bezeichnung besitzen, wollen wir Individual-
briiche (Knotenzahlen) nennen. Auch hier spiegelt — wie wir noch sehen werden —
die Unterscheidung zwischen Individualbriichen und algorithmischen Briichen die
Verschiedenheit ihrer Entstehung wider. Wihrend némlich die Individualbriiche
unmittelbar aus den Bediirfnissen der Praxis entstanden, und zwar als selb-
sténdige Zahlgebilde, nicht aber aus den g Zahl bgeleitet wurden, waren
die algorithmischen Briiche das Resultat " einer nachf Igend hnerischen Be-
handlung.

Der Umstand, daB die Briiche nicht- als Resultat der Division entstanden sind,
wird aber nicht nur durch die bereits erwihnten Unterschiede in der B
weise, sondern auch durch gewisse aus der Geschichte bekannte Beispiele der Division
ganzer Zahlen belegt. So wird in einer arabischen Handschrift aus dem 12. Jahr-
hundert u. Z. die folgende Aufgabe behandelt: ,Man teile 100 Pfund zu gleichen




48 Die E } der Bezeick Yy

Teilen unter 11 Personen. Der Autor erhilt bei der Losung zuniichst einen Rest
von einem Pfund. Um dieses aufzuteilen, benutzt er nun kei gs Briiche, sondern
schligt vor, das restliche Pfund in Eier umzutauschern, und zwar — wie er feststellt —
gegen 91 Stiick. Nachdem jeder der 11 Personen seine 8 Eier bekommen hat, schligt
der Autor vor, die restlichen 3 Eier dem zu geben, der die Miihe des Teilens gehabt
hat, oder sie gegen Salz einzu hen. Auf die gleiche Art verfihrt auch Opo
voN CLUNY (gestorben 942 oder 943). Um 1001 Pfund ‘unter 100 Personen aufzuteilen,
zerkleinert er das restliche Pfund solange in Unzen, Drachmen usw., bis die Anzahl
der Teile grofer als 100 ist. Da auch hiernach die Division nicht aufgeht, schligt
er vor, daB der verbleibende geringfiigige Rest iiberhaupt weggelassen wird. Die
Division fithrte also hier nicht zu den Briichen, sondern zur Einfithrung immer
kleinerer benannter Einheiten, wihrend der dann verbleil bedeutende Rest
einfach weggelassen wurde.

Um die Frage nach der Herkunft der Briiche zu beantworten, miissen wir unser
Augenmerk noch auf einen anderen ProzeB richten, der schon in altester Zeit zu-
sammen mit dem Zihlen auftauchte, némlich auf das Messen (irgendwelcher
GroBen). In der geschichtlichen Entwicklung entstanden die Briiche durch MeB-
prozesse. Die Grundlage jeglichen Messens bilden irgendwelche GréBensysteme,
seien es Lingen, Volumina, Gewichte o. dgl. Die Wahl der als Grundlage des je-
weiligen MaBsystems dienenden MafBeinheit hing maBgeblich von den konkreten
historischen Bedingungen ab.

Die Entwicklung der MaBe ging in ungeféhr den gleichen Etappen vor sich wie die
Entwicklung des Zihlens.

Im ersten Entwicklungsstadium der menschlichen Gesellschaft wurden Messungen
ausschlieBlich nach dem AugenmaB vorgenommen. Das Ma8 wurde also urspriinglich
als eine qualitative Ei haft des g Korpers aufgefaBt. Als bel der wei-
teren Entwicklung der Gesellschaft das Messen nach AugenmaB nicht mehr aus-
reichte, entstanden gewisse natiirliche MaBe, welche hauptsiichlich von Teilen des

hlichen Kérpers abgeleitet wurden: der Liinge des FuBes, der Breite der Hand,
der Entfernung vom Ellbogen bis zum ausgestreckten Mittelfinger usw.

Von dem Vorhandensein derartiger MaBe zeugen MaBbezeichnungen, die sich
noch bis heute in Europa erhalten haben: , FuB‘ (die Linge desselben), ,,Zoll*
(Breite des Mittelfingers an der Wurzel), ,,Yard* (Linge des Unterarms), ,,Palm*
(Breite der Handfliche) usw. Zur gleichen Kategorie von MaBen gehort auch das
»,Machobaja Sashen* (Entfernung zwischen den Mittelfingern der seitwirts ausge-
streckten Héinde) und das ,Kosaja Sashen* (Entfernung vom weit ausgestreckten
groBen Zeh des linken FuBes bis zum Mittelfinger der nach oben ausgestreckten
rechten Hand), welche in RuBland noch lange Zeit in Gebrauch waren. Alle diese
MaBe dienten urspriinglich zum Vergleich der auszumessenden GréBen mit dem ent-
sprechenden Korperteil, aber auch zur Feststellung, welches Vielfache der MaB-

inheit in der den GroBe enthalten ist. Hierzu wurde die MaBeinheit £
8o oft angetragen, bis ein Vielfaches nE = E - - - - + E schlieBlich ungeféhr gleich

der auszumessenden GroSe A4 (d h.bis |[A—nEB|<3 ! E) war. Dadurch wurde

eine Verbindung zwischen dem Messen und dem Za.hlen hergestellt. Das Be-
diirfnis nach méglichst M fithrte dazu, daB die urspriinglichen
MaBe in zwei, drei oder vier Teile unterteilt wurden. Die als Resultat dieser Teilung
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entstandenen kleineren MaBeinheiten bekamen dann individuelle Namen und wurden
ihrerseits zu Messungen benutzt.

Somit entstanden die ersten konkreten Briiche als bestimmte Teile gewisser, ganz
bestimmter MaBe. Erst sehr viel spiter dienten die Namen dieser konkreten Briiche
als Bezeichnungen fiir die entsprechenden Teile anderer GroSen und erst danach
zur Bezeichnung der abstrakten Briiche.

,,Man darf nicht das ,uerBeprn‘ (Tschetwert) und das ,ueTn’, (Tschet) als Ein-
heit des Flichen- und HohlmaBes mit dem ,ueTBepTs’ oder ,yeth‘ (Viertel) als
Bruch verwechseln“ — schreibt L. W. TSCIEREPNINY). So bezeichnete das Wort

«noueTsepTus (ein halbes Viertel) eine lange Zeit hindurch den Bruch —18-, withrend

die Hilfte des LandmaBes Tschetwert durch dasWort «ocoMmuas (Osmina) bezeichnet
wurde, das nur zur Bezeichnung eines ganz bestimmten Land- oder HohlmaBes
diente. Es war also unméglich, etwa von «cnmuHa KHUrHY als von ,,einem Achtel
des Buches** oder von «ocbmMuHa myTH» als ,,dem achten Teil des Weges* zu sprechen.
1
3
Ganz ihnlich bezeichnete die Unze des rémischen MaBsystems urspriinglich nur
den zwolften Teil der Geld-Gewichts-Einheit As. Im Laufe der Zeit ging man
dann dazu iiber, auch den zwoélften Teil einer beliebigen GréBe mit dem Wort
»Unze" zu belegen, d. h., man gebrauchte es zur Bezeichnung des abstrakten Bruches

130 © daB es auch moglich wurde, von ,.fiinf Unzen des Weges* und von ,,sieben

Erst sehr viel spiter diente das Wort «oceMunan auch zur Bezeichnung des Bruches

Unzen des Buches* zu sprechen.

So waren die Individualbriiche im Anfang nichts anderes als bestimmte Bruch-
teile bestimmter MaBe. Abstrakte Briiche gab es damals noch nicht.

Diese Behauptung wird vollsténdig bestiitigt durch die Betrachtung der Zeichen,

die anfangs zur Bezeichnung. der Individualbriiche benutzt wurden. Die baby-
lonischen Schriftzeichen fiir %,% und % waren Darstellingen von GefiBen, also
konkreten HohlmaBen. Die éigyptische Flicheneinheit war das ,,Setat, ein Quadrat
der Seitenlinge von 1 Chet (1 Chet = 100 Ellen). Das Viertel eines Setat wurde

,Zerbrochenes* genannt und durch X bezeichnet. Spiter war der Begriff ,,Zer-

broch ““ die Bezeichnung fiir den Bruch schlechthin, wihrend das Zeichen x
im hieratischen System den abstrakten Bruch —i- bezeichnete. Es bestent Grund

zur Annahme, daB die Hilfte des Setat urspriinglich durch das Zeichen < (oder =)
dargestellt wurde. Als Einheit der Volumenmessung diente das ,,Hekat (,,Scheffel”,
ungefahr 41/, Liter). Da diese Einheit sehr klein war, benutzte man gewohn-
lich 100 Hekat als MaBeinheit. Die Hilfte und das Viertel dieser Einheit wurden
gleichfalls mit Hilfe der Zeichen <« und X bezeichnet, die man unter das Zeichen
fiir 100 Hekat setzte.2)

Schriftbilder vom Typus X H, wobei der Buchstabe ,,H etwa das Zeichen fiir
das Hekat vertreten moge, sind also vollig analog dem rémischen Ausdruck ,,fiinf

1JI. B. Yepennun, Pycexan Merpoaorusa (L. W. TscHEREPNIN, Die russische Metrologie),
Moskau 1944, Seite 53. i i

Y. H. Beceaosckuit, Eranerckan nayxa s I'peun (I. N. WESSELOWSKI, Die agyptische
Wissenschaft in Griechenland), flentlick des Insti fiir Geschiohte der Natur-

kunde, Band II, 1948, Seite 437—440.
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Unzen des Weges* gebildet. Die Verwendung des Namens (Zeichens) eines bestimmten
Teiles eines konkreten MaBes fiir den gleichen Teil eines anderen MaBes stellt einen
wichtigen Schritt auf dem Wege zur Schopfung der abstrakten Briiche dar.

Eine andere MaBeinheit der Agypter war das ,,Chen” ( = L Hekat ) . Der 32. Teil

des Chen wurde allgemein ,,Teil genannt und durch o bezelchnet Spﬁ,terhm
wurde — wie wir bereits sahen — dieses Zeichen allg zur B g der
Briiche verwendet.

Die Bezeichnungen fiir die Individualbriiche waren also anfangs nichts undetes
als Bezeichnungen fiir konkrete MaBeinheiten. Spiter bezeichneten sie — zuni
in Verbindung mit anderen MaBeinheiten geschrieben — konkrete Teile diesar
anderen MaBeinheiten. So bildete sich nur ganz allméhlich der (abstrakte) Bruch
als das allen gleichartigen Teilen verschiedener MaBe Gemeinsame heraus. Es
wurde keineswegs sofort erkannt, daB die Darstellung des Bruches als m-faches

des n-ten Teiles einer gewissen GroBe z, als T = 1': z, eine rein arithmetische Eigen-

schaft der Briiche, also unabhingig von den speziellen Eigenschaften des GroBen-
bereiches ist, dem x angehért. Dieser ProzeB verlief viel langsamer als die Ent-
stehung der abstrakten ganzen Zahlen. Es geniigt zu bemerken, daB selbst die
Romer noch ausschlieBlich konkrete Briiche benutzten.

Es besteht Grund zur Annahme, daB es urspriinglich nur dyadische Briiche gab.
,»Der erste Bruch, mit dem die Menschheit bekannt wurde, var — wie unmittelbar
einzusehen ist — das Halbe in seinen konkreten Formen, ndmlich in Form der Hilfte
irgendwelcher realer Gegenstinde.*!) Alle unmittelbar danach erscheinenden Briiche
waren Dualbriiche. Diese Etappe der Entwicklung fand ihren Niederschlag in der
altigyptischen Metrologie. So unterteilten die ter ihre Flicheneinheit, das
Setat, in zwei, vier, acht, sechzehn und zweiunddreilig Teile. Die gleiche Unter-
teilung besaB auch die Volumeneinheit, das Hekat. Fiir alle diese Teile gab es
individuelle Namen. ,,Da alle diese Teile konkrete Dinge waren, wurde mit ihnen
genau so wie mit den ganzen Gegenstiinden gerechnet.”‘?) Es ist ganz natiirlich,
daB als Zihler der Briiche zunéchst nur die Zahl Eins mdglich war. Spéter wurden

zu den genannten Briichen noch % und seine dyadischen Unterteilungen hinzu-
genommen. Die gleiche Einteilung findet man auch in der spiiteren dgyptischen

Divisionsmethode (Hemusbildu.ng der %- und %-Rei.he . Abnlich war auch das
altrussische MaBsystem aufgebaut. Einheit des LandmaBes war das ,,Socha“ («oxan),
das in ,,Halbsocha®, ,,Drittelsocha®, , Viertelsocha*, ,Halbdrittelsocha®, ,Halb-
Halbdrittelsocha* und ,,Halb-Halb-Halbdrittelsocha' («m0JI-n0Ja-HOATPETH COXMA)
unterteilt wurde!

Ein anderes LandmaB, das schon genannte Tschetwert, wurde zunichst gedrittelt
und dann sukzessive halbiert. Die kleinste Einheit war das ,,Halb-Halb-Halb-Halb-
Halb-Halb-Halb-Halb-Halb-Halb-Drittel“ (¢I0JI-10J-00J1-10J-I0JI-X0J]-I0JI-0J-
TOJI-IOJI-TPETHH X)),

Das System der altrussischen Briiche baute sich nach demselben Ptmzlp wie
das MafBsystem auf. Die grundlegenden Briiche waren:

1) W. W. BoBYNIN, Bemerkungen zu den Werken N. M. BusNows, 8. 114,
) W. W. BoBYxIN, loc. cit., S. 115.
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Bruck Russische Bezeichnung Deutsche Ubémtzung
% noa ein Halbes
% Tpers ein Drittel
% ders oder gerBepTH ein Viertel
% NOJNTPETH ein halbes Drittel
% noavern oder moaversepTn ein halbes Viertel
é TOJI-NONTPeTH ein halbes Halbdrittel
lls TON-NONAYETH ein halbes Halbviertel
1 ein halbes Halb-Halb-Drittel oder
% noJI-nox-noATperH oder MaaHe TPETH| ejn kleines Drittel
3—1§ H0a-noA-nIonTeTH oder ManNe yeTH :;“; hkl‘iib:e‘s I{,‘ii‘;;g“lh'we""el oder

Die iibrigen Briiche wurden in den altrussischen Quell istens als Summen
oder Dl.ﬁerenzen aus diesen Briichen dargestellt. So wurde —2% (schematisch) als
3 + 12+ T und a.ls ———l- geachrieben.

Natiirlich wurden alle diese Beziehungen im Original in Worten ausgedriickt.
Um auszudriicken, da8 an einer gewissen Anzahl von Einheiten eine halbe Einheit
fehlte, setzte man vor das betreffende Wort das Wort «oa (Halb). In diesem

Sinne bezeichnete «nom‘pe'rbm (Halb-Drei) die Za,hl 2 , ¢nojuerseprusdie Zahl 3 l,
«momnaTuy die Zahl 4 1 3» mommecth» die Zahl 5 usw. Als Uberrest dieser Bezeich-
nungsweise hat sich in RuBland das Wort: «nomopa» (entstanden aus «moaBTOpAY
Halb-Zwei) fir 1% erhalten. Eine #hnliche Bezeichnungsweise gibt es in RuBland
(wie auch bei uns in Deutschland — Anm. d. wissenschaftl. Red.) in der Zeitrech,
nung (Halb-Fiinf-Uhr, Halb-Sechs-Uhr usw.).1)

Nach einer Hypothese von I. N. WESSELOWSKI kamen die Agypter im Zusamm
hang mit der Zeitrechnung von den dyadischen Briichen zu den allgemeinen Briicl

der Form . Jedoch wurde auch lner nur der ,,Ziihler* Eins zugelassen. Z. B. konpte
im s.gyptlsohen System die Za.hl mcht durch ein einheitliches Symbol ausgedriiclkt
werden. Der Begriff — i: als emhelthche Zahl, a.ls einheitlicher Bruch, existierte
bei den Agyptern nicht. Alle Briiche der Form — mxt m > 1 stellten sie nach einpm

1) Eine &hnliche Bildung hat sich auch in der dinischen Sprache erhalten, wo die Zahl 50
geu;ch das Wort ,,halvtresindstyve* bezeichnet wird, was wortlich ,,Halb- Dren mal Zwangig"
eutet.
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allgemeinen Prinzip als Summen der Form Z":—‘ dar, wobei n;==n; fir i j. Da
(]

man die Zahl m in ihrer dyadischen Darstellung

m=2% 4 2% 4 2%, >0 > >m20
geschrieben denken kann, geniigt es zur Darstellung von ltsls 21 da man
alle Briiche der Form = i 5, in dieser Gestalt schreiben kann. Tatsachhch finden sich
in #gyptischen Papyn auch Tabellen fiir eine derartige Darstellung von 2
(n=3,5,...,101). Es gibt eine ganze Reihe von verschied Hypoth
iiber die Entstehung dieser Tabellen, auf die wir hier nicht néher emgehcn wollen. 1)
Es sei nur erwiihnt, daB schon bei der Anfertigung dieser Tabellen, die vor allem
praktischen Zwecken dienten, die #gyptischen Rechner zwangsliufig auf zahlen-
theoretische Probleme gefuhrt wurden.

Auch in Gneohenland wurden — genau wie in Agypten — hauptsichlich Briiche
der Form 1 5 benutzt. Offenbar war anfinglich der Bereich der gnechxschen Briiche
auch nllem auf diese beschrinkt. Zur Bezeichnung des Bruches — verwendewn
die Griechen — wie bereits gesagt — den mit einem Strich verselwnen Buchstaben
fiir n. So schrieb man 2—13 als %y’ (% = 20, y = 3).

HERON VON ALEXANDRIEN (1. bis 2. Jahrhundert v. u.Z.) gebrauchte daneben
auch Briiche der Form g:— Zu ihrer Bezeichnung schrieb er erst das Zeichen fiir m
mit einem Strich und wiederholte dann zweimal das Zeichen fiir » mit zwei Strichen.
So schrieb er den Bruch % als §'¢"' ¢’ und ?Eals xy' Ay Ay (2 =20,A =30,y =3).

DIOPHANT (3. Jahrhundert u. Z.) bezeichnete — wie auch wir heute — die Briiche
mit Hilfe eines Bruchstriches, nur schrieb er den Nenner iiber den Bruchstrich

und den Zahler unter denselben. Er schrieb also den Bruch —als—% (206 =25, %0 =21).

1270568 o, Wi
Der Bruch —j5=r=— hitte bei ihm die Form ot s gehabt.
Daneben verwendete DIOPHANT noch eine andere Schreibweise, indem er zunichst
den Zihbler des Bruches, dann den Nenner und dazwischen dasWort uogiov (Teilchen)

schrieb. Also:

3060000 — 7 o ——
331775 = % Omoo * Ay - ayos.

Genau wie in Agypten stellte man auch in Griechenland hiiufig die Briiche
als Summen von Briichen mit Zihler Eins dar, z. B.—%:%-{-% = &'¢’ (zur Be-
zeichnung der Addition wurden gewthnlich die S den hintereinander ge-

schrieben).

1)Vgl. hierzu die bereits erwahnte Arbeit von I. N. WessELowsk1 und C. A. fluosckan,
K TEOpHH ernne-roxg; apoGeti. (S A JANOWSEAJA, Zur Theone der agyptischen Briiche),
fir G

hichte der N o d g:nd I, 1947. ‘(isll{eh‘? auch
0 NEUGEBAUER, Die Grundlagen der & tuchenBruchroc ung, Berlin 1926, un OGEL,
Die Grun¢ n der Agyptischen Mat] hematik in ihrem e ‘mit der 2/n- T&be.llov

des Papyrus Rhind, Miinchen 1929. — Anm. d. wissenschaftl. Red.)
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Fiir ibre astrc ischen Berechnungen benutzten die Griechen die babylonischen
Sexagesimalbriiche, auf die wir weiter unten noch zu sprechen kommen.

Wie schon gesagt wurde, besaBen die Romer — im Gegensatz zu den Griechen —
nur konkrete Briiche, namlich die Teile ihrer Geldeinheit As. Diese war in 12 Unzen
unterteilt. Spéter wurde die Unze auch zur Unterteilung anderer MaBgroB8en benutat.
In Rom waren jedenfalls nur benannte Briiche bekannt, in dieser Hinsicht blieben
die Rémer sogar hinter den Agyptern, also um 1500 Jahre zuriick. Zur Bezeichnung
der Unze diente ein einfacher Strich ,,—*. Die Hiilfte wurde durch den Buchstaben

,»S (den Anfangsbuchstaben von ,,semis‘) bezeichnet. Die iibrigen Zwo]fer-Bruche

Zoioh hildet

wurden als Kombinationen aus diesen beiden g ) p
1
12_ﬁ+ﬁ"§+ﬁ's_

. 1 . ‘ T
,}4 As wurde ,semunzia‘* genannt, %% As hieB ,,duella®, 4_18 As ,,sicilius*,

1 «
= As ,,sextula’.

Eine andere Reihe von Unterteilungen der Grundeinheit war: 1 = As, -112- = unzia,
214 semunzia, 5= 2;8 = scripulus, 5‘;’6 == simplium, d. h., jeder dieser Briiche entsteht
aus dem vorhergehenden durch abwechselnd Mu]’uphkatlon des Nenners mit 2
bzw. 12. Die Gewichtseinheit As mit ihrer Unterteilung in Unzen war noch
lange Zeit hindurch in den” Apotheken gebriuchlich. Auch fanden die Zwélfer-
Briiche der Romer bei der mittelalterlichen Abakusrechnung Verwendung. Die
Geschichte der rémisct Briiche liefert ein Beispiel der ,,direkten Verwendung
eines metrologischen Systems, fiir welches die Rechenregeln und -methoden der
abstrakten Briiche zur Ausfithrung von Rechenoperationen ausgearbeitet wurden‘‘1).
Dergleichen beobachtet man auch anderenorts.

Die Inder dehnten die von ihnen erfundene Positionsschreibweise nicht auf die
Briiche aus. Vielmehr bezeichneten sie die Stammbriiche genau wie wir, indem
sie den Zihler iiber den Nenner schrieben, nur setzten sie dazwischen keinen Bruch-

strich. So wurde der Bruch 1 in der Handschrift von Bakhsall durch :1, bezeichnet.

3
Zur Bezeichnung gemischter Zahlen schrieben sie die ganze Zahl noch iiber den

Zéhler. Indiesem Sinneschrieben sie z. B. die Zahl ]%uls} . Diese Schreibweise

3
findet sich erstmalig bei dem tadshikischen Gelehrten ALNASAWI (um 1030 u. Z.).
Bei ihm ist diese Schreibart so konsequent ausgebildet, daB er sogar in dem Fall,
daB eine ganze Zahl fehlte, noch eine Null iiber den Zihler schrieb; so schrieb er

den Bruch%als (,). Der Bruchstrich findet sich erstmalig bei ALWASSAR (ABU
11

ZAQARIIJA ALHASSAR, 12, Jahrhundert u.Z.) erwihnt. RegelmiBig wurde der
Bruchstrich jedoch erst bei dem bereits genannten LEONARDO VON PISA (um 1250)
verwendet. Trotzdem dauerte es noch bis in das 16. Jahrhundert, ehe sich der
Bruchstrich allgemein eingebiirgert hatte. Im Mittelalter findet sich eine reiche

1)W. W. Bosyxivn, Bemerkungen zu den Werken N. M. Busxows, S. 119.
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Anzahl von Methoden zur Bezeichnung der Briiche. Hiufig schrieb man Zahler
und Nenner noch in rémischen Ziffern, wobei oft recht eigenartige Multiplikations-
prinzipien angewendet wurden. So findet sich in einem deutschen Rechenbuch

c
aus dem Jahre 1514 der Bruch a,ls | dargestellt. In einer Handschrift

ieLx
aus der Mltte des 14. Jahrhunderts wird 3 5 statt 2 und 47 statt & 7 geschrleben
DleZa.hl wurde oft durch -- bezeichnet; dann b eichnet zB4—dleZa.hl4—

Bei der Ausspmche der Briiche setzte man im Mittelalter stets noch das Won
,»Teil** hinzu,?) man sprach also von ,Zwei Fiinf-Teile fiir % .

In RuBland benutzte man withrend des 16. und 17. Jahrhunderts zur Aussprache
der Briiche, deren Nenner zwischen 5 und 10 lag, die Endung «wma», sagte also

beispielsweise «ceabmuuar fiir ; und «recaTunar fir 5. War der Nenner groBer

(i
als 10, so wurde das Wort «repeGeit» hinzugesetzt, man sagte also beispielsweise
«NATH TPHHANIATHIX epebrens fir i In alten russischen Handschriften wurden die
Briiche selbst als ,,Telle“ bezelchnet spater nannte man sie auch —entsprechend
der lateini i fracti‘ — ,,gebrochene Zahlen“. Diese Termi-
nologie benutzte auch MAGNIZKI in seiner ,,Arithmetik*.

Eine einheitliche, algorithmische Bezeichnung fiir beliebige Briiche findet sich
zuerst in Babylonien, wo auch die Briiche mit Hilfe des sexagesimalen Positions-
systems bezeichnet wurden. Dazu wurde die Einheit in bekannter Weise fortlaufend
in 60-tel, 3600-tel usw. unterteilt; in der Schnft wurde dann nur die Anzahl der
jeweiligen Teile vermerkt. Dle individuell fiir die g te kleine

S

Gruppe von Briichen (2 '3 ,§usw wurden im Laufe der Zeit aus den mathe-

matischen Texten fast vollstindig verdringt. Selbst fiir den Bruch & g Wurde schlieB-

lich die algorithmisehe Darstellung {{{ (0,30 — da sexagesimales qystem' Anm.
d. wissenschaftl. Red.) verwendet. Die sexagesimalen Briiche besaBen den unbestreit-
barenVorzug, daB mit ihnen genau wie mit den ganzen Zahlen gerechnet werden konnte.
Deshalb fanden sie spiterhin auch auBerhalb der Grenzen Bubyloniens Verwendung.
Wahrscheinlich sind sie nicht spiter als in der Mitte des 2. Jahrhunderts v. u. Z.
— in der Hauptsache durch astronomische Werke — nach Alexandrien gelangt.
Da das alphabetische System der Griechen sehr schlecht zur Darstellung auch nur
einigermafen groBer Zahlen und zum Rechnen mit ihnen geeignet war, muBten
sich die griechischen Astronomen zur Berechnung ihrer Tabellen entweder eines
anderen Bezeichnungssystems fiir die ganzen Zahlen bedienen und dann den Radius
des Einheitskreises hinreichend groB wihlen (dann konnten sie die Sehnen des Kreises
mit geniigender Genauigkeit als Vielfache der MuBeinheit des Radius ansehen)
oder sie muBten eine andere Darstellungsweise fiir die Briiche finden. Die griechischen
Astronomen entschieden sich fiir den zweiten Weg. Sie gebrauchten fiir die ganzen
Zshlen nach wie vor die alphabetische Bezeichnungsweise und daneben fiir die
Briiche das sexagesimale System der Babylonier, in welchen sie nur die Form der

1 Ein Uberrest dieser B b ist die End ..-tc ‘“ bei der deutschen Aussprache
der Briiche (Drittel usw., ) — Anm. d. ummm:haﬂl
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Ziffern &nderten. Die Zahlen von 1 bis 59 bezeichneten sie nicht nach dem additiven
Prinzip der Babylonier durch ¥ und {, sondern mit Hilfe der Buchstaben ihres
Alphabets.

Der bekannte griechische Astronom CrauDpIUS PTOLEMAEUS (Mitte des 2. Jahr-
hunderts u. Z.) teilte den Umfang des Kreises in 360 Teile. Diese Teile bezeichnete
er hiufig als Tun'uara, was soviel wie ,,Segment bedeutete, oder er nannte sie ein-
fach uolpar, abgekiirzt durch u°. Spiter bezeichnete man sie einfach durch einen
Kreis, wie er heute noch zur Bezeichnung des Grades Verwendung findet. Das
Wort ,,Grad* selbst ist nach Meinung von G. H. F. NESSELMANN (1842) arabischen
Utsprungs.

Jeden der erhaltenen 360 Teile (Grade) unterteilte’ PTOLEMAEUS in 60 Teile,
die er Asmra, d.h. wortlich , Kleinigkeit”, oder ,die ersten Sechziger” nannte.
Die folgende sexagesimale Unterteilung nannte er ,die zweiten Sechziger®,
die niichste ,,die dritten Sechziger. Bei der U'bersetzung dieser Bezelchnungen
ins Lateinische wurde daraus ,minuta prima®, ,minuta secunda®, ,minuta
tertia“. Das Wort ,minuta“ leitet sich von ,minuere (vermindern) ab
und ist damit die worthche Ubersetzung des griechischen ZAswra. Hieraus ent-
standen unsere heuti gen ,,Minute‘ und ,,Sek\mde" Fur ge-
wohnlich verwendete PTOLEMAEUS nicht die voll
sondern Abkurzungen So schrieb er 37°4'55"” als ,u°u'6' . Manchma,l lieB er auch
das Zeichen x° aus und setzte iiber die Buchsta.benverbmduug, die die Anzahl
der Grade angab, einen Querstrich. Beim Schreiben der sexagesimalen Briiche
verwendeten die Griechen das Zeichen o zur Bezeichnung nicht vorkommender
Sexagesimalstellen. Dieses Zeichen dhnelt in seiner Form unserer heutigen Null.
So wurde der Winkel 12°0'23" als ¢fo’xd" geschrieben. Da die ganzen Zahlen
weiterhin im iblichen alphabetischen System geschrieben wurden, diente das
Zeichen o auBerdem zur Bezeichnung der Zahl 70. Trotzdem waren bei der Be-

dieses Zeich zum Schreiben der Sexagesimalbriiche keine Verwechs-
lungen zu befiirchten, da hierbei die Zahl 70 nicht auftreten konnte (weil nimlich
an den einzelnen Stellen nur Zahlen bis 59 vorkommen), der Buchstabe o
(Omikron) konnte also getrost diese neue Bedeutung erhalten. Man nimmt an,
daB dieses Nullzeichen als Abkiirzung aus 09év (nichts) entstanden ist.

Wir weisen darauf hin, daB bei Kennzeichnung der Ordnungen die Verwendung
eines solchen Zeichens iiberfliissig ist. Dagegen war ein solches Zeichen im baby-
lonischen System, in dem beim Schreiben die Ordnungen nicht unterschieden
wurden, sehr wesentlich.

Aber nicht nur die Griechen, sondern auch die Vilker des Nahen und Mittleren
Ostens und danach auch Westeuropas iibernahmen die sexagesimalen Briiche der
Babylonier. Allerdings fanden sie dort ausschlieflich in w haftlichen Werken
Verwendung. Im Mittelalter wurden in Europa zur Darstellung der ganzen Zahlen
das Dezimalsystem und zur Dn,rstellung der Briiche das sexagesl.ma.le System und
verschied Darstellungsarten durch St briiche ver det.1)

‘)Dle Bruehrschnung galt hnge Zeit hindurch als der schwierigste und lizierteste Tell

In D d spricht man heute noch vom ,,in die Briiche geraten®,
wsnn ea sich um eine ichts} ache handelt. Auch in den Schulbiichern findet sich die
Behandlung der Briiche meistens am Ende der Darstell damit der Schiiler vorher
ohne allzugroBe Anstreng:ngen die Gesetze der Arithmetik erlernt. ErfahrungsgemiB ge-
langt bis zu diesem Abschnitt die Mehrzahl der Schiiler ohne Miihe.




b6 Die E )| der Bezeick

Erste Andeutungen der Dezimalbriiche finden sich schon bei den Indern. Zur
Berechnung der Quadratwurzel aus einer Nicht-Quadratzahl héingten sie an den
Radikanden so viele Paare von Nullen wie nétig waren, um genﬁgend wele Stellen
der Wurzel zu erhalten. Allerdings dehnten die Inder ihre positi
weise nicht auf diese ,,Dezimalbriiche*‘ aus, sondern schneben sie stets mit emem
Nenner. Ahnliche Methoden finden sich auch bei den Mathematikern des Mittleren
Ostens, z. B. bei ALNASAWI.

Ein dhnliches Verfahren zum Ausziehen der Quadratwurzel verwendete in Europa
zuerst JOHANNES VON SEVILLA in seinem schon erwihnten ,,Liber alghoarismi de
practica arismetrica‘* (12. Jahrhundert). In der Mitte des 15. Jahrhunderts be-
nutzten manche (REGIOMONTANUS u.a.) zur Berechnung der trigonometrischen
Funktionen einen Kreis vom Radius 10® oder 107 und bekamen damit de facto
die trigonometrischen GroSen in Form von Dezimalbriichen.

Im 15. bis 16. Jahrhundert begegnet man schon hiufiger Briichen mit dezimalen
Nennern. So findet man bei einem franzési Mathematiker?!) des 16. Jahr-
hunderts schon eine ganze, weit entwickelte Theorie der Briiche mit Dezimal-
nennern. Auch G. CARDANO (16. Jahrhundert) benutzte bereits derartige Briiche?).
Der deutsche Schreiber GRAMMATEUS (1523) schlug vor, dlese Briiche beim Ver-
glexchen von gemeinen Briichen zu benut: Um f Icher der Briiche

3 S und 2 3 groBer ist, hiingte er an die Zihler Nullen an (spaltete sie also in Dezimal-

s::ellen auf) und teilte sie dann durch die Nenner: #:62-;—und—2-g9=66 Y also

b
378

Der Franzose ORONTIUS FINAEUS (um 1550) berechnete die Quadratwurzel
aus 10, indem er an den Radikanden 10 sechs Nullen hiingte, also faktisch mit
Dezimalbriichen rechnete. Indes formte er anschlieBend den erhaltenen Wert in
den entsprechenden Sexugesimalbruch um. Dieses Beispiel zeigt deutlich, daB die
Dezimalbriiche, trotz ihres effektiven Auftretens, bis in das letzte Viertel des 16. Jahr-
hunderts hinein nicht systematisch verwendet wurden.

Den ersten folgerichtigen Gebrauch von Dezimalbriichen machte der flimische
Kaufmann und Ingenieur SIMON STEVIN (1548 bis 1620). Im Jahre 1584 veriffent-
lichte er eine Prozentetabelle in flimischer Sprache, die bald darauf auch in fran.
z6sischer Sprache erschien; im folgenden Jahre publizierte er seine Arbeit ,,La disme
enseignant facilement expédier par nombres entiers sans rompus tous comptes se
rencontrans aux affaires des hommes* (,,Das Dezimalsystem, nach welchem man
alle im tiiglichen Leben vorkc den Rechnungen in ganzen Zahlen ohne Briiche
leicht ausfithren kann“). In dieser insgesamt sieben Seiten umfassenden Abhandlung
werden u. a. die Dezimalbriiche eingefiihrt und die Grundrechenarten der Arith-
metik an ihnen erklirt. STEVIN erkannte klar den groBen Nutzen der Dezimal-
briiche, insbesondere bei Verwendung eines dezimalen MaBsystems, dessen erster
energischer Verfechter er auSerdem war. Sein Wunsch, daB das Dezimalsystem

I)Vgl. hierzu Gumz, The invention of the decimal fractions and application of the exp. tial
Bonfils of T: (Isis, XXV (1), 1936)
*) Der Mathematlker und Astronom GAT EDDIN ALKAYI aus Samarkand gab bereits um das
Jahr 1420 ein mehr als finfzehnstelliges Verhaltni der Lénge einer Sehne eines
Kreises und seinem Radius in Form eines Dezimslbruches an.

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































