HOCHSCHULBUCHER FUR MATHEMATIK

HERAUSGEGEBEN VON
H.GRELL, K. MARUHN UND W.RINOW

BAND 8

ENZYKLOPADIE DER
ELEMENTARMATHEMATIK

REDAKTION:

P.S.ALEXANDROFF
A. L MARKUSCHEWITSCH
A.J.CHINTSCHIN

BAND II
ALGEBRA

Mit 33 Abbildungen
Vierte Auflage

VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN
BERLIN 1967



Axanemnn negarorwdecknx mayk PCOCP
OHIAKAONEAHA DJIEMEHTaPRON MaTOMATHKE

nof pemaxnmelt
I1. C. Anexcanposa, A./.Maprymesuua u A, fl. Xuaunna

KHHTA BTOpad
Agre6pa

I‘ocynapc‘raennoe H31ATeAbCTB0
TEXHMKO-TEOPETRUECKON JHTEPATYPbi
Mockxsa 1951 Jlenunrpan

Ubersetzung : Helmut Limberg, Karl-Heinz Rupp und Gerhard Tesch
Endgiiltige Abfassung des deutschen Textes und wissenschaftliche
Redaktion: Dr. Giinter Asser

A\ tlicher Verlagslektor: Ludwig Boll

ES19B2
Alle Rechte an dieser Ubersetzung beim
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin
Printed in the German Democratic Republic
Lizenz-Nr. 208 . 435/81/67
Satz: IV/2/14 VEB Werkdruck Grifenhainichen . 2849
Druck: VEB Druckere! ,, Thomas Milntzer Bad Langensalzs
27,80



VORWORT

Der im Algebra-Unterricht der Schule behandelte Stoff besteht in einer
eigentiimlichen Zusammenfassung von Tatsachen aus verschied Teil-
gebieten der Mathematik. Dazu gehéren: Der allgemeine Zahlbegriff (der suk-
zessive Aufbau des Systems der rationalen, der reellen und schlieBlich der
komplexen Zahlen), den wir zur Arithmetik rechneten (siche den Artikel von
PROSKURJAKOW im ersten Band); die Untersuchung des Ringes der Polynome
und des Korpers der rationalen Funktionen (die sogenannten identischen Um-
formungen von rationalen Ausdriicken); ferner die Auflosung der einfachsten
algebraischen Gleichungen, alsc.der eigentlich algebraische Stoff (welcher im
vorliegenden Band behandelt ist); einiges iiber elementare nicht-algebraische
Funktionen, wie z. B. die Potenz-, die Exponential- und die Logarithmus-
funktion sowie iiber Grenzwerte, Folgen und einfachste unendliche Reihen,
d.h. Stoff aus der Analysis (vgl. den dritten Band dieser Enzyklopidie);
schlieBlich die Anfangsgriinde der Kombinatorik (die von uns im sechsten
Band behandelt wird, in welchem der Leser auch eine grundlegende Zu-

fassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung findet). Der Leser, der sich
fiir die wissenschaftliche Grundlegung der in der Schule behandelten ,,Algebra‘
interessiert, muB also in mehreren Binden der ,,Enzyklopidie* nachschlagen,
némlich den Béiinden I, II, III und VI, die die Titel ,,Arithmetik*, ,,Algebra“,
,»Analysis* und ,,Verschiedene Fragen‘ tragen.

Der vorliegende Band enthilt drei Artikel. Ein Artikel von A.I. Uskow
behandelt die Grundtatsachen aus jenem Teil der Mathematik (der so-
genannten linearen Algebra), der aus der Theorie der Systeme algebraischer
Gleichungen ersten Grades (linearen Gleichungen) erwachsen ist. In diesem
Artikel (der insbesondere die Lehre von den Determinanten enthilt) werden
von einem einheitlichen und allgemeinen Standpunkt aus eine Reihe von
Einzeltatsachen der Schulmathematik behandelt. Er enthdlt auBerdem Ver-
allgemeinerungen und Vertiefungen einiger geometrischer Begriffe (Vektor,
Raum, Bewegung usw.), die bereits ein breites Anwendungsgebiet gefunden
haben.

In dem Artikel von L. J. ORKUNJEW werden die Theorie der Polynome in
einer und mehreren Unbestimmten sowie das Problem der Auflésung alge-
braischer Gleichungen durch Radikale entwickelt. Insbesondere wird die
fiir die Elementarmathematik wichtige Frage nach Bedingungen fiir die Auf-
16sbarkeit algebraischer Gleichungen durch quadratische Radikale untersucht.

Von dem abschlieBenden Artikel von A. P. DOMORJAD gehirt genau ge-
nommen nur das erste Kapitel in das Gebiet der Algebra. In ihm wird unter
anderem ein allgemeines Verfahren von I. N. LOBATSCHEWSKI zur numeri-
schen Losung von algebraischen Gleichungen beliebigen Grades mit beliebigen
numerischen Koeffizienten behandelt. Im ganzen enthdlt der Artikel eine




Vi Vorwort

recht vollsténdige Z tellung der wichtigsten Methoden zur numeri-
schen und graphischen Losung von algebraischen und transzendenten Glei-
chungen, die durch viele konkrete Beispiele illustriert werden.

Eine historische Zusammenfassung der Entwicklung der Theorie der alge-
braischen Gleichungen und anderer Gebiete der Algebra ist in diesem Band
nicht enthalten. Sie wird im siebenten Band ,,Abri8 der Geschichte der
Mathematik* ausfiihrlich behandelt.

Die Redaktion.
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A. 1. USKOW
VEKTORRAUME UND LINEARE TRANSFORMATIONEN



Kapitel I

DETERMINANTEN UND AUFLOSUNG LINEARER
GLEICHUNGEN

§ 1. Vektoren in der Ebene

In der Elementargeometrie versteht man unter einem Vektor eine ge-
richtete Strecke, die man gewthnlich als Strecke mit einem Pfeil zeichnet,
der in die betreffende Richtung weist. Wir werden in der Regel Vektoren
durch kleine Frakturbuchstaben bezeichnen. Jedoch werden wir mitunter auch
einen Vektor durch Angabe seines Anfangs- und seines Endpunktes festlegen
(und durch einen dariibergesetzten Pfeil andeuten, da8 wir den entsprechenden
Vektor meinen).

Wir nennen Vektoren genau dann gleich, wenn sie durch eine Parallel-
verschicbung zur Deckung gebracht werden kinnen. Offenbar besitzt die so
definierte Gleichheit von Vektoren die iiblichen
Eigenschaften einer Gleichheit (Aquivalenzrela-
tion): Jeder Vektor ist sich selbst gleich; wenn
ein Vektor einem zweiten gleich ist, so ist der zweite
auch dem ersten gleich ; wenn zwei Vektoren einem
dritten gleich sind, so sind sie auch untereinander
gleich.

Es empfiehlt sich, die folgenden Rechenopera-
tionen fiir Vektoren zu erkliren: Das Produkt
eines Vektors mit einer Zahl ist der Vektor, dessen
Linge gleich dem Produkt aus der Liinge des ge- L4
gebenen Vektors und dem absoluten Betrag der
gegebenen Zahl ist und dessen Richtung ent-
weder mit der Richtung des gegebenen Vektors Abb. 1
iibereinstimmt (wenn nédmlich die gegebene Zahl positiv ist) oder dieser
Richtung entgegengesetzt ist (wenn die Zahl negativ ist). Neben dieser Mul-
tiplikation eines Vektors mit einer Zahl erkliren wir noch eine Vektoraddi-

tion, und zwar wollen wir unter der Summe der Vektoren E und Eden
—_ —_ —_
Vektor AD verstehen, der die Diagonale des von den Vektoren 4B und AC
aufgespannten Parallelogramms bildet (Abb. 1).3)
Mit Hilfe dieser beiden Operationen kann man aus gegebenen Vektoren
neue Vektoren der Form kya; 4 k50,4 - - -+ ks, mit beliebigen (reellen)
Zahlen als Koeffizienten bilden. Vektoren, die auf diese Weise aus gegebenen

') Die Summe von Vektoren sowie das Produkt eines Vektors mit einer Zahl bleiben
bei Parallelverschiebung erhalten, sind also wirklich Vektoroperationen. — Anm.
d. wissenachaftl. Red.
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Vektoren gewonnen werden kinnen, heilen Lineark
Vektoren.

Speziell wollen wir auch ,,Strecken der Lange Null, d. h. ,,Strecken*,
bei denen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, als Vektoren ansehen.
Alle ,,Nullvektoren*, die man auf diese Weise erhilt, sind im Sinne unserer
obigen Definition gleich. Insbesondere wird der Nullvektor o als jedem anderen
Vektor parallel angesehen.

Die oben erklarten Vektoroperationen haben mit den elementaren Grund-
operationen fiir Zahlen viele Eigenschaften gemein: Eine Summe von Vektoren
ist unabhingig von der Reihenfolge der Summanden, und es gilt das asso-
ziative Gesetz (a +b)-+ ¢=a+ (b+ ¢); in einer Linearkombination von
Vektoren kann man gleiche Faktoren ausklammern (Abb. 2) usw. Ferner
ist die Umkehroperation der Vektoraddition, die Subtraktion von Vektoren
stets ausfithrbar: Die Differenz der Vektoren a und b ist gleich dem Vektor

Abb. 2

a-+ (—1)-b. Auf Grund dieser Eigenschaften der Vektoroperationen kann
man nach dem Vorbild der elementaren Algebra Vektorgleichungen formal
wumformen (so kann man Glieder von der einen Seite einer Vektorgleichung
auf die andere bringen, beide Seiten einer Vektorgleichung mit derselben Zahl
multiplizieren oder zu beiden Seiten denselben Vektor hinzuaddieren; ebenso
kann man auch Vektorgleichungen addieren usw.).

Wenn Vektoren a und b parallel ein und derselben Geraden sind und wenn
a = 0, d. h. a vom Nullvektor verschieden ist, so kann man b stets in der
Form b = ka darstellen, wobei k eine geeignet gewiihlte (reelle) Zahl ist. Um-
gekehrt folgt aus unserer Definition des Produktes, daB8 auch nur solche Vek-
toren in dieser Form dargestellt werden kénnen.

Wir wollen uns zuniichst auf die Betrachtung von Vektoren beschrinken,
die in einer gegebenen Ebene liegen. In diesem Fall konnen wir auf Grund
der letzten Bemerkung feststellen, daB jeder Vektor als Linearkombination
2weier beliebiger nicht paralleler Vektoren dargestellt werden kann. Sind nédmlich
a und b gegebene nicht parallele Vektoren und ist r ein beliebiger Vektor (der-
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selben Ebene), so kann man zunichst durch Parallelverschiebungen die Anfangs-
punkte der drei Vektoren zur Deckung bringen (Abb. 3). Sodann zieht man
durch den Endpunkt von r parallele Geraden zu b und a und bestimmt ihre
Schnittpunkte mit den Geraden, in denen a bzw. b liegen. Aus der Zeichnung

— — — —
ersieht man, daB y = OX, + OY, ist, wobei die Vektoren OX; und OY, den
Vektoren a bzw. b parallel sind. Man kann also Zahlenfaktoren x und y so be-

stimmen, daB za = OX, und yb = OY ist. Hieraus ergibt sich auf Grund
der vorangehenden Gleichung, daB r= a:a+ yb ist, d. h., wir haben r als
Linearkombination aus a und b dargestellt.

Bemerkenswert. ist noch, daB der Vektor y auch nur auf eine Weise als Linear-
k der gegeb Vektoren a und b dargestellt werden kann. Wenn
némlich ;——xu-{- yb z a+ y'b ist,
80 muB auch die Gleichung

(@ —2a=H—9y>
gelten, im Widerspruch zur Vorausset-
zung, daB die Vektoren a und b nicht
parallel sind.

Die letzten Ausfiihrungen enthalten
bereits das Prinzip der Koordinaten-
darstellung, wie es aus der analytischen
Geometrie her gelaufig ist: Wenn man
in einer Ebene zwei nicht parallele Vek-
toren e, und e, vorgibt, kann man bereits
jeden Vektor ¢ der Ebene eindeutig
als Linearkombination der Vektoren e,
und ¢,, d. h. in der Form y =z, ¢, + z, ¢, darstellen. Daher kann man jedem
Velttor auf die angegebene Weise Zahlen x, und x, zuordnen, die ihrerseits
den Vektor r eindeutig festlegen. Man nennt sie die Vektorkoordinaten von ¢
in bezug auf die Grundvektoren ¢,, ¢,. Die beiden Grundvektoren nennt man
mitunter eine Basis (oder ein Koordinatensystem) in der betrachteten Ebene.
Auf Grund der eindeutigen Darstellbarkeit jedes Vektors als Linearkombina-
tion zweier nichtparalleler Grundvektoren ergibt sich, daB Vektoren dann und
nur dann gleich sind, wenn shre Vektorkoordinaten (in bezug auf dieselben Grund-
vektoren) ibereinstimmen. Fiir das Folgende ist es zweckmiBig, die Koordi-

Abb. 3

naten eines Vektors r in Form einer ,,Spalte* (:1) zu schreiben.
2

Sind die Vektoren r und 1) in der Form r = z;¢, + 2, e;undy =y, ¢, + e,
vorgegeben, so ergibt sich auf Grund der oben angegebenen Eigenschaften
der Vektoroperationen: 1 41 = (2, 4- ¥;) ¢; + (:::2 —+ ¥,) &, d. h., die Koordi-
naten einer Summe von Vektoren sind gleich den S der entsprechenden Ko-
ordinaten der S den. Entsprechend erhilt man fiir das Produkt eines
Vektors mit einer Zahl: Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl
;;lerden die Koordinaten des gegebenen Vektors mit der gegebemen Zahl multi-

iziert.
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Mit Hilfe der bisher vermittelten Kenntnisse kénnen wir bereits eine kon-
krete Frage in Angriff nehmen, nimlich die bereits aus der Schule bekannte
Auflosung eines Systems von zwei linearen Gleichungen in zwel Unbekannten.
Wir wenden uns also der Untersuchung des Gleichungssy

ax”"'bx.'/—-cl, m
a4,z + by =c,
zu, wobei die Koeffizientena, , b,, a,, by, und ¢,, ¢, gegebene Zahlen sind, die wir
zunichst als reell annehmen wollen.

Die Aufgabe, das Gleichungssystem (1) aufzulosen, besteht bekanntlich
darin, die ,,Unbekannten & und y so zu bestimmen, da8 die ermittelten
Werte, wenn man sie in die Gleich (1) einsetzt, Identit zwischen
reellen Zahlen ergeben. Von der Schule her ist beka.nnt daB das System (1)
mitunter eindeutig losbar ist, d. h., daB es genau ein Wertsystem z, y gibt,
das beiden Gleichungen des Systems ,,geniigt, daB zuweilen iiberhaupt keine
Losung und manchmal unendlich viele Losungen existieren.

Die obigen Ausfiihrungen iiber Vektoren versetzen uns in die Lage, alle
diese Fille unmittelbar zu iiberblicken. Dazu denken wir uns in der Ebene ein
beliebiges Koordinatensystem ausgezeichnet und betrachten in ihm die fol-
genden Vektoren: Den Vektor a mit den Koordinaten a,, a;, den Vektor b mit
den Koordinaten b, , b, und den Vektor ¢ mit den Koordinaten c,, ¢,. Sind nun
zunichst z und y beliebige gegebene Zahlen, so stehen auf der linken Seite
von (1) die Koordinaten des Vektors a x + b y. Damit seine Koordinaten
gleich den Koordinaten des Vektors ¢ sind, muB also der Vektor az+by
gleich dem Vektor ¢ sein. Wenn es uns umgekehrt gelingt, Zahlen = und y so
zu bestimmen, daB die Gleichung az 4 by = ¢ erfiillt ist, so haben wir in
ihnen auch eine Lisung des Systems (1).

Die Auflsung des Systems (1) ist also vollkommen gleichwertig der Losung
der einen Vektorgleichung

az+by=c¢c, 2)
d. h. der Aufgabe, eine Darstellung des Vektors ¢ als Linearkombination der
gegebenen Vektoren a,b zu ermitteln.

Diese geometrische Deutung gibt uns unmittelbar Aufschlu8 iiber alle Mog-
lichkeiten, die hierbei eintreten konnen:

1. Es kann sich herausstellen, daB die Vektoren a, b nicht parallel sind. Dann
1aB¢ sich jeder Vektor als Linearkombination von a und b darstellen, und diese
Darstellung ist eindeutig (d. h., es gibt genau ein Wertepaar z, y, das die Glei-
chung (2) erfiillt). Daraus folgt: Im vorliegenden Fall besitzt das System (1)
stets genau eine Lisung, wie auch die Konstanten c,, ¢, gewGhlt sein miogen.

2. Wenn die Vektoren a, b parallel sind, so kann eine Losung nur dann exi-
stieren, wenn der Vektor ¢ parallel zu a und b ist; anderenfalls ist es unmoglich,
Zahlen z und y so zu bestimmen, daB sie der Gleichung (2) und damit dem
System (1) geniigen.

3. Wenn die Vektoren a, b und ¢ parallel sind und wenn wenigstens einer der
Vektoren a, b vom Nullvektor verschieden ist, so erhilt man alle Losungen
auf folgende Weise (dabei setzen wir, um etwas Bestimmtes vor Augen zu
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haben, voraus, dafl a 3= 0 ist): Wir setzen fiir y eine beliebige Zahl ein und
bringen by auf die rechte Seite: az=c¢— by. Da der Vektor ¢— by
parallel dem Vektor g ist, kann man dann z stets so bestimmen, daB die letzte
Gleichung erfiillt ist.

Den bisher noch nicht behandelten Fall, daB nimlich a und b beide gleich
dem Nullvektor sind, konnen wir unmittelbar erledigen: Wenn der Vektor ¢
vom Nullvektor verschieden ist, so kann es keine Ldsung geben; ist aber
der Vektor ¢ gleich dem Nullvektor, so erfiillt jedes Zahlenpaar z, y das
System (1).

Mit Hilfe unserer fritheren geometrischen Uberlegungen konnen wir fiir
den Fall, daB die Vektoren a, b nicht parallel sind, sogar explizite Formeln fiir
die (eindeutige) Losung des Systems (1) angeben. Aus Abb. 4 ersicht man nam-
lich unmittelbar, daB die gesuchten L&-
sungen z und y gleich dem Streckenver-

hiltnis 922 bzw. O sind. Nun ist aber,
wie man aus derselben Abbildung ent-
nimmt, das erste Verhéltnis nichts an-
deres als das Verhaltnis der Hohe des
Parallelogramms OCEB zur Hohe des
Parallelogramms 04D B, beidesmal mit
der Grundseite b. Da nun beide Paralle-
logramme dieselbe Grundseite besitzen,
ist das Verhéltnis der Hohen gleich dem
Verhiltnis der Flicheninhalte, d. h.
Fliache OCEB 3
Flache OADB* a2
Entsprechend ergibt sich, daB sich 0B
zu OB verhilt wie der Flicheninhalt
des Parallelogramms OCFA zum Flicheninhalt des Parallelogramms OADB,
also

rT=

Flache OCF A "
Y= Fliche0ADE" @)
Es wiirde im betrachteten Fall keine Schwierigkeiten bereiten, den Flichen
inhalt der Parallelogramme auszurechnen. Man brauchte sie dazu nur in Drei-
ecke zu zerlegen und erhielte dann einfache Formeln, durch die die Werte der
Unbekannten durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichungen ausgedriickt
werden. Hier kommen wir jedoch wesentlich einfacher mittels des iblichen
Verfahrens zum Ziel: Man multipliziert beide Seiten der ersten Gleichung
von (1) mit b, und beide Seiten der zweiten Gleichung von (1) mit (—b,)
und addiert, die erhaltenen Gleichungen: dann ergibt sich fiir z die Bestim-
mungsgleichung

(@15, — aby) z = €5, — €5b; . 4)

Entsprechend erhilt man firr y die Bestimmungsgleichung
(@30, — ayd,y) y = a,¢, — ayc, . @)
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Die Ahnlichkeit dieser Formeln zu den Formeln (3) und (3') fillt unmittel-
bar auf: Lost man nimlich die letzten beiden Gleichungen nach z und y auf,
80 tritt in beiden derselbe Nenner auf, wie dies auch in (3) und (3') der Fall ist;
zudem héiingt der Nenner nur von den Koeffizienten a,, a,, b,, b,, den Vektor-
koordinaten von a und b ab, wihrend der Nenner von (3) und (3’) der Flichen-
inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms ist. Dies legt es nahe,
nach der geometrischen Bedeutung der Differenz a,b, — a,b, zu fragen. Dazu
wiihlen wir in der Ebene eine Basis aus zwei zueinander senkrechten Vektoren
¢, ¢, der Linge 1 (Abb. 5). In bezug auf diese Vektoren als Grundvektoren
sind die Vektorkoordinaten a,, a, und b,, b, der Vektoren a=a, e, + a,e, bzw.
b = b,e, + bye, abgesehen vom Vorzeichen gleich den Lingen der Strecken
04,,04,,0B,,0B, (in der Zeichnung sind die Vektoren a, b so gewihlt, dal
ihre simtlichen Vektorkoordinaten positiv sind). Offenbar ergibt sich der
Flicheninhalt des Parallelogramms OACB zu

8o4c8=28048 = 2 [So8,8 + SB,4,48 — So4,4]
8y

b, b, b,
=2[%+a'—_;'(¢1 —b)— —2']= ayby— a5b; .

Dieser Flicheninhalt ist also gerade die uns interessierende Differenz.

Allerdings haftet unseren geometrischen Konstruktionen eine gewisse Un-
genauigkeit an: Wiahrend der Flicheninhalt im elementar-geometrischen Sinne
stets positiv ist, kann die von uns betrachtete Differenz a,b, — @,b, durchaus
negativ sein. Wir haben dem nur deshalb bisher nicht Rechnung getragen,
weil in unserer Abbildung alle auftreten-
den Werte zufillig positiv waren. Diesem
Mangel kann man nun dadurch abhelfen,
daB man dem Flicheninhalt eines Parallelo-

amms noch ein Vorzeichen zuschreibt:

licherweise wertet man den Flicheninhalt
des von den Vektoren a, b aufgespannten
Parallelogramms als positiv, wenn der bei
O in Richtung von a begonnene Umlauf des
Parallelogramms denselben Umlaufsinn auf-
weist wie der bei O in Richtung von e, be-
gonnene Umlauf des von e, und e, aufge-
spannten Parallelogramms. Der Leser mag
sich auf Grund einer Reihe von Zeichnun-
gen, die entsprechend Abb. 5 anzufertigen
sind, davon iiberzeugen, daf3 dasso definierte
Vorzeichen des Flicheninhalts eines Parallelogramms stets mit dem Vorzei-
chen der Differenz a,b, — a,b, iibereinstimmt.

Wir erwihnen hier nur, daB sich. der Gedanke, den Fliacheninhalt einer
Figur mit einem Vorzeichen zu versehen, nicht nur beim Parallelogramm,
sondern auch in vielen anderen Fillen von Nutzen erweist. Viele Ergebnisse
erhalten dadurch eine geschlossenere und allgemeinere Form.
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Die Differenz a,b,— a,b, nennt man Determinante zweiter Ordnung (in der
Literatur ist auch der Ausdruck ,,zweiten Grades* iiblich; Anm. d. wiss. Red.)
und bezeichnet sie durch
a; by
s by|’

Die Bezeichnungsweise deutet an, daB die Determinante als Funktion der
Spalten angesehen werden soll, in denen die Koordinaten der Vektoren a und b
stehen. Das Verschwinden dieser Determinante ist — wie man leicht einsieht —
gleichbedeutend damit, daB die Vektoren a und b parallel sind. Wenn

ay by, — a,b, =0
ist, so wird die (dann eindeutige) Losung des Systems (1) durch die Formein

()

geliefert, wie man unmittelbar aus (4) und (4') entnimmt. Die geometrische
Deutung der Determinante zeigt, daB diese Formeln dasselbe besagen wie (3)
und (3').

Fiir das Folgende bendtigen wir einige einfache Eigenschaften der Deter-

minante. Dabei empfiehlt es sich, an Stelle der Bezelchmmg‘ 1 b fiir die

Determinante die Bezeichnung |a,b| zu benutzen, durch die angedeutet wird,
daB wir die Determinante als Funktion zweier Vektoren auffassen.

A. Die Determinante ist als Funktion jedes shrer Argumente linear.

Man nennt eine Funktion linear!), wenn sie die beiden folgenden Eigenschaf-
ten besitzt:

1. Wenn man einen beliebigen Argumeniwert der Funktion mit einer gegebenen
Zahl multipliziert, so ist der zugehorige Funktionswert gleich dem Produkt aus
dem Funktionswert fiir das betrachtete Argument und der gegebenen Zahl.

2. Ist der Argumentwert eine Summe, so ist der zugehdrige Funktionswert gleich
der S der Funkti rie fir die Argumentwerte, aus denen der betrachtete
Arg 4 t2t ist.

‘Wenn wir beha,upten, da,ﬁ die Determinante in bezug auf jedes ihrer Argu-
mente linear ist, so meinen wir damit, daB sie die Eigenschaften 1. und 2. fiir
jedes ihrer beiden Argumente besitzt.?)

1) Die Bezeichnung ,linear* geht darauf zurick, daB die lineare Funktion f(z) = kz,
wobei k eine beliebige Konstante ist, diese Elgenschaften besitzt. Aus den Regeln
fiir die rationalen Operationen ergibt sich namlich unmlttelbn,r, dag f(mz) = mf(::)
und f(x + y) = f(z) + f(y)ist, also die Funktion f(z) tatsachlich die Eig
und 2. besitzt.

%) Man beachte, daB die De i nur als Funktion der Vekioren, nicht aber als
Funktion von vier Zahlen linear ist. — Anm, d. wissenschafil. Red.
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Neben der Linearitiit (als Vektorfunktion — Anm. d. wiss. Red.) besitzt die
Determinante noch die folgenden beiden Eigenschaften:

B. Die Determinante verschwindet, wenn die Vektoren, aus denen sie gebildet
18t, einander gleich sind.

C. Die Determinante aus den Einheitsvektoren (;) und (‘;) (tn dieser Reihen-
folge) ist gleich Eins.

Alle diese Behauptungen bestitigt man leicht durch direktes Ausrechnen.
Man kann sie daneben auch rein geometrisch beweisen. Wir beschrinken uns
hier auf das Beispiel eines algebraischen Beweises der zweiten Behauptung
von A:

a; bi+ b

hbH¢g=mwﬂwﬁ—hﬁ+MW

ay by
132 bé’ :

a; b

=a1by —apbi a1 by —abl' =| ",
as bs

§ 2. Vektoren. Determinanten beliebiger Ordnung

Es ergibt sich jetzt naturgema die Frage, ob man die Uberlegungen aus
dem vorangehenden Paragraphen auch auf die Untersuchung der Losungen
eines Systems von mehr als zwei linearen Gleichungen und mit mehr als zwei
Unbekannten anwenden kann. Man braucht sich nur ein System von minde-
stens drei Gleichungen mit mindestens drei Unbekannten aufzuschreiben, um
festzustellen, daB auch hier die Koeffizienten in Spalten angeordnet sind, die
jetzt allerdings aus drei oder mehr Zahlen bestehen. Wenn nun die Spalten
mehr als drei Zahlen enthalten, ist es unmaéglich, sie sich als Vektorkoordinaten
im iiblichen geometrischen Sinne zu veranschaulichen. Die Schwierigkeit wird
noch dadurch vergréBert, daB man zuweilen Gleichungssysteme mit komplexen
Koeffizienten zu untersuchen hat, kann man sich doch keinen Vektor mit kom-
plexen Koordinaten vorstellen.

Alle diese Schwierigkeiten lassen sich nun auf eine im folgenden zu be-
schreibende Weise umgehen. Der hierbei leitende Gedanke erweist sich als
auBerordentlich fruchtbar und fiir fast alle mathematischen Disziplinen als
niitzlich: Wir werden niamlich den elementaren Vektorbegriff derart verall-
gemeinern, daB alle erwihnten Schwierigkeiten von selbst verschwinden, die
wesentlichen Eigenschaften der Vektoren aber erhalten bleiben. Man muB
noch hinzufiigen, daB uns die geometrische Terminologie von selbst auf die ge-
suchten Eigenschaften fithren wird.

Bei unserem Vorgehen miissen wir alle auftretenden Begriffe genau defi-
nieren, d. h. mit schon bekannten mathematischen Begriffen in Zusammenhang
bringen.

anﬁchst zum Zahlbegriff! Eine Betrachtung des ,,algebraischen Teiles
von § 1 zeigt, daB bei den dortigen algebraischen Berechnungen die Natur der
verwendeten Zahlen vollig gleichgiiltig ist; es kommt nur darauf an, daB man
mit den Zahlen nach den vier Grundrechenarten rechnen kann und da8 fir
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diese Rechenoperationen die bekannten Rechengesetze gelten. Wir brauchen
also im folgenden nicht stets alle Zahlen zu betrachten, sondern kénnen uns
auf beliebige Mengen von ihnen beschrinken, von denen man lediglich zu ver-
langen braucht, daB in ihnen die besagten rationalen Operationen unbeschrankt
ausfithrbar sind. Auf diese Weise gelangen wir zum Begriff des Zahlkérpers:

Eine Menge von Zahlen, in der mit zwei beliebigen Zahlen auch ihre Summe,
ihre Differenz, ihr Produkt und (falls der Divisor von Null verschieden ist) auch
thr Quotient enthalten ist, heift ein Zahlkorper.t)

Die Menge aller komplexen Zahlen erfiillt diese Bedingungen und bildet daher
einen Zahlkorper. Entsprechend bilden auch die Menge aller reellen Zahlen
und die Menge aller rationalen Zahlen Zahlkérper. Mit diesen Zahlkorpern hat
man es in den Anwendungen meistens zu tun, sie sind daher fiir uns am wich-
tigsten. Doch gibt es auch ganz andere Zahlkérper: So kann sich der Leser
leicht davon iiberzeugen, daBl die Menge aller Zahlen der Form ¢+ b ﬁ, wobei
a und b beliebige rationale Zahlen sind, einen Zahlkérper im angegebenen Sinne
bildet.

Im folgenden wird es hiufig gleichgiiltig sein, welchen Zahlkérper wir zu-
grunde legen. In solchen Fillen werden wir der Einfachheit halber den Korper
mit einem neutralen Buchstaben bezeichnen.

Es sei jetzt K ein beliebiger Zahlkirper und n eine natiirliche Zahl. Unter
einem n-dimensionalen Vektor iiber dem Korper K verstehen wir eine aus n Zahlen
des Korpers K gebildete Spalte.

Den Vektoren der Ebene entsprechen — wie wir gesehen haben — umkehr-
bar eindeutig die Spalten aus zwe1 reellen Zahlen, und diese Spalten sind im
Sinne unserer Defi ZW ionale Vektoren iiber dem Korper der
reellen Zahlen.

Zur Vereinfachung der Redeweisen wollen wir verabreden, daB auf die An-
gabe des Korpers verzichtet werden soll, wenn alle betrachteten Vektoren iiber
demselben Korper gebildet sind.

Da wir die Spalten aus Zahlen Vektoren genannt haben, sollen die Zahlen,
aus denen eine gegebene Spalte gebildet ist, die Koordinaten des betreffenden
Vektors heilen.

Jetzt kénnen wir bereits die grundlegenden Operationen zwischen Vektoren
erkliren, wobei wir uns die Analogie zu den in § 1 eingefiihrten ,,geometrischen*
Operationen zunutze machen.

Unter der Summe zweier n-dimensionaler Vektoren verstehen wir den;emye’n
n-dtmemmnalen Vektor dessen Koordinaten die S aus den entsprech
Koordinaten der geg 8 den sind.

Analog hierzu nennen wir den n-dimensionalen Vektor, dessen Koordinaten
die mit einer Zahl k (aus dem Korper K) multiplizierten entsprechenden Ko-
ordinaten eines g len Vektors sind, das Produkt des ge-
gebenen Vektors mtt der Zahl k

er Ari

1) Vgl EdEM Band I I \:V Pnosxunuxow, Mengen, Gruppen, Ringe und Korper.
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In Formeln lauten diese beiden Definitionen:

ay by a+ b 51 ka,
@z + by |\ _ [ + b, 2= k_“z
an b G+ by 4 ka,

Wie bereits in § 1 werden wir auch aligemein Vektoren durch kleine Fraktur-
buchstaben bezeichnen ; daneben wollen wir verabreden, da8 die entsprechen-
den, mit einem Index verseh kleinen lateinischen Buchstaben die Ko-
ordinaten des betrachteten Vektors andeuten, wobei der Index jeweils die
Nummer der Koordinate angibt.

Der ganzen Theorie verleihen wir noch dadurch ein mehr geometrisches
Gepriige, daB wir die Gesamtheit aller n-dimensionalen Vektoren iiber dem
Korper K den n-dimensionalen Vektorraum #ber K nennen.

Unter den n-dimensionalen Vektoren zeichnen wir besonders die Vektoren

/1 1) 0
0 1 0
e=]|0]; e=]0], sen=]0
0 0 1

aus. Offenbar kann mit ihrer Hilfe jeder Vektor r eindeutig als Linear-
kombination
1
r= z:2 =z + Loty t -+ Tney

Zn

dargestellt werden. Die Vektoren e, , . . . , ¢, spielen also die Rolle einer Basis
unseres ,,Raumes‘‘. Den Begriff der Basis werden wir jedoch erst spéter, wenn
wir von den Eigenschaften einer Basis in stirkerem MaBe Gebrauch zu machen
haben, genauer definieren. Ausgehend von den angegeb Definitionen kénnte
man jetzt eine Geometrie des betrachteten Raumes entwickeln, die in starkem
MaBe an die iibliche analytische Geometrie erinnert. Mit einer Reihe ihrer
Fragen werden wir uns noch zu beschéftigen haben. Hier soll es zuniichst nur
unser Ziel sein, den Begriff der Determinante so zu verallgemeinern, da8 wir
in der Lage sind, einfache Formeln fiir die Losung eines Gleichungssystems in
beliebig vielen Unbekannten anzugeben. Es liegt nahe, daB man den Begriff
der Determinante zweiter Ordnung so zu verallgemeinern sucht, da — von
selbstverstindlichen Anderungen abgesehen — die angegebenen Eigenschaften
der Determinante zweiter Ordnung erhalten bleiben. Die Notwendigkeit fiir
Abénderungen ist darin begriindet, da8 wir es statt mit zweidimensionalen
Vektoren mit n-dimensionalen Vektoren zu tun haben. Das fiihrt uns auf fol-
gende Definition:
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Unter einer Determinante n-ter Ordnung verstehen wir eine Funktion

lay, az, . -+ anl
von n Vektoren der Dimension n, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

A. Sie ist linear in bezug auf jedes threr Argumente.

B. Sie verschwindet, wenn zwei threr Arg te iibereinsti

C.lep 20 -5 €| =1.

Um also zu erreichen, daB die Eigenschaften der Determinanten zweiter
Ordnung bei der angestrebten Verallgemeinerung erhalten bleiben, legen wir
sie einfach unserer Definition zugrunde.

Es ist natiirlich weder sicher, ob es iiberhaupt eine Funktion gibf, die
den in der Definition angegebenen Bedingungen geniigt, noch ob es nur eine
derartige Funktion gibt. Der Beweis fiir beide Behauptungen kann nur durch
eine weitergehende Untersuchung erbracht werden und wird in allgemeiner
Form in § 5 gefiihrt.

§ 3. Eigenschaften der Determinante, die sich unmittelbar
aus ihrer Definition ergeben

Wir setzen zunichst voraus, daB es mindestens eine Funktion |a; , . . ., as|
gibt, die die Eigenschaften A, B und C besitzt. Aus diesen drei Eigenschaften
werden wir eine Reihe von weiteren Eigenschaften folgern, die uns auf einen
expliziten Ausdruck fiir diese Funktion fiihren werden. Zuerst wollen wir die
Eigenschaft A (Linearitdt) niher untersuchen. Angewendet auf das erste
Argument besagt sie: .

|eas,az, ..., 00| =« |01, G5, ..., 0], I
lai+ af,az, ..., an| = a1, 0z,..., 00|+ |01, 02, ..., Qaf

(vgl. das iiber die Linearitit auf Seite 9 Gesagte). Entsprechende Formeln
erhiilt man, wenn man das Produkt bzw. die Summe nicht an die Stelle des
ersten, sondern eines beliebigen Argumentes setzt.
Der Leser wird sofort bemerken, daB diese Formeln den bekannten For-
meln
XA A @3-+ Ay = X(A Az A3+ ++ Bp) ,
(a1 4 ai')az @3-+ - a, = ajaeas - - @+ ay G2 a3+ Gn

fiir die Multiplikation von Zahlen analog sind. Die Formeln (1’) gelten natiirlich
entsprechend auch in bezug auf jeden anderen Faktor. Aus diesen Rechen-
gesetzen fiir jeden einzelnen Faktor erhilt man in bekannter Weise die all-
gemeinen Regeln fiir das Ausmultiplizieren von mehrgliedrigen Ausdriicken.
‘Wenn also z. B. die ersten beiden Faktoren Summen sind, so ist

)

wi(ai+ofal) (xh ab+a¥ay)as - ay—af o} o] 0has -« - G+ af af 0 A5G- - ax

+ o @30y abaz - - - an + oy o' a7 @Faz - - @
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Entsprechend ergibt sich aus den Formeln (1), daB man in gleicher Weise
bex einer Determinante verfahren kann: Sind die Werte eines oder mehrerer
Arg te einer Determs 80 kann man die bekannien Klammer-
regeln anwenden und auﬂerdem Zahlfaktoren vor die Determinante zichen.

Der dem Leser fiir gewShnliche Produkte von Zahlen bekannte Beweis nimmt
im Fall der Determinante die folgende Form an (als Beispiel nehmen wir an,
daB die ersten beiden Argumente Summen aus zwei Summanden sind; die
Zahlfaktoren werden gleich Eins angenommen und treten daher nicht auf):

lai + ai', 02+ a2, a3, - . ., G

=lai, a2+ a2, 03,..., ]+ |ai, a2+ a7, a3, . . ., an]
= lai, a3, a3, ..., a4 |a1,07,03,...,as] +
+ lat’, a2, a3, - - -, aa| 4 |ai’, 02, a3, . . -, @) -

Das ist eine erste wesentliche Folgerung aus den Eigenschaften A, B, C.
Als zweite wichtige Folgerung behaupten wir:

Vertauscht man in der Determinante die Plitze zweier Argumente, so dndert
die Determinante ihr Vorzeich

Zum Beispiel wollen wir die ersten beiden Vektoren a, und a, miteinander
vertauschen. Wir gehen aus von dem Wert

lay + ag, 0y + @z, 05, . . ., | -
Auf Grund von Eigenschaft B der Determinante ist er gleich Null, da zwei
Argumente iibereinstimmen. Wenden wir auf diesen Wert die bereits bewiesene
Eigenschaft an, so kénnen wir ihn als Summe

|ay, 01,85, ., @]+ a5, 05,05, .., an] +
+ |0z, 05, 05, + -+, Qn|+ |03, 05, 05, - . -,

aus vier Determinanten darstellen, von denen die erste und die vierte aus dem-
selben Grunde wie oben verschwindet. Wir erhalten also:

lay, 8z, 03, - - - an| + |0z, 01,05, - . ., aa| = O,
was zu beweisen war.

Die hier angestellten Uberlegungen sind vollkommen allgemein und unab-
hingig davon, welche Argumente wir speziell vertauschen. Nur der einfacheren
Darstellung wegen haben wir uns auf die ersten beiden Vektoren beschriinkt.

Allein mit Hilfe der bisher bewiesenen Eigenschaften kénnen wir den bereits
erwiahnten expliziten Ausdruck fiir die Determinante bestimmen. Um den
Leser nicht von vornherein durch unnétig komplizierte Einzelheiten, die im
allgemeinen Fall auftreten, zu belasten, skizzieren wir den Grundgedanken
der Umformung in den expliziten Ausdruck zuniichst an Hand der Deter-
minante zweiter Ordnung.

Vorgegeben seien die zweidimensionalen Vektoren

a_( )—a,e1+ aye,, b=(::)=ble,+ bye,.




§ 3. Eigenschaften der Determi 15

Zu bestimmen ist der Wert |a,b| der Determinante. Indem wir ihn in der
Form
la, B = |aye; + azep, bre; + byey|
schreiben und die obige Regel der , Klammerauflosung* anwenden, erhalten wir
|a, B] = |ayey, byes| 4 |ayes, byeql+ lazes, byey| + |ages, byeg| -
Hier konnen auf Grund der Linearitit der Determinante noch die Zahl-
faktoren herausgezogen werden, so dafl wir
|a, b = a, b, Iell el + axbzlel’ ezl + ayb, Jeas eq]+ a3 by ey, €]
finden. In der Summe auf der rechten Seite verschwinden der erste und der
letzte Summand, da in der Determinante jeweils gleiche Argumente auf-
treten. Wenn wir nun noch beachten, daB |e,, ¢,|=—|e;, & (Vertauschungs-
regel fiir die Argumente!) und |e,, e,| = 1 ist, so erhalten wir
|a,b] = a, b, — ay b, ,
also gerade den expliziten Ausdruck, durch den wir friiher die Determinante
zweiter Ordnung eingefiihrt haben.
Dem Leser sei empfohlen, dieselben Uberlegungen fiir die Determinante
dritter Ordnung |a, b, ¢| zu wiederholen. Setzt man hier

a by 1
a=|ay}), b=1{b}, c=|¢ |,
23 by C3

8o erhilt man nach Anwendung der Klammerauflosungsregel auf

|a,b, ¢|=|aye, + ase,+agey, bye; + bye; -+ byeg, ¢y ey 4 cyep 4 cgeg)
eine Summe aus 27 Summanden, wobei in jedem der Summanden einer der
Werte

[e1s €15 €, |1, €, €5], €2, €3, €], [y, €5, €] usW.
als Faktor steht. Von diesen 27 Werten verschwinden 21, da in der Deter-
minante gleiche Argumente auftreten. Alle iibrigen Werte konnen durch Ver-
tauschen von zwei oder mehreren Argumenten auf den Wert |e,, ¢;, eg| re-
duziert werden, der gemia C gleich 1 ist, also z. B.
[e2, €5, &) = — |er, €5, ea] = |e1, €, 5| = 1.

Nach Durchfiihrung aller dieser Rechnungen erhilt man

[a,b, ¢| = ayby05— a,bgcy + @yby0y — @yby 65+ aghycy — agbyey . @)

Nach dem Muster dieser Berechnungen erhiilt man aus den Eigenschaften

A, B, C stets einen eindeutig bestimmten Ausdruck fiir die Deter-
minante, d. h., auBler der durch diesen Ausdruck dargestellten Funktion kann
es keine Funktion geben, die die Eigenschaften A, B und C besitzt. Es ist
daher (fiir jede Ordnung) nur einer der beiden folgenden Fille moglich: Ent-
weder gibt es keine Funktion mit den Eigenschaften A, B, C, oder es gibt
genau eine solche Funktion.
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Diese Alternative isi fiir » = 2 und n = 3 leicht zu entscheiden. Hier geniigt
es namlich zu zeigen, daB die durch den gefundenen Ausdruck dargestellte
Funktion tatsichlich die Eigenschaften A, B und C besitzt. Fiir die Deter-
minante zweiter Ordnung ist dies bereits frither geschehen, und fiir den Aus-
druck (2) kann der Leser diese Kontrolle nach dem auf S. 10 angegebenen
Muster fiir die Determinante zweiter Ordnung selbst durchfithren. Mit der
Verifizierung der Giiltigkeit der Bedingungen A, B, C fiir den Ausdruck (2)
ist dann auch die eindeutige Existenz der Determinante dritter Ordnung be-
wiesen.

§ 4. Permutationen. Determinanten n-ter Ordnung

Als néchstes wollen wir zeigen, da man auf Grund unserer Definition
auch zu einem expliziten Ausdruck fiir die Determinante beliebiger Ordnung
gelangt. Dabei kénnen wir denselben Weg einschlagen, den wir im voran-
gehenden fiir die Determinante zweiter und dritter Ordnung beschritten
haben.

Zuniichst geben wir einen Exkurs iiber die sogenannten Permutationen.

Vorgegeben sei uns eine gewisse endliche Anzahl von beliebigen Elementen
(Gegenstéinden). Unter einer Permutation dieser El te versteht man eine
Anordnung der Elemente in einer bestimmten Reihenfolge. Offensichtlich héingt
die Anzahl der Permutationen nur von der Anzahl der gegebenen Elemente ab.
Wenn n die Anzahl der Elemente ist, so ist die Anzahl ihrer méglichen Permu-
tationen gleich n! =1-2...7n.

Ublicherweise setzt man fiir die betrachteten Gegenstinde eine gewisse
Reihenfolge als ,,Normalordnung* (auch ,,ausgezeichnete’ Anordnung oder
ausgezeichnete Permutation genannt — Anm. d. wiss. Red.) voraus. Sind z. B.
die Elemente ganze Zahlen, so nimmt man im allgemeinen die natiirliche Anord-
nung als Normalordnung. Analogbetrachtet man fiir die Vektoren e,, e,,..., s
die Anordnung in dieser Reihenfolge als Normalordnung. Wenn nun eine gewisse
Permutation der Elemente vorgegeben ist, so wird man untersuchen, worin sich
die gegebene Permutation von der Normalordnung unterscheidet. Gewshnlich
macht man das auf folgende Weise: Man betrachtet irgend zwei Elemente
in der Permutation; dann konnen zwei Fille eintreten, nimlich entweder
tehen die betrachteten El te in der gegebenen Permutation in der Normal-
ordnung oder in der dazu entgegengesetzten Ordnung. Im zweiten Fall
sagt man, daB das Elementepaar eine Inversion bildet. Man kann nun
leicht die Gesamtzahl der Inversionen in der gegebenen Permutation
bestimmen. Diese Anzahl ist dann und nur dann gleich Null, wenn die ge-
gebene Permutation gleich der Normalordnung ist. Andernfalls ist diese Anzahl
unbedmgt groBer als Null. Es liegt nahe, diese Anzahl als MaB fiir die Ab-

hung der gegeb 1 Permutation von der Normalordnung anzusehen.

Wir wollen das Gess.gbe durch einige Beispiele illustrieren: Die Permu-
tationen

(3,254, 1), 2,534, 1), 3,5 41,2
entstehen durch Vertauschung der fiinf Zahlen 1, 2, 3, 4, 5. In der ersten
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Permutation bilden die Zahlen 3 und 2 eine Inversion, in der zweiten Permu-
tation dagegen nicht. Der Leser moge sich davon iiberzeugen, daf die An-
zahl der Inversionen in den betrachteten Beispielen gleich 6 bzw. 6 bzw. 7 ist.

Eine Permutation heiBt gerade, wenn die Anzahl ihrer Inversionen gerade
ist, andernfalls ungerade.

Von den im Beispiel angegebenen Permutationen sind also die ersten beiden
gerade und die dritte ungerade.

Aus einer gegebenen Permutation erhilt man eine neue, wenn man in ihr
die Plitze von zwei Elementen vertauscht. Eine derartige Vertanschung von
zwei Elementen einer Permutation nennt man eine T'ransposition dieser beiden
Elemente. Indem man in einer Permutation gewisse Transpositionen hinter-
einander ausfiihrt, erhidlt man eine Reihe von weiteren Permutationen. Fiir
unsere Untersuchungen ist es nun wesentlich, daB man aus einer gegebenen
Permutation jede andere Permutation durch eine Reike aufeinanderfolgender
Transpositionen erhalten kann.

Fiir die Permutationen von zwei Elementen stimmt diese Behauptung
offenbar, da es hier nur zwei verschiedene Permutationen gibt, von denen
jede aus der anderen durch Transposition der beiden Elemente hervorgeht.
Den allgemeinen Fall werden wir durch vollstindige Induktion iiber die Anzahl
der Elemente beweisen.

‘Wir setzen also voraus, unsere Behauptung sei bereits fiir alle Permutationen
aus irgendwelchen n — 1 Elementen bewiesen, und

(G192, ..., %) und  (j1, 72, - -, fa)
seien zwei Permutationen derselben n Elemente. Gesucht wird eine Folge
von Transpositionen, die die zweite Permutation in die erste iiberfithrt. Dazu
beachten wir, daB unter den Elementen jj, j,, .. ., ja sicher das Element i,
vorkommt. Es mége etwa das Element ji sein. Wenn j; == 7, ist, so trans-
ponieren wir in der zweiten Permutation die Elemente j; und ;. Auf diese
Weise gelangen wir zu der Permutation

(s Jos - o> Jem15 005 Jis1s ooy fn).

Vergleichen wir diese Permutation mit der Permutation (i), 7,, ..., 4,), so
stellen wir fest, daB ihre Elemente vom zweiten Element ab eine gewisse
Permutation der Elemente i3, 43, . . ., i, bilden. Da die Anzahl dieser Elemente
gleich n — 1 ist, gibt es auf Grund der Induktionsvoraussetzung eine Folge
von Transpositionen, die — wie verlangt — diese Elemente in die Reihenfolge
1g, 13, . . ., iy bringt. Der bisher ausgeschlossene Fall j; = 7, ist noch einfacher,
da hier die Transposition von j; und j; entfillt.

Eine weitere fiir uns wesentliche Tatsache ist die folgende:

Wenn man in einer Permutation irgend zwei Elemente transponiert, so geht
cine gerade Permutation in eine ungerade und eine ungerade Permutation in
eine gerade iber.

Diese Behauptung ist sicher richtig, wenn man in einer Permutation zwei
benachbarte Elemente transponiert, da bei der Vertauschung der Ele-
mente genau eine Inversion auftritt oder verschwindet, wiihrend die An-
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ordnung der transponierten Elemente zu den anderen Elementen und die der
anderen Elemente unter sich erhalten bleibt.

Handelt es sich jedoch bei der Tra.nsposltlon nicht um eine Vertauschung
benachbarter Elemente, so konnen wir die Transposition auf folgende Weise
durch Transposition benachbarter El te erhalten: Zuniichst vertauschen wir
das erste der gegebenen Elemente mit dem darauffolgenden Element, sodann
in der neuen Permutation das erste der gegebenen Elemente mit dem darauf-
folgenden Element usw., und dies solange, bis das erste Element auf dem
Platz steht, den das zweite in der urspriinglichen Anordnung einnimmt; an-
schlieBend wird das zweite Element solange mit unmittelbar vorangehenden
Elementen transponiert, bis es an der Stelle des ersten Elements in der ur-
spriinglichen Anordnung steht. Man iiberlegt sich nun leicht folgendes: Wenn
zwischen den gegebenen Elementen in der betrachteten Permutation m Ele-
mente stehen, so benétigt man zur geschilderten ,,Uberfiihrung des ersten
Elementes auf den Platz des zweiten Elementes genau m + 1 Transpositionen
benachbarter Elemente und zur anschlieBenden Uberfithrung des zweiten
Elementes auf den Platz des ersten Elementes nochmals m Transpositionen.
Fiir die geforderte Transposition sind also insgesamt 2 m -+ 1 Transpositionen
benachbarter Elemente notwendig. Da nun bei jeder Transposition benach-
barter Elemente eine gerade Permutation in eine ungerade und eine ungerade
Permutation in eine gerade iibergeht, éndert sich — da die Zahl 2m + 1
ungerade ist — letzten Endes die Charakteristik der Permutation.

Die erhaltenen Ergebnisse iiber Permutationen werden wir jetzt dazu be-
nutzen, um zu einem expliziten Ausdruck fiir die Determinante n-ter Ordnung
zu gelangen, wobei wir zunichst wieder voraussetzen wollen, dal die Deter
minante (als Funktion, die die Bedingungen A, B und C aus § 2 erfiilit
existiert.

Zunichst wenden wir uns dem Spezialfall

Jers @1as - v sl (1)
d. h. dem Wert der Determinante fiir die Basisvektoren e, . .., e, zu. Es ist
(auf Grund von Eigenschaft B) klar, daB der Wert gleich Null ist, wenn zwei
der Vektoren ¢;,, e, . .., ¢, gleich sind. Es ist also nur noch der Wert der
Determinante (1) fiir die Falle zu berechnen, daB die Vektoren e¢;, paarweise
verschieden sind. In diesem Fall bilden die Vektoren ey, ¢j,, . . ., ¢j, (in dieser
Reihenfolge) eine Permutation der Vektoren e;,...,es, die nach dem
Gesagten durch eine Folge von Transpositionen in die Normalordnung
e, . - «, s iibergefiihrt werden kann. Dabei geht.der Wert der Determinante (1)
in den Wert der Determinante |e,,e,, .. ., ea| iiber, der gemiB der Eigen-
schaft C gleich 1 ist. Wenn wir noch beriicksichtigen, dafl bei jeder Trans-
position der Argumente der Determinante sich nur das Vorzeichen ihres
Wertes iéndert (§ 3), so erhalten wir das folgende Resultat:

Der Wert der Determinante |eg, , ¢j,, . . ., ¢;,| ist, falls die Vektoren ey, ey, ..., e,
rpaarweise verschieden sind, gleich + 1 oder — 1, je nachdem, ob die Permutation

Cits Oz e - vy €y
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der Vektoren ey, . . ., e, gerade oder ungerade ist. Sind mindestens zwes der Vek-
toren ¢, e, . . ., &, gleich, so ist der Wert der Determinante gleich Null.

Ubrigens ist die Frage, ob die Permutation ey, ¢j,, ..., ¢, der Vektoren
€1, ..., ¢ gerade oder ungerade ist, gleichbedeutend der Frage, ob die Permu-
tation j1, ..., j» der Indizes gerade oder ungerade ist.

Vorgegeben seien jetzt die Vektoren ay,..., a.. Zur Bezeichnung ihrer
Koordinaten empfiehlt es sich, Doppelindizes zu benutzen. So soll z. B. die
zweite Koordinate des dritten Vektors mit a,5, die vierte Koordinate des
ersten Vektors mit a,, bezeichnet werden. Dann ist

a1 @2 Q1n
L3 A2 G2n
a=[ -], =] "}, s =\
Qn1 dn2 Gnn,
Die Vektoren ay, . . ., ax lassen sich also — wie friiher bemerkt — durch die

Vektoren e,, ..., ¢, in der Form

a1 = e1@11 + e2 821+ -+ €a a1,

Gn = e181n—+ €282n + - - 4 €aGan

ausdriicken. Dann kénnen wir die Determinante |a;, s, ..., a] auch in
der Form
|e1@11+ -+ enlar, 2012+ - - - eapz, . . ., Q1810+ - - - Cnlan|  (2)

schreiben.
Wir konnen nun mit der Determinante wie mit einem ,,Produkt‘ rechnen
(§ 3). Wenden wir dies auf (2) an, so erhalten wir

Jor, 0, . o= Zen, er, o h 0, G112+,

wobei die Summe rechts iiber alle moglichen Kombinationen der Indizes
41, J2 - .., ju zu erstrecken ist. Da nun — wie oben bemerkt — der Wert
ey € - - -, &j,| der Determinante verschwindet, wenn mindestens zwei der
Indizes iibereinstimmen, treten in der Summe nur die Glieder effektiv
auf, in denen alle ji paarweise verschieden sind. Die Werte der in diesen
Gliedern auftretenden Determinanten sind aber durchweg gleich 1 1. Wir
erhalten somit endgiiltig

|as Gz oo an| = T £ 1 8550+ Ggpm (3)

wobei das Pluszeichen steht, wenn die Permutation ,, j,, . . ., j» der Indizes
gerade ist, und das Minuszeichen, wenn diese Permutation ungerade ist. Die
Anzahl der Summanden in der Summe (3) ist gleich der Anzahl der Permu-
tati von n El ten, also gleich a!.
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Da uns unsere Uberlegungen zu einer eindeutigen Darstellung der Deter-
minante n-ter Ordnung gefiihrt haben, kénnen wir behaupten:

Wenn es iberhaupt eine Funktion |ai, az, ..., as| von n Vektoren der Di-
mension n gibt, die die Bedingungen A, B und C der obigen Definition erfiillt,
30 ist sie gleich der durch den Ausdruck (3) bestimmien Funktion.

Mit anderen Worten: Die Bedingungen A, B, C legen die Funktion bereits
eindeutig fest.

Es ergibt sich naturgeméB die Frage, was geschieht, wenn man gewisse
der genannten Bedingungen fallen lift. Es zeigt sich, daB dann die Eindeutig-
keit der Funktion verlorengeht. Ein besonders interessantes Resultat erhilt
man, wenn man die Bedingung C fortliBt. Da dieses Resultat fiir unsere
weiteren Untersuchungen von einigem Nutzen ist, wollen wir es hier formu-
lieren und beweisen.

Der Wert jeder Funktion F(a,qq,...,a,) von n Vekioren ay,..., a, der
Dimension n, die die Bedingungen A und B erfiillt, lift sich gemdf

F(a,05,...,8:)=0;,05,...,8:| F(e,85,...,¢)

berechnen, wobei |ay,a,,...,0s| der Wert der Determinante fir die Vektoren
Q3,5 0n, 4. h. die durch (3) bestimmie Funktion ist.

Zur Berechnung aller Werte der Funktion geniigt es also, den einen Wert
F(ey,...,en) zu kennen.

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir nur zu bemerken, daB wir in den
vorhergehenden Uberlegungen die Eigenschaft C nur an den Stellen benutzt
haben, an denen der Wert |e,,¢,,...,e.| bendtigt wurde. Daher bleiben
insbesondere die Analogie zur Multiplikation von Zahlen und die Anderung
des Vorzeichens der Funktion bei Vertauschung zweier Argumente fiir die
hier betrachtete Funktion F(a,,a,,...,a,) erhalten. Wir brauchen also im
ganzen Beweis nur |a,, 0, ...,0,| durch F(a;, @, ..., a,) zu ersetzen. Dann
erhalten wir an Stelle der Formel (3) unmittelbar

F(alyﬂa: .. -yan)=F(e1; €, .5 8n) 2 + 818552 Ajpn s
was zu beweisen war.

§ 5. Weitere Eigenschaften der Determinante

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den Eigenschaften der durch (3)
definierten Funktion befassen. Dabei wird sich herausstellen, daB sie die Be-
dingungen A, B und C erfiillt. Damit haben wir dann allgemein die Existenz
der Determinante bewiesen. Eine Reihe von weiteren Eigenschaften wird eine
verhiiltnismiBig einfache Berechnung der Determinante beliebiger Ordnung
ermoglichen und uns, wie wir spiter sehen werden, erlauben, mittels der De-
terminanten Gleichungssysteme mit beliebig vielen Unbekannten aufzulsen.

Um nicht unnétig weitere Bezeichnungen einfiihren zu miissen, wollen wir
im folgenden die auf der rechten Seite von (3) des vorhergehenden Paragraphen
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stehende Summe als ,,Determinante” bezeichnen und dann auch an Stelle
von |ay, 0, ...,as| die Bezeichnungsweise

Qi1 12 ... 01a

azy de2 ... 02p

An1 Ap2 <o Aun
benutzen, die wir frither bereits fiir Determinanten zweiter Ordnung ver-
wendet haben.
Die Gleichung (3) lautet dann, ausfiihrlich geschrieben,

a1y 812 ... Q1
Q21 Qg2 ... G2y

=2 a1 a2 Ojn- *)
@p1 Bn2 ... Arn

Man sieht unmittelbar, daB in jedem Summanden auf der rechten Seite dieser
Gleichung aus jeder Spalte der linken Seite genau ein Faktor vorhanden ist.
Da andererseits die Indizes 7, , ,, . . ., j» eine Permutation der Zahlen 1,2, .. ., n
bilden, kommt in jedem Summanden auch aus jeder Zeile des quadratischen
Schemas links genaw ein Faktor vor. Ferner sollte das Vorzeichen jedes einzelnen
Summeanden nur davon abhingen, ob die entsprechende Permutation der
Indizes gerade oder ungerade ist, d. h. nur von den Stellen, an denen im qua-
dratischen Schema die Faktoren des betrachteten Summanden stehen.

Aus den angegebenen Eigenschaften ergibt sich unmittelbar die Bedingung
A, d. h. die Linearitit der Determinante. Multipliziert man namlich alle Ele-
mente aus einer Spalte des Schemas mit derselben Zah! k, so entspricht dem,
da jeder Summand auf der rechten Seite genau einen Faktor aus der be-
trachteten Spalte enthilt, die Multiplikation der ganzen Summe mit ¥. Damit
haben wir bereits die erste Linearititsbedingung bewiesen: Multipliziert man
alle Elemente einer Spalte der Determinante mit k, so multipliziert sich der Wert
der Determinante mit derselben Zahl. Mit anderen Worten: Ein gemeinsamer
Faktor aller Elemente einer Spalte kann vor die Determinante gezogen
werden.

Als nichstes betrachten wir die Determinante

, y
a1 @12 ... 2k F 01k .. Q10

............ ,:.-u..”u.-...q. =‘al’a2,‘..’ak’.'.’a"|.
@nl Ga2 o oo Auk+ Gk ... Qun

Auf Grund unserer Gleichung (*) erkennt man, daB in jedem Summanden
rechts eine Summe aj; + af} als Faktor enthalten ist. Wir spalten dann jeden
Summanden additiv in zwei Summanden auf, von denen der erste den
Faktor aj; und der zweite den Faktor aji enthilt. Auf diese Weise zerfillt
die urspriingliche Summe in zwei Summanden, die sich dadurch von der ur-
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spriinglichen Summe unterscheiden, da8 in ihnen an Stelle der Elemente der
urspriinglichen k-ten Spalte die Elemente einer der Spalten

ai: ai'y
aa=1| - bzw. af =
Gnk @n'e

stehen. Die Werte dieser Teilsummen entsprechen also den Werten der Deter-
minanten

lag, 0z, ..., 0%,...,0:] und [aj,0,,...,08,...,0s],
deren Summe die urspriingliche Determinante ist.

Wir wollen nun die Darstellung (*) fiir den Fall untersuchen, da8 wenigstens
zwei der Spalten q, ..., 0, iibereinstimmen. Der einfacheren Darstellung
wegen wollen wir annehmen, da8 dies fiir die ersten beiden Spalten gilt (wir
werden weiter unten sehen, daB die folgenden Uberlegungen unabhiingig von
der speziellen Wahl der Spalten sind). Jeder Summand 4 ay1a4,2 a5,
der Summe (*) enthilt nun den Faktor a;,; aus der ersten Spalte und den
Faktor aj,» aus der zweiten Spalte. Vertauscht man die Indizes j; und 7,,
so erhilt man die Summanden 4 aj,)aj,2:--as,» von (*). Das Vorzeichen
dieser Summanden wird durch die Permutationen 3, fy, . . ., 7a und fo, 93, . - -, 7n
bestimmt. Da nun jede dieser Permutationen aus der anderen durch Trans-
position der Indizes j, und 7, hervorgeht, ist sicher eine von ihnen gerade
und die andere ungerade. Die zugehorigen Summanden besitzen also entgegen-
gesetzte Vorzeichen. Da nun die Spalten a, und a, gleich sein sollten, ist
aj9=ay,; und a2 =ay,;, d. h., die Produkte

10452+ jyn  Und  Ggy1 05200+ Gpyn
stimmen iiberein. Wenn also in der Determinante | q,, a,, . . -, aa | zWei Spalten
gleich sind, so kommt mit einem Summanden auch der gleiche Summand
mit ent tztem Vorzeichen in der Summe vor, d. h., der Wert der
Determinante ist gleich Null. Damit ist gezeigt, da8 die Bed.mgung B erfiillt ist.

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, daB auch C gilt. Dazu betrachten wir
die Determinante

100...0
010...0
001...0].
000 1

Die Gleichung (*) zeigt, daB in der Summe nur ein Summand von Null ver-
schieden ist, nimlich das Produkt aus den in der Diagonale stehenden Einsen.
Diesem Glied entspricht die Permutation 1, 2, 3, . . ., n, die keine Inversionen
enthélt. Folglich ist der Wert der betrachteten Determinante gleich +-1.

Damit haben wir gezeigt, daB die am Anfang dieses Paragraphen festgelegte
Bedeutung des Terminus ,,Determinante‘ mit der friiheren, in § 2 angegebenen



§ 5. Weitere Eigenschaften der Determi 23

Bedeutung iibereinstimmt. Damit besitzt dann auch die Summe (*) die in
§ 3 bewiesenen Eigenschaften der Determinante.

Zu den bisher bekannten Eigenschaften wollen wir noch zwei weitere hinzu-
fiigen, die besonders bei der Berechnung von Determinanten von Nutzen sind
und die unmittelbar aus dem bereits Bewiesenen folgen:

Der Wert der Determinante dndert sich nicht, wenn man zu den Elementen
einer Spalte die mit einem gemeinsamen Faktor multiplizierten El te einer
anderen Spalte addiert.

Beim Beweis empfiehlt es sich, unsere alten Bezeichnungen zu benutzen.
Als Beispiel wollen wir zu den Elementen der ersten Spalte der Determinante
|a;, 05,03, . ..,0,| die mit der Zahl k¥ multiplizierten entsprechenden Elemente
der dritten Spalte addieren, also den Wert |a,+ kag,a,,0;,...,an| be-
rechnen. Auf Grund der Linearitit der Determinante in bezug auf die Spalten
ist

[a;+ ka3, 05,05, .-, 0n| =] 01, 05,05, ..., 0|+ %] 05, 05,0, . . ., O] -

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist aber wegen der Eigenschaft B
gleich Null, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Der Wert der Determinante bleibt ungeindert, wenn man ihre Spalten mit den
entsprechenden Zeilen vertauschi.

Wenn man in einer Determinante die Spalten mit den entsprechenden
Zeilen vertauscht, so erhilt man die transponierte Determinante. Man sieht
iibrigens unmittelbar, daB die Determinante

Q11 21 ... Gq1

aus der gegebenen Determinante durch Spiegelung an der Hauptdiagonale
entsteht. In dem so erhaltenen Schema bezeichnen die ersten Indizes die
Spalte und die zweiten Indizes die Zeile. Mit Hilfe von (*) berechnet man
also den Wert der Determinante zu

D=2 1 t1s, 01y - Oy - (**)

Wir vertauschen nun in jedem Summanden @), @2z, @nz, die Faktoren so,
daB die zweiten Indizes der GréBe nach angeordnet sind. Dabei wird im
allgemeinen die natiirliche Anordnung der ersten Indizes zerstort, was wir
durch die Schreibweise a;,1 ay,3 - - - @7, » andeuten wollen. Aber die Permutation
J1sd25 -+ +»Jn ist immer noch dann gerade bzw. ungerade, wenn die Permu-
tation k,,k,, ...,k gerade bzw. ungerade ist, da zur Uberfithrung der einen
Permutation in die Normalordnung gerade so viele Transpositionen notwendig
sind, wie zur Uberfithrung der anderen in die Normalordnung. Damit ist ge-
zeigh, dal der Summand 4 a1, dzk,*** @ak, in der Summe (**) mit dem
Summanden der Summe (*) iibereinstimmt, den man durch die angegebene
Vertauschung der Faktoren erhilt. Aus der Ubereinstimmung der einzelnen
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Summanden ergibt sich dann aber unmittelbar auch die Gleichheit der
Summen (*¥) und (*), was zu beweisen war.

Die zuletzt b Eigenschaft der Determinante zeigt, daff ihre Spalten
und Zeslen vollkommen glewhberechugt sind. Alle /mher /ur dw Spalten formu-
Uerten und bewi gen gelten also gleichermafen auch fir die

Zeilen. Dies gilt dann mtaprechend auch /wr den durch (*) definierten Ausdruck,
da in seine Formulierung alle Elemente einer Spalte eingehen.

§ 6. Entwicklung einer Determinante nach einer Zeile oder Spalte.
Berechnung von Determinanten

Vorgegeben sei die Determinante
Q11... B, k-1 C1k @1 k41 -.. C1a
1..-Q2k-1 G2k 02, k41 ... Qgn

[~}
|
$

An1.co Qn k—1 Qnk Ao k41 .. Gun
in der wir eine Spalte, etwa die k-te ichnen. Die El te dieser Spalte
lassen sich nun auf folgende Weise als Summe von n Zahlen darstellen:
a1 ...a-1 Gk +0 440 @i @
D[t -2 O+ase+---+0 agrs1 ... 020

Qny .. Bni-1 040 oo d-Gnp Gnks1...Cnn
Unter B g von Eigenschaft A konnen wir dann D als Summe aus n
Determinanten schreiben, in deren k-ter Spalte héchstens ein von Null ver-
schiedenes Element steht, das wir schlieBlich noch als Faktor vor die jeweilige
Determinante ziehen kénnen. Wir erhalten damit

a1 ... k-1 1 Qi1 . G1a
.. 10 2
D—ay; azx-1 0 az i1 2n +
a1 oo @ni-1 0 Gnis1... Qua (1)
a1y ...0,6-1 0 @41 ... G1n

ap1...026-1 0 Gge41 ... G2n

B Y
@n1 oo @ako1 ] Gukir ... Gan

Oﬁensxchthch erhilt man die auf der rechten Seite stehenden Deter-

ten aus der b , indem man in ihr die k-te Spalte durch eine

Spalte ersetzt, deren simtliche Elemente bis auf eines, das gleich 1 ist, gleich
Null sind.
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Man nennt diese Determinanten die algebraischen Erginzungen (algebrai-
schen Komplemente) jeweils des Elementes der gegebenen Determinante, das
durch die Zahl 1 ersetzt wurde. Wir konnen also (1) auch folgendermaBen
aussprechen:

Jede Determinante ist gleich der Summe aus den Produ}'ten der Elemente einer
shrer Spalten mit den zugehongen algebraischen Erg

Dieses Resultat werden wir dazu benutzen, um dle Berechnung einer Deter-
minante auf die Berechnung von Determinanten niederer Ordnung zuriick-
zufithren. Es wird sich namlich zeigen, daB die algebraischen Komplemente
bis auf die Vorzeichen gewissen Determinanten niederer Ordnung gleich sind,
die man leicht aus der urspriinglichen Determinante erhilt.

Unter der Adjunkte oder dem Minor einer Determinante beziiglich ihres
Elementes g3 versteht man diejenige Determinante, die man aus der ge-
gebenen erhilt, wenn man in ihr die Zeile und die Spalte streicht, in der das
Element a;: steht.

Zuniichst wollen wir das algebraische Komplement unserer Determinante
von dem in der linken oberen Ecke stehenden Element, d.h. vona, , , berechnen.
Dazu gehen wir davon aus, daB definitionsgemiB

lays... a1

0az... az,

0 asgz... Qg

0 anz... Qnn
die algebraische Ergiinzung von a,, ist. Der Wert dieser Determinante dndert
sich nicht, wenn wir zur zweiten Spalte die mit — a,, multiplizierte erste

Spalte, zur dritten Spalte die mit — @3 multiplizierte erste Spalte usw.
addieren. Dann wird aus der letztgenannten Determinante die Determinante

10 0...0
0 azz az3... az,

0 agz a3s. .. @z, |. (2)

0 Gnz @y3... Qgn

Wir sehen also, daB das algebraische Komplement von @, nur von den Spalten

@29 23 Qzn
2T 33 a3a

B O IR IO B ®
Qn2 an3 \&nn

abhingt, also als Funktion dieser Spalten angesehen werden kann, und diese
Spalten sind ihrerseits (n — 1)-dimensionale Vektoren.
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Auf Grund der bekannten Eigenschaften der Determinante besitzt nun (2)
offenbar folgende Merkmale:

1. Multipliziert man eine der Spalten (3) mit &, so multipliziert sich (2) mit &

2. Ist eine der Spalten (3) eine Summe von zwei Spalten, so ist (2) gleich
der Summe der Determinanten, die man aus (2) erhilt, wenn man dort die
betrachtete Spalte jeweils durch die Spalten ersetzt, deren Summe sie ist.

3. Sind zwei der Spalten (3) gleich, so verschwindet die Determinante (2).

4. Sind die Spalten (3) der Reihe nach gleich den Spalten

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

8o erhilt man in (2) die Determinante, in deren Diagonale simtlich Einsen
stehen, withrend alle iibrigen Elemente gleich Null sind, also eine Determinante
mit dem Wert 1.

Die Determinante (2) ist folglich eine Funktion von n — 1 Vektoren der Di-
mension 7 — 1, die beziiglich dieser Vektoren den Bedingungen A, B und C
geniigt, sie st also gleick der Determinante (n — 1)-ter Ordnung aus den Spalten
(3), also gleich der Adjunkte von D in bezug auf a,, .

Jetzt konnen wir aber auch das algebraische Komplement der iibrigen aj
unserer Determinante leicht berech Dazu ver hen wir in der alge-
braischen Erginzung

an see Q1 k-1 0 @LE+1 - .. C1n

1,1 @-1,6-1 0 @1 ks1...85_1n
a1 ... p1 1 @hEp1 ... Gyn

L R A R U TR

die k-te Spalte solange mit den vorangehenden, bis sie an der ersten Stelle
steht. Entsprechend verfahren wir mit der j-ten Zeile. Hierfiir sind im all-
gemeinen Fall ¥ — 1 Spaltentranspositionen und j — 1 Zeilentranspositionen
durchzufithren. Man hat also zum Ausgleich des bei jeder derartigen Trans-
position eintretenden Vorzeich hsels die Determinante mit (— 1)/+¥-2,
also mit (1 —)/*+* zu multiplizieren. Wir finden also, daB das betrachtete alge-
braische Komplement von aj; gleich

1 aj1 e ko1 Gkl veeQin
0 a1 ...G-1 GLis1 .. Orn
1 P e PO
(— 1)I+
0 1,1 -0 @ju1,k—18i—1k41 -« CG—1,n

0 @ ...8pk_1 Qnksl ... Gan
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ist. Zur Reduktion des Wertes dieser Determinante auf den Wert einer Deter-
minante niederer Ordnung haben wir jetzt lediglich noch den oben bewiesenen
Satz anzuwenden. Dazu entwickeln wir diese letzte Determinante nach der
ersten Spalte, stellen sie also dar als Summe aus den Produkten der Elemente
der ersten Spalte und ihren algebraischen Erginzungen. Von dieser Summe
bleibt aber de facto nur das erste Glied stehen, da alle iibrigen Elemente der
ersten Spalte gleich Null sind. Die algebraische Erginzung des ersten Elementes
der ersten Spalte ist jedoch — wie wir oben gesehen haben — gleich der Ad-
junkte in bezug auf dieses Element. Wir finden also, daB die gesuchte alge-
braische Ergéinzung gleich

a1 ... QLk-1 QLE+1 ... O1a

Qn1  -..Qn k-1 Gnk+1l ... qnn

ist.

Die hier erhaltenen Resultate lassen sich iibersichtlich formulieren, wenn
man die algebraische Ergiinzung des Elementes a;; durch 4;; und die ent-
sprechende Adjunkte durch My, bezeichnet. Die zuletzt bewiesene Behauptung
lautet dann:

Ajp=(—1)** My,

withrend der am Anfang dieses Paragraphen formulierte Satz in der Form

»
D=’z;allAIt=altAlk+a’zlA2b+“‘+auhAr.k 4)
oder
n
D=1z; (— 17+ My aj )

ausgesprochen werden kann, wobei k& die Nummer der Spalte ist, nach der die
Determinante entwickelt wurde.

Die Formel (4') kann ganz allgemein zur Berechnung von Determinanten
verwendet werden. Am einfachsten 148t sie sich offensichtlich dann benutzen,
wenn die betrachtete Spalte moglichst viele Nullen enthilt. Da das relativ
selten der Fall ist, wird man versuchen, in der Determinante kiinstlich mog-
lichst viele Nullen zu schaffen, indem man zu den Spalten der Determinante
mit einem passenden Faktor multiplizierte andere Spalten der Determinante
addiert, wobei sich der Wert der Determinante bekanntlich nicht &ndert.
Diese Verfahren haben wir bereits oben bei der Berechnung der algebraischen
Ergiinzung mit Erfolg angewendet.

Wir weisen darauf hin, daB unsere Definition der algebraischen Ergiinzung
ihrer Form nach unsymmetrisch ist, da in ihr Zeilen und Spalten eine ver-
schiedene Rolle spielen. Die Beziehung A = (— 1Y+* M;, zeigt jedoch, daB
dies nur scheinbar der Fall ist, da sich weder die Summe j + & aus Zeilen- und
Spaltenindex noch die zugehorige Adjunkte bei einer Vertauschung von Zeilen
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und Spalten dndert. Man kann also unsere Resultate, die wir oben fiir die
Spalten der Determinante erhalten haben, auch auf die Zeilen anwenden.

Die Gleichung (4) nimmt dann die Form D = ):‘ ajr Ajp an.

Eine Anzahl von Beispielen fiir die Berechnung von Determinanten findet
sich in der im Literaturverzeichnis aufgefiihrten Aufgabensammlung von
FADDEJEW und SoMINSKI. Dort werden auch vereinfachende Rechenver-
fahren fiir die Berechnung von speziellen Determinanten ausfiihrlich behandelt.

AbschlieBend beweisen wir noch eine weitere Determinanteneigenschaft,
die sich unmittelbar aus dem obigen Satz ergibt:

Die Summe aus den Produkten der Elemente einer Spalte und den algebrai-
schen Erginzungen der entsprechenden Elemente einer anderen Spalte ist gleich
Null.

Beim Beweis betrachten wir die k-te und diel-te Spalte. Zunichst gilt wegen (4)

n
D=’2;a11 Aﬂ.

Ersetzen wir in der Summe rechts die Elemente der I-ten Spalte durch die
entsprechenden Elemente der k-ten Spalte, so erhalten wir

121 a5 Ajr . (6)

Der Unterschied beider Summen besteht also nur darin, daB die explizit auf-
tretenden Elemente der I-ten Spalte durch die entsprechenden Elemente der
k-ten Spalte ersetzt werden, wihrend die algebraischen Erginzungen unge-
dndert bleiben, d. h., (5) ist gleich der durch die entsprechende Ersetzung aus D
entstehenden Determinante. Diese Determinante enthilt aber, da in ihr die
Elemente der I-ten Spalte der urspriinglichen Determinante D durch die ent-
sprechenden Elemente der k-ten Spalte dieser Determinante ersetzt sind, zwei
gleiche Spalten. Daher ist — wie behauptet — die Summe (5) gleich Null.
Die entsprechende Formel fiir die Zeilen lautet:

n
Zm.A,g:O, falls l=f=f .
k=1

§ 7. Uber die Auflésung von Gleichungssystemen

In den vorangehenden Pa.ra.graphen haben wir uns einen umfassenden Hilfs-
apparat geschaffen, den wir jetzt dazu benutzen wollen, eine allgememe
Formel fiir die Losung eines Systems von » linearen Gleichungen in 7 Un-
bekannten aufzustellen.

Wir betrachten also ein System

@112+ 12T+ AT =b1,
2+ "+alnzn—b2,

(8}

LEN +an~.»x:+«~--1-am.r,.—b..
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Die aus den Koeffizienten des Gleichungssystems (1) gebildete Determinante

a1 @12...C1q

agy Q22 ... G2q

lag, - oml =) L =D @

Qny Qn2... Gpn
wir die Determinante des Gleich tems. Die algebraischen Ergin-
zungen der Elemente der ersten Spalte von (2) mogen mit 4y, A4, ..., dus

bezeichnet werden. Wir multiplizieren nun die Gleichungen des Sysbems der
Reihe nach mit der entsprechenden algebraischen Erginzung und addieren
die so erhaltenen Gleichungen. Beachten wir, dal die Summe der Produkte
aus den Elementen der Spalte einer Determinante und den algebraischen Er-
ginzungen der entsprechenden Elemente einer anderen Spalte verschwindet,
80 stellen wir fest, daB in der erhaltenen Gleichung die Koeffizienten aller Un-
bekannten #; (¢ = 2, 3, . . ., n) gleich Null sind. Die erhaltene Gleichung redu-
ziert sich also auf

(2mmqa=zmmb ®
=1 i=1

Hierin ist der Koeffizient von @, offenbar nichts anderes als die Determi-
nante D des Systems (1). Da sich die rechte Seite von (3) von dem Koeffi-
zienten von z, auf der linken Seite von (3) nur darin unterscheidet, daB an
Stelle der Zahlen a;; die Zahlen b; stehen, konnen wir auch die Summe auf
der rechten Seite als Determinante schreiben, und zwar erhialt man gerade
die Determinante, die aus der Determinante des Gleick dadurch
hervorgeht, dafi man in ihr die erste Spalte durch die Spalk der absoluten
Qlieder ersetzt, also der Glieder, die von Unbekannten frei sind. Bezeichnen wir
diese Determinante mit D,, so kénnen wir fiir (3) kurz
Dz, = D,

schreiben. Analog erhilt man, wenn man die Gleichungen (1) mit den ent-
sprechenden algebraischen Erginzungen der Elemente der k-ten Spalte multi-
pliziert und die so erhaltenen Gleichungen addiert,

Dz = Dy,

wobei D; dadurch aus D hervorgeht, daB man die k-te Spalte von D durch die
Spalte der absoluten Glieder ersetzt.

Nach den genannten Umformungen fir k=1, 2,...,n erhilt man das
neue Gleichungssystem
Dz = D, (k=l,2,....,”). 4)

Auf Grund seiner Herleitung ist (4) eine unmittelbare Folge aus (1), d. h. jede
Léosung von (1) muB auch dem System (4) geniigen.

Nun sind, falls die Determinante D von Null verschieden ist, die Werte der z
durch (4) eindeutig bestimmt, nimlich zu

m=2 k=12,...m. )
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Das System (1) wird im betrachteten Fall héchstens durch diese Werte
der Unbekannten erfiillt. Wir erhalten damit das folgende Teilergebnis:

Wenn die Determinante eines Systems von n Gleichungen mit n Unbek
von Null verschieden ist, so besitzt dieses System hiéchstens eine Losung.

Die vorangehenden Uberlegungen garantieren jedoch nicht, daB auch (1)
eine Folge aus (4) ist; im allgemeinen ist das nicht der Fall. Wenn jedoch die
Determinante D von Null verschieden ist, so kann man unmittelbar besté-
tigen, daB die durch (5) festgelegten Werte der Unbekannten z; dem Ausgangs-
system geniigen.

Dazu entwickeln wir die Determinante Dy nach der k-ten Spalte. Dann
erscheint (5) in der Form

n
b; 4;
b1 dix+by Aot + b Ank_lg P
- D - D
Ersetzt man nun die Unbekannten in der j-ten Gleichung von (1) durch diese
Werte, so erhilt man fiir die linke Seite dieser Gleichung

ﬂ“( Z'biAu) + a5z ( Z'biAaz) + - +ain( 2 Acn)
(=1 i-1 t=1
5 .
Ordnet man hier den Ausdruck im Zahler noch nach by, bs, . . . , bs , 80 ergibt sich

% [bl (kéalk Au)+bz (kéaik Azk) Fertba (ké‘l“ib Ank)] :

In der eckigen Klammer ist jedoch nur die j-te Summe von Null verschieden,
und zwar gleich der Determinante D, weil sie die Summe aus den Produkten der
Elemente der j-ten Spalte von D und ihren algebraischen Erginzungen ist.
Das Verschwinden der iibrigen Summen ergibt sich wieder unmittelbar aus
dem am Ende des vorangehenden Paragraphen bewiesenen Satz. Wir finden
so, daB der letzte Ausdruck gleich

1
50D

oder, nach Kiirzen von D, gleich b, ist, also gleich der rechten Seite der j-ten
Gleichung des Systems (1).

Da der Index j ganz beliebig gewihlt war, geniigen die Werte (5) allen
Gleichungen des Systems (1), womit die Existenz einer Losung bewiesen
ist. Zusammen mit dem obigen Satz iiber die Eindeutigkeit der Losung
gelangen wir zu dem folgenden Satz:

H&uptsatz uber die Losung von Gleichungssystemen. Ein System
von n linearen Qleichungen in n Unbekannten mit von Null verschiedener Deter-
minante besitzt stets genau eine Lisung. Die eindeutig bestimmte Losung ergibt
sich gemif folgender Regel: Der Wert einer jeden Unbekannten ist gleich dem
Quotienten, in dessen Nenner die Determinante des Systems und in dessen Zéhler
Bie~Reterminante steht, die man aus der Systemdeterminante erhdlt, wenn man
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in ihr die zu der betrachteten Unbekannten gehbrende Koeffizientenspalte durch
die Spalte der absoluten Glieder des Systems ersetzt.

Dieses Verfahren zur Bestimmung der Werte der Unbekannten nennt man die
CraMERsche Regel.

Unser Hauptsatz besagt weder etwas iiber die Existenz noch die Eindeutig-
keit der Losung bei verschwindender Systemdeterminante. Aus dem Beweis
dieses Satzes konnen wir lediglich gewisse Bedingungen entnehmen, unter
denen das System keine Losung besitzt (wenn z. B. die Determinante D gleich
Null ist und wenigstens eine der Determinanten D, nicht verschwindet). Da
dieses Ergebnis unzureichend ist, wollen wir uns im folgenden noch ausfiihr-
licher mit der Untersuchung von linearen Gleichungssystemen beschaftigen.
Die Ausfithrungen des nichsten Kapitels sind dieser Frage gewidmet.




Kapitel II

VEKTORRAUME UND SYSTEME VON LINEAREN
GLEICHUNGEN

§ 8. Vektorriume. Der abstrakte Standpunkt

Der Begriff des n-dimensionalen Raumes, wie er im vorangehenden Kapitel
erklirt wurde, ist seinem Wesen nach keine Verallgemeinerung, sondern nur
ein Analogon zum Begriff des Vektorraumes der elementaren Geometrie.

Um die von uns gewonnenen Resultate sowohl auf jenen als auch auf andere
Réume anwenden zu konnen, empfiehlt es sich, auf irgendwelche Einschrin-
kungen des Charakters jener Objekte, die Vektoren heiB3en sollen, zu verzichten.
Dies erreicht man, wenn man von der folgenden Definition ausgeht:

Eine G heit L von irgendwelchen El ten heift ein Vektorraum iiber
einem myegebemn Zahlkorper K, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Es gibt eine Vorschrift, durch die beliebigen Elementen a und b aus L ein
eindeutig bestimmtes Element a + b aus L, die Summe von a und b, zugeordnet
18t.

2. Es gibt eine Vorschrift, durch die jedem Element a aus L und jeder Zahl k
aus K ein eindeutig bestimmtes Element ka aus L zugeordnet ist.

3. Fiir die genannten Vorschriften gelten die folgenden Axiome:

1. Fiir belichige Elemente a, b, ¢ aus L gilt:

a) a + b= b+ a (kommutatives Gesetz);

b) (a+B)+ c=a+ (b+ ¢) (assoziatives Qesetz).

IL. In L gibt es ein Element o (Nullelement) derart, daff a+ o = a ist fir
jedes a aus L .

IIL. Zu jedem Element a aus L gibt es in L ein Element (— a), ein zu a ,,ent-
gegenges “ Element, fir das a + (— a) = o 1st2)

IV. Fiir alle Elemente a und b der Menge L und beliebige Zahlen ky und kg
des Kirpers K gelten folgende Beziehungen:

a) kb (kya) = (kky)a,

b) (k, + k)a = kya + ksa,

c) k, (a+ b) = kya+ k,b.

V. Fiir jedes a aus L ist 1a = a, d.h., die Multiplikation mit 1 dndert die
Elemente aus L nicht.

Jedes Element einer Menge L, die die angegebenen Axiome erfiillt, nennt
man einen Vektor.

1) Die Axiome I., I, IIL b flenbar nichts and als daB L beziiglich
der Addition eine kommutative Gruppe bildet (vgl. EdEM, Band I, I. W. Pros-
KURJAEOW, Mengen, Gruppen, Ringe, Ko:-per Die theoretischen Gmndlagen dee
Arithmetik). — Anm. d. wissenschaftl. R
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Zu der obigen Definition ist folgendes zu bemerken:

Es ist kein Zufall, daB wir nicht niher angegeben haben, durch welche
Vorschriften die Summe von Vektoren und das Produkt eines Vektors mit
einer Zahl erklirt werden. Diese Vorschriften kénnen ganz beliebiger Art sein,
verlangt wird nur, daB fiir sie die angegebenen Axiome gelten.

Es ist ebenfalls nicht zufillig, daB wir zuniichst den Begriff des Vektorraumes
und erst dann den Begriff des Vektors erklirt haben. Die Ursache hierfiir ist,
daB die uns interessierenden Eigenschaften der Vektoren nicht an einzelnen
Vektoren, sondern in dem, was allen Elementen der betrachteten ganzen Ge-
samtheit gemeinsam ist, in Erscheinung treten.

Was den Gebrauch des Gleichheitszeichens betrifft, so wollen wir ein fiir
allemal vereinbaren, daB eine Gleichung stets besagt, daB die durch das Gleich-
heitszeichen verbundenen Zeichen dasselbe Objekt bezeichnen, also die Gleich-
heit die Identitiat der Objekte bezeichnet. Bei dieser Festlegung der Gleich-
heit sind die Eigenschaften der Gleichheit, nimlich die Transitivitit, die Sym-
metrie und die Reflexivitit, rein logische Eigenschaften, die keines beson-
deren Ubereinkommens bediirfen.

Bevor wir niher auf die Eigenschaften der Vektorriume eingehen, wollen
wir an einigen Beispielen zeigen, welche groBe Freiheit uns die angegebene
Definition noch 1a8t.

Man erkennt zunichst unmittelbar, daB8 sowohl die Menge der ,,geometri-
schen‘‘ Vektoren der Ebene als auch die Menge der n-dimension&len Vektoren
(fiir jedes vorgegebene n) Vektorriume im Sinne unserer Definition bilden.

Es gibt jedoch noch eine weitaus groBere Anzahl von Beispielen fiir Vektor-
réume.

Beispiel 1. Es sei F, die Menge aller Polynome ay+a,z+ - -+ a,z",
deren Grad die Zahl # nicht iiberschreitet und deren Koeffizienten einem ge-
gebenen Zahlkorper K entnommen sind. Die Addition derartiger Polynome
und die Multiplikation eines solchen Polynoms mit einer Zahl setzen wir als
aus der elementaren Algebra bekannt voraus. Diese Operationen fiihren offen-
bar nicht aus der Menge F, heraus. Ferner sind die Forderungen erfiillt,
die wir in den Axiomen I. bis V. formuliert haben. Dies besagt, dag8 die be-
trachtete Gesamtheit F, beziiglich der genannten Operationen einen Vektor-
raum iiber K bildet und daB man die Polynome, deren Grad nicht groBer als n
ist, als Vektoren dieses Raumes ansehen kann.

Wir weisen darauf hin, daB man, wenn man sich auf Polynome beschriinkt,
deren Grad genau gleich n ist, keinen Vektorraum erhilt, da die Summe solcher
Polynome einen geringeren Grad besitzen kanu, also nicht mehr Element dieser
Gesamtheit zu sein braucht.

Beispiel 2. Unter einer Matriz von m Zeilen und n Spalten wollen wir jedes
System von Zahlen verstehen, das in der Form

iy Q12 ... Q1
Qzy Qg2 ... Q2a
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angeordnet ist. Wenn alle diese Zahlen aus dem Zahlkérper K stammen, o
wollen wir von einer Matrix iiber diesem Kérper sprechen.

Fiir Matrizen sind folgende Definitionen der Addition und der Multipli-
kation mit einer Zahl iiblich: Das Produkt einer Matrix mit einer Zahl ist die-
jenige Matrix, die man aus der gegebenen Matrix erhilt, wenn man alle Ele-
mente dieser Matrix mit der betrachteten Zahl multipliziert. Unter der Summe
von Malrizen wird diejenige Matrix verstanden, die man durch Addition der
entsprechenden Zahlen (d. h. der Zahlen, die an entsprechenden Plitzen stehen)
erhilt. Die Summe von Matrizen kann also sinnvoll nur dann so definiert
werden, wenn die verkniipften Matrizen hinsichtlich ihrer Zeilen- und Spalten-
anzahl {ibereinstimmt.

Beziiglich dieser Operationen bildet die Menge aller Matrizen von m Zeilen
und 7 Spalten — wie man leicht nachpriift — einen Vektorraum iiber dem
Korper K.

Der Raum der m-dimensionalen Vektoren iiber K ist ein Spezialfall des eben
definierten ,,Matrizenraumes*; die Matrizen werden zu Vektoren (im alten
Sinne), wenn n=1 ist, d. h., wenn sie aus nur einer Spalte bestehen.

Beispiel 3. Es sei C die Menge aller auf dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] erklirten stetigen reellen Funktionen. In der Differentialrechnung erklirt
man eine Addition solcher Funktionen und das Produkt einer derartigen Funk-
tion mit einer reellen Zahl. Man zeigt leicht, daB die Summe zweier auf einem
Intervall stetiger Funktionen eine suf demselben Intervall stetige Funktion
ist, und daB entsprechendes auch hinsichtlich des Produktes einer stetigen
Funktion mit einer reellen Zahl gilt. AuBerdem geniigen die so erklirte Addi-
tion und Multiplikation den Axiomen I bis V.

Aus dem Gesagten folgt, daB die Menge C beziiglich der genannten Opera-
tionen fiir Funktionen einen Vektorraum itber dem Korper der reellen Zahlen
bildet.

Beispiel 4. Die Menge F., aller Polynome mit Koeffizienten aus dem Kor-
per K bildet beziiglich der iiblichen Addition von Polynomen und der iiblichen
Multiplikation eines Polynoms mit einer Zahl einen Vektorraum iiber dem
Korper K.

Durch die angefiihrten Beispiele werden bei weitem nicht die iiberhaupt
denkbaren Vektorrdume erschépft, ja es werden nicht einmal jene erfaBt, die
sich als am wichtigsten fiir die moderne Mathematik erwiesen haben.

Der Vorteil der in diesem Paragraphen angegebenen axiomatischen oder
,»abstrakten‘ Definition des Vektorraumes besteht gerade darin, da man durch
sie eine sehr groBe Anzahl von ,konkreten* Raumen gleichzeitig erfaBt. Es
werden namlich alle Resultate, die wir, allein von der obigen Definition aus-
gehend, erhalten konnen, notwendigerweise in allen Fillen gelten, in denen die
in der Definition angegebenen Bedingungen erfiillt sind.

Es muB hinzugefiigt werden, da8 der tatsiichliche Zusammenhang zwischen
,,abstrakten‘ und , konkreten Resultaten nicht nur darin besteht, da man
aus allgemeinen Sitzen der abstrakten Theorie konkrete SchluSfolgerungen
ziehen kann, sondern auch darin, daB bekannte Resultate aus besonders
,,konkreten‘ Riiumen, z. B. der Gesamtheit der Vektoren der Ebene oder des
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dreidimensionalen Raumes, Tatsachen ahnen lassen, die auch im allgemeinen
Fall vorliegen. Dadurch erhalten wir ein Mittel in die Hand, um mitunter einen
Zusammenhang zwischen Gebieten der Mathematik herzustellen, die auf den
ersten Blick sehr entfernt voneinander zu liegen schei Die Entwicklung
der Mathematik seit dem Ausgang des 19. Jahrhunderts deckte viele derartige
Zusammenhinge auf. Thre Aufzéhlung wiirde hier ohne Nutzen sein, wihrend
ein tieferes Eindringen in das Wesen der Sache uns zu weit von unserem eigent-
lichen Thema abbringen wiirde. Wir wollen uns daher auf die gemachten Be-
merkungen beschriinken und sogleich zum systematischen Studium der Eigen-
schaften der Vektorrdume iibergehen, wobei wir mit einer Reihe von ein-
fachen Eigenschaften beginnen.

§ 9. Die einfachsten Eigenschaften der Vektoroperationen

Wir beginnen mit einigen einfachen Folgerungen iiber die Vektoroperationen,
die sich unmittelbar aus der Definition des Vektorraumes ergeben.

Aus unseren Vereinbarungen iiber den Gebrauch des Gleichheitszeichens
und der eindeutigen Ausfiihrbarkeit der Addition von Vektoren schlieBen wir
auf die folgende bekannte Regel iiber das Rechnen mit Gleichungen:

Addiert man in einer Vektorgleichung auf beiden Seiten denselben Vektor, so
erhilt man wieder eine Vektorgleichung.

Beweis. Wenn a="5 ist, so besagt das, daB die Buchstaben a und b den-
selben Vektor bezeichnen. Da nun der Vektor a - ¢ eindeutig durch die Vek-
toren a und ¢ bestimmt ist, kann man diesen Vektor unabhingig davon er-
halten, wie der erste Summand bezeichnet ist; es muB also a + ¢ =b- ¢ sein.

Aus demselben Grunde bleibt eine Vektorgleichung richtig, wenn man beide
Seiten der Gleichung mit derselben Zahl multipliziert.

Die Additionsvorschrift fiir Vektoren ordnet beliebigen Vektoren a und b
ihre Summe a+b zu. Sollen nun nicht zwei, sondern mehrere Vektoren
addiert werden, so miissen wir diese Operation in mehreren Schritten aus-
fiihren, von denen jeder in der Addition zweier Vektoren besteht. Wenn wir
nun z. B. die Vektoren a, b, ¢ addieren wollen, dann sind dabei folgende Kom-
binationen moglich:

(a+b)+c,a+(+c),(@+)+b,...,

wobei die Klammern — wie iiblich — die Reihenfolge andeuten, in der die
einzelnen Summen gebildet werden. Auf Grund des kommutativen und des
assoziativen Gesetzes, die beide unter unseren Axiomen vorkommen, kénnen
wir behaupten, daB man in allen Fillen dasselbe Resultat erhilt. Fiir die
ersten beiden Ausdriicke ist dies nach unserer Formulierung des assoziativen
Gesetzes unmittelbar klar. Fiir den dritten Ausdruck ergibt es sich auf Grund
der Gleichungskette

(a+¢+b=br(at+c)=(b+a)+c=(a+b)+c.
Jede dieser Gleichungen erhélt man durch einmalige Anwendung der Glei-
chungen a) oder b) aus Axiom I.
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Man interessiert sich nun dafiir, ob dies auch fiir die Addition einer noch
groBeren Anzahl von Vektoren gilt.

In der Tat kann man durch vollstindige Induktion das folgende allgemeine
Gesetz beweisen:

Die Summe einer beliebigen Anzahl von Vektoren ist unabhingig von der
Reihenfolge, in der die gegeb Vektoren addiert werden.

Auf Grund dieses Ergebnisses kann man beim Aufschreiben einer Summe
simtliche Klammern weglassen oder auch, wenn dies fiir die weiteren
Rechnungen bequem sein sollte, beliebig setzen.

Der Beweis dieser Behan:ﬂtung kann folgendermaBen erbracht werden:

Wir betracht Achst dio spezielle S

(- (a4 ag) +05) + a) + -+ +a04,) + any

d. h. die Summe, in der zunichst die ersten beiden Summanden addiert sind, zu dieser
Summe der dritte Summand hmzugefugt ist, dazu weiter der vierte Summand addiert
xst usw. Diese Summe wollen wir kanonuch nennen und ohne jegliche Klammern

Wie b #chst, daB die he Summe a; + a3+ -+ + a,
aus n Summanden geméaB ihrer Definition in der Form

(a4 4 ap) +aker+---+a,

geschrieben werden kann, d.h. als kanonische Summe aus n—k+1 Summanden,
deren erster die kanonische Summe aus den ersten k S den der
Summe ist.
Wir wol]en nnn zelg D, deB man in der kanonischen Summe die Reihenfolge der
n kann. Far Summen aus zwei Summanden ist dies auf
Gnmd von Axmm Iilar Die Behauptung sei nun bereits fiir alle k&nomschen Summen
aus n — 1 Summanden bewnesen, und es sei die Summe a, + a, + 4 a, vorgelegt.
Es soll geze:gt werden, daf sie gleich der Summe aj, + a;,+ +a;,, ist, wobei
3,83, .+, eine belichige Permutation der Zahlen 1,2,...,n bxldet Dazu denken
wir uns die beiden betrachteten Summen in der Form

@+ +6ay) + 0 bzw. (@i +-c -+ ain_y) + i

Wenn §, = n ist, so sind wir fertig, da es in diesem Fall nur auf eine Permutation
der Summe a; + - -+ + @y_; ankommt. Andernfalls kommt der Vektor a;, unter den
Vektoren @y, ..., @z~ vor und kann in der zugehdrigen Summe durch eine Permutation
jhrer n — 1 Summanden an die letzte Stelle gebracht werden, ohne daB sich da.bel
die Summe @, + - - - 4 G4, &ndert. Wir kénnen also ohne B: r All,
helt annehmen, daB der Vektor q;,, bereits an der letzten Stelle steht, also i, = —n—1

. Dann bilden die Vektoren Qiys ooy By Giy_, eine Permutation der Vektoren
u,,.. 5 On_g, Gn. Also kenn man (wiederum nach Induktlousvorsussetznng) in der
zweiten der betrachteten Summen die Summanden der ersten Klammer in die Reihen-
folge @y, ..., Gn_y, Gn bringen, ohne daB sich die Summe &ndert. Es bleibt somit nur
noch zu zeigen, daB die Summen

@+ +an_y)+an und (a;+---+anog+0y) + Any
ch eind. Dies kann folgendermaBen gescheben: Die erste dieser Summen ist nach
%n'er Definition gleich (a; +«++ + @n_a) +Gn_y + a,.. d. h. gleich der Summe aus den

drei Summanden (@, + <+ ++an_;), Gp—; und . Auf diese Summe aus drei Sum-
manden konnen wir das assoziative Gesetz anwenden

(ay + cet@ua) H gt =(a+ A Ang) F (@ +an).
Durch A g des k iven Geset: erhalten wir hieraus
(@4 -+ an_s) +(an_1+an) =(ay+ -+ an_y) +(Gn +an_,)

8
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und durch nochmalige A dung des iativen Geset
(@ +---+ an-.) +lantany)=(a:+ - +ang) +an)+any.
Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht )edoch nichts anderes als die Summe
O+t 8p_gtantaay oder (a4 -cc+ an_g+an)+8ays
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Als nachstes werden wir zeigen, daf eine Summe aus zwei kanonischen Summen
gleich der kanonischen Summe aller ihrer Summanden ist.

Falls die zweite der gegebenen Summen nur aus cinem Summanden besteht, folgt
dies lbar aus der Defi der I ischen Summe. Die Behauptung sei nun
bereits fiir den Fall bewiesen, daB die zweite Summe n — 1 Summanden enthilt, und
es sei die Summe (a; + -« + + am) + (b, + - - - + b,) vorgelegt, deren zweiter Summand
eine kanonische Summe aus # Summanden ist. Diese Summe ist gleich

(@, + -+ +am) + ((by+ - - - +ba_y) +Ba),
d. h. gleich der Summe aus den drei Summanden
@i+ +am), (by+---+ba_y) und b,
In dieser Summe kenn man anf Grund des assoziativen Gesetzes die Klammern auch
folgendermaBen setzen: ((ay + + * - + m) 4 (By + - - + + bu_1)) + bn. Hier tritt im ersten

Summanden eine Summe aus zwei kanonischen Summen auf, deren zweiter Summand
nur 7 — 1 Summanden enthalt. Nnch Induktionsvoraussetzung kann also der erste

Summand auch in der Form (a, + + Qm+ By - + bn_1) geschneben werden,
so daB die ganze Summe gleach (2 + ctomt bl +--+ 5,,._,) +b,. ist. Diea Jist
aber nichts and als die k aller Sum der v

Summe.

Es verbleibt jetzt, zur Untersuchung beliebiger Summen noch den Nachweis
dafiir zu erbringen, daB eine beliebig geklammerte Summe gleich der kanonischen Summe

shrer Smnmamien 1st,
hauptung gilt fir S aus zwei Vek da diese stets kanonisch

nnd Wir setzen nun voraus, daB unsere Behauptung bereits fiir alle Summen mit
n—18 sei und denken uns eine Summe der #» Vektoren
Gyy . o0y On m:t beliebiger Vertellung der Klammern vorgegeben. Diese Summe kénnen
wir als eine 8 aus zwei auffassen (man muB nur nachsehen, welche
Summe zuletzt gebildet wird), die ihrerseits echte Teilsummen der vorgegebenen
Summe sind. Da nun in jeder echten Teilsumme die Anzahl der Summanden kleiner
-.ls n ist, konnen wir beide Tellsummen kanonisch klammern, so daB die gegebene
eine § aus zwei k: hen Summen ist. Nach dem bereits Bewiesenen
ist diese Summe gleich der kanonischen Summe aller Summanden, womit unsere
Behauptung bewiesen ist.
Auf dhnliche Weise kann man auch allgemein Produkte von Vektoren und
Zahlen untersuchen und z. B. beweisen:

Das Produkt
(ky+-+-+4kn) (ay+ -+ am)

18t gleich der Summe aus allen Produkten kya; (1=1,2,...,n;j=1,2,...,m).

Letzteres beweist man zweckmiiBigerweise durch vollstindige Induktion
iiber die Anzahl m der Vektoren, und zwar fiir m =1 seinerseits durch voll-
stindige Induktion iiber die Anzahl n der Zahlfaktoren. Die hierfiir not-
wendigen Uberlegungen bereiten im einzelnen keine Schwierigkeiten und
sollen daher dem Leser iiberlassen bleiben.

Der bequemeren Darstellung wegen wollen wir noch folgendes verabreden : In
einem Produkt aus einem Vektor und gewissen Zahlen diirfen die Faktoren
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in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden. Wir setzen also noch defini-
torisch fest, daB ka = ak sein soll fiir jeden Vektor a und jede Zahl k aus K.
Dann gelten fiir das Rechnen mit Vektoren und Zahlenfaktoren die iiblichen,
aus der elementaren Algebra bekannten Rechengesetze. Man muB dabei nur
beachten, daB in jedem Produkt héchstens ein Vektor als Faktor vor-
kommen darf.

Wir wollen nun niher auf den Inhalt der Axiome II bis V eingehen.

Axiom II sichert uns die Existenz eines Elementes o (eines Nullvektors),
fiir den a4 p=a fiir jeden Vektor a ist. Man sieht nun leicht, daB es auch
nur einen solchen Vektor geben kann: Sind nimlich p und o’ derartige Vektoren,
soist o+ o' =0’ + o, und dies ist einerseits gleich o und andererseits gleich o’,
d. h., die Vektoren o und o’ sind gleich.

Entsprechend zeigt man, daf es zu jedem Vektor t auch nur einen entgegen-
gesetzten Vekior gibt: Sind némlich (— r) und (— x)’ derartige Vektoren, so er-
hélt man ihre Gleichheit auf Grund der folgenden Gleichungskette, die sich
unmittelbar aus unseren Axiomen ergibt:

En=E=n+o==nN++=n)=(=nN+n+r
=@+ =D+ =0+ (== +o=(1r .

Hieraus folgt unmittelbar: Wenn fir den Vektor x und auch nur einen Vek-
tor a die Gleichung a -+ 1= a gilt, s0 ist y=p. Dazu braucht man lediglich zu
der betrachteten Gleichung beiderseits den Vektor (— a) zu addieren.

Aus dieser Eigenschaft des Nullvektors ergibt sich, daf das Produkt eines
beliebigen Vektors a mit der Zahl O gleich dem Nullvektor ist.

Beweis. Auf Grund der Axiome IV und V ist

a+0.a=1-a40-a=(1+40)-a=a.
Mithin erfiillt der Vektor 0 a die Voraussetzung des vorangehenden Satzes
und ist folglich gleich dem Nullvektor.

‘Wenn in einer Vektorgleichung auf einer Seite der Vektor a als Summand vor-
kommt und wir zu dieser Vektorgleichung beiderseits den Vektor (—a) ad-
dieren, so erhalten wir eine Gleichung, die sich von der urspriinglichen darin
unterscheidet, daB der Vektor a ,,auf die andere Sexte der Gleichung gebracht*
ist, dort allerdings das entgeg tzte Vorzeich itzt. Diese und dhnliche
forma.le Umformungen von Vektorglewhungen werden wir im folgenden fort-
laufend benutzen, ohne sie stets im einzelnen erneut zu motivieren.

§ 10. Die lineare Abhiingigkeit von Vektoren

Die im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Eigenschaften der Vektor-
operationen erlauben es, mit Vektoren dhnlich zu rechnen wie mit Zahlen oder
Polynomen. Wir wollen auf diese elementaren Eigenschaften nicht niher ein-
gehen, sondern uns einem Begriff zuwenden, der im folgenden eine grundlegende
Rolle spielt, dem Begriff der linearen Abhiingigkeit.

Bereits in § 1 haben wir im Spezialfall der Vektoren der Ebene den Begriff
der ,,Linearkombination* von Vektoren verwendet. Entsprechend werden wir
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in einem beliebigen Vektorraum L die Vektoren der Form
kyay +keaz <+« 4 knan

Linearkombinationen der Vektoren ay,0,, ..., s nennen, wobei jetzt die Koef-
fizienten k,, ky, . . . , ks dem Korper K angehoren miissen, tiber dem L gebildet
ist. Man beachte, daB hier auch der Fall zugelassen ist, da8 alle Koeffizienten
verschwinden. Der Nullvektor 188t sich also stets als Linearkombination be-
liebig vorgegebener Vektoren darstellen.

Es sei nun M ein beliebiges System von Vektoren des Raumes L. Ist
eine Linearkombination von Vektoren aus M dann und nur dann gleich dem
Nullvektor, wenn alle Koeffizienten verschwinden, so heiit das System M
linear unabhingig. Wenn es dagegen eine Linearkombination von Vektoren
aus M gibt, die gleich dem Nullvektor ist, ohne daB alle ihre Koeffizienten
gleich Null sind, so nennt man das System M linear abhingig.

Man sieht sofort, daB zwei beliebige nicht parallele Vektoren der Ebene
linear unabhiingig sind : Keine aus ihnen gebildete Linearkombination mit von
Null verschiedenen Koeffizienten ist gleich dem Nullvektor. Dasselbe findet
man im iiblichen dreidimensionalen Raum, wenn man hier drei Vektoren be-
trachtet, die nicht simtlich einer und derselben Ebene parallel sind.

Betrachtet man dagegen drei beliebige Vektoren der Ebene, so sieht man,
daB sie unbedingt linear abhiingig sind, da jeder von ihnen eine Linearkombi-
nation der beiden anderen ist. Wenn aber z. B. a=1#;b+k,¢ ist, so ist
la—k,b—k,c=o, d. h.,, wir haben eine Linearkombination der gegeb
Vektoren gefunden, die gleich dem Nullvektor ist, obgleich nicht alle ihre
Koeffizienten verschwinden (denn der Koeffizient 1 des Vektors a ist sicher un-
gleich Null).

Diese einfachen Uberlegungen fiihren uns all in auf den folgenden wich-
tigen

Satz. Ein System von Vektoren, das mehr als ein Element enthilt, ist dann
und nur dann linear abhingig, wenn sich wenigstens ein Vekior des Systems als
Linearkombination der ibrigen darstellen lipt.

Die in diesem Satz auftretende Bedingung ist also der urspriinglichen Defini-
tion der linearen Abhingigkeit so gut wie gleichwertig. Sie versagt nur im
Fall eines Systems, das aus einem einzigen Vektor besteht, da man ihn schwer-
lich durch die ,,iibrigen‘ ausdriicken kann, wihrend man natiirlich nach der
linearen Abhiingigkeit oder Unabhingigkeit im Sinne unserer Definition eines
solchen Systems fragen kann, da man durchaus auch Linearkombinationen
betrachten kann, die nur aus einem Summanden bestehen. Der Vorteil unserer
Definition gegeniiber der Bedingung fiir die lineare Abhiingigkeit im ange-
gebenen Satz besteht gerade darin, daB sie ohne jegliche zusiitzlichen Bemer-
kungen angewendet werden kann.

Beweis. Das System M sei linear abhiingig. Dann gibt es eine Linear.
kombination ka4 %202+ -+ k.a, von Vektoren ap,az,...,a, des Sy.
stems M, die gleich dem Nullvektor ist, wobei mindestens einer der Koeffi.
zienten von Null verschieden ist. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen
daB %, 4= 0 ist (sonst brauchte man die Vektoren nur anders zu numerieren)_
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Wenn man nun die Gleichung &, a; + k2az + - « + + k.0, =0 beiderseits mit der
Zahl k71 = kl— multipliziert, so erhilt man a, =—k—’ a—-- -—:—" Qn, d. h., einer

1
der Vektoren des Systems lifBit sich als Linearkombination der iibrigen aus-
driicken.

Kann man umgekehrt einen Vektor a, des Systems M als Linearkombination
der iibrigen darstellen, etwa a; = k;a;,+ - - - + kn s, 80 erhiilt man eine Linear-
kombination mit (wenigstens) einem von Null verschiedenen Koeffizienten,
die dem Nullvektor gleich ist. Dazu braucht man nur alle Glieder der be-
trachteten Gleichung auf eine Seite zu bringen.

Aus unserer Definition ergibt sich ferner unmittelbar, dag ein System von
Vektoren bestimmt dann linear abhingig ist, wenn es den Nullvektor enthdlt.
In diesem Fall ist niémlich ko eine Linearkombination von Vektoren des Sy-
stems (aus nur einem Summanden), die fiir jede Wahl des Koeffizienten %,
also auch fiir ein gewisses k£ == 0 (z. B. fiir ¥=1) eine Linearkombination des
Nullvektors ist.

Ebenso einfach ergibt sich, daﬂ jedes Teilsystem eines linear unabhingigen

8 ebenfalls linear bhingig ist. Wire es nimlich linear abhingig, so
gabe es eine Linearkombination von Vektoren dieses Teilsystems mit wenig-
stens einem von Null verschiedenen Koeffizienten, die gleich dem Nullvektor
ist. Diese Linearkombination wire aber auch eine Linearkombination von
Vektoren des ganzen Systems, was der linearen Unabhingigkeit dieses Sy-
stems widerspricht.

‘Wir wollen Systeme von Vektoren dquivalent nennen, wenn sich jeder Vektor
des einen Sy als Linearkombination von Vektoren des anderen Systems
darstellen lipt.

Betrachten wir z. B. drei Vektoren r,v,3 der Ebene, die durch die Be-
zjehung 3=r -+ 1 miteinander verkniipft sind, so stellen wir fest, daB die
Systeme {r,p}, {r,9,3} und {n,3} dquivalent sind. Fiir die ersten beiden
Systeme ergibt sich dies aus der Giiltigkeit der Gleichungen

1r

=1 . ; 3

b1y, 0=1v,
EETES R

die gerade besagen, daB jeder Vektor des ersten Systems als Linearkombination
von Vektoren des zweiten Systems und jeder Vektor des zweiten Systems als
Linearkombination von Vektoren des ersten Systems dargestellt werden kann.

Die so erklirte Aquivalenz von Systemen besitzt offenbar die folgenden
grundlegenden Eigenschaften:

Jedes System von Vekloren ist sich selbst dquivalent.

Ist ein System von Vektoren einem zweiten System von Vektoren Gquivalent,
80 18t auch dieses dem ersten dquivalent.

Wenn zwei Systeme von Vektoren einem und demselben dritien System dqui-
valent sind, so sind sie auch uniereinander dquivalent.

Der Beweis dieser drei Behauptungen sei dem Leser iiberlassen.
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Eine wesentliche Eigenschaft der linear unabhingigen Systeme formulieren
wir in dem folgenden

Austauschsatz. Wenn sich jeder Vektor eines endlichen, linear ?
Systems von Vektoren a,,0,,...,a, als Innearkmnbmatm von Vektoren elm
gewissen anderen Systems M darstellen lift, so kann die Anzahl der Elemente
von M nicht kleiner als n sein, und man kann gewisse n Vekioren des Systems M
derart durch die Vektoren a,,q,, ...  On ersctzen, daf das entstehende System M’
dem urspriinglichen System M dqus t ist.

Beweis. Da in die Formulierung des angegebenen Satzes eine natiirliche
Zahl n eingeht, wird man versuchen, den Beweis durch vollstindige Induktion
iiber diese Zahl n, die Anzahl der Elemente des gegebenen endlichen Systems,
zu fiihren.

Wir beginnen mit dem Fall n=1, in dem das gegebene endliche System aus
nur einem Vektor a, besteht. Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhiingig-
keit muB a, 5= o0 sein. Andererseits muB sich a, als Linearkombination gewisser
Vektoren m,;,m,,...,m, aus M darstellen lassen:

ay=kymy + kg + - - - kym,.
Hieraus folgt bereits, daB das System M mindestens einen Vektor enthalten
muB, d.h., die erste Behauptung gilt im betrachteten Fall. Weil nun a, 3=0
ist, muB mindestens einer der Koeffizienten &, %,, . . . , k,, etwa k;, verschieden
von Null sein (denn anderenfalls wiire die Linearkombination gleich dem Null-
vektor und folglich nicht gleich a,). Dann kann man aber die obige Gleichung
folgendermaBen umschreiben:

1 I o

Ty = Gy — p Ml — e M.
Hieraus folgt, daB das System M’, das man erhilt, wenn man in M den Vektorm,
durch a, ersetzt, dem System M &dquivalent ist. Ist ndmlich r ein beliebiger
Vektor des Systems M, so kénnen offensichtlich genau die beiden folgenden
Fille eintreten:

8) Der betrachtete Vektor r ist von m, verschieden; dann gehdrt er auch
dem System M’ an, weil er von der vorgenommenen Ersetzung nicht beriihrt
wird, und wir erhalten in y=1p eine Darstellung von r als Linearkombi-
nation von Vektoren aus M.

b) Es ist ¥ = m,. Dann zeigt die Gleichung m1=klla!—ll?m.,—- R Me
1
daB x eine Linearkombination von Vektoren aus M’ ist.

Ist umgekehrt § ein beliebiger Vektor des Systems M’, so sind die beiden
Fille a) ¢ &= a, und b) ¢ =, moglich, und man erhilt eine Darstellung von
als Linearkombination aus Vektoren des Systems M in

r=r bzw. r=a;="km+---+km.
Damit ist gezeigt, daB die Systeme M und M’ dquivalent sind.

‘Wir betrachten nun den Fall, daB n > 1 ist, wobei wir voraussetzen, dal
unsere Behauptung bereits fiir jedes linear unabhingige System von n—1
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Vektoren bewiesen ist. Wir zeigen, daB dann unser Satz fiir jedes endliche
System aus n Vektoren gilt.

Dazu schlieBen wir zunichst aus dem gegebenen System ay,...,0n-1,0a
den letzten Vektor a, aus. Das verbleibende System von n—1 Vektoren ist
nach wie vor linear unabhingig und so beschaffen, da jeder seiner Vektoren
Linearkombination von Vektoren aus M ist. Dann ergibt sich auf Grund
unserer Induktionsvoraussetzung, daB die Anzahl der Elemente von M griBer
oder gleich » — 1 ist und daB man gewisse » — 1 Vektoren aus M so durch
die Vektoren a,,...,0s-1 ersetzen kann, daB das erhaltene System M"
dem System M &quivalent ist. Jetzt betrachten wir den Vektor a,. Nach Vor-
aussetzung laBt er sich als Linearkombination von Vektoren aus M darstellen.
Da nun M und M” dquivalent sind, 148t er sich somit auch aus Vektoren des
Systems M’ linear kombinieren. Unter diesen Vektoren kénnen durchaus die
Vektoren ay, . . ., @21 vorkommen, so daB

an=kay+---+ ka1t hm+HLm,

ist, wobei die Vektoren m,, ..., m, der urspriinglichen Menge J entstammen
und von den Vektoren @y, ..., a,_; verschieden sind. Wir werden zeigen, daB
in dieser Linearkombination fiir a, mindestens ein solcher Vektor mit einem
von Null verschiedenen Koeffizienten auftreten muB.

In der Tat: Wiren alle Koeffizienten Z,,1,, ..., gleich Null (oder gibe es
keine Vektoren my, . .., m, von der verlangten Art), so lieBe sich a, als Linear-
kombination der Vektoren ay,...,a,_1 darstelien, was der vorausgesetzten
linearen Unabhingigkeit der Vektoren a,, ..., @n_1, 6, widerspricht.

Dies zeigt, daB es in der Menge M’ wenigstens einen Vektor m geben muB,
der von den Vektoren a;,...,Qs-1 verschieden ist, d.h., daB im System M
mindestens n Vektoren enthalten sind. Wiederholt man den Beweis fiir den
Fall n=1, so stellt man folgendes fest: Einer der Vektoren m; des
Systems M"' kann durch a, ersetzt werden, so da8 das erhaltene System M’
dem System M’ dquivalent ist. Beriicksichtigt man schlieBlich, da3 M/ und M"
#quivalent sind und daf3 M’ letzten Endes dadurch aus M erhalten wurde, da
man n seiner Vektoren durch die Vektoren ay, ..., an ersetzte, so iiberzeugt
man sich von der Richtigkeit der zweiten Behauptung unseres Satzes.

Wir bemerken noch folgendes: Im Austauschsatz wird nicht behauptet, da
man beliebige Vektoren aus M durch die Vektoren a;, ..., a. ersetzen darf.
Vielmehr zeigt der Beweis, daB8 man jeweils nur einen solchen Vektor nehmen
kann, der in die betreffende Relation mit einem von Null verschiedenen Koef-
fizienten eingeht. Welche Vektoren dies im einzelnen sind, kann man von
vornherein nicht entscheiden. Aus dem Beweis kann man nur entnehmen,
daB es stets solche Vektoren gibt.

Aus dem Austauschsatz ergeben sich einige wichtige Folgerungen, von denen
wir zunéchst die folgende nennen:

LéPt sich jeder Vektor eines Systems M von Vektoren als Linearkombination
von gewissen endlich vielen Vektoren b1,bg,...,bm darstellen, so kann kein
linear unabhingiges Teilsystem von M mehr als m Vektoren enthalten.
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Denn bilden die Vektoren a,...,a, ein linear unabhingiges Teilsystem
von M, so konnen wir auf sie und das endliche System der Vektoren by, ...,bm
den Austauschsatz anwenden und finden, daB » < m ist.

Wenden wir dieses Ergebnis speziell auf den n-dimensionalen Vektorraum
iiber einem gewissen Kérper K an, so erhalten wir, da sich jeder n-dimensionale
Vektor als Linearkombination der Grundvektoren e,,...,e, darstellen liBlt
(§ 2), daP kein linear unabhingiges System von n-dimensionalen Vektoren mehr
als n Vektoren enthalten kann.

Eine weitere wichtige Folgerung aus dem Austauschsatz ist der folgende

Satz. Sind 2wei endliche, linear bhingige Systeme von Vektoren

by, o.sbn und ¢,..., 0
aquivalent, so besitzen sie dieselbe Anzahl von Elementen, so ist also m = p.
Da die beiden Systeme dquivalent und linear unabhingig sind, kann man

zweimal den Austausch anwenden, indem man einmal das erste System
als Menge a;,...,0as und das zweite System als Menge M und zum anderen
das zweite System als Menge aq,,...,0, und das erste System als Menge M

nimmt. Dies liefert fiir die Anzahlen der Elemente die Ungleichungen m < p
und p < m, woraus sich unmittelbar die behauptete Gleichheit ergibt.

Wir betrachten nun beliebige Mengen von Vektoren eines gegebenen
Raumes und wihlen aus ihnen alle moglichen endlichen, linear unabhéingigen
Teilmengen aus. Dann konnen offensichtlich die folgenden beiden Fille ein-
treten: Entweder gibt es zu jeder vorgegebenen natiirlichen Zahl # eine linear
unabhingige Teilmenge aus #n Vektoren oder die Anzahl der Vektoren jeder
derartigen Teilmenge ist kleiner oder gleich einer gewissen natiirlichen Zahl 2.
Die obige Bemerkung iiber den n- dlmenslonalen Vektorraum zex@,t daB dort
der zweite Fall vorliegt. Dal auch der erste Fall nicht nur eine logische
Moglichkeit ist, sondern tatsichlich eintreten kann, beweist das Beispiel des
Raumes F, aller Polynome (§ 8, Beispiel 4). Die Potenzen von z, also

x,22,...,2%, ...,

sind spezielle ,,Vektoren“ dieses Raumes. Linearkombinationen dieser Vek-
toren sind die Polynome &,z + k, 2%+ - - -+ k, 2", wobei die Koeffizienten der
Linearkombination gerade die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von z
sind. Hieraus folgt, dal wir dann und nur dann das Nullpolynom (den Null-
vektor unseres Raumes) erhalten, wenn alle Koeffizienten gleich Null gesetzt
werden. Folglich sind die ,,Vektoren* z,...,z",... linear unabhiingig, und
wir kinnen aus ihnen linear unabhingige, endliche Systeme mit beliebig
vielen Elementen bilden.

Dies alles fiihrt uns auf die folgende Definition:

Unter dem Rang einer Menge M von Vektoren verstehen wir die maximale
Anzahl von linear unabhiingigen Vektoren in M.

Wenn eine Menge von Vektoren keinen Rang im Sinne dieser Definition
besitzt (wie dies im oben betrachteten Raum Fo, der Fall ist), so wollen wir
sagen, der Rang dieser Menge sei unendlich.
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Es sei nun M eine beliebige Menge von Vektoren des Raumes L (speziell
kann also M gleich dem ganzen Raum L sein) und ay, ..., G, ein System von
linear unabhingigen Vektoren aus der Menge M. Wir nennen dieses System
maximal in der Menge M, wenn es nach Hinzunahme eines beliebigen Vek-
tors aus M zu einem linear abhingigen System wird. Fiir derartige’ Systeme
gilt der folgende

Satz. Ein linear unabhingiges System von Vektoren ay, ..., an 18t dann und
nur dann mazimal in M, wenn es der Menge M dquivalent ist. Sind

Q1y-vvs8n und by,...,bm
beliebige imale linear bhingige Systeme in M, so ist die Anzahl threr
Elemente gleich, also m =mn.

Man sieht unmittelbar, da8 die zweite Behauptung eine Folge der ersten
ist, da nach einer unserer Folgerungen aus dem Austauschsatz équivalente
linear unabhingige Systeme gleiche Anzahlen von Elementen besitzen. Der
Beweis der ersten Behauptung dagegen kann folgendermaBen erbracht werden:

1. Es sei a1,...,0, €in in M maximales linear unabhingiges System von
Vektoren. Dann kann man zunichst jeden Vektor dieses Systems linear
aus Vektoren der Menge M kombinieren. Ist umgekehrt y ein beliebiger
Vektor aus M, so ist das System q,,..., G, ¢ linear abhéngig. Es 1Bt sich
also der Nullvektor als Linearkombination

ka4 +Eata+kp=0

dieser Vektoren mit mindestens einem von Null verschied Koeffizient:
darstellen. Dabei kann offenbar der Koeffizient k£ nicht verschwinden; andern-
falls miiBte einer der anderen Koeffizienten von Null verschieden sein, und
wir erhielten eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der Vek-
toren @, ...,0, mit mindestens einem von Null verschiedenen Koeffizienten
— im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit dieser Vektoren. Wir kénnen
also diese Gleichung nach r auflésen und erhalten

k
Bk,

Damit ist gezeigt, daB sich auch jeder Vektor aus M als Linearkombination
der Vektoren a,...,a, darstellen liBt.

2. Es sei nun umgekehrt das linear unabhingige System der Vektoren
ai, ..., a, aus der Menge M der ganzen Menge M idquivalent. Dann 148t sich
jeder Vektor » der Menge M als Linearkombination dieser Vektoren darstellen:

t=ka+---+koa, oder lp—kiaz—-++—kpan=0.

Da diese letzte Linearkombination gleich dem Nullvektor ist, ohne daB alle
Koeffizienten verschwinden, ist das System ai,...,an, ¥ nicht mehr linear
unabhiingig, aelso das linear unabhingige System g, ...,a, maximal in M,
was zu beweisen war.

Der Rang einer Menge M von Vektoren gewinnt eine besonders anschauliche
Bedeutung, wenn man als Menge M die Menge aller Vektoren der Ebene bzw.
sller Vektoren des gewohnlichen dreidimensionalen Raumes nimmt. Man stellt
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leicht fest, daB in diesen Fillen der Rang gleich 2 bzw. 3 ist, d. h. mit der
Zahl iibereinstimmt, die man iiblicherweise die Dimension nennt. Betrachtet
man die Menge aller Vektoren, die auf einer Geraden liegen, so stellt man
miihelos fest, daB ihr Rang gleich 1 ist, also wieder mit der Dimension iiber-
einstimmt, die man der Geraden zuschreibt.

Die angegebenen Beispiele legen die folgende Definition fiir die Dimension
eines beliebigen Vektorraumes nahe:

Die Anzahl der Elemente eines maximalen linear unabhangigen Systems
von Vektoren eines Vektorraumes L heiBt die Dimension von L

Auf Grund des oben bewiesenen Satzes hiingt diese Anzahl nicht von der
speziellen Auswahl eines maximalen linear unabhiingigen Systems von Vek-
toren ab.

Wir bemerken noch, daB die Vektoren e,...,e, des n-dimensionalen
Vektorraumes iiber einem Zahlkérper K (§ 2) ein maximales linear una-
hiingiges System von Vektoren bilden. Wir konnen also feststellen, daB die
Dimension dieses Raumes im eben erklirten Sinne gleich » ist. Hierdurch wird
nachtriglich die friiher eingefiihrte Bezeichnung ,,n-di ionaler* Vektor-
raum gerechtfertigt.

§ 11. Unterriume

Betrachten wir im gewohnlichen dreidimensionalen Raum die Menge der
Vektoren, die in einer gegebenen Ebene liegen, so stellen wir unmittelbar
fest, da eine Summe derartiger Vektoren sowie das Produkt eines solchen
Vektors mit einer reellen Zahl wieder in derselben Ebene liegen. Dies fithrt
uns im Falle eines beliebigen Vektorr auf eine Begriffsbildung, die
unserer Theorie einen noch weitergehend geometrischen Charakter verleiht:

Als Unterraum (Teilraum) eines gegebenen Vektorraumes wird jede beliebige
Menge von Vektoren dieses Raumes bezeichnet, welche die folgenden Eigenschaf-
ten besitzt:

1. Mit Vekioren a und b gehort auch ihre Summe dieser Menge an.

2. Mit einem Vektor a gehirt auch jedes Produkt ka, wobei k eine beliebige Zahl
aus dem Korper K ist, zu dieser Menge.

Man erkennt sofort, daBl jeder Unterraum eines Vektorraumes selbst
ein Vektorraum im Sinne der Definition aus § 8 ist. Denn fiir die Elemente
des Unterraumes ist in diesem Unterraum eine Addition und die Multi-
plikation mit Zahlen aus K erklirt, und die in den Axiomen I bis V nieder-
gelegten Eigenschaften dieser Operationen iibertragen sich vom ganzen Raum
auf jeden Unterraum. Damit gilt alles, was wir oben iber Vektorriume gesagt
haben, auch fir Unterrdume.

Indes stoBt man bei der Untersuchung von Unterrdumen auf eine Reihe
neuer Probleme.

Vorgegeben seien zwei Unterriume L; und L, eines und desselben Vektor-
raumes L. Die Gesamtheit aller Vektoren, die sowohl dem Unterraum L, als
auch dem Unterraum L, angehoren, wird man naturgemiB den Durchschnitt
der Vektorrdume L, und L, nennen. Diese Definition deckt sich einerseits mit
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der geometrischen Vorstellung und stimmt andererseits mit der Definition
des Durchschnittes in der allgemeinen Mengenlehre iiberein, in der man be-
kanntlich unter dem Durchschnitt beliebiger Mengen die Gesamtheit ihrer
gemeinsamen Elemente versteht.!) Betrachten wir nun z. B. einerseits die Ge-
samtheit aller Vektoren des gewdhnlichen dreidimensionalen Raumes, die in
einer gegebenen Ebene liegen, und andererseits die Gesamtheit aller Vektoren
dieses Raumes, die in einer anderen Ebene liegen, so erhalten wir als Durch-
schnitt dieser Mengen die Gesamtheit aller Vektoren, die in der Schnitt-
geraden beider Ebenen liegen. Diese Gesamtheit bildet ihrerseits einen Unter-
raum des dreidimensionalen Raumes. Betrachtet man in entsprechender Weise
einerseits die Vektoren in einer Geraden und andererseits die Vektoren in
einer Ebene, die von der Geraden durchstoBen wird, so findet man, da der
Durchschnitt dieser Unterrdume nur aus dem Nullvektor besteht, denn nur
von diesem kann man sagen, dal er zugleich in der Ebene und der betrach-
teten Geraden liegt. Aber auch der Nullvektor fiir sich bildet einen Unter-
raum: Die Addition des Nullvektors zum Nullvektor und die Multiplikation
des Nullvektors mit einer Zahl ergibt stets wieder den Nullvektor. Diese voll-
kommen anschaulichen Uberlegungen fithren zu der Vermutung, daB vielleicht
der folgende allgemeine Satz gilt:

Satz. Der Durchschnitt zweter Unterriume eines gegebenen Raumes ist wieder
ein Unterraum dieses Raumes.

Beweis: Es seien L, und L, Unterriume des Raumes L. Wenn die Vek-
toren a und b dem Durchschnitt dieser Unterrdume angehiren, so gehéren sie
beiden Unterrdumen an, also jedenfalls dem Unterraum L,. Da nun L,
ein Unterraum ist, gehdren auch ihre Summe a + b und das Produkt ka
zu L,. Entsprechend stellt man fest, daB ihre Summe und das Produkt auch
dem Unterraum L, angehéren. Dann sind sie aber auch im Durchschnitt von
L, und L, enthalten, was zu beweisen war.

So wie vom Durchschnitt zweier Unterrdume kann man entsprechend vom
Durchschnitt eines beliebigen Systems von Unterriumen sprechen.
Es zeigt sich, daB8 er ebenfalls einen Unterraum des betrachteten Raumes
bildet.

Es kann ferner der Fall eintreten, dafl ein Unterraum in einem anderen ent-
halten ist. Das soll bedeuten, dal jeder Vekior des ersten Unterraumes auch
Vektor des zweiten Unterraumes ist. Zum Beispiel ist der Durchschnitt zweier
oder auch mehrerer Unterrdume in jedem der urspriinglich vorgegebenen Unter-
riaume enthalten. Es ist klar, dall man jeden Unterraum L, eines Vektorraumes
L, der in einem anderen Unterraum L, von L enthalten ist, gleichzeitig als
Unterraum von L, auffassen kann. Wir weisen noch darauf hin, daB im
Einklang mit unserer Definition jeder Vektorraum in sich selbst enthalten ist,
also auch Unterraum von sich selbst ist. Wollen wir zum Ausdruck bringen,
daB ein betrachteter Unterraum nicht mit dem ganzen Raum iibereinstimmt,
so werden wir von einem echten oder eigentlichen Unterraum sprechen.

1) Vgl EdEM Bd I, I w. Pnosxunnxow, Mengen, Gruppen, nge, Korper. Die
der Arit, — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Man sieht leicht ein, daB die G theit aller Linearkombinati einer be-
Viebigen Menge M von Vektoren eines Vektorraumes L einen Unterraum von L
bildet: Die Summe zweier Linearkombinationen von Vektoren aus M ist wieder
eine Linearkombination von Vektoren aus M und desgleichen das Produkst einer
Linearkombination mit einer Zahl aus dem Grundkérper K. Dieser Unter-
raum heiBt der von M erzeugte (aufgespannte) Unterraum.

Von groBtem Interesse fiir uns ist der Fall, da die betrachtete Menge M
von Vektoren endlich ist.

Ist ein Vektorraum der Elementargeometrie vorgegeben, so besteht der
von einem einzelnen Vektor erzeugte Unterraum, falls dieser vom
Nullvektor verschieden ist, aus der Gesamtheit aller Vektoren, die auf der
durch den betrachteten Vektor bestimmten Geraden liegen. Derselbe Unter-
raum wird auch von zwei auf dieser Geraden liegenden Vektoren erzeugt (von
denen dann wenigstens einer vom Nullvektor verschieden ist). Gehen wir da-
gegen von zwei Vektoren aus, die nicht in einer Geraden liegen, so ist
der von diesen Vektoren erzeugte Unterraum gleich der von den gegebenen
Vektoren aufgespannten Ebene. Betrachten wir schlieBlich drei Vektoren, die
nicht in einer Ebene liegen, so erhalten wir als den von ihnen erzeugten
Unterraum den ganzen Raum.

Auch in den Vektorrdumen, die wir in den Beispielen 1 bis 4 in § 8 ange-
geben haben, kann man leicht eine Reihe von Unterriumen angeben: So
bildet im Raum F,, den wir bereits im vorangehenden Paragraphen niher
‘betrachtet haben, die Gesamtheit der Polynome, in denen keine ungerade Po-
tenz von z auftritt, einen Unterraum. Man erkennt leicht, daB dieser eigent-
liche Unterraum, genau wie der ganze Raum, die Dimension unendlich be-
sitzt: Die Vektoren 1, 22%,..., 2", ... dieses Unterraumes sind jedenfalls
linear unabhingig (§ 10). Es gibt in diesem Vektorraum aber auch Unterraume
von endlicher Dimension: So ist in Fo, der Raum F, aller Polynome, deren
Grad 7 nicht iiberschreitet, als Unterraum enthalten, und die Dimension
dieses Unterraumes ist endlich, da sich alle Polynome aus F, als Linear-
kombination der ,,Vektoren* 1, z, 22, . . . , 2* dieses Raumes darstellen lassen.

Auf Grund der im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Sitze kann man
in vielen Fillen die Dimension eines Raumes ebenso einfach bestimmen, wie
oben fiir den n-dimensionalen Vektorraum. Zum Beispiel ist die Dimension
von F,, also des Raumes aller Polynome mit einem Grad < =, gleich n -+ 1,
weil die speziellen ,,Vektoren* 1, z, 22, ..., z* linear unabhingig sind und
sich jeder Vektor (d. h. jedes Polynom vom Grade < n) als Linearkombination
dieser ,,Vektoren‘‘ darstellen laBt.

Zwischen der Dimension eines Raumes und der Dimension jedes seiner
Unterrdume besteht nun allgemein die folgende Beziehung:

Die Dimension eines Unterraumes ist stets hickstens so grof wie die Dimension
des Gesamiraumes. Wenn die Dimension eines Raumes endlich ist, so ist die
Dimension jedes seiner echten Unterriume echt kleiner als die Dimension des
ganzen Raumes.

Beweis. Die erste Behauptung ist unmittelbar klar, da jedes System von
linear unabhingigen Vektoren eines Unterraumes auch ein System von
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linear abhingigen Vektoren des ganzen Raumes ist. Den Beweis der zweiten
Behauptung fiihren wir indirekt: Wir betrachten ein beliebiges maximales
linear unabhiingiges System von Vektoren des gegebenen Unterraumes. Die
Anzahl der Vektoren dieses Systems ist gleich der Dimension des Unterraumes
und folglich, wenn wir die Dimension des Unterraumes gleich der Dimension
des ganzen Raumes setzen, auch gleich der Dimension des Gesamtraumes.
Daraus folgt, daB das betrachtete System von linear unabhéingigen Vektoren
maximal im ganzen Raum ist. Dann ist aber — nach einem friiher bewie-
senen Satz — das betrachtete System dem Gesamtraum #quivalent, also ins-
besondere jeder beliebige Vektor des Raumes als Linearkombimation aus
Vektoren des betrachteten Systems darstellbar, die simtlich dem gegebenen
Unterraum angehoren. Beachtet man nun, daB jede Linearkombination aus
Vektoren eines Unterraumes wieder dem Unterraum angehért, so ergibt sich,
daB jeder Vektor des Raumes dem gegebenen Unterraum angehéort, im Wider-
spruch dazu, daB es ein eigentlicher Unterraum sein sollte.

§ 12. Anwendungen auf Gleichungssysteme

‘Wir unterbrechen nun die Darstellung der allgemeinen Theorie und wollen zu-
néichst darlegen, wie sich die bisherigen Uberlegungen auf die Untersuchung
von Gleichungssystemen anwenden lassen.

Vorgegeben sei uns ein System von linearen Gleichungen

e+ a2zat--+aim Tn=0by,
9171 +ag2 T3+ - -+ G2 Tm =g,

@n1 21+ Cn2Za+ - G T = bs

Dabei setzen wir keineswegs voraus, daB die Anzahl der Gleichungen des
Systems gleich der Anzahl der Unbekannten ist; sie kann sowohl groBer als
auch kleiner als diese sein.

Gefragt ist, ob dieses System iiberhaupt eine Losung besitzt und wenn dies
der Fall ist, wie viele Losungen es besitzt. SchlieBlich ist es wiinschenswert,
daB man ein Verfahren angeben kann, nach dem sich diese Losungen effektiv
bestimmen lassen.

Alle diese Fragen lassen sich, wie wir sogleich sehen werden, leicht auf ent-
sprechende Fragen iiber Vektoren zuriickfilhren, die sich eng an die obigen
Ausfithrungen anschlieBen.

Dazu fassen wir die Spalten der Koeffizienten der einzelnen Unbekannten
sowie die Spalte der absoluten Glieder als n-dimensionale Vektoren auf, die

O}

wir entsprechend mit a;,...,an und b bezeichnen. Dann kénnen wir das
Gleichungssystem (1) gleichwertig in der Form
@2+ 02T+ -+ amTn =0 (2)

schreiben. Offenbar ist nimlich jede Lésung von (1), d. h. jedes System
von Werten, das das Gleichungssystem (1) identisch erfiillt, auch eine Losung
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von (2) und umgekehrt. Das folgt einfach daraus, daB (2) nur eine andere
Schreibweise fiir (1) ist.

Wir konnen also feststellen:

Das Gleichungssystem (1) besitzt dann und nur dann eine Losung, wenn sich
der Vektor b als Linearkombination der Vektoren qy, . . ., am darstellen lipt.

Wir werden sehen, daB fiir uns eine etwas andere Formulierung desselben
Resultates besonders wichtig ist:

Das Gleichungssystem (1) besitzt dann und nur dann eine Losung, wenn der
Rang der Vektorensysteme a1, Gz, - . ., Gm und ay, G2, . . . , G, b Gbereinstimms.

Beweis. Der Rang eines Systems von Vektoren ist nach Definition gleich
der Anzahl der Vektoren in einem beliebigen maximalen linear unabhingigen
Teilsystem dieses Systems. Wenn nun die Systeme

a1,02,...,8n und @;,Qz2,...,0m, 0

gleichen Rang besitzen, so ist jedes maximale linear unabhingige Teil-
system von
1,02,...,0m

auch ein maximales linear unabhéngiges Teilsystem von a;,a3,...,0m,0.
Nun ist aber auf Grund eines im vorangehenden Paragraphen bewiesenen
Satzes jedes in einer Menge von Vektoren maximale linear unabhingige
System eben dieser Menge dquivalent. Mithin sind

a;,0,...,0m und a;,0p,...,0m,0,

da sie beide ein und demselben maximalen linear unabhiingigen System dqui-
valent sind, untereinander dquivalent, und der Vektor b laBt sich als Linear-
kombination der Vektoren aj, az, ..., an darstellen, d. h., (1) besitzt eine
Losung.

Es moge nun umgekehrt das Gleichungssystem (1) eine Losung besitzen.
Dann liBt sich also b als Linearkombination der Vektoren aj,az,...,am und
mithin jeder Vektor des einen der Systeme als Linearkombination von Vektoren
des anderen der beiden Systeme darstellen (Zweifel konnten ja allenfalls nur
hinsichtlich b bestehen), d. h., die Systeme

a1,02,...,0n und @1,02,...,0m,b
sind équivalent.

Die soeben erhaltene Bedingung fiir die Existenz einer Losung des Glei-
chungssystems (1) 148t sich auch mit Hilfe des Terminus ,,Unterraum‘ formu-
lieren. Hierbei fillt die Analogie zu der in § 1 erhaltenen Losbarkeitsbedingung
fiir ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten auf. Der Unter-
schied besteht einzig darin, daB wir hier alle moglichen Fille auf einmal er-
fassen:

Das System (1) besitzt dann und nur dann eine Lisung, wenn der Vektor b
in dem von den Vektoren a1, az, . . ., Gm erzeugten Unterraum liegt.

Dem Leser sei empfohlen, sich von der Richtigkeit dieser Behauptung selbst
zu iiberzeugen und sie der Formulierung in § 1 gegeniiberzustellen.
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‘Wenn wir die eben angestellten Uberlegungen etwas weiter ausbauen, so ge-
langen wir leicht zu einer einfachen Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Lo-
sung von (1):

Es gibt dann und nur dann nur eine Lisung fir das Gleichungssystem (1), wenn
die Vektoren ay, Gz, . . . , Gm linear unabhingig sind (wobei wir natiirlich voraus-
setzen, dall wenigstens eine Losung existiert).

Beweis. Die Vektoren a;, a,, . . ., am seien linear unabhiingig. Wiirde dann
das Gleichungssystem (1) zwei verschiedene Losungen

Z1,...,%m und X,...,%n

besitzen, so besife auch die Gleichung (2) diese beiden Losungen, und es wiire

G+ + GnZm =D,

02+ o+ OmZm=D0,
woraus sich unmittelbar

a1 (71— 2) 4 -+ + Gm(Tm — Tm) =0

ergibt. Eine Linearkombination von linear unabhingigen Vektoren ist nun
aber dann und nur dann gleich dem Nullvektor, wenn alle Koeffizienten, also
(%1 — 1), (2, — 23),...,(Zm — ) verschwinden. Dies widerspricht der An-
nahme, daB zwei verschiedene Losungen existieren.

Sind umgekehrt die Vektoren ay,.. ., Ga linear abhingig, so kann man aus
ihnen den Nullvektor mit nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten linear
kombinieren: a;k; -+ azks -+ ---+ m kn = 0. In diesem Fall kann man zu
jeder Losung i,...,2a von (2) die weitere Losung

B+ ki, Tt ke, ., Tt
bilden, die von ihr verschieden ist. In der Tat ist
(@t k)t ot o (Tt kn) = 02+ o+ A Zn - Gk oot G
=M+t Gntm=Db,
d. h., das angegebene Wertsystem erfiillt gleichfalls die Gleichung (2).
Auf die angegebenen Resultate wollen wir uns zunichst beschrinken. Wir

werden sie noch weitergehend prézisieren konnen, wenn wir erst einmal in der
Lage sind, den Rang eines Systems von Vektoren effektiv zu berechnen.

§ 13. Basis eines Raumes. Koordinaten

Am Ende von § 11 haben wir gefunden, da8 jedes in einer Menge von Vek-
toren maximale linear unabhingige System der betrachteten Menge dqui-
valent ist. Insbesondere ist also jedes maximale linear unabhiingige System
e1,...,e, von Vektoren des Raumes L dem ganzen Raum #quivalent. Dies
bedeutet, daB (wenn es iiberhaupt ein maximales System von der genannten
Art gibt — Anm. d. wissenschaftl. Red.) jeder Vektor x des Raumes sich als
Linearkombination dieser Vektoren darstellen 1a8t:

F=erzi—+ o ey, 1)
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wobei die Koeffizienten ; gewisse Zahlen aus dem betrachteten Grundkérper
K sind.

Die Gleichung (1) kénnen wir umgekehrt aber auch als Bestimmungs-
gleichung fiir die unbekannten Koeffizienten xi,..., 2, ansehen, da wegen
der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren ei,..., e, die Eindeutigkeits-
bedingung aus dem vorangehenden Paragraphen erfiillt ist.

Eine éhnliche Sachlage, vor die wir uns in § 1 gestellt sahen, gab uns dort
die Moglichkeit, fiir die Vektoren der Ebene Koordinaten einzufiihren. Nach
demselben Muster konnen wir dies jetzt auch fiir beliebige Vektoren eines
Vektorraumes iiber einem Zahlkérper K machen.

Dazu verstehen wir unter einer Basis eines Vektorraumes L ein beliebiges
maximales linear una.bhanglges System von Vektoren e,...,

Wenn eine Basis eines Raumes L vorgegeben ist, so wird durch die Glei-
chung (1) jedem Vektor r umkehrbar eindeutig ein System x;,...,2, von
Zahlen aus dem Grundkérper K zugeordnet. Diese Zahlen sollen die ’Koords-
naten des Vektors y in bezug auf die Basis e, . .., e, genannt werden. Dabei ist
klar, daB jedem System von Zahlen auch ein eindeutig bestimmter Vektor
aus L entspricht.

Durch Einfiihrung von Koordinaten kann man — wie in der Geometrie der
Ebene und des Raumes — die Untersuchungen von Vektorensystemen auf eine
Untersuchung von Zahlensyst zuriickfithren. In der analytischen Geo-
metfie ist dies nur ein Hilfsmittel zur einfacheren Lasung von Aufgaben, die
auch durch spezifisch geometrische Verfahren gelost werden kénnen. Im allge-
meinen Fall ist dagegen die Einfiihrung von Koordinaten hiufig die einzige
Methode fiir die Losung konkreter Aufgaben, da unter Umstinden keinerlei
,,geometrische* Methoden zur Verfiigung stehen.

Noch eines miissen wir erwiihnen: Wir haben oben den Terminus ,,Koordi-
naten“ fiir n-dimensionale Vektoren so erklirt, da8 wir unter den Koordinaten
des Vektors

die Zahlen ai,...,a, verstanden, aus denen der Vektor a gebildet ist.
Wenn wir uns noch daran erinnern, daB jeder n-dimensionale Vektor a
in der Form a=gaje;+ ---+ ane. dargestellt werden kann, wobei die
,,Einheitsvektoren ey, ..., e, linear unabhingig sind, so kénnen wir jetzt
genauer sagen, daB die Zahlen ay,...,a, die Koordinaten von a beziiglich
der Basis e;,...,¢, des n-dimensionalen Vektorraumes bilden. Dieser Zu-
satz ist auch wirklich notwendig, da man die Vektoren anstatt auf die Basis
€,..., ¢ auf eine andere Basis ¢1, . . . , ¢, beziehen kann (die natiirlich aus
derselben Anzahl von Vektoren besteht), beziiglich der die einzelnen Koordi-
naten der Vektoren dann aber ganz andere Werte haben.
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Dieser Tatbestand, daB die Koordinaten nicht irgend etwas Absolutes sind,
sondern maBgeblich von der Wahl der Basis abhiingen, fiihrt uns unmittelbar
auf die folgenden Fragen:

1. Wie kann man einem vorgegebenen System von Vektoren ansehen, ob
es als Basis des betrachteten Raumes genommen werden kann?

2. Wie hiingen die Koordinaten eines Vektors beziiglich zweier verschiedener
Basen miteinander zusammen?

Wir wenden uns zunéchst der ersten Frage zu. In einem Vektorraum L sei
eine Basis ¢,, . . ., ¢, und ein System e, ez, . . . , em von Vektoren vorgegeben.
Jeder Vektor dieses Systems kann dann eindeutig als Linearkombination aus
Vektoren der gegebenen Basis dargestellt werden. Die Koeffizienten dieser
Linearkombinationen wollen wir mit ¢;; bezeichnen, wobei der erste Index an-
gibt, zu welchem Basisvektor ¢; der Koeffizient gehort und der zweite der
Nummer des Vektors e; entspricht. Es ist also

el =eic11 + e 4+ eatna,
€2 =e1012 + €262 + -+ €aCna,

em=ei1C1im+ 2C2m+ -+ Cnlm.

Es liegt nahe, daB man die Koeffizienten ¢;; in einem rechteckigen Schema,
also zu einer Matrix

@)

€11C12. .. Cim)
C21C22...Com

@

Cn1Cn2. .. Cnm

anordnet, die wir die Ubergangsmatriz von der Basis e, . . . , e, zum System
¢, ¢, ..., em nennen wollen. In der Ubergangsmatrix von der Basis ey, . .., ¢,
zum System ef, €3, ..., ¢n stehen also in den Spalten die Koordinaten der
Vektoren ef, ez, . . . , em in bezug auf die Basis e,, . . . , ex. Diese Matrix ist ein-
deutig durch das gegebene System e, ¢z, . . . , em bestimmt, das sie ihrerseits
(bei vorgegebenen Basisvektoren e,, ..., e,) auch emdeutxg festlegt. Die auf-
geworfene Frage kann man nun folgendermaBen prizisieren: Welche Bedin-
gungen mup die Ubergangsmairiz (3) erfiillen, damit das System e}, ¢, . . ., em
eine Basis des Vektorraumes L 1st?

Die Antwort glbt der

Satz. Not und hinreichend dafiir, daf das System ei, ez, . . ., em eine
Basis des Raumes L bildet, ist, dap die U bergungamatnz (3) quadratisch ist und
die aus thr gebildete Deter te nicht ver

Beweis. Da.s System e, ez, . . . , ém kann sicher nur dann eine Basis des
Raumes L bilden, wenn die Anzahl der Vektoren dieses Systems gleich n ist
(alle Basen des Raumes L besitzen ja dieselbe Anzahl von Elementen). Um
zu zeigen, daB die Determinante der Matrix (3) nicht verschwindet, wenn
m=mn ist und das System ej, e3, . . ., en eine Basis bildet, benutzen wir Uber-
legungen aus den §§ 2 bis 4.
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Dazu setzen wir fiir beliebige Vektoren fy, fs, . . . , Fn des Raumes L

n=ez1+eexe1+ -+ a1,
fo=e1212 + €2 Z22 + ++ - + €aZn2,

................................. @
Fa=e1%1n+ €2 %2n -t "+ €nTan
und
T11 T12... T1n
Zoy Xog... Tan
F(tpeop = | 720 ®
Zny Tnz Zan

Hierdurch ist im Raume L eine Funktion von n Vektoren erklirt, die sicher
nicht identisch verschwindet, da definitionsgemaB F (e, . . . , ex) = 1 ist. Setzt
man andererseits 1 = e1, . . . , }a = €n, 50 erhilt man als Wert der Funktion F
gerade die uns interessierende Determinante der Matrix (3). SchlieBlich er-
wihnen wir, da88 die Funktion F die Eigenschaften A und B aus der Deﬁm-
tion der Determinante besitzt, die wir in § 2 angegeben haben. Insb

gelten also fiir sie die Folgerungen aus diesen Elgenschaften, die wir in § 3
gezogen haben, wie z. B. die Regeln der Klammerrechnung und die Eigen-
schaft, daB die Funktion das Vorzeichen éndert, wenn man zwei Argumente
vertauscht. Bildet nun das System ej, ..., e, eine Basis des Raumes L, so
kann man auf Grund dieser Eigenschaften den Wert der Funktion auch fol-
gendermaBen berechnen. Man stellt zunichst die Vektoren ry,..., 1. als
Linearkombinationen der Vektoren e, ..., ¢, dar:

fi=-ei i1t et 251+ + ea zh1,
Fe=-eiZig+ €2 Zp2 4+ - 4 en Zn2,

(8)
Fa=e1Zin+ e Z2n+ -+ enTna.

Setzt man dies in F(y,, . . ., ¥») ein und wendet man hierauf die genannten Um-
formungen an, so erhilt man entsprechend wie am Ende von §4

ziy Zz ... i

Ty Xps ... X3 ,
Flrta,otm=| 0 722 R (e e, €0 M
Thy Tng ... Tan

Hieraus ergibt sich jetzt aber unmittelbar das von uns behauptete Ergebnis:
Wiirde der Wert F (ef , . . . , es) verschwinden, so ergiibe sich auf Grund von (7),
daB F(r,, ..., rs) fiir beliebige Vektoren p,, ..., fa» verschwindet, was der
Definition der Funktion F widerspricht. Die im obigen Satz a.ngegebenen
Bedingungen sind also notwendig dafiir, daB das System ej,..., e; eine
Basis des Raumes L bildet.
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Wir setzen nun umgekehrt voraus, daf} diese Bedingungen erfiillt sind, da8
also die Anzahl der Vektoren e; gleich # ist und die Determinante der Uber-
gangsmatrix nicht verschwindet. Offenbar wiirden die Vektoren ei,..., ey
nur dann keine Basis bilden, wenn einer dieser Vektoren eine Linear-
kombination der iibrigen wiire, also etwa

i=2
In diesem Falle erhielten wir jedoch
n
Fleh by, )=F (3 kit chyoo, €)= ShF(h 6., 60)=0

im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Damit ist der behauptete Satz
vollstéindig bewiesen.

Auch die zweite der obigen Fra.gen 1a8¢ sich leicht beantworten. Dazu mdge
der Vektor y in bezug auf die Basis ef, .. . ) ¢y, die Koordinaten 21, z3, . . ., Zn
besitzen, also r=e; ]+ esxp+ -+ e 2y sein. Setzt man hier die Aus-
driicke (2) fiir die Vektoren der neuen Basis in bezug auf die alte Basis ein,
8o erhilt man

F=(e1011+- -+ ealnr) 2+ + (Q201a+t -+ +€nCan) 20
=er(en121 + 1922+ Feah) -t en(Car @i+ -+ Canh) .

Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung (1), in der der Vektor r
durch die Basisvektoren e, ..., e, ausgedriickt ist, und beachtet man, daB
die Koordinaten eines Vektors (in bezug auf eine gegebene Basis) eindeuti
bestimmt sind, so erhilt man das Gleichungssystem

-3

2y=c1121+C1222 ++ -+ C1nn,

Ty =Co1%1 +Co2 22+ -+ Cann,

(8)
Zn=Cp12] +Ca2 s+ -+ Cann,

in dem die ,,alten’ Koordinaten z,, . . ., 2, des Vektors r durch die ,,neuen*
Koordinaten i, . . ., z, von r ausgedriickt werden.
Das System (8) kann man bei gegebenen ,,alten Koordinaten z,, ..., Zs

als ein System von 7 linearen Gleichungen in den » Unbekannten zj, . ..,z
ansehen. Die Determinante dieses Systems ist die Determinante der Ubergangs-
matrix (3) und daher von Null verschieden, so dal das System (8) (auf Grund
des in Kapitel I bewiesenen Hauptsatzes iiber lineare Gleichungssysteme)
genau eine Losung besitzt. Man kann also aus den Koordinaten eines Vekiors
beziiglich einer gegebenen Basis die Koordinaten dieses Vektors beziglich mier
anderen Basis unmittelbar berechnen, sofern die Ubergangsmatriz von der einen
Basis zur anderen Basis bekannt ist.
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§ 14. Der Rang eines beliebigen Systems von Vektoren

Auf Grund der im vorangehenden Paragraphen gewonnenen Resultate
kann man fiir jedes (endliche) System von Vektoren, dessen Anzahl gleich
der Dimension des betrachteten Raumes ist, unmittelbar entscheiden, ob sein
Rang gleich dieser Dimension ist (man braucht ja nur die Determinante der
Uber trix zu berechnen — Anm. d. wiss. Red.). Dieses Ergebnis laBt
sich nun leicht zu einem Verfahren fir die Bestimmung des Ranges
eines beliebigen (endlichen) Systems von Vektoren ausbauen. Dazu verwenden
wir einen einfachen Satz, der sich unmittelbar aus dem friither bewiesenen Aus-
tauschsatz ergibt.

Satz. Es sei ¢y, ..., e, eine beliebige Basis des Raumes L der Dimension n
und ei,,..,en ein belichiges linear bhingiges System von Vektoren dieses
Raumes. Dann kann man das System ei, . . ., en durch Hinzunahme geeigneter

Vektoren der Basis ey, . .., e, zu einer Basis von L vervollstindigen.

Beweis. Da die Vektoren ¢y, . . ., ¢, eine Basis von L bilden, lassen sich die
Vektoren ef, . . ., en aus ihnen linear kombinieren. Nun sind voraussetzungs-
gemiB die Vektoren ej, ..., ¢m linear unabhiingig; also kann man auf Grund
des Austauschsatzes einen Teil der Basisvektoren ey, . ..,e, (falls n=m ist,
sogar alle Basisvektoren) so durch die Vektoren e, ..., e, ersetzen, daBl das
entstehende System von Vektoren der urspriinglichen Basis dquivalent ist,
d. h. jeder Vektor des Raumes L als Linearkombination von Vektoren des so
erhaltenen Systems dargestellt werden kann. Daraus folgt aber unmittelbar,
daf dieses System linear unabhingig ist, da man anderenfalls unter Bei-
behaltung der Aquivalenz zur Basis ey, . .., e, wenigstens einen Vektor aus
di System fortl konnte, im Widerspruch dazu, daB man nicht alle
Vektoren eines Raumes der Dimension » als Linearkombination von weniger
als n festen Vektoren ausdriicken kann. Das erhaltene System bildet also eine
Basis des Raumes L. Die geschilderte Konstruktion kann aber offenbar
auch so aufgefaBt werden, daB man das System ei, ..., en durch passende
Vektoren der Basis ey, . .., ¢, erginzt.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Voraussetzung der linearen Unab-
hingigkeit des Systems e, ..., e nicht entbehrt werden kann, da man ein
linear abhiingiges System von Vektoren sicher nicht zu einer Basis ergiinzen
kann: Jede Teilmenge einer Basis, wie iiberhaupt jedes linear unabhiingigen
Systems ist linear unabhingig.

Den soeben bewiesenen Satz wollen wir jetzt auf das System

el =erc11 oo+ encpr,
ez =e1ci2 -+ 4 enCa2
) o (m<n) o)

em=e1Cim+ "+ CuCum

anwenden. Die Ubergangsmatrix von der Basis e;,...,e, zum System
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ef,..., em ist in diesem Fall
€11 G2 ... C1m
o @
Cnl Cn2 .-« Cam
Wenn wir jetzt zu dem Vektorensystem e, . . . , ew noch n — m Vektoren der
Basis ¢, .. ., e, hinzufiigen, so gewinnen wir eine Ubergangsmatrix, die man

dadurch aus der Matrix (2) enthilt, daB man ihr noch n — m Spalten hinzu-
fiigt, in denen bis auf genau eine Eins nur Nullen stehen (denn jeder Basis-
vektor e; besitzt die Basisdarstellung e;=e¢;- 0+ ---+ e;-14---+ e,-0).
Dabei ist noch hervorzuheben, daB die Einsen der hinzugenommenen Spalten
in verschiedenen Zeilen der erweiterten Matrix stehen.

Auf Grund der im vorangehenden Paragraphen erhaltenen Resultate bilden
nun die Vektoren des in angegebener Weise erweiterten Systems e, ..., en
dann und nur dann eine Basis des Raumes L, wenn die Determinante der er-
weiterten Ubergangsmatrix von Null verschieden ist.

Fassen wir nun den Aufbau dieser erweiterten Ubergangsmatrix niher ins
Auge, so stellen wir fest, daB man ihre Determinante unmittelbar nach der
letzten Spalte entwickeln kann (da in dieser letzten Spalte nur genau eine
Eins und sonst Nullen stehen) und daB man dies solange fortfiihren kann, bis
man auf die letzte Spalte der urspriinglichen Matrix (2) stoBt. Als Endergebnis
erhalten wir: Die uns interessierende Determinante ist bis auf das Vorzeichen
gleich der Determinante der Matrix, die man aus der Matrix (2) dadurch er-
hiilt, daB man in ihr die Spalten streicht, in denen in den zugefiigten Spalten die
Zghl Eins auftritt. Daraus ergibt sich aber sofort der folgende

Satz. Die Vektoren (1) sind dann und nur dann linear unabhingig, wenn man
aus der Matriz (2) gewisse n — m Zeilen so streichen kann, daf die Determinante
der verbleibenden gquadratischen Matriz von Null verschieden ist.

Beweis. Wenn die Moglichkeit besteht, aus der Matrix (2) in angegebener
Weise n — m Zeilen zu streichen, so erhilt man, indem man zu den Vektoren
¢, ..., en diejenigen Vektoren e; der urspriinglichen Basis hinzunimmt, deren
Index gleich der Nummer einer der gestrichenen Zeilen ist, ein System von
Vektoren mit einer Ubergangsmatrix, deren Determinante von Null ver-
schieden ist. Dieses System bildet dann auf Grund des Satzes aus dem voran-
gehenden Paragraphen eine Basis des Raumes, so daf speziell das System
el, ..., en linear unabhingig ist.

Erhilt man umgekehrt, wie man auch in der Matrix (2) n — m Zeilen
streicht, stets nur quadratische Matrizen mit verschwindender Determinante,
80 erhéilt man, wie man auch zu dem System ej, ..., ¢ Vektoren der Basis
e1, ..., e, hinzufiigt, stets Systeme, die keine Basis bilden. Das ist aber nur
dann moglich, wenn die Vektoren ¢j, . . ., em linear abhéngig sind.

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, den Rang eines beliebigen (endlichen)
Systems ei, . . ., ep, zu bestimmen. Das diesbeziigliche Resultat wird sich un-
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e oTh h

aus dem Vi den ergeben. Jedoch empfiehlt es sich, zu seiner
einfacheren Formulierung noch einen neuen Begriff einzufiihren.
Vorgegeben sei eine beliebige Matrix

€1 C12 ... Cim
Co1 C22 ... C2m 3)

die keineswegs quadratisch zu sein braucht, deren Spaltenanzahl also durchaus
groBer oder auch kleiner als ihre Zeilenanzahl sein kann. Indem man in der
Matrix (3) gewisse Spalten und Zeilen streicht, kann man auf die verschieden-
sten Arten quadratische Matrizen bilden. Die Determinanten der so ge-
wonnenen Matrizen mogen Unterdeterminanten der Matriz (3) genannt werden.
Einige dieser Unterdeterminanten kénnen von Null verschieden sein, andere
dagegen konnen verschwinden. Unter dem Rang der Matriz (3) werde die maxi-
male Ordnung verstanden, zu der es wenigstens noch eine nicht-verschwin-
dende Unterdeterminante von (3) gibt.

Zur Berechnung des Ranges einer beliebigen Matrix hat man also alle Unter-
determinanten der Matrix zu berechnen und nachzupriifen, zu welchen Ord-
nungen es von Null verschiedene Unterdeterminanten gibt. Diese Berechnung
kann vereinfacht werden, wenn man beachtet, daB das Verschwinden
aller Unterdeterminanten einer gegebenen Ordnung das Verschwinden aller
Unterdeterminanten hoherer Ordnung nach sich zieht (denn diese Unter-
determinanten lassen sich ja linear durch ihre Unterdeterminanten niederer
Ordnung ausdriicken). Es ist daher unter Umstinden nicht erforderlich, alle
Unterdeterminanten einer Matrix zu berechnen. Es geniigt festzustellen, da
alle Unterdeterminanten einer gewissen Ordnung simtlich verschwinden,
withrend es mindestens eine Unterdeterminante der um Eins kleineren Ord-
nung gibt, die nicht gleich Null ist. Auf weitere Vereinfachungen der Be-
stimmung des Ranges einer Matrix kommen wir spiter zu sprechen.

Beziiglich des Ranges eines beliebigen (endlichen) Systems von Vektoren
gilt nun der folgende

Satz. Der Rang eines belichigen Systems von Vektoren ei,...,en eines
Vektorraumes L der Dimension n ist gleich dem Rang der Ubergangsmatriz von
einer Basis des Raumes L zu dem betrachteten Vektorensystem.

Beweis. Es sei r der Rang der genannten Ubergangsmatrix. Dann ist eine
ihrer Unterdeterminanten der Ordnung r verschieden von Null. Wir betrachten
nun diejenigen Spalten der Ubergangsmatrix, die zur Bildung dieser Unter-
determinante herangezogen werden. Die aus ihnen gebildete Matrix kénnen
wir als Ubergangsmatrix von der Basis ¢y, .. ., e, zum System der Vektoren
e, - - - » ¢, auffassen, wobei die Indizes i, . . ., jr den Nummern der betrach-
teten Spalten entsprechen. Da man nun in der zuletzt betrachteten Uber-
gangsmatrix n — r Zeilen so streichen kann, daB die Determinante der ver-
bleibenden quadratischen Matrix nicht verschwindet, sind die Vektoren
€jy5 -« - » ¢, auf Grund des oben bewiesenen Kriteriums linear unabhéngig.
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Betrachten wir andererseits einen beliebigen Teil des Systems ej, ..., en,
der mehr als 7 Vektoren enthalt, so finden wir — gleichfalls auf Grund des oben
bewiesenen Kriteriums —, da8l dieses Teilsystem linear abhingig ist.

Damit ist gezeigt, daB8 die maximale Anzahl von linear unabhingigen Vek-
toren, die man aus dem System ei, ..., en auswihlen kann, genau gleich
dem Rang 7 der Ubergangsmatrix ist.

Aus diesem Satz koénnen wir eine interessante Folgerung ziehen. Wihrend
wir bisher unter n-dimensionalen Vektoren iiber einen Zahlkérper K aus-
schlieBlich Spalten aus n Zahlen dieses Kérpers verstanden, kann man — wie
man leicht einsieht — auch fiir die Zeilen aus m Zahlen eines Kérpers K ent-
sprechend wie fiir die Spalten eine Addition und eine Multiplikation mit
einer Zahl einfithren und zeigen, daB die Menge dieser Zeilen beziiglich dieser
Operationen einen Vektorraum der Dimension m iiber dem Kérper K bildet.
Somit kénnen wir auch von der linearen Unabhiingigkeit von Zeilen, also ins-
besondere der Zeilen einer Matrix sprechen. Da sich nun der Wert einer Deter-
minante beliebiger Ordnung nicht éndert, wenn man ihre Zeilen und Spalten
vertauscht, ergibt sich auf Grund des zuletzt bewiesenen Satzes unmittelbar:

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Spalten, die man aus einer vor-
gelegten Matriz auswdihlen kann, ist gleich der maximalen Anzahl linear unab-
hingiger Zeilen.

§ 15. Die Auflésung von beliebigen linearen Gleichungssystemen

Mittels der Sitze aus den vorangehenden beiden Paragraphen kann man
nicht nur den Ergebnissen aus § 12 eine endgiiltige Form geben, sondern auch
ein Verfahren zur Bestimmung aller Losungen eines beliebigen linearen Glei-

hungssystems entwickeln

Vorgegeben sei ein System von n Gleichungen in m Unbekannten

@121+ + GmTm= b1,

31 %1+ oo GemTm = by, o

1aZ1t e T GamTm = ba.

Die Spalten der Koeffizienten der einzelnen Unbekannten und die Spalte
der absoluten Glieder mogen entsprechend wie in § 12 mit a;, ..., am und b
bezeichnet werden (die Koordinaten beziehen sich dabei auf die Basis aus den
,,Einheitsvektoren® ey, . . . , e, des Raumes der n-dimensionalen Vektoren iiber
dem Grundkérper K, dem die Koeffizienten und die absoluten Glieder ent-
stammen). Als eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
(wenigstens) einer Losung des Systems (1) haben wir in § 12 die Gleichheit der
Riinge der Vektorensysteme a1, 2, . . ., Gm und @y, . . ., Gm, b erkannt. Diesem
Resultat konnen wir unter Benutzung des im vorangehenden Paragraphen
festgestellten Zusammenhanges zwischen dem Rang eines Vektorensystems
und einer Matrix eine etwas andere Form geben. Dabei wollen wir die Matrix



§ 15. Die Aufldsung von beliebigen ki Gleich ystemen 59
aus den Koeffizienten der Unbekannten des Gleichungssystems die System-
matriz des Gleichungssystems nennen, wihrend die Matrix, die aus der Sy-
stemmatrix durch Hinzufiigen der Spalte der absoluten Glieder entsteht, die
erweiterte Systemmatriz des Gleichungssystems heilen soll. Dann nimmt das
Kriterium fiir die Existenz einer Lésung des Systems (1) die folgende Form an:

Satz?!). Das System (1) besitzt dann und nur dann wenigstens eine Lisung,
wenn der Rang seiner Systemmatrizx gleich dem Rang seiner erweiterten System-
matriz ist.

‘Wenn nun diese Losbarkeitsbedingung erfiillt ist, so kann man auf folgende
Weise alle Losungen des Systems (1) bestimmen : Es sei r der Rang der System-
matrix und damit auch der erweiterten Systemmatrix. Da auf Grund der Be-
merkung am Ende des vorangehenden Paragraphen die maximale Anzahl von
linear unabhéingigen Zeilen der erweiterten Systemmatrix ebenfalls gleich r ist,
lassen sich alle ihre Zeilen als Linearkombination von gewissen r Zeilen dar-
stellen. Das besagt aber nichts anderes, als daB sich alle Gleichungen des
Systems (1) aus gewissen r Gleichungen des Systems ergeben (man erhilt alle
Gleichungen des Systems (1) aus den Gleichungen, die den linear unabhéingigen
Zeilen entsprechen, wenn man diese mit geeigneten Zahlen multipliziert und
die so erhaltenen Gleichungen passend addiert).

Es geniigt also jedenfalls, eine Losung dieser » Gleichungen zu bestimmen,
da jede Losung der r Gleichungen auch eine Losung der iibrigen Gleichungen
ist (wihrend natiirlich umgekehrt jede Lisung des ganzen Systems (1) trivialer-
weise eine Losung der ausgewiihlten » Gleichungen sein muB — Anm. d.
wissenschaftl. Red.). Da die Reihenfolge der Gleichungen willkiirlich ist, kénnen
wir annehmen, da8 die ersten r Gleichungen

A+ anza=b,
2121+ + 2 T =bo,

@

121+ armTn=b,

linear unabhingig sind. Da aus der Existenz einer Losung des ganzen Sy-
stems (1) speziell die Existenz einer Losung des Systems (2) folgt, mufl der
Rang der Systemmatrix von (2) ebenfalls gleich r sein. Man kann also aus dieser
Systemmatrix r Spalten so auswiihlen, da8 die aus ihnen gebildete Determi-
nante von Null verschieden ist, wobei die Spalten eindeutig durch die Unbe-
kannten bestimmt sind, zu denen sie gehéren. Da aber die Indizierung der
Unbekannten ganz in unserem Ermessen liegt, konnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daB es sich um die ersten r Spalten handelt.
Wenn die Anzahl der Unbekannten gleich r ist, so erschépfen die ausge-
withlten Spalten die ganze Systemmatrix von (2), so daB also (2) ein System
von r Gleichungen in # Unbekannten mit nicht-verschwindender System-
determinante ist. Dann besitzt das System (2) genau eine Losung, die auf
Grund der CRAMERschen Regel bestimmt werden kann (§ 7), und die voran-

1) Dieser Satz wird hiufig Satz von KRONECKER-CAPELLI genannt.
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gehenden Uberlegungen ergeben, daB diese Losung auch (und zwar die einzige)
Losung des Gleichungssystems (1) ist.

Wenn dagegen r kleiner als die Anzahl der Unbekannten ist, so bringen wir
die Glieder mit den Unbekannten z,41,. .., 2= auf die rechte Seite von (2),
betrachten also das System

G T+t At =b1— 01,11 T 1 — = A Tm,s
a1y 02,2 =by—Gar i1 Trp1—

@)

Die in diesem System auf der rechten Seite stehenden Unbekannten heiBen
freie Unbekannte oder Parameter. Wenn wir nun in (3) fiir jede freie Unbe-
kannte einen beliebigen Wert einsetzen, so erhalten wir offenbar jeweils
ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten 2, . . ., z,, das wir eindeutig nach
diesen Unbekannten auflésen kénnen (da die zugehérige Systemdeterminante
von Null verschieden ist). Wir gelangen auf diese Weise zu einer unendlichen
Schar von Lﬁsungan des Systems (1), deren jede man bei einer festen Wahl
der Parameter in angegebener Weise bestimmen kann.

Man sieht nun leicht ein, da8 man auf diese Weise alle Lommgen des Systems(3)
und damit auch des Systems (1) erhilt. Wenn niamlich zl, e Ty gLy ey Tm
eine bliebige Losung des Systems (3) ist, so setzen wir in (3)

Tp 1 =Tr41, e s Tn =T
Dann sind durch (3) eindeutig die Werte fiir die Unbekannten z,, ..., z,
bestimmt, die in Verbindung mit 7., , ..., z;» das Gleichungssystem (2) er-
fiillen. Es sollten aber die Werte zi, . . ., 2 diese Eigenschaft haben, so da8
sie sich (wegen der Eindeutigkeit!) nach dem oben angegebenen Verfahren aus
dem Gleichungssystem (3) ergeben miissen.

Indem wir die vorangehenden Uberlegungen zusammenfassen, gelangen wir
zu dem folgenden

Satz. Wenn der Rang der Systemmatriz von (1) und der ihm gleiche Rang
der erweiterten Systemmatriz kleiner ist als die Anzahl der Unbekannten, so be-
sitzt das System (1) eine unendliche Schar von Lisungen. Sind dagegen die Réinge
der genannien Matrizen gleich der Anzahl der Unbekannten, so besitzt das Sy-
stem (1) genau eine Losung.

‘Wir wollen noch einen wesentlichen Spezmlfall des bisherigen Ergebnisses
beha,nde]n, némlich den Fall des homog Darunter soll
ein Gleichungssystem (1) verstanden werden, dessen simtliche absoluten Glieder
verschwinden. Bei einem homogenen Gleichungssystem kann der Rang der
Systemmatrix niemals vom Rang der erweiterten Systemmatrix verschieden
sein, da die Hinzunahme des Nullvektors zu einem System von Vektoren den
Rang des Systems ungeiindert liBit. Daher muB ein homogenes Gleichungs-
system stets (mindestens) eine Losung besitzen. Dies leuchtet auch unmittel-
bar ein: Ein homogenes Gleichungssystem wird trivial befriedigt, wenn man
alle Unbekannten gleich Null setzt. Diese , Nullosung* ist freilich gewshnlich
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uninteressant (schon deshalb, weil sie in keinem Zusammenhang mit den
Koeffizienten der Gleichung steht, also kaum eine Verbindung zu einer Auf-
gabestellung besitzen kann, die auf ein homogenes Gleichungssystem fiihrt);
eine Rolle spielen nur diejenigen Losungen, die von der Nullésung verschieden
sind. Auf Grund des vorangehenden Satzes erhalten wir sofort das folgende
Kriterium iiber die Existenz solcher ,,nicht-trivialen‘ Lﬁsungen':

Satz. Ein homogenes Qleichungssystem besitzt dann und nur dann eine Losung,
die von der Nullosung verschieden ist, wenn der Rang der Systemmatriz kleiner
18t als die Anzahl der Unbekannten.

Ist niamlich diese Bedingung erfiillt, so besitzt das vorgelegte homogene
Gleichungssystem eine unendliche Schar von Losungen, es mul also Losungen
geben, die von der Nullosung verschieden sind.

Dieser Satz nimmt eine besonders einfache Form an, wenn es sich um ein
homogenes System von n Gleichungen in n Unbekannten handelt:

Satz. Ein homogenes Gleichungssystem von n Gleichungen in n Unbek
besitzt dann und nur dann eine Lisung, die von der Nullisung verschieden ist,
wenn die Systemdeterminante dieses Systems gleich Null ist.

In diesem Fall kann man némlich aus der Koeffizientenmatrix nur genau
eine Unterdeterminante der Ordnung n bilden, und zwar die Systemdeter-
minante selbst. Daher ist das Verschwinden der einzigen Unterdeterminante
der Ordnung n notwendig und hinreichend dafiir, daB der Rang der System-
matrix kleiner als # ist.

§ 16. Geometrische Interpretation. Gleichungssysteme
in drei Unbekannten

Wir wollen jetzt unsere geometrischen Redeweisen benutzen, um uns die
Losungsmannigfaltigkeit eines gegebenen linearen Gleichungssystems zu
,»veranschaulichen. Dazu fassen wir eine Zusammenstellung von beliebigen
Werten fiir die Unbekannten z;, 22, . . ., Z) als Vektor des m-dimensionalen
Raumes auf. Falls eine solche Zusammenstellung von Werten eine Losung des
gegebenen Gleichungssystems bildet, wollen wir sagen, daB dieser Vektor
eine Losung des betrachteten Systems ist.

Da im allgemeinen nicht jeder m-dimensionale Vektor eine Losung des
uns interessierenden Gleichungssystems ist, werden die ,,Lésungsvektoren‘
nur einen gewissen Teil des m-dimensionalen Raumes ausschopfen, und unsere

_Aufgabe soll gerade darin bestehen, diesen Teil zu charakterisieren.

Wir betrachten zundchst das homogene Gleichungssystem

a2y a2 ® -+ AmZn=0,

Gu1 T+ G2 B2+ A Zm=0.
Man tiberzeugt sich unmittelbar davon, daB mit den Vektoren

¥=(zi,28,...,%m) und "=(af,2%,...,%n)
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(wir schreiben sie einfachheitshalber als Zeilen) auch die Vektoren
Y4 =(d+a, ..., et 2n) und ky'=(kai, k2,..., kan)

(fiir jeden Zahlenfaktor k) Losungen des homogenen Gleichungssystems sind.
Die Losungsmannigfaltigkeit enthilt also mit einem Vektor auch alle seine
Vielfachen und mit zwei Vektoren auch deren Summe Daraus folgt (vgl. §11):

Die Lg igfaltigkeit eines h 0g Gl 7 n m Un-
bekannten bildet einen Unterraum des m-di ianalen Vektorr

Auch die Dimension dieses Unterraumes 1a8t sich leicht bestimmen. Dies-
beziiglich gilt der

S&tz Die Di ion der Losung igfaltigkest eines h Glei-

in m Unbekannten ist gleich m— r, wobei r der Rang der System-

matriz ist.

Beweis. Zunichst wihlen wir — so wie im vorangehenden Paragra-
phen — unter den Gleichungen des gegebenen homogenen Systems r linear
unabhiingige Gleichungen (es mégen die ersten r Gleichungen sein) und unter
den Unbekannten m — r ,freie Unbekannte (es mogen die Unbekannten
%41, ..., %m sein) aus. Dann erhalten wir alle Losungen des gegebenen Glei-
chungssystems, wenn wir den freien Unbekannten beliebige Werte beilegen
und anschlieBend die Werte der iibrigen Unbekannten aus dem Gleichungs-
system

e+ a1y B =—0Lr11 %41 — — Ol %,

@1 @1+ Qoo A Gy T =G4 1 Tp g1 — " Crm T

bestimmen. Dabei entspricht jeder Wertekombination fiir die freien Unbekannten
genau eine Wertekombination fir die ibrigen Unbekannten und damit eine ein-
deutig bestimmte Losung des gegebenen homogenen Systems.
Wir geben nun den freien Unbekannten der Reihe nach jeweils die Werte
2==1,0,...,0,
Zry2=0,1,...,0,

Zn =0,0,...,1

(betrachten also insgesamt m — r Kombinationen), denen die Ldsungs-
vektoren

1z % x(lm—f)
a,"; z','.' xg;-—r)

¥={1f, =0}, ..., =] 0 (1)
0 1 0

(=3
O e
—
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entsprechen mogen. Wir werden zeigen, daB diese Vektoren eine Basis der
Losungsmannigfaltigkeit bilden. Damit ist dann bewiesen, da8 die Lésungs-
mannigfaltigkeit ein Unterraum der Dimension m — r des m-dimensionalen
Vektorraumes ist.

Dazu geniigt es zu zeigen, dafl die Vektoren (1) linear unabhingig sind und
daB sich jeder Losungsvektor des gegebenen Gleichungssystems als Linear-
kombination dieser Vektoren darstellen liBt.

Das erste ist unmittelbar klar: Jede Linearkombination der Vektoren (1)
hat die Form

Byt kar 4t ks gm0 = Ry |, @)
ky
km—,
wobei die ersten 7 Koordinaten durch Punkte angedeutet sind. Eine solche
Linearkombination kann aber nur dann gleich dem Nullvektor sein, wenn alle
Koeffizienten k;,ks,. .., kn_, verschwinden.
Zum Beweis der zweiten Behauptung sei

z

r=| =z (3)

ein beliebiger Losungsvektor des gegebenen homogenen Gleichungssystems.
Unter Benutzung von (2) stellt man unmittelbar fest, daBl sich eine Linear-
kombination der Losungen (1) bilden lift, in welcher die letzten m — r Ko-
ordinaten mit den letzten m — r Koordinaten der Losung (3) iibereinstimmen;
man braucht ja lediglich & = 2,.1, ko= Z;42, . .., km—p= Zm zu setzen. Die
80 gewonnene Linearkombination der Losungen (1) ist dann sicher eine Losung
des gegebenen Gleichungssystems (weil die Losungsmannigfaltigkeit einen
Unterraum bildet). Wenn wir aber beachten, daB es bei vorgegebenen
Werten fiir die freien Unbekannten nur einen Losungsvektor gibt, dessen
letzte m — r Koordinaten gleich diesen Werten sind, so erhalten wir, daB die

te Linearkombination gleich dem Losungsvektor (3) ist, was zu be-
weisen war.

Im angegebenen Ergebnis ist auch der Fall r=m enthalten. In diesem
Fall treten keine freien Unbekannten auf, es gibt nur die Nullésung, die fiir
sich allein einen Unterraum bildet. Da dieser Unterraum keine linear unab-
hiingigen Vektoren enthiilt, kommt ihm sinngemiB die Dimension Null zu.
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Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die Losungsmannigfaltig-
keit des allgemeinen linearen Gleichungssystems von n Gleichungen in m
Unbekannten (des Systems (1) aus dem vorangehenden Paragraphen) zu be-
stimmen. Dazu wollen wir dasjenige homogene Gleichungssystem, das man aus
dem System (1) des § 15 erhiilt, indem man die absoluten Glieder b,,b,,..., b,
simtlich gleich Null wihlt, das zu diesem System gehorige homogene Glei-
chungssystem nennen. Die Losungsmannigfaltigkeit dieses homogenen Glei-
chungssystems bildet nach dem Vorangehenden einen gewissen Unterraum
des m-dimensionalen Vektorraumes.

Wenn nun ein lineares Gleichungssystem iiberhaupt eine Losung besitzt,
so erhiilt man, ausgehend von einer beliebigen Losung 210, 20,...,%mo
dieses Gleichungssystems, auf folgende Weise alle Losungen:

Satz. Die Losungsmannigfaltigkeit eines linearen Qleichungssystems besteht
aus der Qesamtheit der Vektoren, die man erhilt, wenn man zu sémtlichen Losungs-
vektorm des zuqehongen homogenen Gleichungssystems eine gegebene Losung des
betrachtet Y addiert.

Zum Beweis sei

, /
=21+ %10, T2 = 22+ 220, - .-, Tm = Tm + Tmo,

wobei zj, 22, . . ., m neue Unbekannte sind. Setzen wir dies in das Gleichungs-
system (1) aus § 15 ein, so erhalten wir

a2+ 1325+ o+ G mZm+ (311 %10+ 12 Z20 -+ + B1m Tmo) = by,

P e eee e (4)
An1 21+ @na 2+ -+ G Zrm+ (@1 10+ Gaz 220+ <+ + B Tmo) =ba.
Da nun 219, Z20,..., Zmo €ine Losung des gegeb Gleich it sein

sollte, ist die in ]eder der Gleichungen von (4) links auftretende Klammer gleich
dem absoluten Glied auf der rechten Seite der entsprechenden Gleichung und
mithin das Gleichungssystem (4) dem Gleichungssystem

anzi+ a2+ +aimrn=0,

AT+ Tt t Cam =0

gleichwertig, d. h., die neuen Unbekannten zi,23,. o a:,,. genuge'n dem zum
urspriinglichen Glewhungssyatem gehirigen h 1 Dies
besagt aber nichts anderes, als daB der Vektor (zl, x3, .. - Zm) da.nn und nur
dann ein I.osungsvekbor des urspriinglich gssystems ist, wenn der
Vektor (2}, %3, ..., Znm) der Losungsmanmgfa.lﬂgkext des zugehorigen homo-
genen Glelchungssystems angehort, was zu beweisen war.

Die vorang Uberl gewinnen anschaulichen Inhalt, wenn

wir uns auf Gleichungssysteme in drei Unbekannten beschriinken, da wir uns
in diesem Falle alle auftretenden Vektoren in iiblicher Weise als ,,geometrische‘
Vektoren vorstellen koénnen, und zwar mit den Zahlen als Koordinaten (in
bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem), aus denen die auftretenden drei-
dimensionalen Vektoren gebildet sind. Dabei kénnen wir uns offenbar
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auf die linear unabhiingigen Gleichungen des Systems beschrinken. Ihre An-
zahl ist — wie wir wissen — gleich dem Rang der Systemmatrix des gegebenen
Gleichungssystems. Da der Rang der Systemmatrix nicht gréBer sein kann als
die Anzahl der Unbekannten, kénnen nur die folgenden vier Félle eintreten:

A. Der Rang der Systemmatrix ist gleich Null. In diesem Fall gibt es im
betrachteten Gleichungssystem keine linear unabhéngigen Gleichungen, d. h.,
alle Gleichungen sind Identititen, simtliche Koeffizienten und alle absoluten
Glieder sind gleich Null. Hier schopfen offenbar die Losungen den ganzen
Raum aus. Der Zusammenhang zwischen dem betrachteten Gleichungssystem
und dem zugehérigen homogenen Gleichungssystem ist insofern bedeutungs-
los, als es zu der untersuchten Rangbedingung nur homogene Gleichungs-
systeme gibt.

B. Der Rang der Systemmatrix ist gleich Eins. In diesem Fall liBt sich das
Gleichungssystem auf eine einzige Gleichung

4112+ 815 T+ ay 373 =5, (5)
reduzieren, deren zugehoriges homogenes Gleichungssystem aus der einen
Gleichung
4112 402 +a,373=0 ©)

besteht. Hier konnen zwei Unbekannte als Parameter genommen werden,
wobei lediglich zu beachten ist, daB der Koeffizient der dritten Unbekannten
von Null verschieden sein mufl. Wenn wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit annehmen, daB a,, nicht verschwindet, so erhalten wir auf Grund von (6)
fiir 2, die Bestimmungsgleichung

Die Lésungsmannigfaltigkeit der homogenen Gleichung (6) bildet im betrach-
teten Fall einen zweidimensionalen Vektorraum, und man erhilt eine Basis
dieses Raumes, wenn man den freien Unbekannten z,, z3 die Werte 1, 0 bzw. 0, 1
zulegt und die zugehérigen Losungsvektoren der homogenen Gleichung be-
stimmt:
(—2.1,0) und (—22,0,1).
an @1y

Deutet man die Losungsvektoren der homogenen Gleichung als Vektoren des
iiblichen dreidimensionalen Raumes, so erhilt man als Losungsmannigfaltig-
keit der homogenen Gleichung die Vektoren der Ebene L,, die von den ange-
gebenen Basisvektoren ,,aufgespannt‘‘ wird.

Zur Bestimmung der Losungsmannigfaltigkeit der Gleichung (5) geniigt es,
einenihrer Lésungsvektoren r,zu kennen. Auf Grund des oben bewiesenen
Satzes erhilt man dann alle Losungsvektoren, wenn man zu r, die Vektoren
der Ebene L, addiert. Man erkennt unmittelbar, daB die Endpunkte aller
dieser Vektoren (wenn man annimmt, da8 ihre Anfangspunkte im Koordinaten-
ursprung liegen) auf der Ebene liegen, die durch den Endpunkt des Vektors x,
geht und parallel zur Ebene L, ist.
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C. Der Ra.ng der Systemmat,nx ist gleich Zwei. In diesem Fall reduziert sich
das g gssystem auf zwei linear unabhingige Gleichungen. Die
Losungsmanmgfa.lhgkelt des zugehorigen homogenen Gleichungssystems bildet
hier einen Vektorraum der Dimension Eins, d. h., sie besteht aus allen Vektoren,
die auf einer gewissen Geraden L, liegen, die durch den Koordinatenursprung
hindurchgeht. Die Lésungsmannigfaltigkeit des urspriinglichen Gleichungs-
systems erhdlt man, indem man zu allen Vektoren der Geraden L,
einen Losungsvektor r, dieses Gleichungssystems addiert. Sie bildet also eine
Gerade, die durch den Endpunkt von r, geht und zu L, parallel ist.

D. Der Rang der Systemmatrix ist gleich Drei. In diesem Fall besitzt das
zugehérige homogene Gleichungssystem nur die Nullsung. Dann besitzt auch
das urspriingliche Gleichungssystem nur eine Lésung, so daB sich die ,,Losungs-
mannigfaltigkeit’ auf einen einzigen Vektor reduziert.

Die geometrische Bedeutung unserer Sitze wird noch klarer, wenn man an
Stelle der Vektoren die Punkte betrachtet, die die entsprechenden Koordinaten
besitzen. Hierbei wird man sinngeméifl vom geometrischen Ort der Lo-
sungen sprechen. Unsere Resultate nehmen dann die folgende Form an:

Der geometrische Ort aller Lisungen eines linearen Gleichungssystems in drei
Unbekannten ist der ganze Raum, wenn sich das Qleichungssystem auf eine (not-
wendzy homogene) Identitit reduziert. Er ist eine Ebene, wenn sick das Sy.stem
auf eine Glewhung reduzzert Er ist eme Gerade, wenn sich das System auf zwei
linear unabhd duziert. Er ist ein Punkt, wenn das vorgegebene
System drei linear umzbhangtge Gleichungen enthdlt.

Der Leser wird hierin ohne Mithe bekannte Tatsachen aus der analytischen
Geometrie wiedererkennen.

Zum SchluB sei erwiihnt, daB man alle fritheren Uberlegungen iiber Vek-
toren entsprechend fiir Punkte hitte anstellen kénnen. Dies ist aber insofern
nicht sehr zweckmiBig, als man dann fiir Punkte algebraische Operationen,
wie die Addition, zu erkliren hiitte: Die Gewshnung an Redeweisen wie ,,Addi-
tion von Punkten‘‘ wiirde dem Leser lediglich Schwierigkeiten bereiten, ohne
einen Gewinn an geometrischer Klarheit zu bringen.

§ 17. Anwendungen auf Systeme von Gleichungen hoheren Grades

Der letzte Satz aus § 15 spielt in vielen Fillen eine duBerst wichtige Rolle.
Er findet zuweilen bei Fragen Anwendung, bei denen man es kaum vermutet.
Als Beispiel wollen wir die Auflsung eines Systems von zwei Gleichungen in
zwei Unbekannten untersuchen, wobei der Grad der Gleichungen ganz beliebig
sein kann.

Vorgegeben sei also das Gleichungssystem
F(z,y)=0, }

G(z,y)=0
wobei F(z, y) und G (z, y) gegebene Polynome in den Unbekannten z und y

@1
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sind. Gefragt ist nach den Werten von x und y, die beiden Gleichungen ge-
niigen.

‘gVenn die in Frage kommenden Werte der einen Unbekannten bereits be-
kannt sind, so lauft die Auflésung des Gleichungssystems (1) auf die Losung
von Gleichungen in nur einer Unbekannten hinaus. Man braucht dazu nur die
als bekannt vorausgesetzten Werte der einen Unbekannten in beide Gleichungen
einzusetzen, die entstehenden Gleichungen in einer Unbekannten zu 16sen und
nachzusehen, welche 16senden Werte der zweiten Unbekannten beiden Gleichun-
gen geniigen. Im Fall der Gleichungssysteme in zwei Unbekannten ge-
niigt es also, die Werte einer der Unbekannten zu bestimmen, fiir die die Glei-
chungen (1) gemeinsame Nullstellen (in bezug auf die andere Unbekannte) be-
sitzen.

Dazu denken wir uns die Gleichungen (1) so aufgeschrieben, da8 in den
Polynomen links die Glieder nach fallenden Potenzen von y geordnet sind
und in den Gruppen mit gleicher Potenz von y die gemeinsame Potenz von y
ausgeklammert ist. Offenbar stehen dann in den Klaemmern Polynome in
der Unbekannten z allein, so daB das System (1) die Form

2@ Y™+ ay(#)y™ 1t am(2) =0, } @

by(@)y™ + by () y"~ 4o+ ba (2) =0
annimmt.
Ist nun %, y, eine Losung des Gleichungssystems (2), so gilt
(2 93 + 0 (%) Y5~ + -+ + am (%)) =0

bo(%)y’.; + b;(%)%‘“ + et ba (2g)=0.

und

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit y3~',%3-%,...,30=1
bzw. mit y@~!,y52,..., 43 =1 multipliziert, erhilt man eine Reihe von
weiteren Gleichungen, nimlich

() Y7 " 0y () Ut a, (20) 95 =0,
Ag(20) Y5+ v -1 () 45 =0

@y (2g) Yo +++  + 8 () =0, 3)
bo () 45" 4 by (2 5T b, (2 YN =0,

bo(@) Yo+ -+ by (o) =0.

Die Anzahl m +n dieser Gleichungen stimmt mit der Anzahl der in ihnen
auftretenden verschiedenen Potenzen von y, iiberein, die von der nullten bis
zur (m-+-n—1)-ten reichen. Offenbar besagt das Gleichungssystem (3)
nichts anderes, als daB die genannten Potenzen von y, eine Losung des fol-
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genden linearen homogenen Gleichungssystems bilden:

o (Zg) Um +n + @) (Zg) Ym+n—1 e +am(zg)ua =0,
Ao (Zp)Umsn—1-F**+ Cm(Zg)Un-1=0,

................................................ )
bﬂ(:o) Unsn+ b 1 (Zo) Uman-1 4+ ba (Z9) Um
bo(@g)Un 41+ FbulTg)u;  =0.
Die Losung wa=1,us=%0,..., %Ums+n=yJ+"~! ist sicher von der Nullésung

verschieden, da der Wert der Unbekannten u, gleich 1 ist; mithin muB die
Systemdeterminante von (4) verschwinden, d. h., es muB

0 .. 0ay(zy)a,(x,)
bo(mg) ... ba(%)00...0 [=0 (5)

00 ... 0by(x)....bn(%)
sein.
Dies gilt unabhingig von der Wahl der Losung z,, y, des Gleichungs-
systems (1). Daher kann man alle Werte z = z,, die (zusammen mit einem
den y,) als Losungen des Systems (1) in Frage kommen, auf folgende
Weise bestimmen. Man bildet aus den Gleichungen des gegebenen Systems die
Gleichung

ay(z) ay(z)  ..... an(z) 0..0
nZeilend]-creririi .

0..0 ay(x) ay(x) ..... Am ()

bo(x) .... ba(x) 00 ... O |=0. (6)
m Zellen | "

0 0 0 b, (2) b, ()

Auf Grund des Bewiesenen ist jeder Wert z,, der zusammen mit einem pas-
senden y, als Losung von (1) auftreten kann, Wurzel von (6). Daher besteht
das ganze weitere Problem darin, alle Losungen der Gleichung (6) zu be-
stimmen, sie der Reihe nach in (1) einzusetzen und die entstehenden Glei-
chungssysteme (in der Unbekannten y) jeweils auf gemeinsame Losungen hin
2u untersuchen. Auf diese Weise reduziert sich die gestellte Aufgabe auf das
Bereohnen der Nullstellen gewisser Polynome in einer Unbekannten (auch die
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linke Seite von (6) ist ein Polynom in * — Anm. d. wissenschaftl. Red.) und
das endlich oftmalige Einsetzen verschiedener Werte fiir die Unbekannten.

Es soll noch ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daB das Bestehen der
Gleichung (6) nur eine not wendige Bedingung dafiir ist, daB der Wert z = z,
als Losung des Systems (1) in Frage kommt. Zwar kann man das homogene
Gleichungssystem (4) fiir jeden Wert von z, der der Gleichung (6) geniigt, nach
den Unbekannten %,, U, . .., Um+a suflosen, jedoch besteht keine Gewihr da-
fiir, daB sich die auftretenden Werte der Unbekannten als entsprechende Po-
tenzen ein und derselben Zahl y, darstellen lassen. Eine eingehendere Unter-
suchung erglbt allerdings, da8 nur solche Werte von z ,,unbrauchbar* sind,
die Nullstellen der Koeffizienten ay(x) und b,(x) aus (2) sind.

Die Determinante auf der linken Seite von (6) heilt die Resultante des vor-

h Neich
L) G SN
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§ 18. Ergiinzende Bemerkungen

1. Aqulvalenz von lmearen Gleichungssystemen. Man nennt
Gleich (speziell also lineare Gleichungssysteme) dgquivalent, wenn
jede Ldsung ; des einen Systems auch Losung des anderen Systems ist, und um-

ekehrt.

8 Im Falle li Gleich yst besteht eine iiberaus einfache Beziehung
zwischen den Glelchungen a,qulvalenter Gleichungssysteme : Wenn zwei lineare
Gleick lent sind, so kann man jede Qleichung jedes der beiden
Syateme dadurch aua den Glewhungen des anderen Systems erkalten, dafi man
sie mit p Zahlen multipliziert und hliefend addiert.

Ma.n sa,gt dann kurz, jede Glexchung des einen S) stems lasse sich als Linear-

tion der Gleichungen des anderen Systems darstellen.

Der Beweis hierfiir ergibt sich unmittelbar aus dem grundlegenden Satz iiber
die Losungsmannigfaltigkeit eines linearen Gleichungssystems. Sind niémlich
zwei Systeme linearer Gleichungen dquivalent, so erhilt man in dem System,
das aus den Gleichungen beider Systeme besteht, ein Gleichungssystem, das
den beiden gegebenen Systemen idquivalent ist. Dieses neue System besitzt
dieselben Losungen wie die urspriinglichen Systeme und folglich dieselben
freien Unbekannten. Daraus folgt, daB der Rang der Systemmatrix des neuen
Gleichungssystems gleich dem Rang der Systemmatrizen der urspriinglichen
Gleichungssysteme ist. In dem Gleichungssystem, das aus allen Gleichungen
der beiden gegebenen Systeme besteht, gibt es also die gleiche maximale An-
zahl von linear unabhingigen Gleichungen wie in den gegebenen Systemen.
Da man nun (wiederum wegen der Gleichheit der Riinge) bereits aus jedem
der gegebenen Systeme ein linear unabhiingiges Teilsystem von dieser Anzahl
von Gleichungen auswihlen kann, ist damit unsere Behauptung bewiesen.

2. Uber die Bestimmun-~, des Ranges einer Matrix. Das Verfahren
zur Bestimmung des Ranges einer Matrix, das sich unmittelbar aus der Defi-
nition des Ranges ergibt, ist in den meisten Fillen iiberaus langwierig, da im
allgemeinen eine groBe Anzahl von Unterdeterminanten zu berechnen ist.
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Dieses Verfahren ist nur dann einigermafien kurz, wenn in der gegebenen
Matrix eine groBere Anzahl von Elementen gleich Null ist, da dann natiirlich
viele Unterdeterminanten verschwinden und nur relativ wenige Determinanten
auszurechnen sind. Auf Grund der folgenden Bemerkung ist man nun héufig in
der Lage, die betrachtete Matrix kiinstlich zu vereinfachen:

Addiert man zu einem der Vektoren des Systems ei,...,em eine beliebige
Linearkombination der ibrigen Vekioren, so bleibt der Rang des Systems un-
gedndert.

Zum Beweis betrachten wir die Systeme

,

el,...,ef,...,em und ej, ..., e£+‘2k,e;, ceer Cme
+

Nach Konstruktion ist jeder Vektor des zweiten Systems als Linearkombina-
tion von Vektoren des ersten Systems darstellbar. Es ist aber auch unmittelbar
klar, daB sich jeder Vektor des ersten Systems als Linearkombination von
Vektoren des zweiten Systems darstellen 1iBt. Beide Systeme sind also équi-
valent und besitzen folglich denselben Rang.

Ubersetzen wir den Inhalt dieser Bemerkung in die Sprache der Matrizen,
80 erhalten wir, wenn wir noch beachten, daB man nach Belieben die Zeilen
oder die Spalten der gegebenen Matrix als ,,Vektoren* ansehen kann, den

Satz. Der Rang einer Mairix bleibt ungedndert, wenn man zu einer ihrer
Spalten (oder zu einer ihrer Zeilen) eine Linearkombination der ibrigen Spalten
(Zeilen) addiert.

Das folgende Beispiel moge zeigen, wie niitzlich dieser Satz zuweilen bei der
Berechnung des Ranges einer Matrix sein kann:

Zu bestimmen sei der Rang der Matrix

1 23 45
6 7 8 910
11121314 15
16 17 18 19 20

(n

‘Wenn man hier von jeder Zeile die vorangehende Zeile subtrahiert (der Rang

bleibt dabei unverindert!), so erhdlt man die Matrix
12345
555556
55555
55555

()

Man sieht unmittelbar, daB alle Unterdeterminanten dritter Ordnung dieser
Matrix verschwinden, weil sie niimlich mindestens zwei gleiche Zeilen besitzen.
Andererseits gibt es in der Matrix (2) Unterdeterminanten zweiter Ordnung,

die von Null verschieden sind (z. B. die Determinante é g) Daraus folgt,

daB der Rang der Matrix (2) und damit auch der Rang der Mattix (1) gleich
2 ist.
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3. Uber die Existenz von Lésungen eines Gleichungssystems in
verschiedenen Zahlkéorpern. Das Auftreten von verschiedenen Zahl-
korpern (und nicht nur Zaklkérpern) in der modernen Mathematik ist zum Teil
dadurch bedingt, daB es Gleichungen gibt, die in gewissen Zahlkérpern L&-
sungen besitzen, in anderen dagegen nicht. So besitzt z. B. die Gleichung
2% 4 1=0, deren Koeffizienten dem Korper der reellen Zahlen angehoren,
bekanntlich in diesem Korper keine Losungen, wihrend sie im Koérper der
komplexen Zahlen die Losungen i und — ¢ hat. Dies war geradezu der Grund
dafiir, daB man — um einen Korper zu erhalten, in dem jede algebraische Glei-
chung (zunichst mit reellen Koeffizienten) eine Losung besitzt — die kom-
plexen Zahlen einfiihrte.

Im Fall der linearen Gleichungen ist nun eine solche Erweiterung des Kér-
pers, dem die Koeffizienten und die absoluten Glieder angehoren, nicht er-
forderlich. Hier gilt:

Wenn ein lineares Gleichungssystem, dessen Koeffizienten und absoluten
Glieder einem gewissen Korper K angehoren, im Kérper K keine Lisung be-
sitzt, so besitzt es auch in ket anderen (umf den) Korper eine Lisung.

Die Existenz von Losungen (wie auch die Anzahl der Losungen) héingt nim-
lich nur ab vom Rang der Systemmatrix und dem Rang der erweiterten
Systemmatrix. Diese Rénge andern sich jedoch nicht, wenn man den gegebenen
Korper erweitert, da sich nicht einmal die Werte der Unterdeterminanten
dieser Matrizen éindern (die Berechnung der Unterdeterminanten macht nur
von den Grundrechenarten im Grundkérper, der Addition, Multiplikation,
Subtraktion und Division, Gebrauch).

Hieraus erklirt sich auch die Tatsache, daB das Problem der Erweiterung
von Zahlkérpern historisch erst zu dem Zeitpunkt auftrat, als man sich ein-
gehender mit Gleichungen zweiten und hoheren Grades beschiftigte.




Kapitel III

LINEARE TRANSFORMATIONEN
DER EBENE UND DES DREIDIMENSIONALEN RAUMES

§ 19. Metrik. Das skalare Produkt von Vektoren

Eine Reihe der wichtigsten Eigenschaften der Vektorraume der Elementar-
geometrie kann man sinngemiB auf eine ganze Klasse von allgemeinen Vektor-
riumen iibertragen, die sich ja als naturgemiBe Verallgemeinerung der Vektor-
riume der Elementargeometrie erwiesen haben. Hierzu gehdren in erster
Linie die metrischen Eigenschaften, die mit der Moglichkeit der Lingen-
und der Winkelmessung zusammenhingen.

Die Linge eines Vektors und die GroBe eines Winkels kann man in jedem
endlich-dimensionalen Vektorraum iiber einem beliebigen Zahlkérper erkliren.
‘Wir wollen uns jedoch im folgenden auf die Untersuchung des iiblichen drei-
dimensionalen Raumes und der Ebene beschrinken. Als Grundkérper nehmen
wir dabei den Korper der reellen Zahlen an.

Um die Linge eines Vektors und den von zwei Vektoren gebildeten Winkel
auf moglichst einfache Weise mit den Koordinaten der Vektoren in Zusammen-
hang zu bringen, empfiehlt es sich, zunichst den Begriff des skalaren Produktes
von Vektoren einzufiihren.

Unter dem skalaren (oder inneren) Produkt zweier Vektoren soll das mit dem
Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels multiplizierte Produkt ihrer
Lingen verstanden werden.

Das skalare Produkt der Vektoren a und b werde mit (a, b) bezeichnet.

Die Verwendung des inneren Produktes bei der Untersuchung der metri-
schen Eigenschaften eines Raumes ist insofern von Vorteil, als man mit seiner
Hilfe die Ldnge eines Vektors und auch den von zwei Vektoren gebildeten
Winkel ausdriicken kann. Bezeichnet man niamlich — wie iiblich — die Liinge
eines Vektors als absoluten Betrag dieses Vektors, so ergibt sich aus der Defi-
nition

(a,b)=|a|-|b| cosa (1)
des skalaren Produktes unmittelbar
2__ R ()
|aj={(a,q), cosa Toows (2)

Hierdurch wird die Berechnung der Linge eines Vektors und der GréBe des
von zwei Vektoren aufgespannten Winkels in der Tat auf die Berechnung des
inneren Produktes zuriickgefiihrt.

Es bereitet nun keinerlei Schwierigkeit, fiir das skalare Produkt zweier
Vektoren einen analytischen Ausdruck ihrer Koordinaten anzugeben. Dabei
bezieht man sich im Falle des dreidimensionalen Raumes zweckmiiBigerweise
auf eine Basis aus drei (im Falle der Ebene — zwei) aufeinander senkrechten
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Vektoren ¢, , ¢, ¢; der Linge Eins. Dann sind die Koordinaten jedes Vektors ¢
gleich den mit einem passenden Vorzeichen versehenen Lingen der Projek-
tionen OX,, 0X,, 0X, von ¢ auf die Richtungen der Vektoren e, , ¢,, ¢; (Abb. 6).
Wenn also 1 = e, 2, + ¢,%; | €37 ist, 80 erhilt man
als Linge von r (nimlich als Linge der Diagonale
Ash, eines rechtwinkligen Parallelepipeds)
AN [p[? =2+ 2f+ 2} ®)
N\, (wihrend man im Falle der Ebene zu der Formel
|32 = 2% + 2% gelangt, die sich von der voran-
gehenden nur durch das Fehlen des dritten Gliedes
unterscheidet).

0 X;
a) Abb. 6 b)

Um zu einem Ausdruck fiir das skalare Produkt der Vektoren
F=ezt et e und p=ey+ 6yt gy
mittels ihrer Koordinaten zu gelangen, betrachten wir ihre Summe
FHD = (% + y1) + ¢ (Ty+ ya) + €5 (23 + ¥)-
Das Quadrat der Liinge des Vektors ¢ + 1 kann man nun auf zweierlei Weise
ausdriicken. Einmal ergibt es sich auf Grund von Formel (3) als
[F+9E= (@ + 1)+ (z2+ )* + (23 + 9)®
=zi+ a3+ a3+ + B+ B+ 2@n+ ny+ ny),
zum anderen ist es (Abb. 7) gleich dem Quadrat der Diagonalenlinge in dem
von den Vektoren r und 1) aufgespannten Parallelogramm:
[s+oF={r*+[v[*+2]x|-|p]| cosx
=z +af+af+yit+ei+oi+2(ny).
Ein Vergleich dieser beiden Ausdriicke ergibt
(59) =291+ %y + Z3Ys - 4)
Das ist aber bereits ein Ausdruck fiir das innere Produkt in
den Koordinaten der Vektoren.
Aus (4) kann man ittelbar einige tliche Eigen-
schaften des skalaren Produktes ablesen, die sich allerdings
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zum Teil auch aus seiner Definition direkt herleiten lassen:

1. Das innere Produkt ist unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren.

2. Ein Zahlfaktor kann aus dem skalaren Produkt herausgezogen werden, d. h.,
es ist (ka, b) = k (a, b) fiir beliebige Vektoren a, b und jede reelle Zahl k.

3. Fiir das skalare Produkt gilt beziiglich der Addition von Vektoren das distri-

butive Gesetz
(a,b+¢)=(a,b)+(a,0).}) ®)
Alle diese Eigenschaften kann man unter Benutzung der Koordinaten-
darstellung (4) des skalaren Produktes durch direktes Ausrechnen beweisen.
So ergibt sich die dritte Eigenschaft folgendermaBen: Es sei

a=e,8;+ €,8; + €303, b= e;b; 4 e3b, + e3b3, ¢ = e,6; + €36, + €5¢.
Dann ist
b+ c= e, (b + ¢)) + ea(by+ ) + e3(b3+ ¢3),
und mithin auf Grund von (4)
(@, 4 ¢) = a,(by + ¢1) + ay(by + ¢5) + ag(b3+ ¢5) -
Andererseits ist, gleichfalls nach (4),

(0,8) = ayby + azby + azhy, (a, ©) = a,6, + a5, + 565
und somit

(ad) -+ (a, ¢) = a; (b + ¢;) + az(by + ¢p) + a5z + ¢3) -
Ein Vergleich der beiden Ausdriicke ergibt die Gleichung (5). Der Beweis der
beiden anderen genannten Eigenschaften ist noch einfacher und kann daher
dem Leser iiberlassen bleiben.

Das distributive Gesetz werden wir natiirlich auch auf Summen anwenden
konnen, die aus mehr als zwei Summanden bestehen. Die Rechtfertigung dieser
Anwendung erfordert keinen erneuten Riickgang auf (4), sondern ergibt sich
bereits aus den angegebenen Eigenschaften des inneren Produktes. Das hierbei
verwendete Verfahren entspricht vollkommen dem in der elementaren Algebra
iiblichen Verfahren. Man macht sich dies am einfachsten an Hand des folgenden
Beispiels klar:

(@+b,c+d)=(+b, o)+ (a+bd=(,a+b+ (datb)

= (¢ a)+ (¢, b) + (0, a) + (0, B)

= (a,¢)+ (b,¢) + (a,d) + (b, D) .
Hier wird zunichst das Produkt (a + b, ¢ 4- 9) als Produkt des Vektors a 4 b
und der Summe der Vektoren ¢ und d aufgefaBt. Dann macht man von der
Moglichkeit Gebrauch, die Faktoren eines inneren Produktes zu vertauschen,

und wendet wieder das distributive Gesetz (5) an. SchlieSlich vertauscht man
in simtlichen skalaren Produkten nochmals die Reihenfolge der Faktoren.

1) Offenbar besagen die Eigenschaften 2. und 3. in Verbindung mit der Eigenschaft
1. nichts anderes, als daB das innere Produkt (a, b) als Funktion der Vektoren a, b
linear in bezug auf beide Argumente ist. — Anm. d. wissenschafil. Red.
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Den Beweis fiir beliebige Summen von Vektoren fiihrt man durch voll-
sténdige Induktion nach der Anzahl der Summanden.

Auf Grund der Eigenschaften 1. bis 3. des skalaren Produktes konnen wir
jetzt auch leicht eine Koordinatendarstellung des inneren Produktes in einem
beliebigen Koordinatensystem angeben, d. h. beziiglich einer Basis aus be-
liebigen Vektoren ej, ez, e, von denen jetzt nur vorausgesetzt ist, daB sie
nicht in einer Ebene liegen. Wenn niamlich

r=eizi+erxetesas, p=eiyit+ezyrterys

ist, 80 ist
(F,9) = (e1, €1) 21 yi + (o1, e2) 1 y2 + (e2, ¢1) 22 Y1

+ (o1, e3) 71 Y3+ (e3, e1) @5 Y1 + (e2, €2) T2 Y2 (6)

+ (ez, e8) 22 y3 + (e3, e2) 5 y2 + (e3, €3) 25 95 .
Der in (6) auf der rechten Seite auftretende Ausdruck ist insofern bemerkens-
wert, als in jedem Summanden je eine Koordinate des betrachteten Vektors ¢
und je eine Koordinate des betrachteten Vektors 1, und zwar genau in der
ersten Potenz auftritt. Ausdriicke dieser Art nennt man Bilinearformen in den
Koordinaten zi, 23, 23. Wenn die Vektoren ei, e3, e5 paarweise aufeinander
senkrecht stehen, so verschwinden alle in (8) auf der rechten Seite auftretenden
skalaren Produkte, die aus verschiedenen Vektoren gebildet sind (da der
Kosinus des von ihnen aufgespannten Winkels gleich Null ist), und wir erhalten

(r,p) = (e, e1) =i 91 + (e2, e2) 75 y2 +- (5, €3) x5 ¥3. ™

Wenn auBerdem die Vektoren ej, ez, e5 simtlich die Linge Eins besitzen, so
vereinfacht sich der Ausdruck fiir das innere Produkt noch weiter und nimmt
die Form .

(ro)=z1yi+ 22y + 25 y3 (8)
an, was iibrigens bereits auf Grund unserer fritheren Uberlegungen unmittel-
bar klar ist.

Ein Vergleich der Formeln (6), (7), (8) zeigt, daB es bei der Losung metrischer
Aufgaben, d. h. Aufgaben, bei deren Losung die Berechnung von Lingen und
Winkeln notwendig ist, zweckmiBig sein wird, sich auf Basen aus zueinander
senkrechten Vektoren der Liinge Eins zu beziehen. Derartige Basen (oder auch
Koordinatensysteme) heiBen orthonormal.

Ohne daB wir hier noch einmal alle Uberlegungen fiir die Ebene wiederholen,
geben wir die den Formeln (4), (6) und (8) entsprechenden Formeln fiir die
Ebene an:

BY)=o1y1+ 2290,
(£, 9) = (e1, e1) 21 ¥1 - (e1, e3) 21 yé+(e’z,ei)r'zyi+(eé,eé)zéyé,I )
(rLy)=21y1+2292.

Speziell liefert die letzte Formel einen Ausdruck fiir das skalare Produkt zweier
Vektoren in einer beliebigen orthonormalen Basis der Ebene.
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§ 20. Koordinatentransformation

Obwoh! es — wie wir festgestellt haben — bei der Losung metrischer Auf-
gaben zweckmiiBig ist, eine orthonormale Basis zu benutzen, ergibt sich im
Verlaufe der Losung einer solchen Aufgabe hiufig die Notwendigkeit, die Basis
zu wechseln. Dabei éndern sich natiirlich die Koordinaten der einzelnen
Vektoren. Es wird daher unsere Aufgabe sein, den Zusammenh&ng zwxschen
den Koordinaten eines gegeb Vektors in verschi Koordi
8y zu unter

Dieses Problem wird in den beiden uns interessierenden Fillen der Ebene
und des dreidimensionalen Raumes vollkommen gleichartig geldst. Der Unter-
schied zwischen beiden besteht nur in der Anzahl der Basisvektoren und dem-
entsprechend in der Anzahl der Koordinaten der betrachteten Vektoren. Zu-
néchst wollen wir die hier geltenden Formeln im Falle des Raumes aufstellen.

Vi ben sei eine beliebige Basis ¢;, ¢z, e3 des dreidimensionalen Raumes,
in bezug auf die ein gleichfalls gegebener Vektor r die Koordmaten 1, T2, 73
besitzen moge, so daB r = e;2; + e; Z -+ ¢3 23 ist. Ferner sei e, ¢z, e eine be-
liebige andere Basis des Raumes beziiglich der der Vektor » die Koordinaten
x}, 23, 23 besitze. Dann kann man auf folgende Weise einen Zusammenhang
zwischen den ,,alten und den ,neuen“ Koordinaten von r herstellen. Die
Vektoren ej, ez, es sind zuniichst als Vektoren des Raumes eindeutig als Linear-
kombinationen der Basisvektoren ey, ¢z, ¢3 darstellbar. Die Koeffizienten dieser
Linearkombination wollen wir — wie schon friiher — mit ¢z bezeichnen, wobei
die Indizes die Rolle eines jeden Koeffizienten festlegen, und zwar mége

e1=e1011 + €3ca1+ €331,
ez =e1012+ €acaz+ €3csa, (1)
e3=e1¢13+ €223+ €3Cs3
sein (die ersten Indizes entsprechen also den Vektoren der ,alten Basis und
die zweiten Indizes den Vektoren der ,,neuen‘‘ Basis). Die Matrix
€11 €12 C13
21 C22 C23 (2)
€31 C32 C33
aus den Koeffizienten von (1) haben wir bereits friiher (§ 13) die Ubergangs-
matriz von derBasis e, ¢z, ¢3 zur Basis e1, ¢z, e3 genannt. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit der Vektoren ef, e, ¢5 ist ihre Determinante von Null ver-
schieden. Setzen wir nun die rechten Seiten von (1) in die Darstellung von y in
bezug auf die ,,neue’‘ Basis ein, so erhalten wir
r=eizi4erxpte5p
=e (€117 + €122+ €13 78)
+ e2(C21 21 + €222 + €2373)
+ ea(ca12i + caz @2+ caazs) ,
also eine Linearkombination von r in den Basisvektoren e,, ¢3, e3 der ,,alten‘

@®)
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Basis. Da aber jeder Vektor nur auf eine Weise als Linearkombination von
Vektoren einer gegebenen Basis dargestellt werden kann, muB die Linear-
kombination (3) koordinatenweise mit der urspriinglichen Basisdarstellung
£ = €121 + €2 %3 4 eg 23 von f iibereinstimmen. Es mu8 also das lineare Glei-
chungssystem

Ty =12+ 1322+ 1373,

Ty =091 %1 + Caa %2+ €233, 4

%3 = C3121 + C3a %2 + €33 23
erfiillt sein.

Hierdurch wird in der Tat ein Zusammenhang zwischen den ,,alten* und
den ,,neuen* Koordinaten von r hergestellt. Da die Determinante des Glei-
chungssystems (4) von Null verschieden ist, kann man die ,,neuen‘‘ XKoordi-
naten in eindeutiger Weise aus den ,,alten” Koordinaten bestimmen. Wir be-
merken noch, da8 als Koeffizienten im Gleichungssystem (4) gerade die Ele-
mente der Ubergangsmatrix auftreten. Dies wird es uns spéter ermdglichen,
eine einfache, gleichmiBige Schreibweise fiir die Formeln (1) und (4) einzu-
fithren. '

Wir wenden uns nun dem Fall der Ebene zu, in der uns Basen ¢;, ¢ und
e, e vorgegeben seien, die durch die Gleichungen

¢i=hcu+tntm,}
e2=e1C13} €aCae

€11 C12 ,
(Cn 052) @
miteinander verkniipft sein mogen. Offenbar sind hier die Koordinaten des
Vektors y = €121 + ea 23 = ¢ 21 + e¢ 23 durch das Gleichungssystem
T =€ +°u$§y}
Ty =21 2]+ C20 %}

@)

mit der Ubergangsmatrix

@)
miteinander verkniipft.

In § 19 haben wir bereits darauf hingewiesen, da bei der Lésung metrischer
Probleme die Verwendung von orthonormalen Basen besonders zweckmi8ig
ist. Daher erscheint es von Wichtigkeit, die Bauart der Formeln fiir die Ko-
ordinatentransformation beim Ubergang von einer orthonormalen Basis zu einer
anderen zu beschreiben. Wir wollen mit dem Fall der Ebene beginnen. Wenn
hier die oben betrachteten Vektoren e;, ¢ eine orthonormale Basis bilden (d. h.
aufeinander senkrecht stehen und die Linge Eins besitzen), so gilt fiir die
skalaren Produkte aus den Vektoren ej, ez gemiB (4') aus § 19

(ef,e1)=c2, + By, (ef,et)=criC1z+Corces, (e2,€2)=1clp4-cls.
Daher sind die Vektoren ef, ¢5 der neuen Basis dann und nur dann orthonormal,
wenn fir die Elemente der Ubergangsmatrix (2') die Beziehungen

&1 +chi=1, cutiatence=0, df3+ci=1 5"
erfiillt sind.
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Entsprechend erhiilt man im Falle des Raumes fiir die Elemente einer Uber-
gangsmatrix von einer orthonormalen Basis zu einer anderen die Bedingungen

it Bt Bi=1, €164z 05162=0,
cfatcatcda=1, €165+ 1023+ C51033=0, (5)
fstedsteds=1, €13615CaaCa3t+C32633=0.

Koordinatentransformationen, die von einer orthonorma.len Bs.sxs zu einer
anderen orthonormalen Basis fuhren nennt man orthogonale Transformati

Abb. 8

Die Ubergangsmatrizen von solchen Transformationen werden orthogonale
Matrizen genannt.

Die orthogonalen Transformationen der Ebene lassen sich geometrisch be-
sonders einfach iibersehen. Dazu mige der Vektor e der neuen (orthonormalen)
Basis mit dem Vektor e, der alten Basis den Winkel ¢ bilden. Dann bilden

offenbar der Vektor ¢z und der Vektor e; den Winkel —+<p oder ———+ ]

(Abb. 8). Durch Projektion der Vektoren e;, ¢; auf die Richtungen von e, und e
erhilt man fiir die Vektoren der neuen Basis unmittelbar die Darstellung

ei= e cosp-+esing,
e;=—e,sinp+e,co8¢

(6)
bzw.

Ci:hcosq)—{-ezsin(p,} @)
e;=e; sin p—escosQ,
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und d tsprechend die Ubergangsmatrix
cosp —sing cosp sing
bzw. . 7
(sin ®  cos (p) <sin @ — cos (p> M

Geometrisch unterscheiden sich die beiden méglichen Fille dadurch, daB man
im ersten Fall die Basis ei, ¢; durch eine passende Drehung (in der Ebene) aus
der Basis e, , e, erhalten kann, wihrend dies im zweiten Fall nicht moglich ist;
dreht man nidmlich die Ebene so, daB die Vektoren e, und ei zusammen-
fallen, so stimmt nach dieser Drehung der Vektor e, nicht mit dem Basis-
vektor e; iiberein, sondern weist in die entgegengesetzte Richtung. Analytisch
besteht der Unterschied darin, daB im ersten Fall die Determinante der Uber-
gangsmatrix gleich + 1 und im zweiten Fall gleich —1 ist.?)

Ganz entsprechend erhélt man auch im Falle des Raumes zwei Klassen
orthogonaler Transformationen. Geometrisch ist zunichst unmittelbar klar,
daB man durch eine Drehung des Raumes den Vektor e, mit dem Vektor ej
zur Deckung bringen kann. AnschlieBend kann man die Drehung so fort-
fiithren, daB die Achse e fest bleibt und der Vektor e, mit dem Vektor e;
zur Deckung gebracht wird. Offenbar deckt sich dann entweder der Vektor ey
mit dem Vektor e oder er ist ihm entgegengerichtet. Dabei ist es offenbar
im zweiten Fall iiberhaupt unméglich, die Vektoren e, e, ¢3 durch eine
Drehung des Raumes in die Vektoren e1, ¢3, e3 iiberzufithren. Analytisch unter-
scheiden sich die beiden Fille in gleicher Weise wie in der Ebene, was jedoch
wesentlich schwieriger zu erkennen ist. Wir werden auf diese Frage spiter
zuriickkommen, wenn wir niamlich im folgenden Paragraphen die dazu not-
wendigen Hilfsmittel bereitgestellt haben.

§ 21. Matrizenoperationen

Viele Beziehungen, insb dere die im vorangehenden Paragraphen be-
trachteten, gewinnen eine iibersichtliche Form, wenn man von gewissen
Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen Gebrauch macht.

Im vorangehenden Kapitel haben wir bereits eine Addition von Matrizen
und eine Multiplikation von Matrizen mit Zahlen erklirt. Die Definitionen
fiir diese Operationen waren so gefaBt, daB die Gesamtheit aller Matrizen mit
vorgegebener Zeilen- und Spaltenanzahl einen Vektorraum bildeten. Im
folgenden werden wir noch zwei weitere Operationen fiir Matrizen erkléiren.
Die erste von ihnen, die sogenannte Transponierung, ist uns implizit bereits

1) Man bestitigt dies unmittelbar durch direktes Ausrechnen; z. B.

cosp — sing

— cos? in?g =
din g cosg cos?p 4 sin?gp =1.
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begegnet. Wenn niémlich eine Matrix

Q11 @12 ... G1p
azy Q22 ... Gam

am1 Gm3 -« Gmn
vorgegeben ist, so nennt man die Matrix

@1 @21 ... Gm1
Gy G22 ... Gm2

Qin 025 - - . Omn

die aus der gegebenen Matrix dadurch hervorgeht, daB man ihre Zeilen und
Spalten vertauscht, die zur gegebenen Matrix transponierte Matriz.

Da es bei der Untersuchung von Matrizen hiufig nicht auf ihre Elemente im
einzelnen ankommt, empfiehlt es sich, zur Bezeichnung von Matrizen eine
eigene Kategorie von Variablen einzufiihren (wir werden im folgenden hierfiir
groBe Druckbuchstaben verwenden). Die zur Matrix 4 transponierte Matrix
soll dann mit A7 bezeichnet werden.

Besteht insbesondere eine gegebene Matrix X aus nur einer Spalte, also

Lot
x=["],
Tn
80 besteht die zu ihr transponierte Matrix X7 aus nur einer Zeile, also
XT=(x,%2, ..., Zn)-

Neben der Bildung der transponierten Matrix fithren wir noch eine Multi-
plikation fiir Matrizen ein. Die Definition des Produktes von Matrizen wird
durch die Formeln (1), (4) und (4’) aus § 20 nahegelegt, und zwar erkliren wir:

Vorgegeben seien Matrizen 4 und B derart, daB8 die Spaltenanzahl von 4
gleich der Zeilenanzahl von B ist.l) Unter ihrem Produkt AB werde dann die
Matrix verstanden, deren Zeilenanzahl gleich der Zeilenanzahl von 4 ist,
deren Spaltenanzahl gleich der Spaltenanzahl von B ist und deren Elemente
8o gebildet sind, daB in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von 4B die Summe
der Produkte aus den Elementen der i-ten Zeile von 4 mit den entsprechen-
den Elementen der j-ten Spalte von B steht.

Falls die Anzahl der Spalten der Matrix 4 verschieden von der Anzahl der
Zeilen der Matrix B ist, soll ihr Produkt nicht erklirt sein. Auf Grund
dieser Definition ergibt sich unmittelbar, daB das Produkt aus einer Matrix,
die nur eine Zeile besitzt, und einer beliebigen (passenden) Matrix eine Matrix

1) Wir wollen dafiir in der deutschen Ubersetzung auch Imrz sagen, da8 die Matrizen
A, B zueinander passen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.



























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































