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YORWORT

Dieser dritte Band der ,,Enzyklopidie der Elementarmathematik* schlieBt
den ersten groBen Teilabschnitt dieses Werkes ab, der diejenigen Anfangs-
griinde der Mathematik systematisch behandelt, auf denen der Schulunter-
richt in Arithmetik, Algebra und Trigonometrie aufbaut. Wihrend die ersten
beiden Binde sich vorzugsweise auf Fragen der Arithmetik und der Algebra
im engeren Sinne des Wortes, d. h. auf die Lebre von den Zahlen, ihren Ver-
allgemeinerungen und den Rechenoperationen — genauer, den algebraischen
Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division — und
auf die Theorie der algebraischen Gleichungen beschrinkten, werden in diesem
dritten Band Probleme der Analysis, nimlich Funktionen und Grenzwerte,
dargelegt.

Neben der Lehre von den elementaren Funktionen und einer sehr aus-
fithrlichen Behandlung der Theorie der Grenzwerte wurden auch die elemen-
tarsten Tatsachen aus der Differential- und Integralrechnung, der Reihenlehre
und eine Einfithrung in die komplexe Funktionentheorie aufgenommen.

Die Begriffe ,,Ableitung* und ,,Integral* verlangen nach Aufnahme in den
Stoff der allgemeinbildenden Schule. Wie man auch zu ihrer faktischen Auf-
nahme in die Lehrpline stehen mag, eine irgendwie befriedigende abgeschlos-
sene Darlegung der elementaren Grundlagen der Mathematik ohne diese
Grundbegriffe muB beim heutigen Stand der Wissenschaft als unméglich an-
gesehen werden.

Was die komplexe Funktionentheorie betrifft, so besteht weder die Mog-
lichkeit noch die Notwendigkeit, in nichster Zukunft eine systematische Ein-
filhrung in den Lehrplan ‘aufzunehmen. Jedoch rechtfertigt die Tatsache,
daB die elementaren Funktionen analytische Funktionen sind, die (mit even-
tueller Ausnahme einzelner Punkte) in der ganzen komplexen Ebene definiert
sind, und daB daher ein volles Verstindnis der Eigenschaften dieser Funk-
tionen und der Zusammenhinge zwischen ihnen nur erreicht werden kann,
wenn man sie als Funktionen einer komplexen Verdnderlichen betrachtet,
voll und ganz die Aufnahme eines kurzen Abrisses iiber analytische Funktionen
einer komplexen Verdnderlichen in diesen Band.

Die Redaktion
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W.L. GONTSCHAROW

ELEMENTARE FUNKTIONEN
EINER REELLEN VERANDERLICHEN.

GRENZWERTE VON FOLGEN UND FUNKTIONEN.
DER ALLGEMEINE FUNKTIONSBEGRIFF



Kapitel I

ALLGEMEINE BETRACHTUNGEN UBER
ELEMENTARE FUNKTIONEN UND DIE
GRAPHISCHE DARSTELLUNG VON GLEICHUNGEN

§ 1. Elementare Funktionen

Die Zahlen und die iiber ihnen ausfiihrbaren Rechenoperationen bilden
den genden Gegenstand mathematischer Untersuchungen. Sowohl der
Begriff Zahl als auch der Begriff Operation lassen sich erheblich erweitern
und verallgemeinern. Im vorliegenden Artikel werden, sofern keine besonderen
Einschrankungen gemacht werden, unter Zahlen stets reelle Zahlen verstanden.
An Operationen werden (jedenfalls in den ersten drei Kapiteln) in erster Linie
diejenigen Operationen untersucht, die in der Elementarmathematik auftreten
und daher iiblicherweise elementar genannt werden. Hierher gehéren vor allem
die algebraischen Operationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division,
ferner das Potenzieren, das Ausziehen von Wurzeln beliebigen Grades und das
Logarithmieren in bezug auf eine beliebige positive Basis; schlieflich betrachtet
man in der Elementarmathematik noch die trigonometrischen Funktionen
(Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens, Sekans und Cosekans) und die zugehérigen
Umkehrfunktionen (Arcussinus, Arcuscosinus usw.).

Diese Operationen kann man nun, je nach den Umstéinden, in irgendeiner
Reihenfolge auf vorgegebene Zahlen oder auf Verinderliche anwenden. Wir
setzen in den Kapiteln I und II voraus, daB die Anzahl der auszufithrenden
Operationen stets endlick ist. Das Resultat einer Operation bezeichnet man
mit einem neuen Buchstaben; z. B. schreibt man

v=u'®, (1)

Mitunter ist es zweckmiBig, diesem Buchstaben die in die Rechnung ein-
gehenden Veréinderlichen in einer bestimmten Reihenfolge und durch Kommata
getrennt, in Klammern beizufiigen, also z. B.

fO=s (@)

Y

oder
F(z,y)=22+y*—25 (3)
zu schreiben.

Durch die auf diese Weise erhaltenen mathematischen Ausdriicke (Formeln)
wird jedem Zahlenwert der auftretenden (d. h. an der Rechnung beteiligten)
Verinderlichen ein bestimmter ,, Funktionswert* zugeordnet; sie legen ele-
mentare Funktionen dieser Verinderlichen fest.

Die in den vorliegenden Formeln auftretenden ,,Veriinderlichen werden
genauer unabhingige Verinderliche (Argumente), die Funktionen selbst
abhingige Verinderliche genannt.



4 All ine Betrachtungen iiber el Funktionen

Die Funktionssymbole der Form f(t) oder F(z, y) sind in folgender Hinsicht
besonders zweckmiiBig : Ungeachtet dessen, was c,a, b bedeuten — Zahlen
oder irgendwelche neuen ,,Buchstabenausdriicke — bedeutet flc) bzw.
F(a, b) diejenige Zahl oder denjenigen Ausdruck, den man erhilt, wenn man ¢
an Stelle von ¢ bzw. a an Stelle von z und gleichzeitig b an Stelle von y setzt.
In diesem Sinne folgt aus (2) und (3)

2.3 3 2.1
@) =gg=% f(1)=—lz+l=1i
F(6,7)=6"4T72—25=60, F(4,3)=42+32—25=0
und entsprechend
2. ™
m_ % oma __2=h et
f(T)— R R AT At aerriris whtend ey o
(T)+l

F(pz, qy) = (px)*+ (qy)* — 25 = p*2*+ g*52— 25.

Werden die unabhingigen Verinderlichen nicht in Klammern beigefiigt,
80 bendtigt man zur Festlegung von bestimmten Werten fiir die unabhingigen
Veréinderlichen eine kompliziertere Schreibweise; z. B. kann man im Fall (1)
[v)u-n="%"=1 schreiben, was man etwa durch die folgende Redewendung
wiedergeben kann: ,,Fiir = n nimmt die Funktion » = u'*%% den Wert 1 an.*

Dem Leser ist sicherlich die Definition einer Funktion (einer Verénderlichen) als
Zuordnung zwischen den Zahlenwerten der unabhingigen Veranderlichen und denen
der abhingi, Veranderlichen bel 1) Nach dieser Definition ist eine dnderliche
Grépe y eine Funktion der (z. B. in einem gewissen Intervall I) verdnderlichen Grofe z,
wenn jedem Wert z aus I ein eindeutig bestimmter Wert von y entspricht. In diesem all-
gemeinen Sinn findet sich der Funktionsbegriff bereits im Jahre 1834 bei N.I. LoBa-
TSCHEWSKI, der ihn mit folgenden Worten definierte: ,,Dieser allgemeine Begriff (einer
Funktion — die Red.) verlangt, daB eine Zahl, die fiir jeden Wert von z gegeben ist und
die sich zusammen mit z &ndert, eine Funktion von z genannt wird. Der Wert der Funktion
kann durch einen analytischen Ausdruck oder durch irgendeine andere Bedi g gegeb
sein, nach der aus der Gesamtheit der Zahlen eine ausgewahlt werden kann; schlieBlich
kann sie in Form irgendeiner Abhéngigkeit bestehen, die an sich unbekannt bleibt.*2)

Die Worte ,,es entspricht* (oder ,,es ist zugeordnet* — wie man auch haufig sagt)
lassen die Frage, welcher Natur die Vorschrift ist, durch die die Zuordnung getrofien
wird, vollkommen offen; wesentlich ist nur, daB es eine irgendwie geartete Vorschrift
gibt. Zum Beispiel kann die Zuordnungs hrift rein pirischen* Charakter tragen.
Das ist etwa dann’der Fall, wenn man die Temperatur als Funktion der Zeit betrachtet
(hier besteht die Zuordnungsvorschrift darin, den in bestimmten Zeitabstinden ab-

1 Ther I £ legen)

Bei den in der Element. thematik auftretenden Funktionen hat die Zuordnunge-
vorschrift fast ausschlieBlich ,,operativen* oder ,,analytischen'* Charakter: Es wird

') Vgl. I. W. PRoOSKURJAROW, Mengen, Gruppen, Ringe und Korper. Die theoretischen
Grundlagen der Arithmetik. EAEM, Band 1, Seite 187 (deutsche Ausgabe) — Anm.
d. wissenschaftl. Red.

2) N.I. LoBATSCEEWSKI, Gesammelte Werke, Band V, Seite 43, Gostechisdat 1951.




§ 1. Elementare Funktionen b

ben, in welcher Reihenfolge man welche mathematischen Operationen

auf die unabhan gigen Veranderlichen anzuwenden hat, um den zugehérigen Funktions-
wert zu erhalten.

Es ist kein Grund dafiir vorbanden, dem Begriff der durch einen eindeutigen analy-
tischen Ausdruck gegeb Funktion den Begriff der Funktion als Zuordnung gegen-
iberzustellen: Der erste Begriff ist ein Spezialfall des zweiten.!)

Der Begriff der Funktion als analytischer Ausdruck wurde in der ersten Hailfte des
18. Jahrhunderts gepragt, und zwar von JoEANN BERNOULLI (1718) und L. EULER (1748).
Bei EULER findet sich z. B. die folgende Definition: ,,Eine Funktion einer Veranderlichen
ist ein analytischer Ausdruck, der irgendwie aus jener Verinderlichen und Konstanten
zusammengesetzt ist.**2?) Es muB jedoch gesagt werden, daB bei EvrLer 1. die ,,zu-
gelassenen'* Operationen nicht klar genug abgegrenzt sind; 2, keine Ausdriicke aus-
geschlossen sind, die unendlich viele Operationen enthalten.

Die g Definition der el Funktion (im modernen Sinn) griindet sich
auf den Begriff der Funktion als Zuordnung und kann folgendermaBen formuliert werden:

Eine Funktion heifit elementar, wenn man shre Werte aus konstanten Zahlen und den
jeweiligen Werten fir die bhangigen Verdnderlichen durch endlich viele elementare
Operationen erhalten kann.

Konkrete Beispiele fiir nichtel tare Funkticnen werden in Kapitel IV gegeben.
Zu diesem Zweck wird dort ein ganz natiulickes Veirfahren entwickelt (vgl. §49).

Im vorliegenden Abschnitt werden wir mehifach den Funktionsbegriff in voller
Allgemeinheit (als Zuordnung) anzuwenden haben. Zurachst kann der Leter jedoch,
sofern von Funktionen die Rede ist, darunter diejenigen elementaren Funktionen ver-
stehen, die ihm von der Schule her bekannt sind.

Im folgenden (in den Kapiteln I bis IV) werden wir uns auf Funktionen in
hochstens zwei Verinderlichen, die wir stets mit 2 und y bezeichnen wollen,
beschrinken.

Gegeben sei eine Gleichung der Form

F(z, y)=0, (4)

wobei F(z,y) eine beliebige elementare Funktion in z und y ist.?) Es seien
ferner z, und y, beliebige Zahlen. Sind die Zahlen z,und y, so gewihlt, daB die
Gleichung (4) erfiillt ist, wenn man z, fiir  und y, fiir y einsetzt4), also

F (%, o) =0

1) Diese beiden Funktionsbegriffe (den engeren und den weiteren) kann man durch die
folgenden beiden Verfahren einander annahern bzw. sogar gleichmachen: a) Man
stellt fest, daB sehr umfangreiche Klassen von Zuordnungen eine analytische Dar-
stellung besitzen (vgl. z. B. den Satz von WEIERSTRASS in §49); b) man betrachtet
als weitere mathematische Operation den Ubergang von einem Zahlwert der un.
abhangigen Veranderlichen zu dem (auf Grund einer gegebenen Zuordnung) ent-
sprechenden Funktionswert.

2) L. EvLER ,,Introductio in Analysin infinitorum*, Bd.I, Kap.I. — Anm. d. wissen.
schaftl. Red.

3) Sofern in einer Gleichung auf der rechten Seite noch nicht die Zahl Null steht, kann
man den dort stehenden Ausdruck auf die andere Seite bringen.

4) Wir setzen hierbei stillschweigend voraus, deB diese Substitution einen Sinn hat,
d. h., daB die mit F (z, y) bezeichnete Z: fe g von Op i fiir die
Werte z = z, und y = y, ausgefithrt werden kann.




6 Allgemeine Betrachtungen iiber el tare Funktionen

gilt, so heiBt das Paar (z,, 7,) eine Losung (eine der Lisungen) der gegeb
Gleichung. Die Funktion F (z, y) kann nun so beschaffen sein, da die Glei-
chung F(z,y)= 0 @berhaupt keine Losung besitzt (wie dies z.B. fiir

Fz,y)= z% und F(z,y)= 25~V der Fall ist). Ebenso kann der Fall ein-

treten, daB die Gleichung (4) nur eine oder im ganzen nur endlich. viele

gsungen besitzt (z. B. besitzt die Gleichung % + y* = 0 als einzige Losung
%= 0, y,= 0). SchlieBlich ist auch das entgegengesetzte Extrem nicht aus-
geschlossen, daB nimlich F(x,y) identisch verschwindet, daB also jedes
Wertepaar (x,y) die Gleichung (4) erfiillt.

Besonders wichtig ist der héufig anzutreffende Fall, daB die Gleichung
F(z,y)=0 unendlich viele Losungen besitzt, und zwar derart, da8 man zu
jedem ,,willkiirlich gewihlten Wert der einen Verinderlichen wenigstens
einen Wert fiir die andere Verinderliche finden kann, so daB die Gleichung
befriedigt wird. Man sagt dann, die Funktion F'(z, y) stelle eine funktionale Ab-
hiingigkest zwischen den Verdinderlichen z und y her.

Betrachten wir z. B. die Funktion

F(x, y)=2x—5y+10. (5)

Offenbar kann man zu jedem Wert fiir z genau einen Wert fiir y bestimmen,
fiir den

2z—5y+10=0 (6)
gilt, und zwar leistet
_ 2z -;— 10 ™

das Verlangte. Durch (6) wird also jedem Wert von 2 ein eindeutig bestimmter
Wert von y zugeordnet, der sich auf Grund von (7) ergibt. Setzt man also

foy =221,

80 ist die Gleichung F'(z, y) = 0 der Gleichung y = f(2) gléichwertig.
Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion F(z,y)=2*+y*—1.
Die Gleichung
?+yP—1=0 (8

besitzt ganz andere Eigenschaften als die Gleichung (6). Hier kann man als
Werte fiir # nur Zahlen aus dem Intervall —1 < x < +1 willkiirlich wéhlen,
erhilt dann aber jeweils zwei verschiedene Werte fiir y, néimlich

y=+V1—2%

Setzt man

f@=+V1—2, fie)=—V1—2,
80 sieht man leicht, daB jede der Gleichungen
y=h(), y=, () ©
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die Gleichung (8) zur Folge hat; umgekehrt ist jede Losung von (8) Losung einer
der Gleichungen (9).!) Im zweiten Beispiel konnen die Verdnderlichen = und y
ohne weiteres vertauscht werden.

Wir kommen nun von den speziellen Beispielen wieder zum allgemeinen
Fall zuriick. Wir haben gesehen, daB man unter Umstéinden eine funktionale
Abhiingigkeit zwischen z und y durch eine Gleichung ersetzen kann, welche =
und y miteinander verkniipft, wobei es hiufig noch gleichgiiltig ist, welche der
Verinderlichen z,y man vorteilhafter als unabhingige bzw. abhingige Ver-
dnderliche nimmt.

Nehmen wir etwa z als unabhingige Verinderliche. Wenn die Gleichung
F(z,y)=0 fiir jeden Wert von z aus einem gewissen Intervall (z. B. dem
Intervall a < x < b) stets nur eine Lésung y besitzt, die sich el tar durch
z ausdriicken 1i8t, so ist ¥ im gegebenen Intervall eine eindeutige Funktion

von x:
y=f(z).

In diesem Fall ist (im betrachteten Intervall) die Gleichung y= f(z) der
gegebenen Gleichung F(z,y) =0 gleichwertig. Entsprechen dagegen jedem
Wert der Verinderlichen z aus einem gewissen Intervall mehrere (etwa k)
Lésungen y der gegebenen Gleichung, von denen sich jede durch eine besondere
Formel

y=hH@), y=h@E), ..., y=F)

elementar ausdriicken liBt, so erhalten wir k verschiedene eindeutige
Funktionen oder, wie man manchmal auch sagt, eine mehrdeutige (k-deutige)
Funktion. In diesem Fall 18t sich die gegebene Gleichung F(g,y)=0 in
k Gleichungen ,,aufspalten‘.

Im oben angefithrten Beispiel (6) ist y eine eindeutige Funktion von =z fiir
beliebige Werte von  (—oo < z < +00); im Beispiel (8) ist y eine zweideutige
Funktion von z im Intervall —1 <2z < +1.

Zur Erliuterung der hierbei bestehenden Vielzahl von Modglichkeiten be-
trachten wir noch ein weiteres Beispiel?), und zwar

F(z, y) =2+ y*—2*—yt. (10)
Die Gleichung Ayttt an
(die der Gleichung %+ 4% —a*—y?>=0 gleichwertig ist) ist eine biquadra-
tische Gleichung in y. Thre Losungen sind '
1 1
y=:|:l/§‘:|: T'l'x’—l"-

1) Auf die Gleichung (8) kommen wir in §46 ausfiibrlicher zuriick.
2) Vgl. Seite 68.
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Man priift leicht nach, daB fir

1
1<M<V%+ L
d. h. in den Intervallen

I[l 1 1 1
- '§'+V;<$<—l und l<I<V§+ 5

der innere Radikand stets positiv und das zugehorige Radikal kleiner a]s—;-

ist. Daher ist in den betrachteten Intervallen unabhiingig von der Wahl des
Vorzeichens fiir das innere Radikal der #uBiere Radikand stets positiv. Die
Gleichung (11) fiihrt also in diesen Intervallen auf vier eindeutige elementare

Funktionen y=filz) (t=12,3,4),

wobei ——
mm=—V%+V%+f—”'
ho==lz-)5+a—=

Am=+V}—V}+v—r,

no =+ +]5 a2

Im Intervall —1 < # < +1 ist der innere Radikand positiv und das innere
Radikal groBer als % . Dahererhalten wir in diesem Intervall nur die Funktionen

y=filx) wnd y=fi(z).

|/l
|3|> 7+V§:
d. h. in den Intervallen
1 T 1 1
-—-oo<z<——l/7_+l/? und V?+l/;<:c<oo,

besitzt die Gleichung (11) iiberhaupt keine Lisung.

Fir

§ 2. Graphische Darstellungen. Verfahren zur punktweisen Konstruktion
Wir haben gesehen, daB eine Gleichung
F(z,y)=0 (12)

unendlich viele Losungen besitzen kann. Um einen anschaulichen Uberblick
iiber simtliche Losungen zu erhalten, bestimmt man in einer z, y-Ebene fiir
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jede Losung (x, y) den Punkt, der die Abszisse  und die Ordinate y besitzt.
Die Menge der hijerbei erhaltenen Punkte bildet eine graphische
Darstellung der Losungen der Gleichung. G und einfacher: Die
graphische Darstellung einer Gleichung ist die Gesamtheit (Menge) aller Punkte?)
einer Ebene, deren Koordinaten der Gleichung geniigen.

Das Aufsuchen aller Losungen einer gegebenen Gleichung und die Kon-
struktion jhrer graphischen Darstellung sind im wesentlichen gleichwertige
Aufgaben; sprechen wir jedoch statt von der Gesamtheit jhrer Losungen von
ihrer graphischen Darstellung, so verleihen wir nicht nur den uns interessieren-
den Fragen Anschaulichkeit, sondern vereinfachen auch erheblich die Aus-
drucksweise.

Wenn eine vorgeleg g nach der a Verinderlichen y
»aufgelost” ist, also y in einem gewissen Intervall a <z < b als eindeutige
Funktion von z dargestellt ist,

y=f(z),

80 sprechen wir, ohne einen Unterschied zu machen, von einer graphischen
Darstellung der Gleichung y = f(x) oder auch von einer graphischen Darstellung
(einem graphischen Bild) der Funktion f(x).

Die graphische Darstellung hat in di Fall die charakteristische Eigen-
schaft, daB (in den Grenzen des Intervalls) jede zur y-Achse parallele Gerade
mit dem Bild der Funktion f(z) genau einen Punkt gemeinsam hat.

Der zuletzt genannte Fall ist sowohl in praktischer als auch in theoretischer
Hinsicht von besonderer Wichtigkeit; wir werden ihm daher im folgenden
besondere Beachtung schenken.

Um fiir eine gegebene Gleichung eine graphische Darstellung anzufertigen,
miifte man im allgemeinen simtliche Punkte der graphischen Darstellung in
einer gegebenen z, y-Ebene kennzeichnen. Wenn man von Spezialfillen absieht,
s0 ist dies einfach deshalb dglich, weil diese Punkte eine unendliche Menge
bilden. Daher beschrinkt man sich gewshnlich auf eine Naherungskonstruk-
tion, die man folgendermaBen ausfithrt: Man markiert in einer Ebene eine
geniigende Anzahl von Punkten der graphischen Darstellung, wobei nach
Méaglichkeit die einzelnen Punkte einen hinreichend kleinen Abstend von-
einander besitzen; sodann verbindet man aufeinanderfolgende Punkte durch

P de Kur tiicke'; auf diese Weise ergibt sich im allgemeinen eine
angenéherte graphische Darstellung der gegebenen Gleichung. Man nennt
diese Methode das Verfahren der punktweisen Konstruktion. Je nach dem
Charakter der angestellten Berechnungen und den verwendeten geometrischen
Operationen sind die auf der Zeichnung markierten Punkte mehr oder weniger
genau bestimmt. Wie genau jedoch die graphische Darstellung ,zwischen‘
den markierten Punkten der Gleichung ist, hiingt einerseits von den Eigen-
schaften der betrachteten Gleichung und zum andern von den Kenntnissen
und Erfahrungen des Konstrukteurs ab.

logte (Mleich Hha

) Man sagt auch: ,,...der geometrische Ort der Punkte ...".
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Ein allgemein bekanntes Verfahren, eine gmphische Darstellung einer
Funktion zu gewinnen, besteht darin, daB man fiir eine Folge von Werten fiir
die unabhingige Veridnderliche x (he zugehongen Funktionswerte y = f(x)
berechnet, die dabei gow ichtlich in einer Tabelle
tellt, d h (oder zugleich mit der Berechmmg) die entsprechen-
den Punkte in einer Ebene markiert und schlieBlich die erhaltenen Punkte
durch eine passende Kurve verbindet.!)
In Abb.1 und der zugehérigen Tabelle ist z. B. eine punktweise Kon-
struktion fiir die Funktion - .
v=Vz (13)

im Intervall 0,5 < z < 1,2 dargestellt; die Werte von z sind dabei von Zehntel
zu Zehntel genommen.

Y -
hed z Yy z v
4~
J/
- 05 0 09 095
43 0,6 071 1,0 1,00
07 0,84 11 1.05
0.8 0,89 1.2 1,10
25 0 T

Abb. 1

Abb. 2 zeigt eine punktweise Konstruktion der Funktion

_=@=+])
T z+4+2 14

im Intervall 0 < z < 1; die Werte von = sind dabei von Fiinftel zu Fiinftel
genommen.

Y z v z Yy
(1]
06 y4
7 0 0 3| oy
o4
o) 1 6 4 18
an 5 ="~ 0,11 5 B~ 0,51
F3 2 7 2 -
ol ZJ4L = " 0,23 1 3 ~ 06
Abb. 2

1) Haufig verwendet man dabei ,,iquidistante** Werte von z, d. h. Werte, die eine arithme-
tische Progression bilden.
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Mitunter ist es zweckmaﬁlg, in d.le Tabe]]e Spalten fur stchenergebmsse

einzuschieben, wie dies aus fc

piel er

y=ﬂz*+1. (15)
s 2 241 F¥1 % V= ¥1
0,0 0,00 1,00 1,00 0,50
0,6 0,25 1,25 1,12 0,56
1,0 1,00 2,00 1,41 0,70
1,6 2,26 3,25 1,80 0,90
2,0 4,00 5,00 2,24 1,12
2,5 6,256 7,25 2,69 1,34

Neben dem geschilderten ,numerischen Verfahren spielen auch
geometrische Konstruktionen eine groBe Rolle. Wenn die rechte Seite der

Gleichung y=/()

keine anderen Operationen als die vier Sp und das Ausziehen der Quadrat-
wurzel enthilt, so kann man, sofern man den Wert von z als Strecke vorgibt,
den zugehérigen Wert von y als Strecke mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Sind fiir verschiedene Werte

T=12,

T=1,, ..

die zugehérigen Funktionswerte ,zzu konstruieren‘, so empfiehlt es sich,

systematisch zu arbeiten und die n Kc ktionen zu erledigen,

indem man jeden Konstruktionsschritt fir alle

n Konstruktionen gleichzeitig vornimmt. ¥
Betrachten wir z. B. die Funktion (15). Um

fiir einen gegebenen Wert z den zugehérigen

S =Ty

Funktionswert y zu konstruieren, nimmt man P
auf der horizontalen!) Achse den Punkt P mit /"

der Abeszisse z und auf der vertikalen Achse e

den Punkt Q mit der Ordinate 1 (Abb. 3); in P |/ "

errichtet man die Senkrechte und tragt auf ihr g

von P aus die Strecke PQ ab; der Mittelpunkt M 1 23>

der dabei erhaltenen Strecke PR besitzt die

Abszisse = und die Ordinate y. Sollen nun die- - 7

jenigen Punkte der graphischen Darstellung von —r z
Abb. 3

(15) konstruiert werden, welche zu den Ahszissen-
1) Unter der hori: len Achse hen wir im folgenden die z-Achse, unter der
Vertikalachse die y-Achse; die Parallelen zu z-Achse werden kurz Horizontalen, die
Parallelen zur y-Achse Vertikalen genannt.
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& &

werten ,, . . ., &, gehoren, so geht man folgendermaBen vor: Man markiert
zundchst auf der z-Achse die Punkte P,, ..., P, mit den Abszissen z,,...,2,;
sodann errichtet man in jedem Punkt P, die Senkrechte; als nichstes trigt
man mit dem Zirkel auf der Senkrechten in P; von P, aus die Strecke P,Q,
auf der Senkrechten in P, von P, aus die Strecke P, @, usw., schlieBlich auf der
Senkrechten in P, von P, aus die Strecke P, @ ab; endlich ermittelt man
den Mittelpunkt , der Strecke P, R;, den Mittelpunkt M, der Strecke P, R,
usw. Die auf diese Weise erhaltenen Punkte M, ..., M, sind offenbar die
gesuchten.
Bei der Funktion
_ z(@z+])
Y

(1)

kann man zu gegebenem Wert von z den zugehérigen Wert von y etwa so
konstruieren: Man markiert in der z, y-Ebene den Punkt 8 mit den Koordi-
naten (—2, 0); ferner zeichnet man die Gerade y = z + 1, die durch die Punkte
(—1,0) und (0, 1) geht (Abb. 4). Auf der Horizontalachse wird im Punkt P
mit der Abszisse = die Senkrechte errichtet und auf ihr der Schnittpunkt Q

¥ -~

mit der Geraden y = 2 + 1 markiert. Da (fiir > —1) im Dreieck PQS die
Kathete PQ gleich  + 1 und die Kathete PS gleich = + 2 ist, geniigt es,
durch den Punkt O eine Parallele zur Geraden SQ bis zum Schnittpunkt M
mit der Geraden PQ zu zeichnen, um ein dem Dreieck PQS ahnliches Drei-
eck PMO zu erhalten, fiir das

PM _ PQ
0P~ 8P’
d.h.
__0P-PQ _ z(z+))
PM=—3p—="072
\
gilt, so daB der Punkt M der graphischen Darstellung von (16) angehért. Sind

die zu den Abszissen z,, ..., z, gehérenden Punkte M, ..., M, zu kon-
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struieren, so bestimmt man zunichst auf der z-Achse die Punkte Py, ..., P,
mit den Abszissen z,, ..., z,, errichtet in diesen die Senkrechten und be-
stimmt deren Schnittpunkte @, . . ., @, mit der Geraden y =41, zeichnet
die Geraden 8Q,,..., SQ, und bestimmt schlieBlich die Schnittpunkte
M,, ..., M, der Parallelen zu 8Q,, ..., 8@, durch O mit P;@,, ..., P,@,.
Die Punkte M,, ..., M, sind die gesuchten.

SchlieBlich wollen wir uns noch mit der Funktion

y=Vz (17)

befassen. Offenbar kann der Funktionswert y als geometrisches Mittel von z
und 1 aufgefaBt werden. Unter Beriicksichtigung dessen markieren wir auf
der z-Achse den Punkt S mit der Abszisse —1 und den Punkt P mit der Ab-
szisse z, zeichnen den Halbkreis iiber dem Durchmesser S P und fillen vom
Schnittpunkt N dieses Halbkreises mit der

y-Achse das Lot auf die Vertikale durch P. y
Fiir den FuBpunkt M dieses Lotes gilt

PM=0ON=1Yz, X M

d. h., der Punkt M gehért zur graphischen 7
Darstellung der Funktion (17) (Abb. 5).

Die punktweise Konstruktion einer gra-
phischen Darstellung von (17) liuft also S op—=z F oz
darauf hinaus, durch den Punkt S eine
Reihe von Halbkreisen mit Mittelpunkten Abb. 5
auf der z-Achse zu zeichnen und die
Schnittpunkte dieser Halbkreise mit der y-Achse auf die Tangente des Kreises
zu projizieren, die durch den § gegeniiberliegenden Endpunkt des entsprechen-
den Durchmessers geht.

Weitere Beispiele von Funktionen der genannten Art, an denen man die
Findigkeit in geomet Konstruktionen iiben kann, lassen sich jederzeit
angeben.

Wir wollen uns nun einer ganz natiirlichen Verallgemeinerung der im
vorangehenden geschilderten Konstruktionsverfahren zuwenden. Dazu neh
wir an, es seien Funktionen

y=u(z), y=v(x),...

gegeben, deren graphische Darstellungen bereits vorliegen. Dann verfiigt
man auch ohne weiteres iiber eine graphische Darstellung jeder Funktion

y=f(z, u(@), v(z),...), (18)

wobei die rechte Seite aus den Argumenten z, %, v, . . . allein mittels der oben
angegebenen fiinf Operationen aufgebaut ist. In der Tat: Da graphische Dar-
stellungen fiir die Funktionen %(z), v(z), . . . vorliegen, kann man fiir jeden
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Wert von z stets Strecken der Liinge u(z), v(z), ... bestimmen, aus denen
man dann mit Hilfe von Zirkel und Lineal die Strecke f(z, u(z), v(x), . ..)
konstruieren kann.

Besonders int; jeren uns die folgenden Spezialfille:

1. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = u(z) und y = v(z)
kann man punktweise eine graphische Darstellung der Funktion

y=1u(z)+v(z) (19)

gewinnen (Abb. 6a).

2. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = u(z) und y = v(z)
kann man punktweise eine graphische Darstellung der Funktion

y=u(x)—v(z) (20)
gewinnen.
8. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = %(z) und y = v(x)
kann men punktweise eine graphische Darstellung der Funktion
y=u(z)o(z) 2y
gewinnen (Abb. 6b).

b3 0 z
Abb. 6a Abb. 6b
4. Aus graphischen Darst der Funktionen y = u(z) und y = v(z)
kann man punktweise eine gmplusche Darstellung der Funktion
_ @
=5 (22)

gewinnen.

Man sieht unmittelbar, daB es hierbei auf die Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division von Strecken ankommt. ,,Strecken* sind hierbei
natiirlich im algebraischen Sinn zu verstehen, denn % (z) und (z) sind reelle
Zahlen, die groBer, kleiner oder gleich Null sein kénnen. Die ,,Multiplikation‘
z. B. ist also folgendermaBen gemeint: Man multipliziert die Zahlen und nimmt
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dann (als Ordinate des zu konstruierenden Punktes) diejenige Strecke, die der
Linge und dem Vorzeichen nach mit dem erhaltenen Produkt iiberein-
stimmt.!)

Hiufig ist es angebracht, die Subtraktion und die Division zu vermeiden,
indem man die Subtraktion auf die Addition und die Division auf die Multi-
plikation zuriickfiihrt:

u—v=2u+(—"),
1

u
—_—=ur—
v

v

und sich hierbei auf folgenden Sachverhalt stiitzt:

5. Aus einer graphischen Darstellung der Funktion y = v(z) kann men
punktweise eine graphische Darstellung der Funktion y = —v(2) gewinnen
(Abb. 6¢).

6. Aus einer graphischen Darstellung der Funktion y = v(z) kann man
punktweise eine graphische Darstellung der Funktion Y=< gewinnen
(Abb. 6d).

Y

S R

Abb. 6¢ Abb. 6d

In der Tat: Aus einer graphischen Darstellung der Funktion y = v () ergibt
gich eine graphische Darstellung der Funktion y=—v(z), wenn man jede
Ordinate durch die Ordinate mit entgegengesetztem Vorzeichen ersetzt, d. h.
die graphische Darstellung von y = v(x) an der z-Achse spiegelt; was dagegen
die graphische Darstellung von y = ulz) betrifft, so ergibt sie sich aus einer
graphischen Darstellung von y = v(z), wenn man in dieser jede Ordinate
durch ihren Kehrwert ersetzt.

1) Die geometrische Konstruktion in den Fallen 3. und 4. wird offenbar auf eine Be-
ti der ten vierten Proportionalen zuriickgefiihrt, wenn men der

Gleichung y = uv die Form Y _ 2 und der Gleichung y= 2 die Form y_x
gibt. u 1 v 1 v
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Die in 1. bis 4. erwihnten Operationen an graphischen Darstellung,
kann man kurz ,,Addition* 1 ,»Subtraktion‘, ,,Multlphkatlon“ bzw. ,,Di-
vision“ von graphischen Darstell Sie ké: tweder durch
Rechnung und nachfolgende punktweme Konstruktion oder aber auch durch
geometrische Konstruktionen allein vollzogen werden.

In diesem Zusammenhang sei auch noch auf folgendes hingewiesen, was
nicht in dem oben genannten Prinzip (18) enthalten ist:

7. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = u(x) und y = v(x)
kann man punktweise eine graphische Darstellung der ,,zusammengesetzten‘
Funktion (,,Funktionsfunktion® oder ,,mittelbaren Funktion‘*)

gewinnen. y=u(v(x)) 23)

Dieser Fall moge noch etwas genauer untersucht werden: Es sei P der
Punkt der z-Achse, der die Abszisse x besitzt (Abb. 7). Der Schmttpunkt
der Senkrechten in P mit dem graphischen Bild von y= v(z) sei Q. Es sei

17} ' 4
s /el
4

d

\r“@

4 ?

)
]
i
7!
0 r—
Abb. 7

ferner 7' der Punkt der z-Achse mit der Abszisse v(z), so daB die Linge von
OT gleich der Linge von PQ ist. Die Vertikale durch 7' schneidet das gra-
ph:sche Bild von y = %(z) in einem Punkt S mit der Ordinate u (v(z)). Prop-
zieren wir also' den Punkt S auf die Vertikale durch P, so erhalten wir einen
Punkt M, der die Abszisse z und die Ordinate u(v(x)) besitzt. Statt auf der
z-Achse die Strecke OT' abzutra.gen, kann man auch die Winkelhalbijerende O B
des Winkels zwischen den Koordinat benut (thre Gleich ist
z=y). Man bestimmt den Schnittpunkt R der Horizontalen durch @ mit
der Winkelhalbierenden O B und anschlieBend den Schnittpunkt S der Verti-
kalen durch R mit dem graphischen Bild von y = u(x); dann verfihrt man
wie oben.
Hat man sich mit dieser Konstruktion einmal vertraut gemacht, so kann
man sie auch sehr schnell fiir mehrere Punkte P,, ..., P, durchfilhren: Man
hnet dchst die Strecken P, ,, dann die Strecken Q,R,, daraufhin die
Strecken R, S, und schlieBlich die Strecken S,M,.
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§3. Einfachste Transformationen von graphischen Darstellungen

Den Uberlegungen dieses Paragraphen liegt folgende Vorstellung zugrunde:
Auf irgendeine Weise sei bereits eine graphische Darstellung & der Gleichung

F(z,9)=0 (24)

gefunden; dann kann man in einer Reihe von Fallen, in denen sich eine Glei-
chung F* (2, y) = 0 von der Gleichung F'(z, y) = 0 nur durch ein bestimmtes,
leicht feststellbares Merkmal unterscheidet, aus der graphischen Darstellung G
der Gleichung F (z, y) = 0 durch eine leicht ausfiihrbare geometrische Trans-
formation eine graphische Darstellung G* der Gleichung F*(x,y)= 0 ge-
winnen.
Wir begniigen uns hier mit der Untersuchung der folgenden elementaren
Transformationen :
1. a) Spiegelung an der x-Achse;
b) Spiegelung an der y-Achse;
c) Spiegelung am Ursprung O.
(Spiegelungen an einer beliebigen Geraden und an einem beliebigen Punkt
werden nicht betrachtet.)

II. a) Verschiebung (Bewegung, Translation) um eine gegebene Strecke
parallel zur z-Achse;
b) Verschiebung um eine gegebene Strecke parallel zur y-Achse.
(Verschiebungen parallel zu einer beliebigen Geraden werden nicht be-
trachtet.)
III. a) Dehnung (oder Stauchung) mit gegeb Deh faktor in Rich-
tung der z-Achse;l)
b) Dehnung mit gegeb Dehnungsfaktor in Richtung der y-Achse.

(Dehnungen in beliebiger Richtung werden micht betrachtet.)

Andere als die hier genannten elementaren Transformationen sollen nicht
untersucht werden; jedoch werden auch Transformationen betrachtet, die
durch Hintereinanderausfiihrung gewisser dieser elementaren Transformationen
erhalten werden konnen. Auch die Drehungen sollen (bis auf einen unter IV zu
behandelnden Spezialfall) auBer acht bleiben.

Die genannten Transformationen besit: die folgenden Eigenschaften
(durch die man sie geradezu definieren kann):

I. a) Bei der Spiegelung an der z-Achse geht der Punkt mit den Koordinaten

(,y) in den Punkt mit den Koordinaten (z,—y) iiber;
b) bei der Spiegelung an der y-Achse geht der Punkt mit den Koordi-
paten (z,y) in den Punkt mit den Koordinaten (—z,y) iiber;

1) Eine ,,Stauchung mit dem Stauch faktor m* ist dasselbe wie eine Del mit

dem Debnungsfaktor .
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c) bei der Spiegelung am Ursprung O geht der Punkt mit den Koordinaten
(z,y) in den Punkt mit den Koordinaten (—z,—y) iiber.

II. a) Bei einer Verschiebung parallel zur z-Achse um eine Strecke a(a = 0)
geht der Punkt mit den Koordinaten (z, y) in den Punkt mit den
Koordinaten (z + @, y) iiber;

b) bei einer Verschiebung parallel zur y-Achse um eine Strecke b (b = 0)
geht der Punkt mit den Koordinaten (z,y) in den Punkt mit den
Koordinaten (x,y -+ b) iiber.

y

576 G,
D LSS N

Abb. 8

III. a) Bei einer Dehnung in Richtung der z-Achse mit einem Dehnungs-
faktor p(p >0, p = 1) geht der Punkt mit den Koordinaten (z, y)
in den Punkt mit den Koordinaten (pz,y) iiber;

b) bei einer Dehnung parallel zur y-Achse mit einem Dehnungsfa.ktor q
(g>0,g=1) geht der Punkt mit den Koordinaten (z,y) in den
Punkt mit den Koordinaten (z,qy) iiber.

Man erkennt hieraus nun leicht, daB die folgenden Sitze gelten

(Abb. 8):

I. a) Die graphische Darstellung @, der Gleichu.ng
F(z, —y)=
hegt in bezug auf die z-Achse symmetnsch (spiegelbildlich) zur gra-
Darstellung der Gleichung F(z, y)= 0;
b) dJe graphische Darstel.lung G, der Glelchung
F(—z9)=0
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liegt in bezug auf die y-Achse symmetrisch zur graphischen Dar-
tellung @G der Gleichung F'(z,y) = 0;

¢) die graphische Darstellung G, der Gleichung

F(—z, —y)=0

liegt in bezug auf den Ursprung O sy trisch zur graphischen Dar-

stellung der Gleichung F'(x,y) = 0.
II. a) Die graphische Darstellung G, der Gleichung

F(x—a,y)=0

ergibt sich aus der graphischen Darstellung @ von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur z-Achse um die Strecke a verschiebt;

b) die graphische Darstellung G; der Gleich
F(x,y—b)=0
ergibt sich aus der graphischen Darstellung & von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur y-Achse um die Strecke b verschiebt.
II1. a) Die graphische Darstellung G, der Gleichung

(o)

ergibt sich aus der graphischen Darstellung G von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur z-Achse um den Faktor p dehnt;

b) die graphische Darstellung @, der Gleichung

Flz, L)=0

(=4)

ergibt sich aus der graphischen Darstellung & von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur y-Achse um den Faktor ¢ dehnt.

Die graphischen Darstellungen G;und G in Abb. 8 (III) entsprechen Dehnungs-
faktoren p=3 bzw. ¢=2.

-]

Beweis von L a) Es sei M(z,, y,) ein Punkt der graphischen Darstellung @, so daB
F(zo, 40)=0.

Dann gehort der Punkt M (z,, —y,) zur graphischen Darstellung G,, da seine Koordinaten
der Gleichung F(z, —y) = 0 geniigen. Der Punkt M liegt jedoch in bezug auf die z-Achse
symmetrisch zum Punkt M. Also enthalt die graphische Darstellung G, sicher alle die-
jenigen Punkte, die in bezug auf die z-Achse sy trisch zu i dei Punkt M
der graphischen Darstellung G liegen. Wiirde nun die graphische Darstellung G, dariiber
hinaus noch einen weiteren Punkt N’(z,, y,) enthalten, so galte

F(zy, —9) =0,

d. h., der Punkt N (z;, —y,), der zu N’(z,, y,) in bezug auf die z-Achse symmetrisch liegt,
wiirde zu G gehoren, was nicht der Fall sein sollte.
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&

Beweis von II. a) Es sei M (z,, y,) ein Punkt der graphischen Darstellung G, so daB
F (2o, o) =0.

Dann gehért der Punkt M’(, + @, y,) der graphischen Darstellung G, an, da seine Koordi-
naten der Gleichung F(z—a, y)= 0 geniigen. Der Punkt M’ wird jedoch aus dem
Punkt M dadurch erhalten, daB man diesen parallel zur z-Achse um die Strecke a ver-
schiebt ; usw.

Beweis von III. a) Es sei M (%, y,) ein Punkt der graphischen Darstellung @, so
F(zy, yo)=0.

Dann gehort der Punkt M’(pz, y,) der graphischen Darstellung G4 an, da seine Koordi-

naten der Gleichung F %, y) = 0 geniigen. Der Punkt M’ geht jedoch bei der Dehnung

der z, y-Ebene parallel zur z-Achse mit dem Dehnungsfaktor » aus dem Punkt M her-
vor; usw.
]’)ie anderen Sitze werden entsprechend bewiesen.

Aus diesen Sitzen erhilt man miihelos entsprechende Sitze fir das gra-
phische Bild einer Funktion

y=f(). (25)
F(z, y)=y—f(2).
Fz, —y)=—y—f(),
so daB die Gleichung F'(x, —y) = 0 auch in der Form
=—f()

Dazu setzen wir

Dann ist z..B.

geschrieben werden kann.
Hieraus folgt:
I’. a) Das graphische Bild der Funktion —f () liegt in bezug auf die 2-Achse
" symmetrisch zum graphischen Bild der Funktion f(z) (vgl. § 2, 5).
Entsprechend ergeben sich die folgenden Sitze:
b) Das graphische Bild der Funktion f(—z) liegt in bezug auf die y-Achse
symmetrisch zum graphischen Bild der Funktion f(z).
c) Das graphische Bild der Funktion —f(—x) liegt in bezug auf den
Ursprung O symmetrisch zum graphischen Bild der Funktion f(z).
II'. a) Das graphische Bild der Funktion f(z —a) erhilt man aus dem
graphischen Bild der Funktion f(x), indem man dieses parallel zur
z-Achse um die Strecke a verschiebt.
b) Das graphische Bild der Funktion f(z) + b erhdlt man aus dem
graphischen Bild der Funktion f(z), indem man dieses parallel zur
y-Achse um die Strecke b verschiebt.
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P &

IIT'. a) Das graphische Bild der Funktion f(%) erhélt man aus dem gra-

phischen Bild der Funktion f(z), indem man es parallel zur z-Achse
mit dem Dehnungsfaktor p dehnt.

b) Das graphische Bild der Funktion ¢f(x) erhélt man aus dem gra-
phischen Bild der Funktion f(z), indem man es parallel zur y-Achse
mit dem Dehnungsfaktor ¢ dehnt.

Die bisher betrachteten Transformationen kénnen nun, wie bereits er-
wahnt, miteinander kombiniert werden. So ergibt sich z. B. die Gleichung
F(z—a, y—b)=0, wenn man in der Gleichung F(z,y)=0 zunichst
durch z — @ und danach y durch y — b ersetzt (oder umgekehrt). Man erhélt
also eine graphische Darstellung der Gleichung

F(zx—a, y—b)=0,

wenn man eine graphische Darstell der Gleichung F(z,y)= 0 parallel
zur z-Achse um die Strecke @ und pmllel zur y-Achse um die Strecke b ver-
schiebt (was natiirlich zusammengenommen auf eine Parallelverschiebung
lings einer geeignet gewdhlten Geraden hinausliuft).

Entsprechend erhélt man aus einer graphischen Darstellung von F'(z, y) = 0
eine graphische Darstellung der Gleichung

z ¥
F( P’y ) =0

wenn man sie in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor p und in
Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor g dehnt.

Entsprechend erhélt men aus einer graphlschen Darstellung vonF(z y) =
durch zwei hintereinander ausgefiihrte Spiegelungen eine graphi Dar-
stellung der Gleichung

F(—z, —y)=0,

und zwar spiegelt man die graphische Darstellung von F'(z, y) = O zunichst
an der z-Achse und danach die dabei erhaltene graphische Darstellung an
der y-Achse (oder umgekehrt). Andererseits erhidlt man (auf Grund von I ¢))
eine graphische Darstellung von F(—z,—y)= 0, wenn man eine gegebene
graphische Darstellung von F(z,y)= 0 am Ursprung spiegelt. Das ist nicht
verwunderlich, denn man zeigt auch leioht direkt geometrisch, daB die Hinter-
emwderausfuhrung von Spiegel inander senkrechten Geraden
jeden Punkt P in einen Punkt uberfuhrt der zu P in bezug auf den Schnitt-
punkt der beiden Geraden symmetrisch liegt.

Besondere Beachtung verdient noch der Fall, daB sich F(z, y) bei der
Substitution von y durch —y nicht #ndert, d. h., daB

F(z, —y)=F(z, y).
In di Fall sti die graphischen Darstellungen der Gleichung

F(z,—y)=0 und F(z,y)=0
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iiberein. Da andererseits (auf Grund von Ia)) die Gleichung F(z, —y)=0
eine graphische Darstellung besitzt, die zur graphischen Darstellung von
FP(z,y) =0 in bezug auf die z-Achse symmetrisch liegt, bedeutet das Uber-
insti der graphischen Darstellungen von F (z, y) = 0 und F(z, —y) = 0,
daB die graphische Darstellung G der Gleichung F(z,y)= 0 die z-Achse
als Symmetrieachse besitzt.

Entsprechend ergibt sich aus Ib) bzw. I¢):

Ist F(—=z,y)=F(z,y), so besitzt die graphische Darstellung G ¥on
F(z,y)=0 die y-Achse als Symmetrieachse; ist F(—=z,—y)=F(z,y), so
besitzt die graphische Darstellung ¢ von F(z,y)= 0 den Ursprung O als
Symmetriezentrum.

Wir wenden uns nun der Gleichung y = f(z) zu. Andert sich die Funktion
f(z) nicht, wenn man z durch —z ersetzt, gilt also

fl=x)=f(2),

80 nennt man f(z) eine gerade Funktion; dndert sich beim Ersetzen von z
durch —z nur das Vorzeichen der Funktion f(z), gilt also

 flen)=—f),

80 heiBt f(z) ungerade. Aus den Sitzen I’ b) bzw. I ¢) folgt unmittelbar:

Das graphische Bild einer geraden Funktion besitzt die y-Achse als Sym-
metrieachse, das graphische Bild einer ungeraden Funktion besitzt den Ur-
sprung als Symmetriezentrum.

Andert sich eine Funktion F(z,y) nicht, wenn man gleichzeitig « durch
z—a und y durch y —b ersetzt, gilt also

F(zx—a, y—b)=F(z, y),

8o nennt man F(z, y) periodisch mit der Periode (a, b); das gleiche sagt man
in diesem Fall auch von der graphischen Darstellung der Gleichung F (z, y) = 0.
Andert sich eine Funktion f(x) nicht, wenn man z durch = — a ersetzt, so heiBt
f(2) (und ebenso ihr graphisches Bild) periodisch mit der Periode a.

In Abb. 9a ist das graphische Bild einer Gleichung F(z,y) = O mit einer
periodischen Funktion F(z,y) der Periode (1, 2) wiedergegeben, wihrend
in Abb. 9b eine periodische Funktion y = f(x) mit der Periode 1 dargestellt ist.

Mit einer Zahl a sind auch die Zahlen 2a, 3a, ..., na, ... und die Zahlen
—a, —2a, . .. Perioden einer periodischen Funktion f(z). Ublicherweise ver-
steht man jedoch unter der Periode einer Funktion die kleinste positive
Zahl @, welche Periode von f(z) ist. Entsprechendes gilt auch fir Funktionen
F(z,y) und ihre graphische Darstellungen.

Man kénnte sich auch speziell mit Funktionen F(z, y) bzw. f(z) befassen, die sich bei
Substitation von z durch pz und y durch gy bzw. z durch pz nicht andern, d. h., fir
die

F(pz, qp)=F(z, 9), f(p2)={(=)

gilt. Die graphische Darstellung von F (z, y) = 0 bzw. y = f(z) ist fiir derartige Funktionen
gegentiber den prechenden Dehnungen ,,invariant*. Diese Eigenschaft ist fiir uns
hier jedoch ohne besondere Bedeutung.
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Kann man von einer graphischen Darst g sofort feststellen, daB sie
symmetrisch bzw. penodmch sein muB, so bedeubet dies eine wesentliche
Vereinfachung der tlichen Konstruktic beit. Wenn man z. B. erkannt

hat, daB die graplnsche Darste].lung in bezug auf die y-Achse symmetrisch
ist, so braucht man sie nur in einer Halbebene (z. B. der rechten Halbebene)
genau zu konstruieren; liegt die graphische Darstellung in bezug auf beide
Achsen symmetrisch, so kann man sich sogar auf einen Quadranten (etwa
den ersten) beschrinken; ist bekannt,
daB die graphische Darstellung die @ gL..__.__
Periode a besitzt, so braucht man nur
ihren Verlauf in einem ,,Perioden-

streifen‘ (z B. im Intervall 0sz<a

oder im Intervall —- <z ) zu be-
trachten, usw.

Zur Erliuterung wollen wir einige
Beispiele betrachten.

Beispiel 1. Die graphische Darstellung
der Funktion y =42 hat die y-Achse als
Symmetrieachse. Da man der betrachteten

L) RSP, NP

[ S .

Gleichung auch die Form % = 2% geben kann,

erhélt man ihre graphische Darstellung aus
einer graphischen Darstellung von y = z*
durch Dehnung in Richtung der y-Achse mit
dem Deh faktor 4. And ite kann
man die betrachtete Gleichung aber auch in

1
der Form y=(%) schreiben, so da8 man
3

jhre graphische Darstellung auch aus der
von y=a* durch Stauchung in Richtung
der z-Achse mit dem Stauchungsfaktor 2
gewinnen kann.

Beispiel 2. Eine graphische Darstellung
von y=2z—1 erhdlt man aus einer gra-
phischen Darstellung von y = 22 durch Par-
allelverschiebung langs der y-Achse um die
Strecke —1. Bringt man die betrachtete
Gleichung suf die Form y=2(x——;—), 50
sieht man, daB men ihre graphische Darstellung aus der von y = 2z auch durch Ver-

Abb. 9

schiebung lings der z-Achse um die Strecke gewmnen kann.

Beispiel 3. Da die Gleichung #2 + 4% = 2 (3:v+4y) auch in der Form
(@—3)+(y—47=25
gesohrieben werden kann, 138t sich ihre graphische Darstellung aus der von z2 + 2 = 26

durch Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke 3 und parallel zur y-Achse um
die Strecke 4 gewinnen.
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)

Beispiel 4. Eine graphische Darstellung von y = 2#~* erhalt man aus der von y = 2=
durch Parallelverschiebung langs der z-Achse um die Strecke 3. Da man die betrachtete

Gleichung andererseits auch auf die Form y = % - 22 bringen kann, 1aBt sich ihre graphische
Darstellung auch aus der von y = 2¢ durch Stauchung in Richtung der y-Achse um den

Faktor 8 gewinnen.
Beispiel 5. Die Funktionen y=cosz, y=sin2z, y=cosz+sin2z haben die
Periode 27, 7 bzw. 27. Die erste Funktion ist gerade, so daB ihre graphische Darstellung
in bezug auf die y-Achse symmetrisch ist; die zweite

y Funktion ist ungerade, so daB ihre graphische Darstellung
6, in bezug auf den Ursprung symmetrisch ist; die dritte
3 ot Funktion ist weder gerade noch ungerade.
~ e Beispiel 8. Die Funktionen y = tg xz (ungerade) und
. 4 6 y = tgtnz (gerade) besitzen beide die Periode 1.
RN /% Beispiel 7. Die graphische D 1L der Funkti
RN X sindz+sinty= % ist symmetrisch in bezug auf beide
S \\ Gy Achsen und daher such in bezug auf den Ursprung. Sie hat
e \‘ die Perioden (z, 0) und (0, ) (und allgemein Perioden
. ., der Form (m#, nx), wobei m und n beliebige ganze Zahlen
" > sind).
Abb. 10

Zum AbschluB erwihnen wir noch einen Satz,
der sich auf Drehungen bezieht:
IV. Die graphischen Darstellungen G; und G, der Gleichungen

43

ergeben sich aus der graphischen Darstellung von F(z, y) = 0 durch Drehung
um den Ursprung um 46° in positivem (d. h. von der z-Achse zur y-Achse
gerichtetem) bzw. negativem (d. h. von der y-Achse zur z-Achse gerichtetem)
Drehsinn (Abb. 10).

Das ergibt sich aus den Formeln

z=2a'cosp—y'sing,
y=2a'sing +y cosy
fiir die Drehung des Koordinatensystems?) um einen Winkel ¢, wenn man

in jhnen ¢=% setzt.

§ 4. Funktion und Umkehrfunktion

Im Zussmmenhang mit den Sétzen I bis IV des vorangehenden Paragraphen
ergibt sich noch die Frage, was mit einer graphischen Darstellung geschieht,
wenn man in der zugehérigen Gleichung F(z,y)= 0 die Verinderlichen =
und y vertauscht.

1) Vgl. etwa O.-H. KELLER, Analytische Geometrie und lineare Algebra, Berlin 1957.



§ 4. Funktion und Umkehrfunkti 2
"Es gilt hier der folgende Satz:
V. Die graphische Darstellung G,, der Gleichung
F (y’ 2)=0
liegt zur graphischen Darstellung @ der Gleichung F (z, y) = 0 in bezug auf die
Winkelhalbierende & = y des ersten Quadranten symmetrisch (Abb. 11).

Gehort namlich ein Punkt M (z, ) zur graphischen Darstellung G, so gehdrt der
entsprechende Punkt M’(y,, z;) zur graphischen Darstellung G,y; der Punkt M’ liegt
aber offenbar zum Punkt M symmetrisch in bezug auf die Winkelhalbierende z = y.

Ist insbesondere die Funktion F(z, y) ,,symmetrisch®, d. h., éndert sie sich
nicht bei Vertauschung von z und y,

F(y, z)=F(z, 9),
so besitzt die graphische Darstellung der Gleichung F(z,y) = 0 die Gerade
z=y als Symmetrieachse.

Beispiele fir symmetrische Funktionen sind:

z+y=1, 22+4?=25, zy=1,

z+y=zy, Vz+ly=1

usw.

Es sei F(z,y) = 0 eine Gleichung, durch die sowohl
y als (eindeutige oder mehrdeutige, vgl. §1) Funktion
von z als auch z als eindeutige oder mehrdeutige

Funktion von y festgelegt wird. Diese Funktionen, die Abb. 11

im allgemei (vom Standpunkt der auszufithrenden

Operationen aus) verschieden sind, nennt man mitunter Funktion und Um-
kehrfunktion. :

Wir wollen uns hier auf den einfachsten Fall beschrénken und anneh
daB in einem gewissen Teil der Ebene (oder evtl. der ganzen Ebene) die gra-
hische Darstellung der Gleich

P

Flz,4)=0 (26)

mit jeder Parallelen zur y-Achse und jeder Parallelen zur z-Achse nur einen
Punkt gemeinsam hat. Dies hat zur Folge, daB man in dem betreffenden Teil der
Ebene die Gleichung (26) sowohl nach y als auch nach z ,,auflsen’* kann:

y=[(), 27
z=9¢(y). (28)

Wenn wir noch annehmen, daB man aus jedem in Frage kommenden Wert
von z den zugehérigen Wert von y allein mit Hilfe von elementaren Operationen
ausrechnen kann und entsprechendes auch fiir die Berechnung von z aus y
gilt, so sind die durch f und g bezeichneten Funktionen elementare Funk-
tionen. In diesem Fall kann man f als Funktion und g als Umkehrfunktion
ansehen (oder umgekehrt). Da die Gleichungen (26), (27) und (28) auf Grund
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Vor tzungen gleichwertig sind, besitzen sie alle dieselb hiscl
Darstellung G. In Gleichung (28) spielt dabei jedoch, entgegen unseren
llen Verabredungen, die Variable y die Rolle der unabhanglgen Ver-
a.nderhohen, withrend z die abhdngige Verinderliche b t. Vert:
wir in (28) die Buchstaben z und y, so erhalten wir vom Sta.ndpunkt der aus-
zufithrenden Operationen aus dieselbe Gleichung
y=9g(z), (29)
die jedoch im allgemeinen eine ganz andere graphische Darstellung besitzt,
namlich die graphische Darstellung, die man erhilt, wenn man G an der
Geraden z = y spiegelt.
Wir erhalten damit den folgenden wichtigen Satz: Das graphische Bild
der Umkehmnktwn y = g(x) einer Funktion y= f(z) liegt zum graphischen
Bild von y = f(z) in bezug auf die Gerade ==y symmetrisch.

Beispiel 1. Die Gleichung 2z — 5y + 10 = 0 (vgl. §1) ist jeder der Gleichungen

_2s+10 o 5y;10
gleichwertig. Nimmt man 22410
@) =—%—
als Funktion, so wird
—10
g(@)=

die zugehdrige Umkehrfunktion.
Beispiel 2. Da man die Gleichung 22 —y = 0 auch in der Form
y=22

schreiben kann, erhalt man, wenn man sie nach z aufldst,

_ | +Vy in der rechten Halbebene (2> 0),

B ‘—V; in der linken Halbebene (z < 0).
Nimmt man also f(2) = 2* als Funktion, so erhalt man g(z) = ¥z als Umkehrfunktion
(die Wurzel im algebraischen Sinn), oder genauer: in der oberen Halbebene (y > 0) ist

9(z) = + ¥z und in der unteren Halbebene (y < 0) lst ¢(2) = — Yz Umkehrfunktion (jetzt
die Wurzeln im arithmetischen Sinne ).1)

Beispiel 3. Fir die Funktion /()= (z"+ 1) ist g(z)= V 00z —1
die Umkehrfunktion.
Beispiel 4. Die Funktion

1o =147

1) In der deutschen Literatur bezeichnet man in der Regel die hier Wurzel im algebra-
ischen Sinn genannte Wurzel mit unbestimmten Vorzeichen als Wurzel schlechthm

wahrend man den hier Wurzel im arithmetischen Sinn g nicht
Wert der Wurzel als positive Wurzel oder Betrag der Wurzel bezeichnet. — Anm. d.

wissenschaftl. Red.
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besitzt die Funktion
9@ =g—7F
als Umkehrfunktion.
Beispiel 5. Nimmt man als Funktion
f(z)=Igcosz,
80 erhdlt man als Umkehrfunktion
g(z) = arccos 10%.

§ 6. Elementare Diskussion von Funktionen
(Fragestellung und einige allgemeine Verfahren)

Es sei eine Gleichung der Form
y=f(z) (30)

gegeben. Unter ,,Diskussion der Funktion f(z) (oder ihrer graphischen Dar-
stellung) kann man eine Erliuterung der verschiedensten Eigenschaften
von f(z) verstehen. Meistens sucht man jedoch, wenn man von ,,Diskussion‘*
spricht, nur Antwort auf folgende Fragen zu erhalten:

A. Nimmt die Funktion f(z) den Wert Null an und, wenn ja, an welchen
Stellen? In welchen Intervallen ist die Funktion f(x) positiv und in welchen
negativ?

B. In welcher Weise ,,andert* sich die Funktion f(z)? In welchen Inter-
vallen wiichst die Funktion f(z) und in welchen féllt sie? Wo nimmt die
Funktion f(z) einen gréBten Wert (ein Maximum) und wo einen kleinsten Wert
(ein Minimum) an?

Hierbei bediirfen dchst die Bezeichnungen ,,wichst, ,fallt", , Maxi-

um‘ und ,,Minimum*‘ einer niheren Erlduterung.

Man nennt eine Funktion f(z) in einem Intervall wachsend, wenn fiir zwei
beliebige Werte von z aus diesem Intervall, etwa firr 2’ und 2, die Be-

ieh:
meme <z (31)
die Beziehung

F@)<f=") (32)

zur Folge hat. (Dann folgt natiirlich aus der Ungleichung (32) auch die Un-
gleichung (31); denn wire z’ < z’, 8o wiire f(z”’) < f(2’), wilhrend die Gleich-
heit 2" = 2’ die Gleichheit f(z”’) = f(z’) zur Folge hitte.)

Anders ausgedriickt besagt dies: Eine Funktion f(x) ist wachsend, wenn
mit den Argumentwerten (den Werten fiir die unabhingige Verdnderliche) auck
die Funktumawerte (che Werte fiir die abhingige Verinderliche) wachsen und

kehrt; ents den mit den Argumeniwerten auch die Funktions-
werte klemer und umgekehrt. Bei einer wachsenden Funktion &ndern sich also
die Verinderlichen z und y ,,in gleichem Sinne*“.1)

1) Beispiele fiir hsende Funkti sind: f(z) = mz (m >0), f(z)=2° in jedem
Intervall 1(z) = 22, f(z) = Yz im Intervall 0 < 2 < c.
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Man nennt eine Funktion f(z) in einem Intervall fallend, wenn fiir zwei be-
liebige Zahlen 2’ und z” aus diesem Intervall die Beziehung

@' <2’ (33)
f@)>f(=") (34)

zur Folge hat (und dann natiirlich auch das Umgekehrte gilt). In diesem Fall
hat also ein Wachsen der Argumentwerte ein Fallon der Funktionswerte und
ein Fallen der Argumentwerte ein Wachsen der Funktionswerte zur Folge;
die Veriinderlichen = und y éndern sich ,,in verschiedenem Sinne‘.)

Es sei a < ¢ < b; eine Funktion, die im Intervall von a bis ¢ wichst und im
Intervall von ¢ bis b fillt, besitzt an der Stelle ¢ ein Maximum; eine Funktion,
die im Intervall von a bis ¢ fillt und im Intervall von ¢ bis b wichst, besitzt an
der Stelle ¢ ein Minimum. Das sind jedoch nicht die iiblichen Definitionen
fiir ein Maximum bzw. Minimum. Diese lauten folgendermaBen: Eine Funk-
tion f(z) besitzt an der Stelle x =c ein Mazimum, wenn es Zahlen a und b
mit a < ¢ < b gibt, so daB fiir jedes # mit @ < z < b und z = ¢ die Ungleichung

fley>f(=) (35)

erfiillt ist; entsprechend fiir ein Minimum. Spiter (§ 46, Beispiel 4) wird an
einem Beispiel gezeigt werden, daB die zweite Formulierung eine gewisse
Verallgemeinerung der ersten ist.

Die geometrische Bedeutung der Begriffe ,,wachsend®, ,fallend®, ,Maxi-
mum* und ,Minimum* ist so klar, daB sich eine weitere Erlduterung er-

ibrigt.

die Beziehung

Bemerkung 1. Die Begriffe ,,wachsende Funkti und ,,fallende Funktion‘ k
noch etwas erweitert werden, und zwar da,du.rch daB man an dle Stelle der Beziehung (32)
als Folge der Ungleichung 2’ < # die g g
@)= f(@) 32
setzt. Hierdurch wird zum Ausdruck g ht, daB beim A h der A t

werte die Funktionswerte ebenfalls gréol}er werden oder aber sich nicht andern (also
jedenfalls nicht kleiner werden). Eine Funktion, die diese Eigenschaft besitzt, heiBt
nicht-fallend.

Jede wachsende Funktion ist nicht-fallend; die Umkehrung hiervon gilt nicht.

Hier ein Beispiel fiir eine nicht-fallende Funktion ,,aus dem Alltag: Es sei z die
Zeit, f(z) der Stand des Elektrizitatszahlers. Bei Entnahme von elektrischer Energie
steigt mit der Zeit auch der Zahlerstand; wird jedoch im Laufe eines Zeitraumes keine
Energie entnommen, so bleibt der Zahlerstand unverandert.

Man kann zeigen, daB8 jede elementare nicht-fallende Funktion (die nicht in eine
K ) bestindig wachst.

1) Beispiele fiir fallende Funktionen sind: f(z) = mz (m < 0) in jedem Intervall; f(z) = % R

% (5>0) fiir 0 <z < oo.
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Entsprechend wird eine Funktion f(z), die an Stelle der Bezieh (34) der Bezieh
(&) z (&) (34)

geniigt, nicht.wachsend genannt.

Bemerkung 2. In ahnlicher Weise lassen sich der Begriff des Maximums und des
Minimums erweitern : Eine Funktion f(z) besitzt im Punkt z = cein Magzimum im weiteren
Sinn (schwaches Maximum), wenn an Stelle der ‘Ungleichung (35) in einer gewissen ,,Um-
gebung" von ¢ die Beziehung

Ho 2 (@) (35")
gilt. Entsprechend fiir ein Minimum.

Bemerkung 3. Die nicht-fallenden und die nicht-wachsenden F leti werden zu-

£ 3 tone Funlti "

Bemerkung 4. Die Begriffe ,,Maximum* und ,Minimum* werden zum Begriff
w « P

Beziiglich der Fragen vom Typ A (s. 8.27) beschrinken wir uns hier
auf eine allgemeine Bemerkung: Um Aufschlu8 iber das Vorzeichen der
Werte einer Funktion f(z) zu erhalten, versucht man gewohnlich, die Formel,
die die Funktion f(z) beschreibt, (durch sogenannte identische Umformungen)
in ein Produkt von Faktoren umzuwandeln, deren Vorzeichenverhalten sich
leicht iibersehen 1é8t; alles weitere ergibt sich dann auf Grund der elementaren
Eigenschaften eines Produlktes:

1. Ein Produkt ist dann und nur dann gleich Null, wenn wenigstens einer
der Faktoren verschwindet.

2. Sind alle Faktoren von Null verschieden, so ist das Produkt positiv
bzw. negativ, je nachdem, ob die Anzahl der negativen Faktoren gerade oder
ungerade ist.

Tn den Fillen, in denen eine solche Faktorzerlegung nicht gelingt, versucht
man die Fragen vom Typ A auf Fragen vom Typ B zuriickzufiihren. Hat man
z. B. festgestellt, daB eine Funktion in einem Intervall wichst und da8 sie im
Anfangspunkt des Intervalles einen positiven Wert annimmt, so kann man
sofort behaupten, daB die Funktion im ganzen Intervall positiv ist. Zur
selben SchluBfolgerung gelangt man, wenn man nur weiB, daf der kleinste
Wert der Funktion in betrachteten Intervall positiv ist.

Die Stellen, an denen eine Funktion f(z) den Wert Null annimms, nennt
man iiblicherweise Nullstellen der Funktion f(x). '

Beziiglich der Fragen vom Typ B 148t sich allgemein sagen, daB ihre Be-
antwortung prinzipiell schwieriger ist; Methoden hierfir werden in der Dif-
ferentialrechnung bereitgestellt. Insbesondere gehort die Frage nach dem
Wachsen oder Fallen einer Funktion zu den Grundaufgaben der Differential-
rechnung; sie wird dort dadurch geldst, daB man das ,,Wachstumsverhalten‘
einer Funktion f(z) auf die Untersuchung des Vorzeichens einer anderen
Funktion, der sogenannten ,,Ableitung* von f(z) z iickfithrt (vgl. S. 291).2)

Es gibt jedoch auch verschiedene, wenn auch kei gs erschopfende.
elementare Methoden zur Untersuchung der Art der Anderung einer Funktion;

1) Das heiBt, eine Frage vom Typ B wird euf eine Frage von Typ A zuriickgefiihrt.
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ihnen kommt im Hinblick auf den Schulunterricht besondere Bedeutung zu, so
daB es angebracht erscheint, auf einige von ihnen hier niher einzugehen.
Dariiber hinaus muf festgestellt werden, da es in einigen Fallen iiberhaupt
tiberfliissig ist, auf Hilfsmittel der Differentialrechnung zuriickzugreifen, da
sich diese Aufgabe auf einfachstem und natiirlichstem Wege durch elemen-
tare Methoden losen liBt; in anderen Fillen dagegen ist eine elementare
Losung, wenn sie auch méglich ist, viel komplizierter als eine Losung mit
Hilfsmitteln der Differentialrechnung und héufig sehr gekiinstelt (vgl. den
SchluB von § 10).

Die elementaren Methoden griinden sich darauf, daB man fiir einfachste
Funktionen die , Wachstumsverhéltnisse direkt durch Riickgang auf die
Definition des Wachsens und Fallens ermitteln kann. Von diesen kann man
durch Anwendung einer Reihe von fast trivialen Sitzen auf die Art der
Anderung komplizierterer Funktionen schlieBen.

Zur Abkirzung wollen wir sagen, daB sich Funktionen u(z) und v(z) in
einem gewissen Intervall im gletchen Sinn dndern, wenn sie beide wachsen oder
beide fallen; dagegen werden wir sagen, die Funktionen u(z) und v(z) dndern
sich im enigegengeseizten Sinn, wenn die eine wichst und die andere fallt.

Es gelten dann die folgenden Sétze:

1. Die Funktionen %(z) und u(x) + O, wobei C eine beliebige Konstante
ist, andern sich im gleichen Sinn.

2. und 2. Die Funktionen u(r) und Cu(x) éndern sich im gleichen oder
im entgegengesetzten Sinn, je nachdem, ob die Konstante C' positiv oder
negativ ist.

3. Andern sich die Funktionen u(z) und v(z) im gleichen Sinn, so &ndert sich
auch die Funktion %(z) + »(z) in diesem Sinn.

4. Andern sich positive Funktionen w%(z) und v(z) im gleichen Sinn, so
éndert sich auch das Produkt «(z) v(z) in eben diesem Sinn.

4’. Andern sich negative Funktionen u(z) und v(z) im gleichen Sinn, so
dndert sich das Produkt %(2) »(z) in dem zu u(z) und v(z) entgegengesetzten
Sinn.

5. und &'. Ist u(z) eine positive Funktion, so &ndern sich u(z) und %2 (z) im
gleichen Sinn; ist u(z) eine negative Funktion, so dndern sich % (z) und u2(x)
im entgegengesetzten Sinn.

6. Die Funktionen u(z) und —u(z) &ndern sich im entgegengesetzten Sinn.

7. Ist die Funktion u(z) in einem gewissen Intervall positiv, so éndern
sich in diesem Intervall die Funktionen u(z) und
Sinn.

7'. Ist die Funktion u(z) in einem gewissen Intervall negativ, so éndern
sich in diesem Intervall die Funktionen u(x) und ﬁ ebenfalls im entgegen-
gesetzten Sinn.

@) im entgegengesetzten
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Man kann also sagen, daB in einem Intervall, in dem die Funktion u(z)
iiberall von Null verschieden ist und in dem sie ihr Vorzeichen nicht éndert,

sich die Funktionen u(z) und L

u(z)

8. Ist die Funktion u(z) in einem gewissen Intervall positiv, so &ndern
sich in diesem Intervall die Funktionen u(x) und m im gleichen Sinn
(unter Yu(z) die Wurzel im arithmetischen Sinn, d. h. als ,,positive Wurzel
verstanden).

9. Eine ,,zusammengesetzte Funktion‘ u(v(x)) wéchst, wenn sich u(z) und
v(x) im gleichen Sinn dndern; sie fillt, wenn sich «(z) und v(z) im entgegen-
gesetzten Sinn éndern.?)

Die Beweise dieser Sitze sind alle von derselben Struktur und &uBerst elementar.
Man hat dabei die Definition fiir das Wachsen bzw. Fallen einer Funktion und einfachste

im entgegengesetzten Sinn dndern.

Sitze iiber das Rech mit Ungleichungen zu verwenden. Als Beispiel b e
Satz 3 fiir den Fall wachsender Funktionen, d. b.:
Eine 8 von hsenden Funkti ist eine hsende Funkti

Beweis. Es sei (2) = #(x) + v(z), wobei «(z) und v(z) in einem gewissen Intervall
wachsende Funktionen sind. Es seien ferner
7’ und z” beliebige Zahlen aus diesem Inter- i
vall, und zwar sei 2’ < z””. Dann ist nach

Voraussetzung _ y!(x),
w(@) < u(z"), NG
v(z') < v(2”). y-5(z)

Hieraus ergibt sich unmittelbar / My

u(®) +0(@) <u(@) + o), 7 ”
{(@) < f(z"). 0 ¥
Es sei an dieser Stelle noch erwihnt, Abb. 12

daB man sich bei der ,,Diskussion*

einer Funktion natiirlich nicht streng nur an die unter A und B aufgezihlten
Fragen hilt; die Antwort auf weitere interessierende Fragen kann aber hiufig
auf die Beantwortung von Fragen vom Typ A oder B zuriickgefiihrt werden.
Ein Beispiel moge dies erldutern: . '

Neben der graphischen Darstellung @ einer zu diskutierenden Funktion
y = f(x) liege bereits die gut bekannte graphische Darstellung G, einer Funk-
tion y = f,(z) vor (Abb. 12). Es kann dann unter Umsténden die Beantwortung
folgender Fragen wesentlich sein:

A’. Schneidet die graphische Darstellung G die graphische Darstellung G,
und wenn ja, in welchen Punkten? In welchen Intervallen liegt & oberhalb G,
und in welchen darunter?

1) Die Anderung der Funktion u(z) bezieht sich hierbei auf das Intervall, dem bei
veranderlichem z die Werte der Funktion v(z) angehoren.



32 All ine Betracht iiber el Funkti

B’. Wie iindert sich (mit hsendem z) die Strecke M, M zwischen den
Schnittpunkten der vertikalen Geraden mit G, bzw. G? In welchen Inter-
vallen wiichst bzw. fillt sie? In welchen Punkten nimmt sie einen maximalen
bzw. minimalen Wert an? .

Man sieht unmittelbar, daB die Beantwortung der Fragen A’ und B’ auf die
Beantwortung der Fragen A und B fiir die Funktion f(z)—f,(x) hinaus-
lauft.

Bei der Diskussion der verschiedenen Eigenschaften einer Funktion f(z)
hat man hiufig die Formel, die die Funktion f(z) beschreibt, identischen Um-
formungen zu unterwerfen. Welche Umformungen im konkreten Fall vor-
zunehmen sind, hiéngt davon ab, welche Eigenschaft der Funktion man
betrachtet.




Kapitel IT

UBERBLICK UBER DIE
ELEMENTAREN FUNKTIONEN UND IHRE
GRAPHISCHEN DARSTELLUNGEN

§ 6. Klassifikation der rationalen Funktionen

Eine Funktion f(z) heiBt rational, wenn man jeden ihrer Werte y = f(z) aus
dem Argumentwert z und konstanten Zahlen durch alleinige Anwendung der
vier Spezies (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) berechnen
kann;l) sie heiBt eine ganze rationale (oder ganzrationale) Funktion®), wenn
man allein mit Hilfe der drei Rechenoperationen Addition, Subtraktion und
Multiplikation suskommt. Die Subtraktion braucht hierbei nicht unbedingt
erwithnt zu werden, denn die Subtraktion einer Zahl ist ja nichts anderes als
eine Addition nach vorheriger Multiplikation mit —1. Die rationalen Funk-
tionen, die nicht ganzrational sind, heiBen gebrockene rationale Funktionen.
Beispiele fiir ganze rationale Funktionen sind:

2z—3, (@—1)(z+4), 2% i(=,.l),

[ 5
JAriatd (=242),% ST (=2+1)

cos(2arccos z) (=2a2—1).4)

Beispiele fiir gebrochene rationale Funktionen sind:
a1 1 1 3z—z°
T cte =) wletes(= 1),
Man beweist nun leicht durch vollstindige Induktion:
1. Jede ganzrationale Funktion P(z) lipt sich als Polynom in x der Form
P(x)=az"+ b2 '+ -+ kx+1

darstellen, wobei a < 0 und n eine nicht negative ganze Zahl ist. Die hierbei auf-
tretende Zahl 7 heiBt der Grad von P(z).

1) Gemeint ist lich die Berechenbarkeit nach einer Formel, in die nur Zeichen
fiir diese Operationen eingehen, was natiirlich nicht bedeuten soll, daB die Funktion
von vornberein durch eine solche Forme! gegeben sein muB (vgl. die folgenden Bei-
spiele). Zur notwendigen Prizisierung des Begriffs der rationalen Funktion vgl.
L. J. Okunsew, Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen,
EAEM Bd. 11, insbes. Seite 1563 und Seite 234. — Anm. d. wissenschafil. Red.

2) Ublicherweise nennt man die g: len Funkti auch Pol;

%) Gemeint ist hier der nicht negative Wert der Wurzel.

4) Von der hier ichst notwendigen Vi t; =|z|§l werden wir uns im Artikel

lichen' befrei

»El tare Funkti einer kompl Verand
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2. Jede gebrochene rationale Funktion R (z) laft sich als Quotient zweier Poly-
nome P(x) und Q(x) ohne gemes Falktor darstellen:

P(z)
Q) °

Der Grad einer gebrochenen rationalen Funktion ist das Maximum von Grad
des Zahlers P(x) und Grad des Nenners Q(z).!)

Die vollstindige Induktion beim Beweis von 1. wird iiber die Anzahl N der bei der
Berechnung der Werte von P (z) verwend Operati hritte gefithrt. Dazu bemerken
wir achst, daB a) die S b) die Diff und ¢) des Produkt von Polynomen
der oben angegebenen Form als Polynome dieser Form dargestellt werden konnen. Wir
nehmen nun an, da8 die Behauptung 1. fiir jede ganzrationale Funktion gilt, die aus
der Variablen z und Konstanten mit Hilfe von ¥ Operationen ,,gebildet* ist, und zeigen,
daB sie dann auch fiir jede ganzrationale Funktion richtig ist, die auf die angegebene
Weise mittels N +1 Operationen erhalten wird: Die letate, (N + 1)-te Operation,
die in der Formel auftritt, mit deren Hilfe die betrachtete Funktion b hnet wird,
muB entweder eine Addition, Subtraktion oder Multiplikation sein. Da aber jede. der
beiden ganzrationalen Funktionen, an denen diese Operation auszufiihren ist, mit nicht
mehr als N Operationen ,,gebildet* ist, kann jede von ihnen als Polynom in z dargestellt
werden. Folglich kann auf Grund der vorangehenden Bemerkung auch die gegebene
Funktion als Polynom in z dargestellt werden.

Es bleibt zu erwahnen, daB die Behauptung fiir den Fall N = 0 trivialerweise richtig ist.

Die Behauptung 2. beweist man ebenfalls durch vollstindige Induktion, di 1 iiber
die Anzahl der auszufiihrenden Operati inschlielich Division. Hier ist zuvor zu
bemerken, daB a) die Summe, b) die Differenz, c) das Produkt und d) der Quotient von
Britchen, in denen Zéhler und Nenner Polynome sind, sich ebenfalls als Briiche dieser
Art darstellen lassen.

R(I) =

§7. Die Potenzfunktionen mit positivem ganzem Exponenten
Wir betrachten die graphischen Darstell der Funktionen

&

z, 2%, 28, ..., 2% ... (1)
Das Bild G, der Funktion

y==z (2)

') Man beachte den Unterschied zwischen dem Grad einer rationalen Funktion und der
»Ordnung* (vgl. §17) der durch sie dargestellten algebraischen Kurve (ihrer gra-
phischen D llung). Vom g ischen Standpunkt ist die Ordnung einer Kurve
die Maximalzahl jhrer Schnittpunkte mit einer beli bigen Geraden, wahrend der Grad
einer Funktion die Maximalzahl der Schnittpunkte ihrer graphischen D: llung mit

einer beliebigen horizontalen Geraden ist (Schnittpunkte jeweils unter Einsohlu8 der

komplexen* Schnittpunkte). Fiir ganze rationale Funkti i Grad und

Ordnung iiberein, fiir gebroch tionale Funktionen kénnen sie verschieden sein.

So ist z. B. die Funktion y = % vom Grad Eins, wahrend ihre graphische Darstellung,
eine Hyperbel, eine Kurve zweiter Ordnung ist.
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besteht aus allen den Punkten, deren Abszisse gleich ihrer Ordinate ist, d. b.
aus den Punkten der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten;
es ist also die Gerade, die durch den Ursprung O geht und mit der positiven
Richtung der z-Achse einen Winkel von 45° einschlieSt (Abb. 13a).

Das graphische Bild @; der Funktion

y=at 3)

(Abb. 13b) ist eine sogenannte Parabel (im weiteren Sinne nennt man zu-
weilen auch die graphischen Bilder beliebiger Polynome Parabeln). Es liegt
symmetrisch zur y-Achse, denn die Funktion 22 ist gerade. Mit Ausnahme
eines Punktes, des Ursprungs O, des sogenannten Scheitels der Parabel, in dem

Y y Y
| + A
H (]
& o/
9 : :
17 T l 23
a) o) o

Abb. 13

die graphische Darstellung G, ihre Sy trieach hneidet, liegen sdmt-
liche Punkte von G,in der oberen Halbebene; denn es ist stets 22 > 0, und
es gilt 2 = 0 nur fiir z = 0. Da die Funktion y = 2 wachsend ist, ist fir > 0
die Funktion 22 ebenfalls wachsend, wihrend sie wegen ihrer Symmetrie zur
y-Achse (oder auf Grund von Satz 4’ von Seite 30) fiir < O fallend ist.

Um die gegenseitige Lage der graphischen Darstellungen von (2) und (3) zu
ermitteln, betrachten wir die Differenz z® — z. Der Faktorzerlegung

B—z=x(r—1)

entnimmt man, daB @, und G, genau zwei Punkte gemeinsam haben, den
Ursprung O mit den Koordinaten (0, 0) und den Punkt P mit den Koordinaten
(1,1). Fiir z > 1 ist 22— z > 0, so daB dort @, oberhalb G, liegt; fir 0 <z <1
ist 22 —x <0, d. h., G, liegt dort unterhalb G;; fiir x <0 liegt schlieBlich
@, wieder oberhalb G,.

Fiir sehr kleine Werte von |z| ist der Quotient

y

L=z
z
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seinem Betrage nach sehr klein, d.h., die graphische Darstellung von G,
schmiegt sich in der Umgeb\mg des Ursprunges O (ihres Scheitels) eng an die
z-Achse an (sie ,berithrt sie im Punkte O, vgl. S.293). Fiir groBe Werte
von |z| ist dagegen dieser Quotient sehr groB, was von einem schnellen
Wachsen der Funktion z* zeugt.

1 )

o

=17

Z

Das graphische Bild G, der Funktion
y=2° (4)

(die ,,kubische‘ Parabel) hat den Ursprung O als Symmetnezentmm (Abb. 13¢);
denn die Funktion 23 ist ungerade. Ahnlich wie G, liegt es im ersten und
dritten Quadranten. Mit G; hat G, die Punkte O und P(l,1) gemeinsam.

Im Intervall 0 < = < 1 liegt G’, unterhalb, im Intervall 1 < z < co oberhalb G,.
In der Nihe des Ursprungs schmiegt sich @, noch enger an die z-Achse an als

Abb. 14
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@, (im Punkt O beriihrt G; die z-Achse ,,von zweiter Ordnung®, wobei die
Tangente die Kurve schneidet); bei unbeschrinktem Wachsen von z wichst z*
noch schneller als 23.
Es sei allgemein (fiir beliebiges positives ganzes n) G, das graphische Bild
der Funktion "
y=z"

Man stellt leicht fest, daB fiir jedes » das Bild G, durch die Punkte O und
P(1,1) geht. Fir gerades n hat G, die y-Achse als Symmetrieachse und liegt
im ersten und zweiten Quadranten, wihrend fiir ungerades n der Ursprung O
Symmetriezentrum ist und G, im ersten und dritten Quadranten liegt. Im
Intervall 0 < z < 1 bilden fiir jedes 2 die entsprechenden Werte der Funk-
tionen (1) eine fallende geometrische Folge, d. h,, in der Folge

Gy, G,, Gyy oo Gy, .. (5)

der graphischen Bilder liegt im Intervall 0 <z <1 jedes vorangehende
oberhalb aller folgenden, und die Kurven schmiegen sich immer enger an die
z-Achse an. Im Intervall 1 <z <oo bilden die betreffenden Werte eine
wachsende geometrische Folge, und bei den graphischen Bildern liegt jedes
vorangehende unterhalb der folgenden.

In Abb. 14 sind die graphischen Bilder der Funktionen z, a2, 28, 4, 2, 2% im
Intervall —1 < z < 1 dargestellt.

§8. Polynome ersten Grades (lineare Funktionen)
Unter einer U Funkti teht man allgemein eine Funktion der
Form
y=az+b  (a+0). (8)

Der Gleichung kann man entnehmen, daB man ihre graphische Dsrste].lu.ng
aus der graphischen Darstellung der Gleichung y =z durch Dehnung in
‘Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a| (1m Fall a<0 mt nwch-
folgender Spiegelung an der z-Achse) und Li Ve
die Strecke b parallel zur y-Achse erhalten kann. In der Tat: Wir betmchten

der die graphi Darstellungen der Gleichung
1. y=u=,
2. y=|a|=,
3. y=axz,
4. y=ar+b.
Die graphische Darstellung der Gleich 1. ist uns bereits bekannt; es ist die

Winkelhalbierende des ersten und dntten Quadranten. Der Gleichung 2. kann
man auch die Form —% =z geoben, woraus zu ersehen ist (vgl. §3, lTIb), daB
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h

ihre graphische Darstellung aus der graphi Darstellung von 1. durch
Dehnung mit dem Dehnungsfaktor |a| erhalten werden kann. Die graphische
Darstellung von 3. unterscheidet sich im Fall @ > 0 nicht von der graphischen
Darstellung von 2.; im Fall ¢ <0 kann man der Gleichung 3. die Form
y= —|a| z oder (—y) = |a| = geben, woraus zu ersehen ist, daB in diesem
Fall die graphische Darstellung von 3. aus der graphischen Darstellung von 2.
durch Spiegelung an der z-Achse erhalten werden kann. SchlieBlich sieht man
leicht ein (§ 3, IIb), daB man die graphische Darstellung von 4. aus der von 3.
durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse um die Strecke b er-
halt.1) .
Entsprechend entnimmt man der Darstellung

y=a(x+-3—)

fiir (6), daB man die graphische Darstellung von (6) auch durch Verschiebung
der graphischen Darstellung von y = z parallel zur z-Achse um die Strecke

(— —:—) und nachfolgende Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungs-

faktor |g|' (und im Fall ¢ < 0 mit nachfolgender Spiegelung an der z-Achse)
erhalten kann.

So, aber auch auf andere Weise, kann man sich klar machen, daB das
graphische Bild jeder linearen Funktion eine geneigte (d. h. zu keiner Koordi-
natenachse parallele) Gerade ist. Der Koeffizient a in der Gleichung (8) ist
ein MaB fir die Steigung (oder den Anstieg) der durch (6) dargestellten Ge-
raden; er wird deshalb auch Steigungskoeffizient gemannt. Der Steigungs-
koeffizient ist der Tangens des Winkels, den die Gerade mit der positiven
Richtung der z-Achse einschlieft. Im Fall a=1 ist dies klar, da in diesem
Fall der Winkel 45° betrigt. Im Fall a=1 ergibt sich diese Behauptung
daraus, daB bei Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungs-
koeffizienten |a| sich der Tangens im gleichen MaBe &ndert, wihrend bei
einer evtl. Spiegelung an der z-Achse der Winkel wie auch der Tangens ihr
Vorzeichen #ndern.

Das absolute Glied b ist der Wert der Funktion (6) fir z=0, d. h. die
Strecke, welche die Gerade auf der y-Achse ,,abschneidet oder genauer: die
Ordinate des Schnittpunktes der Geraden mit der y-Achse.

Was den Schnittpunkt der Geraden mit der z-Achse betrifft, so ist seine

Abszisse gleich —.
Die Funktion (6) ist, wie man leicht sieht, im Fall @ >0 wachsend und

im Fall ¢ < 0 fallend.
Im Fall a = O entartet die Funktion (6) in eine Konstante (ein Polynom
vom Grad Null); ihr graphisches Bild ist eine zur 2-Achse parallele Gerade.

1) Im folgenden werden Uberl dieser Art nicht mehr im einzelnen ausgefihrt,
sondern mit Hinweisen auf die prechenden Sétze in § 3 abgetan.
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§9. Polynome zweiten Grades

Ein Polynom zweiten Grades ist ein Ausdruck der Form
y=az*+bx+c (@=0). (7

Wir nehmen auf der rechten Seite die folgenden Umformungen vor: Zunichst
ziehen wir a ,,vor die Klammer* und spalten dann ein vollstindiges Quadrat
ab:
b\2 6 4ac—b

y=a(o+55) + 5] ®
Die Gleichung (8) zeigt, daB man die graphische Darstellung der Gleichung (7)
aus der Parabel y = z? durch Hintereinanderausfiihrung folgender Trans-
formationen erhdlt:

1. Eine Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke (—;;a) .

2. Eine Verschiebung parallel zur y-Achse um die Strecke 4“:; L

3. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a|
(und im Fall @ < O anschlieBend eine Spiegelung an der z-Achse).

Die Gleichung (7) kann man aber auch in der Form

b 4ac—b
y=a(etgy) + 20 ®

schreiben, so daB auch eine andere Folge von Transformationen méglich ist:
1. Eine Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke (—;—a) .

2. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse (mit evtl. nachfolgender Spie-
gelung an der z-Achse) mit dem Dehnungsfaktor |a|.

3. Fine Verschicbung parallel zur y-Achse um die Strecke 222=%

Die graphische Darstellung eines Polynoms zweiten Grades ist also eine
Parabel, die kongruent ist zur Parabel, die man aus der Normalparabel y = 2*
durch Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a| erhalt.

Unabhingig von den beschriebenen Transformationen ist aus den Glei-
chungen (8) und (9) ersichtlich (vgl. §5), da8 im Fall a >0 die Funktion

ax? + bx 4 ¢ fir z<——% fillt und fir z>—?ba- wichst und daB sie im
Punkt o= — o fao ¥
b

ein Minimum mit dem Wert annimmt; im Falla <0
wiichst sie dagegen fiir z < _?b&' und falit firz>—-—, wihrend sie im Punkt

2a da
—pt
z =—?ba- ein Maximum mit dem Wert “:—ab annimmt.

Ist b0, so wird (bei der Transformation 1.) die Parabel nach links ver-
schoben, wenn a und b gleiches Vorzeichen besit: und nach rechts, wenn
die Vorzeichen verschieden sind. Ist b = 0, so fiillt die Horizontalverschiebung
fort.
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Die Vertikalverschiebung fillt weg, wenn die Diskriminante
D=4ac—b*

verschwindet. Die Gleichungen (8) und (9) zeigen, daB dann die Funktion
ax? 4 bx + ¢ fiir alle Werte von z mit Ausnahme von z= —?"a— dasselbe
Vorzeichen besitzt, und zwar gerade das Vorzeichen von a, wahrend sie
fir z= —% der Wert Null annimmt, d. h., die Parabel beriihrt in diesem
Fall die z-Achse.

Ist D positiv, so ist in (8) die Summe in den eckigen Klammern fiir alle
Werte von z positiv, d. h., die Funktion az® 4 bz + ¢ besitzt fiir alle Werte
von z dasselbe Vorzeichen wie a, d. h., die Parabel hat mit der z-Achse keinen
Punkt gemeinsam.

Ist D negativ, so kann man den Ausdruck in den eckigen Klammern in (8)
als eine Differenz von Quadraten ansehen und, wenn man

_ —b—Vrr—dac z,= —b+ Vb —4dac
n= %a ’ 23
setzt, das Polynom als Produkt
ar?+br+c=a(x—x)(xr—x,) (2, < xg)

darstellen. Dieser Gleichung kann man entnehmen, da die Funktion
az? + bz + ¢ fir = z, und z = z, verschwindet, d. h., daB in diesen beiden
Punkten die Parabel die z-Achse schneidet. Zum Vorzeichen der Funktions-
werte ist zu sagen, daB es nicht iiberall dasselbe ist; im Fall @ > 0 sind die
Funktionswerte positiv fiir <z, und = > 2, und negativ fir z, <z < z,,
withrend im Fall ¢ < 0 die Verhédltnisse genau umgekehrt liegen. Auch dies
1aBt sich natiirlich leicht geometrisch deuten,

§ 10. Polynome dritten Grades

Ein Polynom dritten Grades ist ein Ausdruck der Form
y=a*+bx®+cz+d (2= 0). (10)

Ziehen wir hier ¢ vor die Klammer und spalten wir einen vollstindigen Kubus
ab, so erhalten wir

y=a[(z+§—a)°+(%~ 5w =+ (6o )]
=e|fetgs) +(E 5 o) Eras) s Era )] Ao

=a|(e+45) +D(a+55)+ D)

o:|- ]
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wobei zur Abkiirzung

c 1 b

T 3 @
d 1 be 2 »
D=g—gatua

gesetzt ist. Ist D=0, so kann man (11) noch folgendermaBen umformen:

b \3 b
T4+ z+
y DI
= D /' ( 3“) :':( 3“) X }’ 12
el { Dl ARV 42)
wobei vor dem zweiten Glied das Plus- bzw. Minuszeichen steht, je nachdem,
ob D > 0 oder D < 0. Ist dagegen D = 0, so nimmt (11) die Form

y=a{(z+—;—a)z+ D} (13)
an.

Den Gleichungen (12) bzw. (13) kann man entnehmen, daB das graphische
Bild jeder Funktion (10) aus dem graphischen Bild eines der folgenden ein-
facheren Polynome durch el tare Transformati (vgl. §3, I bis III)
gewonnen werden kann:

(¢) y=2*+=,
B y=2—=,
(») y=2>

Ist nidmlich D == 0, so erhilt man das graphische Bild von (10) aus dem gra-
phischen Bild von () bzw. (8) (je nachdem, ob D > 0 oder D < 0) durch
folgende Transformationen:

1. Eine Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor V|D|.

2. Eine Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke (—:—a)‘

b
| D' .

4. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor
|| - | D[ (und eine Spiegelung an der z-Achse im Fall a < 0).

Im Fall D= 0 erhélt man das graphische Bild von (10) aus dem von (y) durch

1. Eine Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke (—%).

2. Eine Parallelverschiebung lings der y-Achse um die Strecke D’. . )

3. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a|
(und eine Spiegelung an der z-Achse im Fall a < 0).

Um also Klarheit iiber den Verlauf und die Lage des graphischen Bildes
einer beliebigen Funktion der Form (10) zu erlangen und diese zu diskutieren,
braucht man nur die graphischen Bilder der Funktionen («), (8) und (y) zu
untersuchen.

3. Eine Parallelverschiebung lings der y-Achse um die Strecke
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Was die Untersuchung der Funktion (y) betrifft, so kénnen wir auf §7
verweisen.

Die Funktionen (x) und (B) sind beide ungerade, d. h., ihre graphischen
Bilder (Abb. 15) liegen symmetrisch in bezug auf den Ursprung Die Funk-
tion () ist fiir > O wachsend (vgl. §5); ihre graphische Darstellung liegt
fir > 0 offenbar oberhalb der Geraden z=y und schmiegt sich in der
Umgebung von O eng an diese an (sie beriihrt die Gerade z= y im Punkt 0).

¥ !/r
() )
U . \\ 1+
” N
24 1I N g2
. [ H [
-7 1z 0 TV T
) é ~|
Vet ~N :
,I N
-1+ -7k N
Abb. 15

Der Verlauf der graphischen Darstellung von (8) ist komplizierter. Die
Faktorzerlegung
B—z=z(@x—1)(z+1)

zeigt, daB das Bild von (f) die z-Achse in den Punkten =0, z=1 und
z=—1 schneidet. Fiir das weitere beschriinken wir uns auf positive Werte
von z. Ersichtlich ist 23— x> 0 fiir z > 1 und 2® —z < 0 fiir 0 < 2 < 1. Ferner
ist unmittelbar klar, daB (fiir > 0) das graphische Bild von (f) oberhalb der
Geraden y= —z liegt und d.iese im Punkt O beriihrt. Der Identitit

. e Lo I

kann man entnehmen, da8 die Funktion (8) fiir z= W ein Minimum mit dem
Wert (— 3}2/5) annimmt. Aus (14) ergibt sich ferner, daB die Funktion (8)

fiir &> -},;= wiichst (s. § 5).

Ebenfalls kann man, wenn man direkt auf die Definition zuriickgeht, leicht
elementar zeigen, daB die Funktion f(z)= o* — x fiir 0 < z < - fallt. Sind
némlich 13

=z
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und
2'=z+h
Zahlen aus diesem Intervall, die der Bedingung
0§x’<z"ST
geniigen, so ist
0<hs—-,
3
1
ngg—a—h
und L . )
3 R —— —=—k)+ 1
322+ 3hz + g?,(ﬁ h) +3h(},§ )+
=1—-hV3 +m=1—r({3 -1)<1,
80 daB in

f@)—f@)=f(z+ k) —f(z)
=[(z + B — @+ B)] — (&®— %) = — h{l — (3 8hz + %))

der Ausdruck in den geschweiften Klammern positiv und daher die Differenz
J(@’)— f(2') negativ ist,?)

§ 11. Biquadratische Polynome

Von den Polynomen vierten Grades wollen wir hier nur die sogenannten
biguadratischen Polynome, d. h. die Polynome der Form

=aat+ ba? 0 15
niher untersuchen. y=aattbaite (@+0) (5)

Alle diese Polynome sind gerade Funktionen, d. h., ihre graphischen Bilder
liegen symmetrisch in bezug auf die y-Achse. Die Umfounung von (16) zu

i

188t erkennen, daB man im Fall b+ 0 die graphische Darstellung des Poly-
noms (15) aus der von
(@ y=oA+a

# y=z—z

1) Es ist zundchst nicht ersichtlich, wie man auf die Identitst (14) kommt. Das 1a8t
dxe von uns verwendete elementare Methode sehr kiinstlich erscheinen. In diesem

G

bzw.

hang ist es nittzlioh, sich zu tigen, daB die Differentialrechnung
eine natiirliche und einheitliche Methode zur Bestimmung von Maxima und Minima
liefert und auch das Studium der ,,Wachst hiltnisse* einer Funktion wesentlich

erleichtert.
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durch passende Dehnungen in Richtung beider Achsen (mit evtl. Spiegelung
an der z-Achse) und anschlieBende Verschiebung parallel zur y-Achse erhalten
kann, wihrend man im Fall 6= 0 von einer graphischen Darstellung von

() y==*
ausgehen muB.

Da die Funktionen z2 und a* positiv und fiir > 0 wachsend sind und ihre
graphischen Bilder im Punkt O die x-Achse beriihren, besitzt auch ihre S
die Funktion («), diese Eigenschaften (Abb. 16).

Was die Funktion (f) betrifft, so kann man zunichst der Gleichung

—z?=a(r—1)(x+1)

unmittelbar entnehmen, daB sie fir =0 und x= 41 verschwindet (im
Punkt O beriihrt die graphische Darstellung von () die z-Achse; vgl. Abb. 16).

]

17 Y.

@ v

Abb. 16

Nun kann man die Funktion (f) aber auch in der Form y = ¢ (2?) darstellen,
wobei @ () = u? — u ist. Wuchst hier » von 0 bis L ——, so fillt die Fun.ktlon @(u)
von 0 bis —i, withrend fir - < u < 0o d1e Fu.nktlon @(u) von e bls oo
wichst ;1) wachst also z(= }’u) von 0 bis f’ 80 fe.llt die Funktion y @(2?)
von 0 bis ——, withrend sie fiir —— < z < o0 von 'y ! bis oo wiichst (vgl. §5).

V—
§12. Polynome hiheren Grades

Die Hauptschwierigkeit bei der Untersuchung, wie sich die Vorzeichen der
Werte eines Polynoms

y=aa"+ba" ...+ kx+1 (@$0; n=4) 17

1) Es ist namlich (vgl. §9)
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verhalten, besteht darin, es in Faktoren zu zerlegen, was seinerseits darauf
hinausléuft, alle (zumindest aber die reellen) Wurzeln der Gleichung

gL ba* e kz+1=0 (18)

zu bestimmen. Nehmen wir an (und damit schrinken wir die Allgemeinheit
der Uberlegungen nur wenig ein), der hichste Koeffizient a sei gleich 1. Aus
der Algebral) ist bekannt, daB das betrachtete Polynom nach Zusammen-
fassung der paarweise konjugiert komplexen Faktoren als Produkt der Form

y=@E—a)} z—pF (—y) (@ +pT+gP- (19)
dargestellt werden kann, wobei die Zahlen «, §, ... die reellen (paarweise
hied ) Nullstellen des Polynoms und 4, g, . . . ihre Vielfachheiten sind,

wiihrend die quadratischen Polynome 22+ pz + g, . . . nur konjugiert komplexe
Nullstellen besitzen. Da die Polynome 2%+ px+ g, ... stets positiv sind,
hiingt das Vorzeichen der Funktionswerte y nur von den Vorzeichen der
Faktoren (z— o), ... ab. Um etwas bestimmtes vor Augen zu haben, wollen
wir annehmen, daB die Nullstellen a, f, . . . der Grofe nach angeordnet sind,
etwa a>f>.... Wir untersuchen nun, was geschieht, wenn bei kleiner
werdenden Argumentwerten z durch die Werte a, §, ... hindurchgeht. So-
lange z groBer als « ist, sind alle Faktoren des Produktes und damit auch das
Polynom selbst positiv. Hat = den Wert « durchlaufen, so ist die Differenz
Z — « negativ; ob der Faktor (x — a)* positiv oder negativ ist, hingt davon ab,
ob der Exponent A (d. h. die Vielfachheit von «) eine gerade oder ungerade
Zahl ist. Entsprechendes gilt, wenn z den Wert § durchlduft, usw.

Aus diesen rlegungen ergibt sich das folgende Resultat fiir die graph
Darstellung des Polynoms (17): Das graphische Bild des Polynoms (17) liegt
fiir = > o oberhalb der z-Achse; fiir § < z < « liegt es oberhalb bzw. unterhalb
der z-Achse, je nachdem, ob die Vielfachheit A von « gerade oder ungerade ist;
fiir y <z <f liegt es oberhalb bzw. unterhalb der z-Achse, je nachdem,
ob A+ u gerade oder ungerade ist, usw. Die Summe der Grade aller Faktoren
in(19),d. h. A4+ u+v+---+ 20+ ---, ist gleich dem Grad « des gegebenen
Polynoms. Daraus folgt, daB fiir gerades n das graphische Bild von (17) links
von der kleinsten Wurzel (wie auch rechts von der gréSten Wurzel) oberhalb
der 2-Achse liegt, wihrend es fiir ungerades = links von der kleinsten Wurzel
unterhalb der z-Achse liegt. Alles dies gilt auch dann, wenn der héchste
Koeffizient a eine beliebige positive Zahl ist; jst dagegen a negativ, so
kehren sich alle Vorzeichen um.

Wir bemerken noch, daB in den Punkten, welche einfachen Nullstellen (d. h.
Nullstellen der Vielfachheit Eins) des gegebenen Polynoms entsprechen, das
graphische Bild die z-Achse schneidet, ohne sie zu berithren; in Punkten,
welche Nullstellen einer geraden Vielfachheit entsprechen, liegt eine Be-
rilhrung ohne Schnitt vor; eine Berithrung mit Schnitt (wie z. B. bei der
Funktion y= %) erfolgt in den Punkten, die Nullstellen ungerader Viel-

sonh

1) Vgl. EdEM, Bd.II, L. J. OkunsEw, Der Ring der Polynome und der Korper der
rationalen Funktionen, § 6. — Anm. d. wiss. Red.
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fachheit 4 = 3 entsprechen Alles dies a8t sich streng mit Methoden der
Differential

Das Wachstumsverhalten eines Polynoms hoheren Grades liBt sich mit
elementaren Methoden nur in Spezialfillen ermitteln. Die Darstell

y=a(l+ T+t ot ) (20)

zeigt lodiglich, daB bei unbeschrinktem Wachsen von |z| auch der absolute
Betrag der Funktionswerte y unbegrenzt wichst, und zwar um so schpeller,
je groBer der Grad = ist.

Bei der Untersuchung von Polynomen sind gewisse Vereinfachungen dann
méglich, wenn das Polynom eine gerade oder ungerade Funktion ist. Offenbar
ist ein Polynom dann (und nur dann) eine gerade Funktion der Veriinder-
lichen z, wenn es nur gerade Potenzen von z enthélt, und eine ungerade Funk-
tion, wenn es nur ungerade Potenzen von z enthilt.

§ 13. Die Potenztunktionen mit negativem ganzen Exponenten

Wir wollen jetzt die graphischen Bilder G, G,, G;, ..., G,, ... der ein-
fachsten gebrochenen rationalen Funktionen

111
?) ?y 8 A
untersuchen. Wir beginnen mit der Funktion
1
Y= (21)
die als Losung der Gleichung
zy=1 (22)

zweiter Ordnung auftritt. Thr graphisches Bild (Abb. 17a) kann man ent-
sprechend § 2,6 punktweise aus der Geraden z= y gewinnen. Es liegt sym-
metrisch in bezug auf den Ursprung O und in bezug auf die Gerade z=y
(vgl. §4); der Punkt z= 0 ist dadurch ausgezeichnet, daB ihm kein y-Wert
entspricht, d. h., auf der y-Achse liegt kein Punkt des graphischen Bildes von
(21). Dieser Punkt ist eine ,,Unstetlgkeltsstelle“ der Funktion (vgl. Kap. III,

§42), in ihm ,,verliert die Funktion y = — lhren Sinn“. Es sei zm folgenden
z > 0. Da die Funktion y = z wachsend 1st ist die Funktion y= — aIs zu ihr

reziproke Funktion fallend. Ihr graphisches Bild &, geht durch den Punkt
mit den Koordinaten (1,1). Wiichst z unbeschrinkt, so wird der reziproke

Wert % beliebig klein, die graphische Darstellung nihert sich (wie man sagt,
»asymptotisch‘) der z-Achse. Néahert sich  dem Wert 0, so wird der reziproke
Wert % beliebig groB, das graphische Bild geht unter (,,asymptotischer)
Annéiherung an die y-Achse ,,ins Unendliche”. Wegen der Symmetrie zum
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Ursprung besteht die Kurve aus zwei ,,Asten** (oder ,,Zweigen®); der eine Liegt
im ersten, der andere im dritten Quadranten. Man nennt die Kurve eine
Hyperbel. Die z- und die y-Achse sind ihre Asymploten.t)
Wir betrachten als niichstes die Funktion
1

y=7- (23)
Thre Funktionswerte sind reziprok zu den prechenden Funkti erten
der Funktion y= 2?. Eine Symmetrie zur Winkelhalbierenden z=y liegt
y 17 u
Gr 0 G
7+ 7+ 7+
1 1 1 1 1
Z7 51_ 7 T =7 7 T 70 7 I
~7 -1+ -1+
a) )] 9
Abb. 17

beim graphischen Bild @, der Funktion (23) nicht vor. Fiir z>1 ist 2>z
und daher & <, s0 da8 fiir 2> 1 das graphische Bild 6, unterhalb von G,

" liegt (sich schneller der z-Achse anschmiegt). Fiir 0 < z < 1 ist dagegen 2 < z
und dsher &>, 50 daB far 0 <z ©1 das Bild von (23) oberhalb G, liegt
(schneller anwichst). An die Stelle der Symmetrie von @, zum Ursprung tritt
bei G, eine Symmetrie zur y-Achse; auch das graphische Bild G, besteht aus
zwei ,,Asten*, von denen einer im ersten und der andere im zweiten Quadrant,
liegt (Abb. 17b).

Eine Untersuchung der weiteren Funktionen y= —:—_ und ihrer graphischen
Bilder G, (n=3,4,...; G, ist in Abb. 17c dargstellt) zeigt, daB alle diese
Funktionen, wie auch die beiden bereits betrachteten, fir z= 0 ,,ihren Sinn
verlieren*, ferner gerade oder ungerade sind, je nachdem, ob 7 gerade oder
ungerade ist, und fiir > 0 bei unbeschrinktem ‘Wachsen von z beliebig klein
und bei Anniherung von z gegen Null beliebig groB werden. Wegen

r<B<aP< .- fiir z>1

und
r>>a23>... fir0<z<1

1) Vgl. etwa O.-H. KELLER, Analytische Geometrie und lineare Algebra, Berlin 1957
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Geometrisch bedeutet dies, daB fiir jedes  im ersten Quadranten fiir z > 1 die
Kurve @,,, unter der Kurve @, und fiir 0 < z < 1 die Kurve G,,, iiber der

Y
]
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Abb. 18

Kurve G, liegt. Alle Kurven nihern sich asymptotisch der z- und der y-
Achse (Abb. 18). Jede der Kurven @, besitzt nooh einen zweiten Ast, der, je
nachdem, ob # ungerade oder gerade ist, zum ersten in bezug auf den Ursprung O
oder die y-Achse symmetrisch ist und im dritten oder zweiten Quadranten
liegt. Die Kurven G, (n=2,3,4,...) nennt man mitunter 4uch Hyperbeln
hoherer Ordnung.
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§ 14. Gebrochene lineare Funktionen

Im vorliegenden Paragraphen betrachten wir Funktionen

az+b
Y="z+d’

(24)

wobei wir annehmen konnen, da8 der Bruch auf der rechten Seite nicht gekiirzt
(ad — be %= 0) und die Funktion nicht auf eine ganze lineare Funktion zuriick-
gefiihrt werden kann (c = 0). Da man (24) offenbar auch in der Form
y=t 2l (25)
c® (a: + ?)
schreiben kann, 148t sich das gnp]:usche Bild der Funktion (24) aus dem von i
durch folgende el t: fi tionen erhalten:
L. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor
| ad—be (und eine Spiegelung an der z-Achse im Fall ad —b¢>0).

2. Eine Parallelverschiebung in Richtung der z-Achse um die Strecke
d
(%)
3. Eine Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse um die Strecke %.

Hieraus folgt, daB die Gleichung (24) ebenfalls eine (gewdhnliche) Hyperbel

darstellt. Im Punkt z= — - verliert die Funktion (24) ihren Sinn (sie hat dort
d

keinen Wert, sie ,existiert dort nicht). In den Intervallen (—oo, _T)

und (_% +oo) wiichst, (im Fall ad— be > 0) bzw. fallt (im Fall ad — be < 0)
sie stindig.!) Bei unbegrenztem Wachsen von |z| ke die Funktionswerte
dem Wert % beliebig nahe, wie man unmittelbar aus (25) oder noch einfacher
aus

b
az+b a+;
cz+d d

et

ersieht. Der Punkt mit dem Koordinaten (——f— , :—) (der nicht auf der Kurve
Liegt) ist der Mittelpunkt (das Symmetriezentrum) der Hyperbel; die Geraden
z= —% und y= % sind ihre Asymptoten.

1) Wir sagen hierfur auch kurz: Die Funktion wachst (oder fallt) éiberall mit Ausnahme
der ,,Unstetigkeitsstelle*‘.
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§ 15. Gebrochene rationale Funktionen zweiten Grades

Auch das Wachstumsverhalten von Funktionen

2+ b
Y=gy (@+d+0) (26

mit teilerfremdem Zihler und Nenner 1Bt sich mit elementaren Methoden
beschreiben, obgleich die dabei verwendeten ,identischen Umformungen*
teilweise mehr oder weniger kiinstlich sind. Ist d == 0, 50 kann man die rechte-
Seite von (26) in der Form :
azt+bz4c a 1
dz?*tez+f d d(dzt+ ez +[)
(bd—ae) z+ (cd—af)

darstellen (die Ausdriicke bd —ae und cd — af kénnen nicht beide gleich
Null sein, da sonst in (26) nicht Zihler und Nenner teilerfremd wiiren). Damit
ist die Untersuchung dex, Funktion (26) auf die Untersuchung einer gebrochenen
rationalen Funktion zuriickgefiihrt, deren Zshler ein Polynom zweiten Grades
und deren Nenner ein Polynom ersten Grades ist. Im Fall d = 0 ist (26) bereits
von vornherein eine rationale Funktion dieser spezielleren Art.
Wir betrachten also eine Funktion
_ mzlynz4p
Y="zvs

" wobei wir annehmen, daB m = 0 und 7 = 0. Durch diese Nebenbedingung
werden lediglich bereits friiher betrachtete Fille ausgeschlossen (§14 und §9).
Setzen wir

27y

(28)

8
=——

T

so erhalten wir, wenn wir den Zihler von (28) nach Potenzen von z— o«

ordnen, _Mm@E—aP+2ma +.n) (z—a)+ (ma+ na + p)

y r(z—a) ’

d. h.

m
z—a

% NI
—”‘_l (29)

y=%l(z~a)+(2a+%)+

Die Zahl A= o2+ %a+ % ist von Null verschieden?), so daB die Fiille
I. 4<o0,

II. 4>0
alle Moglichkeiten erschopfen.

*) Die Beziehung 4? + 42 +0 bringt offenbar zum Ausdruck, daB mindestens eine der
Zahlen a oder b von Null verschieden ist.

%) Da a Nullstelle des Nenners von (28) ist, hatte das Verschwinden von A zur Folge,
da8 « auch Nullstelle des Z&hlers ist, d. b., daB Zahler und Nenner in (28) nicht teiler-
fremd sind.
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Im ersten Fall konnen wir (29) auf die Form
_ 2ma+n m}'lT g—a V|_A—|
y= r + T V4] s—«

bringen. Hieraus ist zu ersehen, daB die graphische Darstellung der Funk-
tion (28) in diesem Fall aus der graphischen Darstellung der Funktion

y=z—% (I)

durch Anwendung folgender Transformationen erhalten werden kann:
1. Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor ¥|4|;

2. Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor %;

3. Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke a= -5

4. Verschiebung paralle]l zur y-Achse um die Strecke -?m:#.

Im zweiten Fall konnen wir, wenn wir beachten, daB dann |4|= 4 ist,
der Gleichung (29) die Form

ot ot fece )
r T A

T—a

geben. Hieraus ist zu ersehen, daB im Fall IT die graphische Darstellung
von (28) durch dieselbe Transformation wie im zuvor behandelten Fall I aus
der hischen Darstellung von

y=z++ an

gewonnen werden kann,

Es geniigt also, die graphischen Bilder der Funktionen (I) und (II) niher
zu untersuchen.

Der Gleichung (I) kann man offenbar auch die Form

_#—1
Tz

oder

— 1
y={e=Deth 30)

geben. Aus (30) ist zu ersehen, daB die Funktion (I) genau an den Stellen
z=1 und z= —1 verschwindet und an der Stelle z= 0 ihren Sinn verliert
(eine ,,Unistetigkeitsstelle” hat) (Abb. 19a). Ihr Vorzeichenverhalten 1aBt sich

unmittelbar iibersehen. Weil die Funktion z iiberall’und die Funktion —%

iiberall mit Ausnahme der Unstetigkeitsstelle z= 0 wiichst, ist (vgl. § 5, 3)
auch die Funktion (I) mit Ausnahme der Unstetigkeitsstelle iiberall wachsend.
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Auch die Funktion (II) hat eine Unstetigkeitsstelle im Punkt z= 0; im
Gegensatz zur Funktion (I) nimmt sie aber nirgends den Wert Null an
(Abb. 19b). Um ihr Wachstumsverhalten fiir z > 0 zu ermitteln, geben wir (II)
die Form

y= z+0z—7ry (31)

Diese Schreibweise 148t erkennen, daB die Funktion (II) im Punkt z=1
ein Minimum mit dem Wert y = 2 annimmt. Da die Funktionen }z un ——%

z
im Intervall 1 <z < oo wachsend sind (§5; 3, 6, 7, 8), wichst dort auch

Y4

Abb. 19

ihre Summe V_——_., und wegen ]/———V= >0 smd dort auch die Fu.nktlon
(}/—— —-) und schheBl.wh die Funktion (31), d.h. die Funktion z + =

bhend sieht man, daB die Funktion (II) im Intzrva].l
0<z<1 fa.]lt “hierzu braucht man nur der Gleichung (IT) die Form

y=z+ﬁg_vg (32)

zu geben.

Eine eingehende Untersuchung der Funktionen (I) und (II) fiir negative
Werte von z eriibrigt sich, weil beide Funktionen ungerade sind, d. h. ihre
graphischen Bilder zum Ursprung O symmetnsch hegen

Zu bemerken ist noch, daB die beiden graphi tell die Gerade
x=y als Asymptote besitzen (vgl. Abb_ 19a und b). Dles ergibt sich daraus,

da8 die Differenz (zj; ?) —z beliebig klein wird, wenn |z| unbeschrinkt
wiichst.
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Wir haben bisher das Verhalten von Funktionen der Form (28), d. h. von
Funktionen (26) mit d= 0 untersucht. Zur Klirung des allgemeinen Falls
geniigt es unter Hinweis auf (27) zu bemerken, daB man das graphische Bild
von (26) mit d & 0 aus dem graphischen Bild einer geeigneten Funktion (28)
(im Fall bd — ae 3 0) bzw. einer Funktion

y=az*+bz+c (@a%0)
(im Fall bd — ae= 0, cd — af 5 0) durch folgende Transformationen erhilt:

1. Ubergang von der graphischen Darstellung einer Funktion zur graphischen
Darstellung der reziproken Funktion (vgl. §2);

2. Parallelverschiebung lings der y-Achse um die Strecke —;—

Damit ist auf Grund v
von §5, 1 bis 9, auch
das Wachstumsverhal-
ten der betrachteten
Funktion leicht zu er-
mitteln. Ebenso be-

reitet die Bestimmung ; SN

des Vorzeichenverhal- \

tens und die Ermitt- N 1

lung der Punkte, in AN 78\ 3 al

denen die Funktion
verschwindet und in

denensieUnstetigkeits-
stellen besitzt, keine
Schwierigkeiten.
Beispiel 1.
2—4
= Abb. 20
V=F—5z—3 ®
Die Schreibweise @+ (-2
T (=3 (z+1)
1aBt erk daB die hische Di llung der Funktion (33) die z-Achse in den
Punkten z = —2 und z = + 2 schneidet und in den Punkten z=—1 und z=3 Un-
stetigkeiten besltzt, sm ermagllcht es auch, des Vorzei halten der Funktion zu
ermitteln. Der S
4
y= ——"1 =
- 2 3
==

sieht man an, daB sich y dem Wert 1 néihert, wenn |z| unbeschrankt wichst. Die Gerade
y =1 ist also Asymptote. Mit Hilfe von zwei bis drei Punktsubstitutionen kann man
ein graphisches Bild entwerfen, wie es in Abb. 20 dargestellt ist.
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Um sich jedoch davon zu iib gen, da8 die Funktion (33) mit A hme der Un-
stetigkeitsstellen wirklich iiberall fallt, muB man auf die oben entmokolte Theom zuriick-
greifen. Sie fiihrt auf die folgende D. llung der bet: F

2
=
1 4
-1+ (d;—?) +j
2

und man kann sich, um die erforderlichen Sohliisse zu ziehen, unmittelbar auf die ent-,
sprechenden Sitze aus § 5 berufen.

Beispiel 2.

y=1+

_#+z+1
T ar—z+1°

Abb. 21

Da der Zahler und der Nenner stets pomlv sind, ist auch die Funktion tiberall positiv.
Wie in Beispiel 1 ist auch hier die Gerade y = 1 Asymp Die dargelegte Theorie fithrt
auf die Darstellung 9

—l+(z+%)

y=1+

.

Dadjel“tmktionz+lﬁir|s|<l(mit‘ hme der U igkeitsstelle) fallt und ftir
|#| > 1 whchst, ist die betrachtete Funktion fiir | | < 1 wachsend und fiir || > 1 fallend;
Unstetigkeitastellen treten nioht auf (Abb. 21).

Beispiel 3. 1

y==i1




§ 16. Gebrochene rationale Funlkti 55

Auch diese Funktion ist iiberall positiv. Ihr Wachst halten folgt ittelbar aus
den Satzen des § 5 (Abb. 22).
Beispiel 4.
eispie s
Y=Fr

Abb. 23 -

Dwse Funktion lndert ibr Vorzeiohen in den Punkten z = :kl (Abb. 23), zur Unm
ung ihres W haltens geniigt es, sie nach den A
Theorie in der Form 2

y=lmg

darzustellen.

§16. Gebrochene rationale Funktionen (allgemeiner Fall)

Jede gebrochene rationale Funktion y= R(z) kann dargestellt werden als
Quotient zweier Polynome ohne gemeinsame Nullstelle:

- 55

P(z)=az"+ba™t+.--+kz+1
=a(z—af (z—p)- - (F+pz+gf-,
Q@) =a2a" + b2+ ¥zt
=d@—d) @B @ PN
ist und die bei der Aufspaltung in Faktoren auftretenden quadratischen
Polynome nur komplexe Nullstellen besitzen, also stets positiv sind. Die Null-
stellen des Zihlers werden, wie bereits gesagt, als verschieden von den Null-
tellen des N \{ tzt. Von den héchsten Koefﬁzle%ten a und @’

konnen wir (und dadurch wird die All inheit der folgend
nur un tl hrinkt) h daB sie glelch Eins sind. Also ist

-

wobei

@—at@—py - (@ +pst+gl---
=R(z)= - - - 34
y @ (z—a’)‘ @—p) . (2 +p'z 4N ( )
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Wir stellen uns nun vor, daB die Zahlen a, §, . .., o, f,. . ., also die reellen
Nullstellen des Zihlers und des Nenners, der Gré8e nach angeordnet sind.
Durch sie wird dann die z-Achse in eine bestimmte Anzahl von Intervallen
zerlegt. Ist nun z ein Wert aus irgendeinem dieser Intervalle, so kann man
Jeicht die Anzahl derjenigen Faktoren des Zihlers und des Nenners von (34)
ermitteln, welche fiir diesen Wert « negativ sind ; das Vorzeichen des zugehéri-
gen Funktionswertes hingt dann davon ab, ob diese Anzahl gerade oder
ungerade ist. Da die besagte Anzahl von Faktoren gleich der Anzahl der-
jenigen reellen Nullstellen des Zihlers und des Nenners ist, deren Vielfachheit
ungerade ist und die gréBer als der betrachtete Wert x sind, hingt sie nicht
davon ab, wie man den Wert z in einem festen Intervall zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Nullstellen von Zéhler oder Nenner wihlt, sondern nur von
dem Intervall selbst. Ausgehend von dieser Uberlegung kann man nun aber
auch sofort das Vorzeichen ermitteln, das die Funktion in einem gegebenen
Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen annimmt; dazu
braucht man sich nur vorzustellen, da z von + oo bis —oo fillt, und
zu beriicksichtigen, daB bei jedem Durchgang durch eine reelle Nullstelle
ungerader Vielfachheit des Zahlers oder des Nenners ein Vorzeichenwechsel
auftritt.

Sind a und o’ voneinander verschieden (also insbesondere nicht beide gleich
Eins), so tritt vor dem Bruch auf der linken Seite von (34) noch ein Zahl-
koeffizient auf; ist dieser positiv, so beeinfluBt er das Vorzeichen der Funktion
nicht (er bewirkt lediglich eine Dehnung des graphischen Bildes von (34) in
Richtung der y-Achse); ist der Koeffizient dagegen negativ, so gelangt man
zu einer entgegengesetzten Vorzeichenverteilung (zur Dehnung kommt noch
eine Spiegelung an der z-Achse).

Wir wollen nun den Verlauf des graphischen Bildes der Funktion in der
Umgebung der Punkte, die Nullstellen des Zihlers oder des Nenners ent-
sprechen, noch etwas eingehender studieren. Dazu sei & eine beliebige
Nullstelle des Zahlers oder des Nenners von (34). Wir kénnen dann (34) auch
in der Form

y=R()=(x— &) B ()

schreiben, wobei £ die betrachtete Nullstelle und |o| ihre Vielfachheit ist;
R, (z) ist das Produkt aller iibrigen Faktoren.

Ist £ eine Nullstelle des Zihlers, also o > 0, so nimmt die Funktion (34) an
der Stelle £ den Wert Null an, d. h., der zugehérige Punkt der graphischen
Darstéllung liegt auf der z-Achse. Die graphische Darstellung berithrt oder
schneidet!) in diesem Punkt die z-Achse, je nachdem, ob ¢ gerade oder ungerade
ist. Wenn man noch bedenkt, daB R, (&) positiv oder negativ sein kann, so
sieht man, daB eine der vier in Abb. 24a schematisch dargestellten Anordnun-
gen vorliegen muB.

1) Im Fall o = 1 ohne Beriihrung, in den Fallen o = 3, 5, ... mit Bertihrung.
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Im Fall 6 < 0, wo also £ eine Nullstelle des Nenners (und daher eine Unstetig-
keitsstelle der Funktion R(z)) ist, gelangt man zu vier entsprechenden An-
ordnungen, die in Abb. 24b dargestellt sind.

Um.die Frage nach ,,dem Verhalten der Kurve im Unendlichen‘ zu kléren,
braucht man nur den Zihler und den Nenner der vorgegebenen Funktion
durch z¥ zu dividieren, wobei N das Maximum der Zahlen » und »’ (des Grades

N

a”:r?m mf o de(s3) a”‘oae ofﬂrm
) (A5 A i)

<0
6un,
”y g

a>0

6 gerace JM 63) 66<0de
h (€)<0 ”M dé}‘”

N

D] )]
Abb. 24

von Zihler bzw. Nenner) ist. Man findet dann als Verhalten von R(z) bei
N h 'N

dnkt dem |z|:

1. Ist n < »’, 8o nihert sich die Kurve asymptotisch der z-Achsey
2. ist n= n’, 80 besitzt sie die Gerade

=7

als horizontale Asymptote;

3. ist m>=’, so wichst |y| unbeschrinkt; dabei gibt es fiir n > n’ 4 2
keine geradlinige Asymptote, wihrepd im Fall n= n’+ 1 eine ,geneigte
Asymptote vorliegt, deren Gleichung man dadurch erhilt, daB man den ,,ganz-
rationalen Anteil” (der im betrachteten Fall ein Polynom ersten Grades ist)
abspaltet. Zum Beispiel besitzt die durch

_ 22°4 32
Y=Frz+1
beschriebene Kurve, wie man aus der Darstellung

3z+1
o411

ersieht, die Gerade y=2z+ 1 als Asymptote,

y=2z+41—
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§17. Irrationale algebraische Funktionen

Unter einer ganzrationalen Funktion (einem Polynom) von zwei Verdnder-
lichen = und y versteht man eine Funktion in den Verinderlichen z und y,
deren Werte man aus den Werten dieser Verinderlichen und aus konstanten
Zahlen mit Hilfe einer Formel berechnen kann, in die nur die Operationen
Addition, Subtraktion und Multiplikation eingehen.

Ist P (z,y) eine solche Funktion, so definiert die (;

(sog te algebraische)

Gleichung
P(z, y)=0 (35)
eine algebraische funktionale Abhingigkeit zwischen z und y.
Ist nun
y=1(=) (38)
eine (emdeut)ge oder mehrdeuuge) Fu.nlmon, die in einém gewissen Intervall
einer algeb hung (36) identisch in z geniigt, d. h.
P(z, fx))=0,

so nennt man f(z) eine algebraische Funktion. Zum Beispiel ist die Funktion
y= Y1 — 2? eine algebraische Funktion, denn sie geniigt im Intervall —1 < z<1
der Gleichung 22+ y2=1.1)

Jede rationale Funktion (speziell also jede ganzrationale Funktion) ist
algebraisch.

In der Tat: Aus der Beziehung

P(z)
Y=Q@
wobei P(z) und Q(z) Polynome (ganzrationale Funktionen) in z sind, folgt
die Beziehung
Q@@)y—P)=

deren linke Seite eine ganzrationale Funktion in den Verinderlichen z und
y ist.

Ebenso wie die Polynome einer Verinderlichen werden auch die Polynome
in zwei Veranderlichen z und y nach ihrem Grad klassifiziert. Man muB hierbei
jedoch hinsichtlich des Grades in bezug auf z, des Grades in bezug auf y und
des Grades in bezug auf beide Verianderlichen unterscheiden; unter letzterem
wird folgendes verstanden: Zunéchst versteht man unter dem Grad eines ein-
zelnen Gliedes in bezug auf z und y die Summe der Exponenten von z und y,
die in diesem Glied auftreten; der Grad des gesamten Polynoms in bezug auf =
und y ist dann das Maximum der Grade seiner einzelnen Glieder.

Zum Beispiel ist das Polynom

P(z,y) =2+ 32y~

1) Siebe auch Seite 203.
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ein Polynom in z vom Grad 5, ein Polynom in y vom Grad 4 und ein Polynom
in z und y vom Grad 8.

Hat die linke Seite einer algebraischen Gleichung (35) den Grad = in bezug
auf z und y, so sagt man, die algebraische Gleichung sowie ihre graphische
Darstellung seien von der Ordnung n.

Aus dem Vorangehenden folgt, daB jede rationale Funktion y= P(z) einer

Jgebraischen Gleichung geniigt, die in bezug auf y den Grad Eins besntzt
Dies bedeutet jedoch mcht daB auch umgekehrt jede algebraische Gleichung,
die eine rationale Funktion festlegt, beziiglich y den Grad Eins besitzen muB.
Zum Beispiel geniigt die rationale Funktion y= z der Gleichung

yPr=2a? (37)
die in bezug auf y den Grad 2 besitzt, und der Gleichung
yP=a° (38)

die in bezug auf y den Grad 3 hat; der Gleichung (37) geniigt neben der ratio-
nalen Funktion y= z auch noch die rationale Funktion y= —z, wihrend
der Gleichung (38) auBer der Funktion y= z keine andere Funktion geniigt.
Die algebraischen Funktionen, die nicht rational sind, heiBen irrational.

Einfache Beispiele fiir irrationale algebraische Funktionen sind
y=Vz
und
y=V=2+1.9

Um die Irrationalitét einer gegebenen algebra.:schen Funktion zu beweisen;
muB man zeigen, daB es unméoglich ist, sie als Quotienten zweier Polynome
darzustellen. Wie jeder Unméglichkeitsbeweis ist auch ein solcher Beweis
mit gewissen Schwierigkeiten verbunden. Dem Leser sei empfohlen, die als
Beispiel angefiihrten Funktionen nach dem Muster des Beweises fir die
Irrationalitéit von ¥ 2 als irrational nachzuweisen; man muB sich dabei auf
den folgenden Hilfssatz stiitzen: Ist das Quadmt eines Polynoms durch =
(bzw. 2%+ 1) teilbar, so ist auch das Polynom selbst durch z (bzw. 2%+ 1)
teilbar.

§ 18. Einige Beispiele fiir die Diskussion von algebraischen
Funktionen
Wir wollen hier nur einige charakteristische Beispiele fiir die Diskussion von
algebraischen Funktionen betrachten.
Beispiel 1. Die Funktion

y=Vz (220) (39)
1) In diesem und dem folgenden Pa,rs.g'mphen werden, wenn nichts anderes gesagt wird,
die Wurzeln stets im algeb Sinn verstanden, d.h., im Fall eines geraden

Exponenten sind bei der Wourzel beide Vorzeichen zugehssen
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ist die zur Funktion y= 2 gehdrende Umkehrfunktion, denn sie geniigt der
Gleichung

P—z=0. (40)

Vertauscht man in (40) die Verinderlichen z und y, so erhilt man die
Gleichung
y—=*=0, (41)

die wir bereits frilher untersucht haben (§7). Die graphische Darstellung
von (41) ist eine Parabel, die die y-Achse als Symmetrieachse besitzt und deren
Scheitel im Ursprung o llegt sie ist ganz in der oberen Halbebene enthalten

(Abb. 13b). Die graphi tellung der Gleichung (40) ergibt sich aus der
\ Y ! . Y !
\ / I

/, [
\ [ - 1,/
\\ IS o
\\ o’ /,/ //,
N\ //, N [} 4
0 7 T 7”7 7 T
’ ’
//’ 'I,
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1/ ’
/ Vi ’ " "
’
b
Y A )
Abb. 25

von (41) durch Spiegelung an der Geraden y= z; sie hat die z-Achse als
Symmetrieachse und liegt ganz in der rechten Halbebene (Abb. 25a).

Die graphische Darstellung von (41) hat in ihrem Scheitel O eine horizontale
Tangente (die z-Achse), so daB die graphische Darstellung von (40) im Punkt O
eine vertikale Tangente besitzt (die y-Achse).

Durch die Gleichung (40) wird eine doppeldeutige Funktion in y festgelegt ;
daher ist in (39) die Wurzel im algebraischen Sinn (mit beliebigem Vor-
zeichen) aufzufassen. Nimmt man nur das positive Vorzeichen (die Wurzel
im arithmetischen Sinn), so erhilt man als graphisches Bild nur eine ,,Hélfte*
der Parabel, und zwar die in der oberen Halbebene liegende; entsprechendes
gilt, wenn man nur das negative Vorzeichen zulift.

Beispiel 2. Ahnlich liegen die Dinge bei der Funktion
y="Vz, (42)
y=2. (43)

der Umkehrfunktion zu
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Das graphische Bild von (43) ist eine kubische Parabel, deren Scheitel im
Urspru.ng O liegt, die im ersten und dritten Quadranten verlduft und die -
Achse im Punkt O berihrt (vgl. § 7; Abb. 13¢). Daher ist das graphische Bild
von (42) ebenfal]s eme kubische Parabel, und zwar liegt sie zu der durch (43)
hen Parabel spiegelbildlich in bezug auf die Gerade
B x, besitzt also ebenfalls den Punkt O als Scheitel, liegt ebenfalls im ersten
und dritten Quadranten, hat aber im Punkt O die y-Achse als vertikale Tan-
gente (Abb. 26b). Die Funktionen (42) und (43) sind beide eindeutig und fiir
alle Werte von z erklirt.

Beispiel 3. Allgemein ist fiir jedes positive » die Funktion
y=Vz (44)
y=2" (45)

Das graphische Bild jeder Funktion (44) liegt zum graphischen Bild der ent-
sprechenden Funktion (45) spiegelbildlich in bezug auf die Gerade y= z;
alle Kurven haben also im Punkt O die y-Achse als vertikale Tangente, der
sie sich um so enger anschmiegen, je groBer n ist. Der Verlauf der Kurve ist
fiir gerades n #hnlich dem der Kurve fiir »= 2 und fiir ungerades » #hnlich
dem der Kurve fiir n= 3.

Beispiel 4. Wir wollen als nichstes die Potenzfunktion mit beliebigem
positivem rationalem Exponenten, d. h. die Funktion

»
y=z? (p$9 (46)

Umkehrfunktion zu

oder
=Yz (47)
betrachten, wobei p und g positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Faktor
sind. Die Funktion (46) geniigt der algebraischen Gleichung
2P —yfi=0. (48)
Beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung positiver Werte fiir =
und y, so erkennen wir, daB der Quotient

P

Y g7
z

wenn z gegen Null geht, entweder gleichfalls beliebig klein wird oder aber

b t wichst, je nachd gmlich, ob £ > 1 oder £ < 1 ist; geometrisch

bedeutet dies, daB sich das graphische Bild von (46) bei Annsherung an den
Ursprung aus dem ersten Quadranten her entweder an die z-Achse (Abb. 26a)
oder an die y-Achse (Abb. 26b) anschmiegt (die betreffende Achse ,,beriihrt‘),

je nachdem, ob der Exponent % groBer oder kleiner als Eins ist.
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Uber den Verlauf des graphischen Bildes in den anderen Quadranten erhilt
man leicht AufschluB aus Gleichung (48): Sind p und g beide ungerade, so
liegt das graphische Bild symmetrisch in bezug auf den Ursprung, es liegt also
im ersten und dritten Quadranten; ist p gerade und ¢ ungerade, so ist die
graphische Darstellung symmetrisch zur y-Achse, sie liegt also im ersten und
zweiten Quadranten; ist p ungerade und g gerade, so liegt Symmetrie in bezug
auf die z-Achse vor, das graphische Bild verlduft im ersten und vierten Qua-
dranten; der Fall, daB p und g beide gerade sind, kann nicht eintreten, da p
und ¢ als teilerfremd vorausgesetzt sind.

y y Yl
? 7 7
) — 1 1
H I 7 X 7

£>7.pa¢ beide ungerade '5>I. pgrrade,wngmab g>7,punyerade ¢ gerade

F ¥

7<l'plw beide ungerade 7< p yerao'e. q ungerade <7 5P ungerade, g gerade

Abb 26

Sind die Zahlen p und g nicht beide ungerade und ist die ungerade Zahl
groBer als die gerade, so tritt im Koordinatenursprung O eine ,,Spitze* auf.
In Abb. 26 sind die moglichen Fille schematisch dargestellt.

Beispiel 5. Die Funktionen »
y= x—T
oder

1

i

(fiir positives ganzes p und ¢) sind die reziproken Funktionen der im veran-
gehenden Beispiel behandelten Funktionen. Wir beschrinken uns darauf
(vgl. § 2, 6, und § 5, 7), den Verlauf ihrer graphischen Darstellungen in der Um-
gebung des Ursprungs in Abb. 27 sch tisch darzustell
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Beispiel 6. Das graphische Bild der Funktion

y=V—z (=0 (49)

liegt zu dem der Funktion (39) symmetrisch in bezug auf die y-Achse (vgl.

Abb. 25a).
Ys yT Y
7 T 0 T
pug ungerade P gerade, g ungerade P ungerade, g gerade

Abb. 27

Beispiel 7. Die Funktion
y=Vi—=2 (z|=1) (50)
geniigt der algebraischen Gleichung

4

-_<77.

2tyr=1. (61)

1 Ihbr graphisches Bild ist der Kreis um den Ur-

+ sprung mit dem Radius 1 (Abb. 28); denn man

ersieht aus Gleichung (51), daB die Koordinaten

emes Punktes M (2, y) dann und nur dann dieser

i wenn sein Abstand vom
K Koordmatenursprung gleich Eins ist.

Bei einer Dehnung der Ebene in Richtung

der z- und der y-Achse mit dem Dehnungs-

faktor 7 erhalten wir die Gleichung

2 tyi=rt, @)

Abb. 28 deren graphisches Bild der Kreis um den Ur-

sprung mit dem Radius » ist. Wenn wir nun

noch eine Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke ¢ und eine Ver-
schiebung parallel zur y-Achse um die Strecke b vornehmen, so gelangen wir

zu der Gleichung (@—af+y—bp="r, 3)

die den Kreis vom Radius » um den Punkt mit den Koordinaten (a, b) be-
schreibt.
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Beispiel 8. Bei Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungs-
faktor p und Dehnung in Richtung der y-Achse um den Dehnungsfaktor ¢
nimmt Gleichung (51) die Form

28 (54)
»' ¢
oder
y=3VP—= (zl<p)

7 ~ an. Diese Gleichungen beschreiben die Eilipse

1 IP mit den Halbachsen p und g (Abb. 29). Die

, Gleichung (54) wird die kanonische Qleichung
gl .

|
Tt ! der Ellipse (auch Hauptachsengleichung) ge-
1 1 nannt. Fir p= ¢=1r erhilt man die Glei-
Abb. 29 chung (52) fiir den Kreis um O mit dem
Radius 7.

Beispiel 9. Wendet man auf die Gleichungen

b a) z*—yi=1, y=V=22—1 (z|]21), (55)
ZW.

b) PB—gr=—1, y=y2F+1 (56)

die in §3 betrachtete Transformation IVa bzw. IVb an, so gelangt man in
beiden Fillen zur Gleichung
2zy=1.

Abb. 30

Es geniigt, eine Dehnung in Richtung beider Koordinatenachsen mit dem
Dehnungsfaktor V2 auszufithren, um zu erkennen, da8 die graphischen Bilder
der genannten irrationalen algebraischen Funktionen Hyperbeln sind (vgl. § 13,
Abb. 17). Sie sind in Abb. 30 dargestellt. N
Beispiel 10. Wendet man auf die Gleichungen a) und b) des Beispiels 9
eine Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor » und eine
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Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor ¢ an, so gelangt
man zu den Gleichungen

o) %=1, y=LVF—p  (alzp) ®7
W) S—f——1, y=1VFEF (58)

(deren graphische Bilder zueinander konjugierte Hyperbeln mit den Halbachsen
P und g sind; Abb. 31a und 31b).

I y
~ 1 1 ! [
\\\\ : . l ,,’// AN 1 I /,//
A - ——pl L . 3. 4=
SN et | !
~ 7 1
Cd NN ———
e S 5
,’/ II \\ ! \\\
3
Beispiel 11. Die Funktionen
1
a == <1),
) vy=y= (el<D
1
b) y=— 1),
) ¥ Vo=t (|z|>1) (69)
0 yol_
Va2 +1

geniigen den Gleichungen
Byt 1=y% 2Pyt=y2+1 bzw. 2P+ yi=1.
Sie sind die zu (50), (56) bzw. (56) reziproken Funktionen.

Durch die genannte Tatsache ist bereits ihr Wachstumsverhalten festgelegt.
In Abb. 32 sind ihre graphischen Bilder dargestellt (ausgezogene Linien);
zum Vergleich ist jeweils das graphische Bild der entsprechenden Funktion
(50), (65) bzw. (56) eingezeichnet (gestrichelte Linien).

Beispiel 12. o

Vz+Vy=1. (60)
Beseitigt man in (60) in bekannter Weise die Wurzeln, so erhillt man die

Gleichung
(r—y)'+1=2(z+y)-_ (60%)
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Sie definiert die doppeldeutige algebraische Funktion
y=0—V2) (z20). (61)
Y Y
f Y !
o i
LN
NS 1|
<IN N
/ \ AN
/ NN
[) 7T S
\ /4 / ,/,/ \s
\\ 7 \, /
k4
I,’
) ») 9

Abb. 32

Thr graphisches Bild hat die Gerade y= z als Symmetrieachse; denn die
Gleichungen (60) und (60’) dndern sich nicht, wenn man dort = und y ver-
tauscht. Es liegt vollstindig im ersten
Quadranten und hat mit den Achsen
nur die Punkte mit den Koordinaten (0, 1)
und (1, 0) gemeinsam. Eine Drehung der
Ebene um —45° (vgl. § 3) fithrt die Glei-
chung (60’) in die Gleichung
1 7’2

YR

iiber. Der Gleichung (62) entnimmt man,
daB das graphische Bild eine Parabel ist,
die in den Punkten (0, 1) und (1, 0) die
Koordinatenachsen beriihrt (Abb.33).1)
Beispiel 13. Die vierdeutige Funktion

Abb. 33 y=Vz+1+Vz (z20) (63)
*) Die graphische Darstellung von (62) ergibt sich namlich aus der Parabel y = 2% durch
Dehnung in Richtung der z.Achse mit dem Dehnungsfaktor ¥2 und Verschiebung

1
rallel zur y-Achse die Strecke —=.
pe Y- um die o IYE

(62)
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geniigt der Gleichung
(2 —17=4ay’, (64)

zu der man gelangt, wenn man zunéchst
u=Yz+1, v=]/;. y=u+tv

setzt und dann « und v wieder eliminiert. Uber den Verlauf des graphischen
Bildes erlangt man Klarheit, wenn
man y als unabhingige Verinder-
liche nimmt,
z= -1
IF

oder indem man die Parabeln y =V
und y=Vz+1 ,addiert” (vgl. §2).

Nimmt man die Wurzeln in (63)
jm arithmetischen Sinn, so spal-
tet sich die vierdeutige Funktion in
vier eindeutige Funktionen auf, nim-
lich in
n=Vz+1+ V=,

— 1 1
w=VerT—Vemgmgrr =

%
Ys=—Yz,
Ya=—Y1

Die graphischen Darstellungen von y,
und g, liegen beide im ersten Qua-
dranten; y, ist iberall wachsend, y,
iiberall fallend; die graphischen Dar-
stellungen von y; und y, gehen im Punkt (0,1) ineinander iiber, wo sie eine
vertikale Tangente besitzen (Abb. 34). Mit & wachst y; unbeschrinkt, wenn
auch ziemlich langsam?), wihrend y, gegen Null strebt.?) Das graphische
Bild von y, bzw. y, liegt zu dem von y, bzw. g, symmetrisch in bezug auf
die z-Achse.

Abb. 34

1) Genaueres sagt dariiber die Beziehung
1

. _ 1
oVt ———— <
o Vz+1+4Vz 2Vz

aus.

%) Es ist namlich
1
<—="
Y 2Vz
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Beispiel 14. Aus der Gleichung
dyt=a+y (85)
(vgl. § 1, Seite 7) kann man bereits eine Reihe von Symmetrieeigenschaften
des zugehdrigen graphischen Bildes ablesen (§ 3): Die graphische Darstellung
von (65) liegt symmetrisch in bezug auf die 2-Achse, symmetrisch in bezug
auf die y-Achse (und folglich symmetrisch zum Ursprung), aber auch sym-

metrisch in bezug auf die Winkelhalbierende y = z. Daher kann man sich bei
ihrer Diskussion auf das durch die Ungleichungen

0sz<y

beschriebene ,,Achtel“ der Ebene beschrinken. Man braucht also in der
nach y aufgelosten Gleichung

y=V%+V%+ﬁ—r (66)

(beide Wurzeln im arithmetischen Sinn genommen, denn das negative Vor-
zeichen vor der inneren Wurzel ergibt fiir 0 <z < 1 keinen Sinn) nur solche
Werte fiir z zu betrachten, die nicht groSer als 1 sind (fiir > 1 wird nimlich

I/%+ar‘—z‘<% und damit y < 1, was der Bedingung z < y widerspriiche)
Wenn nun z von 0 bis 1 wiichst, so hingt die Anderung der zugehorigen Funk-

tionswerte y nur von der Anderung von

z=-i—+:c=_z4=%_(z,'_%)z

ab (vgl. §9). Offenbar ist z niemals groBer als % und nimmt den Wert % nur

fir z=% an. Infolgedessen kann die Funktion (66) héchstens den Wert

%+ V; annehmen, und dieses Maximum wird im betrachteten Intervall
0<z=1 genau an der Stelle z= L angenommen. Wiichst z von 0 bis 1

V2 Vs
fallt (z'——;-)' von -1— bis 0, so daB z von % bis—;- und y von 1 bis V%+V%

wiichst ; wiichst = weiter von L bis 1, so wichst (z’—i)’vono bis i, sodaB
T2 T3 ry

1.1 1 1. "
zvon?blsTu.ndyvon V?+V?bm 1 fallt.

Man beachte, daB man fiir z=0 und z=1 vor die innere Wurzel das
Minuszeichen setzen kann. Dies ergibt noch einen ,,isolierten Punkt* im
Ursprung O. In Abb. 35 ist der Gesamtverlauf des graphischen Bildes von (66)
dargestellt.
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Bemerkung. Ist die rechte Seite einer Gleichung y = f(2) aus z und konstanten
Zahlen allein mit Hilfe der rationalen Operationen und von Wurzeln mit ganzen Expo-
nenten (in endlicher Anzahl) ,,aufgebaut*’, so ist y eine elementare und obendrein alge-
braische Funktion der Ver&nderlichen z. Durch ,,Beseitigen** der Wurzeln kann man
die Gleicl y = () namlich
stets auf die Form (35) bringen.?) Y

Gehen wir umgekehrt von einer

1

-

algebraischen Gleichung der Form | \,r/' ‘il
7

(35) aus, so ist, wenn es iiberhaupt
eine Funktion y = f(z) gibt, die
dieser Gleichung geniigt?), diese
Funkti auch algebraisch; sie
braucht jedoch keineswegs ele-
mentar zu sein. Zum Beispiel
ist es nicht mdglich, die Glei-
chung Pry=2

durch Wurzeln (iiber den Para-
meter z) nach y aufzulosen; trotz-
dem kann man leicht zeigen,
daB in diesem Fall y stets ein-
deutig durch z festgelegt, also y
eine eindeutige Funktion von z
ist: Wachst nédmlich z von —oo
bis +oo, so wichst auch die linke
Seite der Gleichung von —ea bis
oo (Abb. 36) und nimmt daher 17
fiir einen und nur einen Wert von
y einen vorgegebenen Wert z an
(vgl. §52, Satz von Borzawo).
Selbstversténdlich wird hierbei -1
der Begriff Funktion im Sinne

von ,,eindeutiger Zuordnung'* ver-

wendet. Abb. 36

§ 19. Elementare transzendente Funktionen

Der Begriff der transzendenten Funktion hat eine ganz prizise Bedeutung:
Eine Funktion y= f(x) heiBt transzendent, wenn sie keiner algebraischen
Gleichung P(z, y) = 0 geniigt, wobei P(z, y) ein Polynom (eine ganzrationale
Funktion) in den Verinderlichen z und y ist. Im Mathematikunterricht der
Oberschule werden an transzendenten Funktionen die Exponentialfunktionen,
die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen systematisch
behandelt; daneben treten noch mannigfache Kombinationen dieser Funktio-

1) Hierzu filhrt man die Wurzeln als neue Veranderliche ein, die man ansohlieBend wieder
eliminiert (vgl. EdEM, Band II, A. I. Uskow, Vektorrdume und lineare Transforma-
tionen, §17).

3) Das ist nicht stets der Fall! 8o gibt es keine reellwertige Funktion einer reellen Ver-
anderlichen, die der Gleichung 2® + * +1 = 0 genligt.
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nen auf. In der hoheren Mathematik werden transzendente Funktionen der
verschiedensten Typen betrachtet und studiert.

Das Wort .t dent” bedeutet wortlich: ,,iibersteigend*, und zwar
versteht man nach EULER darunter: den Anwendungsbereich algebraisch
Methoden iibersteigend, was genau der oben angefiihrten Definition entspricht.
Transzendenzbeweise fiir Funktionen sind ,,Unméglichkeitsbeweise; sie
werden indirekt gefithrt und erfordern tieferliegende Verfahren verschiedener
Art.

§ 20. Die Exponentialfunktionen

Jede Funktion der Form
y=a° (a>0) (67)
heilt eine Exp tialfunktion. Die Bedeutung des Symbols a* wird dabei in
mehreren Schritten erklirt:
1. Bezeichnet z eine positive ganze Zahl n, so versteht man unter a* das

Resultat der »-maligen Multiplikation der durch @ bezeichneten Zahl mit
sich selbst:

a*=aa---a. (68)

7 mal
2. Ist z eine positive gebrochene rationale Zahl % , 80 ist definitionsgemi8

? —
ar={a?, (69)
wobei die Wurzel im arithmetischen Sinn int ist.

3. Ist z eine negative rationale Zahl —% , 80 ist

4

a 9=

|

(70)
a [ 4
4. Weiter setzt man
a’=1. (71)

5. SchlieBlich wird a® von den rationalen Zahlen ,,stetig auf die irrationalen
Zshlen fortgesetzt (vgl. §51).

Bemerkung. Im vorliegenden Paragraphen werden zwar die wichtigsten Eigen-

haften der Exp tialfunlti bereits fc liert, jedoch die Beweise nur fiir rationale
Exponenten erbracht. Fiir irrationale Exponenten vgl. § 51.

Aus der Definition folgt, daB jede Exponentialfunktion fiir alle Werte der
unabhéngigen Verinderlichen z positive Werte annimmt. Insbesondere ist sie
fiir jeden Wert 2 von Null verschieden, d. h., ihr graphisches Bild liegt ganz
oberhalb der z-Achse. .

Die Exponentialfunktionen auch fir negative Basen a zu betrachten, ist
aus folgendem Grunde nicht angebracht: Wenn e negativ ist, so darf die
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2m+1
2n
Werten gar nicht zu sprechen

unabhingige Verinderliche  sicher die Werte

, wobei 7 und n ganze

Zahlen sind, nicht anneh von irrati
(s. S. 489 fF.).

Die Fiélle a=0 und a=1 sind ohne besonderes Interesse.

Ist die Basis a grofer als Eins, so ist die zugehirige Exzponentialfunktion
wachsend, ist die Basis a kleiner als Eins, so ist sie fallehd.

Es seien 2’ und z”” rationale Zahlen mit 2’ < z”. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB sie auf denselben Nenner
¢ >0 gebracht sind:

4 "’
x,=%' ’"='PT’ P<p.

Ist nun a>1, so ist a” <a?' (und zwar unabhingig vom Vorzeichen der
Zahlen 9’ und 2" — Anm. d. wiss. Red.). Dann ist aber, da die Funktion
1

2? fiir z > 0 wachsend ist (vgl. §18, Beispiel 3), auch
»
a?<a?, d h a"<a”.

E;a,tapreohend ergeben sich im Fall 0 <a<1 die Ungleichungen a? > g*"’,
LA
a? >a?,d.h &>d*.

Abb. 37

Wir wollen nun die gegenseitige Lage der graphischen Bilder zweier Ex-
ponentialfunktionen ¢ und & (0 < a < b) beschreiben. Dazu beachten wir
zunéchst, daB sie sich im Punkt (0, 1) schneiden; denn = b°= 1. Ferner
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stellen wir folgendes fest: Ist 0 < a < b, so gilt fiir jedes x > 0 die Ungleichung
a® < b* und fiir jedes z <0 die Ungleichung a® > b 1)
SchlieBlich kénnen wir feststellen, da die graphische Darstellung der

Funktion (%)’zu der der Funktion a® symmetrisch in bezug auf die y-Achse
liegt; definitionsgema8 ist ndmlich

1\2 _z
(&) =
und unsere Behauptung ist eine unmittelbare Folge aus §3, Ib.

In Abb. 37 sind die graphischen Bilder einiger Exponentialfunktionen zu
versghiedenen Basen dargestellt.

Ist a > 1, so wichst mit x auch die Exponentialfunktion a* unbegrenzt, und
2war sehr schnell, schneller als jede beliebige Potenz von z.

Da die Funktion a* wachsend ist, geniigt es, die Funktion o fiir ganzzahlige
Werte z zu betrachten; nimmt namlich die Funktion fiir einen ganzzahligen
Wert =7 einen bestimmten Wert N an, so nimmt sie fiir jeden groSeren
Wert = (auch jeden Wert, der nicht ganz ist) einen Wert an, der groBer als
N ist.

Setzen wir nun a—1=6, a=1+446 (6>0),

8o erhalten wir nach der binomischen Formel:
a*=(1406)"=14+n0d6+4+...4+6">né

(denn eine Summe von positiven Zahlen ist gréBer als jeder Summand). Weil
nun mit # auch n4 beliebig groB wird, gilt dies erst recht fir a®.

Es sei nun p eine beliebige positive ganze Zahl. Um zu zeigen, da8 fiir alle
geniigend groBen Werte » die Ungleichung

a*>nP
gilt, bedienen wir uns nochmals der vorangehenden Uber

1 =3 =J il b
jetzt aber zur Abschiitzung nicht das zweite, sondern das (p -+ 2)-te Glied
der binomischen Entwicklung:

_ _ a(n—1)---(n—p)
a"—(l+6)"—l+n6+...+W0ﬂl+...+m

n(n—1)-- (n—p)
> D &+, (72)

Fiir hinreichend groBes n ist nun aber

n(n—1).--(n—p) .
l'2"~(p+l) ép#l>.np’ (73)

}) Man braucht hierzu nur ¢ fiir z zu setzen und zu beachten, daB die Funktion z* fir
¢> 0 wachsend und fiir ¢ < 0 fallend ist (fiir rationales ¢ folgt dies aus § 18, Beispiel 4,
fiir irrationales ¢ vgl. § 51).
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denn diese Ungleichung ist gleichwertig der Ungleichung
1-2---(p+1)

Iy -2\’

2 (%)

und diese ist tatsichlich fiir hinreichend groBes = erfiillt, da die linke Seite
der Ungleichung mit n tber alle Grenzen wichst, wihrend sich die rechte

Seite dem festen Wert w nihert. Zur Vollendung des Beweises ge-

p+1
niigt es, die Ungleichungen (72) und (73) zu kombinieren.
Setzt man z. B. §=0,01 und p= 100, so kann man behaupten, daB fir
hinreichend groBes z
(1,01)7 > 100

G
a
folgt: Ist a < 1 und wichst z, indem es stets negativ bleibt, dem Betrage nach tiber
alle Grenzen, so werden die zugehirigen Werte der Exponentialfunktion y=a®
beliebig klein, und zwar schneller als jede belicbige megative Potenz von z.

Die Eigenschaft der Exp tialfunktion, schnell zu h oder zu fallen, wenn
die unabhiingige Veranderliche wachst, kann zum Nachweis ihrer Tr. ds ver-
wendet werden.

Beweis. Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, setzen wir & > 1 voraus. Wir
nehmen nun an, die Funktion y = a* ware algebraisch. Dann gabe es eine algebraische
Gleichung der Form P(z, y) = 0, der die Funktion y = a* identisch geniigt. Wir kénnten
dann das Polynom P(z, y) nach fallenden P von y ickeln und erhiel

P&, y)=Py(2) y*+ Py (@) y* >+ -+ + Po_y(3) y + Po(3),
wobei n eine positive ganze Zahl ist und Py(z), Py(z), ..., Py_y(2), P, (2) Polynome in
z sind. Insbesondere sei
Py(z)= A2+ .-,

wobei m eine positive ganze Zahl oder gleich Null, 4 jedoch von Null verschieden ist.
1 der All, heit k& -

n>(l_

ist.
Aus der Identitiit

Ohne Besch g wir h daB 4 > 0 ist. Wir wiirden
dann die Identitat

P(z,a%)=0
auf die Form

Py(s) s+ Py(8) 6054+ 4 Py _1(2) %+ Po(s) =0
ode
- Py@)=—Py(#)a—++-— P, ,(2) -+~ 05— P, (g) s~

bringen. Sodann kénnten wir z iber alle Grenzen wachsen lassen. Dabei wiirde das
Polynom auf der linken Seite der Identitit ebenfells beliebig groB (im Fall m > 0)
werden, oder es ware durchweg gleich der positiven Konstanten 4 (im Fall m = 0). Was
nun die rechte Seite betrifft, so wiirde sie in eine Summe aus endlich vielen Gliedérn
zerfallen, von denen jedes die Gestalt Cz*a~2= (k> 0) hatte. Infolgedessen strebte sie wegen
der bewi Eij haft der Exp tialfunktion gegen Null (man beachte, daB

e ta ;l.— <1 ist). Damit ergibt sich ein Widerspruch, und die Transzendenz der Funk-
tion a* ist bewiesen.
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Unter den Eigenschaften der Exponentialfunktionen ist in erster Linie eine
Funktionaleigenschaft zu nennen, die in der fiir beliebige Zahlen 2’ und
2 geltenden Beziehung

%" = g% a™ (74)
zum Ausdruck kommt (,,Additionstheorem*).

Diese Gleichung ist sicher dann richtig, wenn ' und z”* ganze Zahlen sind.
Wir wollen nun zeigen, daB sie auch fiir beliebige rationale Zahlen z’ und z”*
gilt. Dazu denken wir uns &’ und z” al$ Briiche mit gemeinsamen Nenner
g > 0 dargestellt: »

=

Dann ist zuniichst offenbar

4
, =2,
q

aP' " = g g

Hieraus ergibt sich auf Grund bekannter Eigenschaften der Wurzel:
A 2 P
et YT VP =P JF =atar.

Durch vollstindige Induktion kann man (74) leicht auf den Fall ver-
allgemeinern, daB auf der linken Seite im Exponenten eine S aus n
Zahlen auftritt. Im Spezialfall, daB alle Summanden dieser Summe gleich
(etwa gleich z) sind, ergibt dies die Identitét

a® = (a®)". (75)

Diese Beziehung 148t sich nun leicht auf den Fall verallgemeinern, daB an
Stelle von 7 eine beliebige (reelle) Zahl 4 steht:

a*? = (a®). (76)

Ist A eine ganze Zahl, so ergibt sich dies leicht aus (75) und evtl. (70) bzw.
aus (71); ist dagegen A eine gebrochene rationale Zahl 2 mit g > 0, so ergibt
sich (76) aus dem bereits behandelten Spezialfall A = p, indem man auf beiden
Seiten die g-te Wurzel zieht. )

Aus (76) ergibt sich insbesondere folgendes: Durchldujt bes einer Ezponentialfunktion o=
die unabhéngige Verdnderliche z eine arithmetische Folge

' 9 g+h, g+2h ..., g+nh, ...,
8o durchlaufen die zugehdrigen Funktionswerte eine geometrische Folge
G, Gq, Ggt, ..., Gg~, ....})

Dabes ist
G=a’ g=ah
Fiir das graphische Bild der Funktion a* bedeutet dies, daB zu einer Folge von dquidi-
etanten Punkten der z-Achse eine Folge von Punkten des graphischen Bildes gehort,
deren Ordinaten eine trische Folge bilden.

1) Es ist zu bemerken, daB neben den Exponentialfunktionen a*® auch die Funktionen
der etwas umfassenderen Klasse ca (wobei ¢ eine beliebige Konstante ist) diese Eigen-
schaft besitzen.
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Setzt man in (74) #’ = z, 2"’ = —c¢, so ‘erhilt man
a*~°*=Cd7,

wobei C'= a~°. Dies bedeutet (vgl. §3): Eine Verschicbung des graphischen
Bildes der Funkiion a® parallel zur x-Achse um die Strecke ¢ ist gleichbedeutend
Seiner Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Deh sfaktor a~¢ (Stauch
mit dem Stauchungsfaktor af).

In (76) sind z und 4 beliebige reelle Zahlen, so daB man in (76) ohne weiteres
A und z vertauschen kann:

Y -4

art= (ax)z.
Setzen wir hier A= = (p>> 0), 50 erhalten wir folgende Eigenschaft des graphi-
schen Bildes der Funktion a®: Eine Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem
Dehnungsfaktor p ist gleichbedeutend dem Ubergang zum graphischen Bild der

1
Exponentialfunktion zur Basis a?.

Auch der Relation (74) wohnt eine ganz bestimmte geometrische Bedeutung
inne. Setzen wir nidmlich in (74) 2’ = Az, a’’ = uz, so erhalten wir
arT T — aAzapz’

woraus sich auf Grund von (76)

(al)z (ay)z_____ (ai-n:)z oder a/za//z_% (a/aﬂ)z
ergibt, wobei

a'=a,

a’=a"
Somit gilt: Die ,,Multiplikation' (vgl. § 3) der graphischen Bilder der Ex-
ponentialfunktionen zur Basis a' bzw. a” liefert das graphische Bild einer
Ezponentialfunktion, und zwar der Exponentialfunktion zur Basis a’a”.

§ 21. Die hyperbolischen Funktionen
Wir betrachten die Funktionen

a*+a* 6*—a

=", g@="5" (@>1.

Das graphische Bild der Funktion f(z) erhélt man, wenn man die beziiglich
der y-Achs¥ zueinander symmetrischen Bilder der Exponentialfunktionen zur

Basis a und% naddiert* (vgl. § 2,1) und anschlieBend eine Stauchung mit dem

Stauchungsfaktor 2 vornimmt. Die auf diese Weise gewonnene graphische
Darstellung kénnte man die ,,Halbsumme* der gegebenen graphischen Bilder
nennen. Die punktweise Konstruktion der graphischen Darstellung lauft
natirlich darauf hinaus, daB man auf jeder vertikalen Geraden die durch ihre
Schnittpunkte mit den graphischen Bildern von a* und a~% bestimmte Strecke
halbiert.
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In entsprechender Weise zeichnet man das Bild der Funktion y(:c), nur muf
men hier von dem graphischen Bild von a~* dchst zum grap Bild
von (—a®) iibergehen, d. h., das graphische Bild von a™* an der z-Achse
spiegeln.

Man priift leicht nach, daB die Funktion f(z) gerade und die Funktion g(z)
ungerade ist; fir die zugehorigen graphischen Bilder haben wir daher die be:
kannten Symmetrieeigenschaften (vgl. §3).

Offenbar gilt: Esist f(0)=1 und g(0) =0.

Es ist f(x) > 0 fiir alle z und g () > 0 fiir alle > 0, g () <O fir alle x <O0.
In der Tat ist fiir @ > 1 offenbar a > a™! und daher a*>a™% (vgl. §20) fiir
z >0 usw.

Fir alle Werte z gilt

f@)P—[lg(=P=1. (77)

Wir wollen nun zeigen, daB die Funktion f(z) fir z > 0 wachsend und daher
(da sie eine gerade Funktion ist) fiir z <0 fallend ist und daB die Funktion g ()
iiberall wichst. Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daB

1 1 1 1
f@)=5 (u+7), g(z)=?(u—-':),
wobei
u=a®

Ist nun = >0, so ist u S 1 (da nach Voraussetzung a > 1). Fir » > 1 sind
aber (vgl. §15, (I) und (II)) die Funktionen u+ % und % — % wachsend. Da nun
fiir @ > 1 die Exponentialfunktion % = a* ebenfalls wachsend ist, sind unsere
Behauptungen evident (vgl. § 5, 9).

Aus der Funkﬁonalelgenschaft (74) der Exponentialfunktionen kann man
eine entsg de Funktionaleigenschaft der Funktionen f(z) und g(z)
ableiten.

Einerseits ist namlich

f@+a") = *;- (@7 a” ) = % (a®a® +a"a™),
andererseits ist

@) f") +9(=) g(=")
_g -;a e -;a a —20 K —20 =%(a"c‘"-|:a"'a""),
so daB
f@ + ") =f(=) f(&") + g (=) g (). (78)
Analog beweist man
g(z'+2") =f(=') g (") + g () f(="). (79)

Als drittes untersuchen wir die Funktion

M) =T =22 @>). (80)
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Da die Funktiop f(z) gerade und die Funktion g(z) ungerade ist, ist die
Funktion %(x) ebenfalls ungerade, so daB 4(0)= 0. Offenbar ist A(z) >0
fiir z > 0 und, A(x) <0 fiir z <0.

Fiir z > 0 ist die Funktion % () wachsend. Es ist nidmlich

1—
h@)=1r

mit % = a~2%; wiichst nun z von Null bis Unendlich, so fallt « von 1 gegen Null ;
daher (vgl. §5; 6, 1,7, 4) wichst die Funktion k(z) und niihert sich bei un-
beschrinktem Wachsen von z dem Wert 1. Aus der Tatsache, daB & (x) ungerade
ist, folgt sodann, daB A (z) sogar iiberall wichst und sich dem Wert —1 nahert,
wenn r gegen —oo strebt.

Fir die Funktionen f(z), g(z) und k(z) sind (iiblicherweise allerdings nur
fir a—e=2718..., vgl. §44) folgende Bezeichnungen und Namen ge-
brauchlich:

f(x) =C@ojz (, Kosinus hyperbolicus*)
g() = Sinz (,,Sinus hyperbolicus*)

h(z) =Zgz (,,Tangens hyperbolicus*).1)

In diesen Bezeichnungen nehmen die Beziehungen (77) bis (80) folgende
Form an:

Cof?z — Bintz =1, (81)

Cof(z' 4 z") = Cof ' Cofz” + Sina’ Sinz”, (82)

Sin(z' 4 2”) = Cof 2’ Sin2” + Sinz’ Cofz”,?) (83)

Ty =G (84)

Hieraus ist die Analogie zu den iiblichen (,,Kreis-*) Funktionen cosz, sinz,
tgz klar zu erkennen; daher rithren auch die Namen ,,Kosinus®, ,,Sinus* und
»»Tangens‘.3)

Was den Terminus ,,hyperbolische* Funktionen betrifft, so erklirt er sich
auf folgende Weise: Wie aus der Trigonometrie bekannt ist (vgl. auch § 25),
geniigen die Funktionen

X =cosz, Y =sinz

X4 Yi=1.

Diese Gleichung stellt (in der X, Y-Ebene) einen Kreis dar, und deshalb heiBen
die Funktionen cosz und sinz ,,Kreisfunktionen‘. Entsprechend geniigen die

Funktionen
X=Cofz und Y =@&inz

der Gleichung

1) Man schreibt auch: cosh z, sinh z, tanh z. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

?) Die Beziehungen (82) und (83) nennt man die ,,Additionstheoreme* (fiir die hyper-
bolischen Funktionen Gofz und Ginz).

3) Der eigentliche Grund fiir diese formale Analogie zwischen Kreis- und Hyperbelfunk-
tionen wird auf Seite 487 erlautert.
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(vgl. Formel (81)) der Gleichung
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Abb. 38

weil diese Gleichung in der X, Y-Ebene eine Hyperbel beschreibt (§18,
Beispiel 9), nennt man die Funktionen Gofz und Sinz ,hyperbolische®
Funktionen oder Hyperbelfunktionen.
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Abb. 39

Die graphischen Bilder der Funktionen €ofz und &inz sind in Abb. 38,
das graphische Bild der Funktion ¥g z ist in Abb. 39 dargestellt.
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§ 22. Die logarithmischen Fanktionen

Die logarithmische Funktion (kiirzer: der Logarithmus) zur Basis a (a > 0)
ist ‘definitionsgemiB die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur
Basis a.

‘Wir wollen annehmen, daB a > 1 ist. Dann erhilt man aus der Exponential-

funktion
y=a* (@a>1) (86)
'}
r
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Abb. 40

den Logarithmus zur Basis g, indem man die Rolle der Verinderlichen z und y
vertauseht (vgl. §4); die Logarithmusfunktion zur Basis a

y=log,x (86)

wird also durch die Gleichung z= o’ definiert.

Das graphische Bild des Logerithmus liegt zu dem der entsprechenden
Exponentialfunktion (85) in bezug auf die Winkelhalbierende y =z symme-
trisch (vgl. §4). In Abb. 40 sind die Exponentialfunktion zur Basis 10
(gestrichelte Linie) und die zugehtrige Logarithmusfunktion y =gz (,,dekadi-
scher Logarithmus*) dargestellt.

Die Frage, zu welchen Zahlen z es eine Zahl y gibt, so daB a¥ = z ist, scheint
eine prizise Antwort zuzulassen, und zwar sieht es 8o aus, als ob es genau fiir
die positiven Zahlen z eine solche Zahl y gibt, wihrend fiir negative Zahlen und
fiir z= 0 eine solche Zahl y nicht existiert. Das ist auch tatsichlich der Fall,
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jedoch kann eine exakte Begriindung fiir die Existenz des Logarithmus zu
jeder positiven (reellen) Zahl erst spiter gegeben werden (vgl. § 52). Sie diirfte
jedogh auf Grund der geometrischen Vorstellungen als plausibel erscheinen.

Die bekannten Eigenschaften des Logarithmus kann man unmittelbar-den
in § 20 hergeleiteten Eigenschaften der Exponentialfunktionen entnehmen.

Sicher ist, daB die Logarithmen nur fiir positive Zahlen existieren (denn die
zugehdrige Exponentialfunktion nimmt nur positive Werte an).

Ferner kann man zeigen, daB die Funktion log,xz fiir z >0 wachsend ist
(vgl. § 52). Sie wichst mit z iiber alle Grenzen, jedoch lang als jede positi
Potenz von x. In der Tat: Es sei § eine beliebige positiv Zahl, Setzen wir

logogz=y, z=aY,

80 ist
130
log,z _ y y‘)
2 &\
Nun wird die Exponentialfunktion ¥ fiir hinreichend groBe Werto v groBer

als jede Potenz von y, also z. B. groBer als 2. Daraus folgt, daB der Ausdruck
in der Klammer kleiner als Eins wird, so daB fiir hinreichend groBes z

logz < 2*
gilt.
Fiir z < 1 ist log,z negativ und strebt, wenn z gegen Null sirebt, gegen —oo,
Jjedoch lang als jede negative Potenz von z.
Aus der Funktionaleigenschaft (74) der Exponentialfunktion a® ergibt sich
unmittelbar die bekannte Funktionaleigenschaft

log, (2’ 2”) =log, 2’ + log, 2" (87)

der Logarithmen, die dem logarithmischen Rechnen zugrunde liegt. Es eriibrigt
sich, auf die bekannten Folgerungen aus (87) einzugehen.

Wir wollen hier lediglich noch einige Eigenschaften der graphischen Bilder
von logarithmischen Funktionen erwihnen.

Aus der Formel

log, % =log, z— log, p (88)

folgt: Die Deknung des graphischen Bildes der Funltion log,z in Richtung der
z-Achae mit dem Deknungsfaktor p ist gleickwertig seiner Verschieb g parallel zur
y-Achse um die Strecke (—log,p).

Die Formel

qlog,z=logguz (89)

besagt, daB die Dehnung der graphischen Darstellung des Logarithmus zur Basis a
n Richtung der y-Achse mit dem Dekhnungsfaktor g gleichbedeutend dem Ubergang
1

zur graphischen Darstellung des Logarithmus zur Basis a? ist.
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Logarithmieren wir die Identititen
@l%8e% — x, bloesz — 4

nach den Basen b bzw. a, so erhalten wir

log,z-logya =logyx, logyx-log,b=1log,z

oder
__log,z
logyz = Togb

log,z = (90)

loj
Togya’
Diese Formeln geben an, wie sich der Logarithmus einer Zahl in bezug auf eine
gegebene Basis durch den Logarithmus dieser Zahl in bezug auf eine andere
Basis ausdriickt. Aus diesen Formeln ergibt sich insbesondere (wenn wir in
der ersten z= b und in der zweiten » = a setzen), daB log, b und log, ¢ zu-
einander reziprok sind:
log,b-logya=1.

Es gilt also: Um von der Logarithmusfunktion in bezug auf eine Basis zur
Logarithmusfunktion in bezug auf eine andere Basis uberzugehen, braucht man
nur jeme mit einem passenden konstanten Faktor (dem ,»Ubergangsmodul*)
2u multiplizieren.

Geometrisch bedeutet dies gerade eine Dehnung des graphischen Bildes in
Richtung der y-Achse (man gelangt iibrigens zum gleichen Ergebnis, wenn man

1

in (89) a? =b setzt).
Bemerkung. Bisher haben wir vorausgesetzt, daB a > 1 ist. Der Fall
0 < a < 1 erledigt sich durch Hinweis auf die Identitdt

log,z=—logy =
a

(ist. némlich z= a¥, 80 ist z= (%)") Der Fall a= 1 ist ohne besonderes
Interesse.

§ 23. Die ‘Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen

1. Da die Funktionen f(z), g(z) und k(z) aus §21 sehr einfache Kombi-
nationen von Exponentialfunktionen sind, diirfte es nicht verwunderlich
erscheinen, daB ihre Umkehrfunktionen in bestimmter Weise mit dem Logarith-
mus zusammenhingen. Unser Ziel soll es sein, einen expliziten Ausdruck fiir
die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen anzugeben.

Dazu miissen wir (vgl. §4) in den Gleichungen

R e (91)
_ a*—a
Y= wtar

(92)
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die Veranderlichen z und y vertauschen und die dabei entstehenden Glei-
chungen

x=%, z==0" (93)
av—ar

nach y auflésen.
Multiplizieren wir die Gleichungen (93) mit 24, so erhalten wir nach ein-
fachen Umformungen

¥ —2za¥+1=0, a?¥—2za¥—1=0,

d. h. quadratische Gleich fiir a¥, so daB

)

=z4 Ya?—1, a'=z+Y2241.

Im zweiten Fall ist das Minuszeichen vor der Wurzel iiberfliissig, da wir bei
der Auflosung der quadratischen Gleichungen nach a¥ natirlich nur ihre
positiven Losungen suchen und z— Y22+ 1 offenbar stets negativ ist (von
2—¥2>—1 kann man Entsprechendes nicht behaupten). Logarithmieren wir
die zuletzt erhaltenen Gleichungen, so erhalten wir

y=log(x+ Va?—1), y=log,(z+ V2> +1).

‘Wegen
R SR U
z+V22—1
kénnen wir schlieBlich die Umkehrfunktionen der Funktionen (91) in der Form
y==zlog(z+ V22 —1), y=log,(z+Va2+1) (95)

darstellen. Die erste Funktion unterliegt der Einschrinkung z =1 und ist

doppeldeutig (wobei sich die beiden Werte nur durch ihr Vorzeichen unter-

scheiden), die zweite unterliegt keinen Einschriinkungen und ist eindeutig.
Légen wir schlieBlich die Gleichung (94) nach ¥ auf, so erhalten wir

1+z
=1
(die Wurzel im arithmetischen Sinn), so daB die zu (92) gehérende Umkehr-
funktion durch

1 1
y=glog, 112 96)

gegeben wird. Sie unterliegt der Einschrinkung —1 < z < 1 und ist eindeutig.
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Piir @ = e ergeben die Formeln (95) und (96) explizite Ausdriicke fiir die
Umbkehrfunktionen des hyperbolischen Kosinus, des hyperbolischen Sinus und
des hyperbolischen Tangens, nidmlich

ArCofzr= £ In(x+ Va2 —1) (,,Area Kosinus*)
Ar Sinz =In(z+ Va2 + 1) (,,Area” Sinus*)
ﬁt%gx——ln 1+z (,,Area Tangens*).?)

Die graphischen Bilder der Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen
(fiir @ = e) ergeben sich aus denen der hyperbolischen Funktionen (vgl. Abb. 38
und 39) durch Spiegelung an der 4
Winkelhalbierenden y = z. I

2. Sehr héiufig muB man sich [
iiber das Verhalten des Log-
arithmus einer FunktionKlar-
heit verschaffen, unter der Voraus- 1+
setzung, dafl man das Verhalten
der Funktion selbst kennt. Mit
anderen Worten: Aus dem graphi- /-\ / L
schen Bild einer Funktion ist das !
graphische Bild des Logarith
der Funktion zu konstruieren.

Das ist nicht schwer, wenn man
beachtet, daB folgendes gilt:2)

a) Die Funktion log, f(z) ist ge-
nau fir die Werte x erklart, fir die
die Funktion f(x) positiv ist.

b) Die Funktionlog, f (z) ist gleich Abb. 41
Null, positiv oder negativ, je nach-
dem, ob f(x) gleich, groer oder kleiner als Eins ist; fiir a= 10 (aber z. B. auch

fiir a = e) gilt
log, f(x) < f(z).

¢) Die Funktion log,f(x) waichst und fillt in jeweils denselben Intervallen
wie die Funktion f(z) (vgl. §5,9); sie hat ein Maximum bzw. Minimum an
denselben Stellen wie f(z).

Die zuletzt erwihnte Eigenschaft ist insofern noch von besonderer Be-
deutung, als es mitunter viel einfacher ist, ein Maximum oder Minimum des
Logarithmus einer Funktion zu bestimmen, als fiir die Funktion selbst.

1) Mit In bezeichnet man iiblicherweise den Lognnthmus zur Basis o (,,natﬂrhcher Log
arithmus*); vor allem in der hoheren Math ik, b ders in der Funk
wird daneben die Bezeichnung log (ohne Angabe einer Basis!) verwendet. — Anm. d.
wissenschaftl. Red.

2) Nach wie vor wird @ > 1 vorausgesetzt.
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In Abb. 41 sind die graphischen Bilder der Funktionen
f@)=(x—1) (z—2) (x—3) (Kurve I)

logy, f(z) =logy, [(x—1) (x—2) (x—3)] (Kurve II)
dargestellt.

und

§ 24. Potenzen mit beliebigem reellen Exponenten

Bisher haben wir die Potenzfunktion
y=a* (97)
fir den Fall untersucht, da der Exponent a eine positive oder negative
ganze Zahl (vgl. § 7 und §13) oder eine beliebige rationale Zahl % (§18) ist.

Im Fall eines irrationalen « versteht man unter (97) die durch ,,stetigen‘
Grenziibergang im Exponenten gewonnene Funktion. Vorausschickend be-
merken wir, da8 die Funktion z* schon im Fall eines rationalen Exponenten
(mit geradem Nenner) ihren Sinn fiir negative Werte von z verliert; ist der
Exponent « irrational, so kann man dem Ausdruck z* fiir negatives = weder
direkt noch als Resultat eines Grenziiberganges einen verniinftigen Sinn
beilegen. Aus diesem Grunde liBt maen, wenn man eine Potenzfunktion z*
mit irrationalem Exponenten « betrachtet, die unabhingige Verinderliche z
grundsétzlich nur nicht negative Werte durchlaufen, betrachtet also diese
Funktion nur fiir 0 < 2z < co. Die Funktion (97) ist, wie man zeigen kann,
fiir irrationales « eine transzendente Funktion, d. h., eine Potenzfunktion z*
ist dann und nur dann algebraisch, wenn der Exponent o rational ist.
Zwischen der Potenzfunktion 2* auf der einen Seite und der Exponential-
und der Logarithmusfunktion zu einer beliebigen positiven Basis @ auf der
h .

A Seite heataht “‘ lU d. A g:
2% = (a)%8e%)% = q21084%, (98)
Dieser Zusammenhang ist sowohl theoretisch als auch praktisch von groBer
Bedeutung.

Einerseits stellt namlich ein stetiger Grenziibergang eine recht komplizierte
Bildung (Operation) dar, die man, wenn man die Exponentialfunktionen und
die Potenzfunktionen unabhingig voneinander definiert, sowohl bei den
Exponentialfunktionen als auch bei den Potenzfunktionen durchzufiihren hat.
Es empfiehlt sich daher, den Grenziibergang nur einmal, und zwar etwa bei
der Exponentialfunktion (vgl. §52)!) vorzunehmen; er ibertrigt sich dann

1) Haufig wird auch ein etwas and Weg"eingeschl gen: Man definiert achst fir
‘alle z>1 den (;,natiirlichen, d.h., zur Basis e gehorenden; vgl. Kap. III, §44)
Logarithmus gema8 . .

d
= [
i
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automatisch auf deren Umkehrfunktion, den Logarithmus, und dann auf
Grund von (98) auch auf die Potenzfunktionen.?!) .
Andererseits gibt Formel (98) eine einfache Moglichk:it, zu vorgegebenen
Werten z die zugehorigen Werte 2* mit Hilfe einer Logarithmentafel zu be-
rechnen.
SchlieBlich kann man aus (98) ein Verfahren fiir die punktweise Konstruktion
des graphischen Bildes der Funktion 2* mit Hilfe graphischer Bilder der

¥
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Abb. 42

Funktionen a* und log,z gewinnen. Der Verlauf der Konstruktion ist in
Abb. 42 fir den Fall a = 2, a=% dargestellt.

Beziiglich der graphischen Bilder der Potenzfunktionen zu verschiedenem
Exponenten « sei noch folgendes bemerkt (vgl. Abb, 43):

1. Sie gehen alle durch den Punkt 4 mit den Koordinaten (1, 1).

2. Fiir « > 0 ist die Funktion 2* wachsend; ihr g phisches Bild kommt aus
dem Ursprung O und geht ins Unendliche; es liegt ganz in den Quadranten

d. h. als Inhalt der durch die Hyperbel y = %, die z-Achse und die Vertikalen durch

die Punkte (1, 0) und (z, 0) begrenzten Flache; sodann erklart man die Exponential.
funktion zur Basis e als Umkehrfunktion des Logarith und die Exponentialfunktion
zur Basis ¢ mit Hilfoe von Formel (90) (dort b = e gesetzt); schlieBlich definiert man
die Potenzfunktion z= mittels Formel (98).

?) Nimmt man (98) als Definition fiir z«, so ergibt sich die Formel fiir das Logarithmieren
einer Potenz als Folgerung.
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OMAN und SAT. Ist « <0, so ist die Funktion 2* fallend; ihre graphische
Darstellung liegt ganz in den Teilbereichen .M 48 und y NAT; sie nihert
¥, sich asymptotisch der z- und der
y-Achse.

3. Ist o/ <a”, so liegt von den
graphischen Darstellungen der Funk-
tionen z* und z*” fir 0 <2 <1
die erste oberhalb der zweiten und
fir £ > 1 die zweite oberhalb der
ersten.

4. Die graphischen Bilder der
1
Funktionen y=2* und y= 2%

liegen zueinander symmetrisch in
bezug auf die Winkelhalbierende

y=2z (etws 2% und Vz; % und
9 7 z 1 ) .

Abb. 43 Vz)°

§ 25. Die trigonometrischen Grundfunktionen Sinus und Kosinus

Wir betrachten in der X,Y-Ebene den ,,Einheitskreis
X2 4 Y2=1 (99)
um den Ureprung O mit dem Radius 1.

Den Schnittpunkt A des Einheitskreises mit der positiven Halbgeraden der
X-Achse wollen wir als ,,Anfangspunkt‘
ansehen. Wir stellen uns nun vor, daB
sich ein Punkt M auf der Peripherie des
Kreises bewegt (auf ihr um den Ursprung
lauft). Wir sagen, der Punkt M durchlaufe
die Kreisperipherie in positivem Sinn,
wenn er sie in der Richtung durchléuft,
% die von der positiven Richtung der X-

Achse zur positiven Richtung der Y-Achse
fiihrt, also entgegengesetzt dem Uhrzeiger-
sinn verlauft (Abb. 44).

Die Lage des Punktes M ist nun jeweils

2 eindeutig durch die Liinge = des Bogens
bestimmt, den der Punkt M vom Punkte 4
Abb. 44 aus im positiven "Durchlaufungssinn der

Peripherie des Einheitskreises durchlaufen

miite, um an die gegebene Stelle zu gelangen.
Wenn z von O bis 27 wachst, so filirt der Punkt M einen vollen Umlauf
auf dem Einheitskreis aus, gelangt also (vgl. Abb. 44) diber B, C, D nach 4
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zuruck Du:chluuftzdxelnbervalle0<z< <z<n <l 5 nbzw
—n<z< 27, so durchlauft M die K.relsbogen AB BC’ éD bzw DA
d h. die Teile der Kreisperipherie, die im ersten, zweiten, dritten bzw. vierten
Quadranten der X, Y-Ebene liegen. Man nennt diese Kreisbigen (und im iiber-
tragenen Sinne auch die zugehérigen Intervalle) die ,,Quadranten des
Einheitskreises.)

Die Abszisse X bzw. die Ordinate Y des Punktes M, der so auf der Kreis-

peripherie liegt, daB die Linge des Bogens A gleich z ist, sind Flm.ktxonen
von z, die man Kosinus bzw. Sinus nennt:

X=cosz=0M,, Y=sinz=M M. (100)
Aus (99) ergibt sich ittelbar die Identitét
cos?z 4 sin?z=1. ] (101)

Diese Definition der trigonometrischen Funktionen, die im Prinzip mit der
in der Schule gegebenen Definition iibereinstimmt, triigt rein geometrischen
Charakter. Weil sie mit der Betrachtung der Peripherie eines Kreises zusammen-
hiingt, heiBen die trigonometrischen Funktionen auch Kreisfunktionen.
Daneben gibt es noch verschiedene analytische (in Formeln gefaBte) Defi-
nitionen des Sinus und Kosinus. Die einfachsten derartigen Definitionen sind
die durch Potenzreihen (vgl. Seite 452 und Seite 480).

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Sinus und Kosinus, welche sie von
allen Funktionen, die wir bisher untersucht haben, unterscheidet, ist ihre
Periodizitit. Geometrisch ist dchst ittelbar klar, daB der Punkt M
nach einem vollen Umlauf des Einheitskreéises wieder auf seinem fritheren Platz
erscheint; daraus ergeben sich die Identitdten

sin(x 4+ 27) =sinz, cos(z+ 27) = cosz, (102)

welche besagen, daB 27 eine Periode der Sinus- und der Kosinusfunktion ist
(vl §3).%)

Aus der P der trigonc ischen Funktionen kann man leicht auf ihre
Transzendenz schlieBen (vgl. §19). In der Tat: Ist eine Funktion periodisch, so nimmt
sie jeden Wert ¢, den sie iiberhaupt annehmen kann, an unendlich vielen Stellen an:

PP

1) Verfolgt man dies weiter, so erkennt man, daB dem nachsten Intervall 25 < z < % n

wiederum' der Bogen AB entspricht, es ist dem ersten ,,homolog*, gem.uso ist das
5
sechste Intervall g a<s< 37 dem zweiten homolog usw.; das Intervall — 5 < z<0

ist dem vierten Intervall homolog, das Intervall —z < z< — ? ist dem dntten homolog
usw.

%) Die Funktionen sin z und cos z neh also an ,,homol * Stellen jeweils denselben
Wert an. Aus diesema Grund kann man sich in vielen Fallen auf die Betrachtung der
Funktionen im Intervall 0 < z < 2n (oder in einem anderen Intervall der LCnge 2m)
beschranken.
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Zum Beispiel nimmt die Funktion cos # den Wert 1 an allen Stellen 2kz an.!) Eine
Funktion, die diese Eigenschaft besitzt und die nicht in eine Konstante entartet, kann
aber niemals algebraisch sein. Eine algebraische Funktion y = f(z) geniigt namlich
identisch einer Gleichung P(z, y) = 0, wobei P ein Polynom in z und y ist. Wiirde nun
f(z) den Wert ¢ unendlich oft, aber nicht iiberall annehmen, so besiSe die Gleichung

P(z, c)=0,

die dann keine Identitat in z ist, unendlich viele Wurzeln. Das ist aber unméglich, denn
sie ist eine algebraische Gleichung in z, und eine solche besitzt bekanntlich nur endlich
viele Wurzeln. Also sind die Funktionen Sinus und Kosinus transzendente Funktionen.

Um Klarheit iiber das Vorzeichen- und Wachst halten der trigono-
metrischen Grundfunktionen zu erhalten, muB8 man auf ihre Definition
zuriickgehen, d. h. sich auf die geometrische Anschauung stiitzen. Die Funk-
tion sin z verschwindet dann und nur dann, wenn die Ordinate des Punktes M
gleich Null ist, d. h., wenn M auf der X-Achse liegt. Also ist

sinkn=0. (103)

Die Funktion cos z verschwindet dann und nur dann, wenn die Abszisse des
Punktes M gleich Null ist, d. h., wenn M auf der Y-Achse liegt. Also ist

oos(—;-'+lm)=0. (104)
Das Vorzeichen der Funktionen sin z und cosz (in den yerschiedenen

Quadranten) ist durch das Vorzeichen der Ordinate bzw. der Abszisse des
Punktes M bestimmt und aus folgendem Schema zu entnehmen:

I I I I
+ |+ -]+
-] - -+
-4 X o i 4
sinx s T

Die Werte der Funktionen sin z und co8 = variieren zwischen —1 und +1
einschlieBlich. Die Funktion sin z nimmt den maximalen Wert +1 an, wenn
der Punkt M mit dem Punkt B zusammenfillt, so daB

sin (g +2 kn) =1, (105)
und den minimalen Wert —1, wenn M = D, so da8
sin (%n+2ku) =—1. (108)

1) Hier und fernerhin bed k eine beliebige ganze Zahl.
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Die Funktion cos # nimmt den maximalen Wert +1 an, wenn M= 4, so daB8
cos2kn=1, (107)

und den minimalen Wert —1, wenn M = C, so da8

cos(m+2kn) =—1 (108)
(Abb. 44).
Uber das Wachstumsverhalten der Funktionen sinz und cosz gibt das
folgende Schema AufschluB:

Am besten kann man sich die genannten Eigenschaften jederzeit dadurch
in die Erinnerung zuriickrufen, da8 man direkt auf die Darstellung der trigono-
metrischen Funktionen am Einheitskreis zuruckgrelft (Abb. 44). Diese
einfache Zeichnung a8t sich immer leicht auf einem Stiick Papier oder in
Gedanken rekonstruieren.

Stellt man die Schemata fiir das Vorzeich halten den Schemata fir
das Wachst halten g iiber, so siecht man, daB die Anderung des Sinus
in ,direktem Verhaltnis** zum Vorze:chen des Kosinus steht (d. h., der Sinus
wiichst dort, wo der Kosinus pesitiv ist, und fallt
dort, wo der Kosinus negativ ist); dagegen steht die
Anderung des Kosinus in ,,umgekehrtem Verhiltnis*
zum Vorzeichen des Sinus.l)

Wir tragen nun vom Punkt 4 aus einerseits den
Bogen z und andererseits den Bogen —z ab (Abb. 46).
Die dabei erhaltenen Punkte seien M und M,. Offen- '
bar besitzen M und M, dieselbe Abszisse, wahrend
ihre Ordinaten zwar dem Betrage nach, aber nicht im
Vorzeichen iibereinstimmen. Hieraus folgt (vgl. §3),

daB der Kosinus eine gerade und der Sinus eine un- 00sf-z)= cos
gerade Funktion ist, d. h. sinf-x)~-sinx
cos(—z) =cosx, sin(—z)=—sinz. (109) Abb. 45

?) Das ist nichts anderes als ein Teil des Inhalts der ,,Differentiationsregeln‘
(sin )’ = cos 2, (co8 z)’ =~ —ainz (vgl. 5.296 Formeln 5. und 6.).
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Als nichstes betrachten wir die Punkte M und M, die sich als Endpunkte
der Bégen x und z 4 7 ergeben (Abb. 46). Die Punkte M und M, liegen sich
im Einheitskreis diametral gegeniiber, also zum Ur-
sprung O spiegelbildlich. Daher unterscheiden sich so-
wohl die Abszissen als auch die Ordinaten von M und
M, nur durch ihr Vorzeichen. Folglich ist

cos(z + m) = —cosz, sin(x4 )= —sinz. (110)
SchlieBlich betrachten wir die Punkte M und M,
die zu den Bogen z und % — z gehéren (Abb. 47).

Man sieht leicht ein, daB die Punkte M und M, zu-
cos(T+T)m-COST - einander symmetrisch in bezug auf die Winkelhal-
sin(z+m}-sinz -  bierende y = x liegen. Also ist (§ 4) die Abszisse von
M, gleich der Ordinate von M und die Ordinate von

Abb. 46 M, gleich der Abszisse von M. Somit gilt
oos(%——x):sinx, sin (?—z)——cosx. (111)
Aus (111), (109) und (110) gewinnt man leicht
cos z = sin (x+ %) . (112)

Bevor wir zur Beschreibung der graphischen Bilder
der Funktionen sin z und cos z iibergehen, bemerken
wir, daB man nur die graphische Darstellung des

cos| -2--1)-sin1 Sinus im Intervall 0 Sz < 12'- benétigt, um sie unter

sinfZ-z) cos 2 Verwendung der Formeln (109) und (110) mittels ele-

mentarer Transformationen auf die ganze z-Achse

Abb. 47 fortzusetzen; (112) liefert dann die Darstellung des
Kosinus.

In der Tat: Auf Grund von (109) liegt das graphische Bild symmetrisch
zum Ursprung O, so daB man es durch Spiegelung am Ursprung unmittelbar

vom Intervall 0< zs — auf das Intervall —5 T <x<0 fortsetzen kann.
Ferner folgt aus (110), daB d.le gmphlsche Da.rsbe]]ung der Funktion sin z
symmetrisch zur Geraden z= ? liegt ; ersetzt man nimlich in (110) « durch
z—% und beachtet man, daB der Sinus eine ungerade Funktion ist [vgl. (109)],
8o erhdlt man unmittelbar

sin(%+x)=sin(%— )
Dies gestattet es, das gr: Bildvonsinzaufdaslntervaﬂ—%gxg-—:—n

fortzuset Die For g auf die ganze z-Achse gelingt schlieBlich dadurch,
daB man die Periodizitit der Funktion sin z ausnutzt [Formel (102)]. Was

(1
d 3
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die graphische Darstellung der Funktion cos z anbetrifft, so gewinnt man sie,
wie aus (112) ersichtlich ist, aus dem graphischen Bild des Sinus durch eine
Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke —%)

Zur punktweisen Konstruktion des graphischen Bildes der Funktion sin x
iiber dem Intervall nggg teilt man einerseits (Abb. 48a) den ersten

Quadranten des Einheitskreises in der X,Y-Ebene und zum anderen (Abb.48b)

yt v
s ,
7 1o
ol %
o
i A X 0| 3 I3 3 E3
) ) F ¥ ¢ ¥
Abb. 48

das Intervall 0 < zg% in der z, y-Ebene in jeweils m gleiche Teile; sodann

zieht man durch die Teilpunkte die vertikalen Geraden und tréigt auf den
Vertikalen in der z,y-Ebene die Ordinaten der entsprechenden Teilpunkte
des ersten Quadranten des Einheitskreises ab. Die erhaltenen Punkte gehdren
dem graphischen Bild der Funktion sin z an.

Wenn es darum geht, schnell eine (nicht allzu genaue) graphische Dar-
stellung des Sinus zu entwerfen, so ist die Konstruktion ,,aus vier Punkten®,
die dem Fall m = 4 entspricht, recht vorteilhaft (vgl. die fett gedruckten
Ordinaten in Abb. 48b). Die Lingen der Ordinaten (die zu den Werten von
sin z fiir = 0, %, %, %n, % gehﬁren) sind annéhernd gleich 0; 0,4; 0,7;
0,9;1.7)

Hierbei sei noch auf folgendes hingewiesen: Sind M, M’, M”’ drei Punkte
des ersten Quadranten des Einheitskreises in der X ,Y-Ebene, die in der Nihe
des Punktes A liegen, also zu kleinen Werten der unabhéngigen Verinderlichen
z gehoren, so sind zwar die Ordinaten dieser Punkte, wie man aus Abb. 49a
erkennt, etwas kleiner als die Lingen der zugehorigen Bogen, jedoch strebt
das Verhéltnis von Ordinate zu Bogenlinge, wenn der Punkt M gegen den
Punkt 4 strebt, gegen Eins. Dem entspricht bei der graphischen Darstellung
der Funktion sin z in der z, y-Ebene (Abb. 49b), da8 zwar die Ordinate P M

1) Genauer: 0; 0,383; 0,707; 0,924; 1.
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eines Punktes M der Sinuskurve stindig etwas kleiner als seine Abszisse O P

(oder was dasselbe ist, als die Ordinate PQ des Punktes @ auf der Winkel-

halbierenden y = z) ist,

¥ daB jedoch das Verhilt-

é nis ry (oder ﬂ[) !

oP Pg 8osen

o m Eins strebt, wenn der

Y Punkt M gegen den
g Punkt O ricks,

Es gilt also: Das gra-

phische Bild der Funktion

PP T sinz liegt (fir z>0)

%) unterhald der Winkel-

Abb. 49 halbierenden y = z (d. h.

sinz < ), schmiegt sich

aber in der Ndhe des Punktes O immer besser an diese an (,,beriibrt sie im

Punkte 0%).

In Abb. 50 sind die graphischen Bilder der Funktionen

y=sinz und y=cosz (113)

dargestellt. Man nennt diese Kurven die ,,Sinuskurve* und die ,,Kosinus-
kurve (auch ,,Sinuslinie bzw. , Kosinuslinie*).

!; ,,r ) .
SinT o
0 y e{lll b d b ) 443 21
7 A
/5 3\ e H )
I,
td
’ T or r ' m x
Abb. 50

Die ,,Additionstheoreme fiir die Funktionen sin z und cos z,
sin (2’4 2”) = sinz’ cos z” - cos 2" sin x”,
cos(z’+ 2”’) = cos 2’ cos z” —sina’sin z”,

diirften allgemein bekannt sein, so daB wir uns hier nicht niher mit ihnen zu
beachiiftigen brauchen (vgl. Seite 484).
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§ 26. Einfache harmonische Schwingungen
Die graphische Darstellung der Funktion
y=0sini(z—c¢) (C>0, A>0) (114) .
erhélt man aus der Sinuskurve mit Hilfe folgender Transformationen:
1. Stauchung in Richtung der z-Achse mit dem Stauchungsfaktor 1

Dehnung mit dem Dehnungsfaktor %) H
2. Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor C;
3. Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke e.
Jede Funktion der Form (114) heiBt ebenso wie lh.r gmphmchea Bild eine
infache har gung (kurz: har gung). Die zu-
gehbnge Kurve nennt man ha.uﬁg auch smu.sformg
Fiir die Parameter C, 4, ¢ in (114) sind die folgenden Bezeichnungen tblich:
C heiBt die Amplitude, A die Frequenz und ¢ die Phase.
Infolge der Stauchung mit dem Stauchungsfaktor A hat die Funktion (114)

nicht mehr d.w Periode 27, sondern die Penode - . Setzt man w = 2;’ ,
80 wird A=—, und Glewhung (114) bekommt d:e Form
y= Cmn—(x—c) (0>0 w>0). (115)
Die Frequenz und die Periode einer har ischen Schwingung sind umgekehrt
proportional; ihr Produkt ist gleich 2m:
Aw=2mx. (1186)

~
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In Abb. 51 ist das grn.phi:h:;:ii:lld( ::r— }i%:)vmonischen Schwingung

mit der Amp]itude C =2, der Frequenz A =3 (der Periode & = —231) und der

Phase ¢ = 1 *_ dargestellt. Die sinusformige Kurve ist dabei aus vier Punkten
konstruiert. !

A

~ISL
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Da wir uns im weiteren zuniichst nur mit harmonischeh Schwingungen
gleicher Periode beschiftigen werden, nehmen wir der Einfachheit halber an,
daB =27, d. h. A=1 ist. ,

Beispiele fiir einfache har ische Schwingungen mit der Periode 27 sind

u=Acosz und v=Bsinz. (117)

Man sieht leicht, daB sich die Phasen der harmonischen Schwingungen (117)
(welches Vorzeichen auch 4 und B besitzen mdgen) um eine Viertelperiode,

also um % unterscheiden.
Jede einfache har ische Schwi
y=Csin(z—¢)

gurny

mit der Periode 27 kann als Summe aus zwei harmonischen Schwingungen
(117) dargestellt werden:

Csin(z—c) = A cosz + Bsinz. (118)

Dazu geniigt es zu beachten, daB8

C'sin(z —¢) = C(sinz cos¢c — cosz sinc);
setzt man
A=—Csin¢, B=Ccosec, (119)
so ergibt sich (118).

Umgekehrt ist aber auch jede S aus 2wet einfachen harmonischen Schwin-
gungen gleicher Periode eine einfache harmonische Schwingung mit eben dieser
Periode.

Beweis. Zunichst nehmen wir an, daB die  gegeb harmonisch
Schwingungen von der Form

u=Acosx, v=DBsinz

sind. Es ist zu zeigen, daB es eine Konstante ¢ > 0 und eine Konstante ¢ gibt,
so daB (118) gilt. Hierfiir haben wir die Gleichungen (119) bei gegeb A
und B nach € und ¢ aufzulésen. Zu diesem Zweck quadrieren wir die Gleichungen
(119) und addieren die erhaltenen Resultate. Es ergibt sich

C=YVA4*+ B (120)

Dann kann man einen eindeutig bestimmten Wert ¢ im Intervall 0 < ¢ < 2%
so finden, da8

4
Var+ B’

sinc=—

B
CO8C = ——,
Y42+ B®

Die erhaltenen Zahlen C' und c leisten das Verlangte.
Im allgemei Fall stellen wir die gegeb Funktionen
y1=0Cysin(z—c), yy=0Cysin(z—cy)
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zunichst in der Form (118) dar:

y,= (—C;singy) cosz + (Cycose,) sinz,

ya= (—Cysinc,) cosz + (Cycoscg) sinz.
Die Summe der Funktionen ist dann

¥ =1+ ya=— (C;sinc, + Cysinc,) cosz + (C, cose, + C cos¢y) sinz,
und diese ist von der Form (118), wenn man
A=—(C,sinc,+ Cysincy), B=C,cosc,+ Cyeosc,

setzt.

Die Summe einfacher harmonischer Schwing mit verschied Perioden
st bereits keine einfache harmonische Schwmgung mehr. Sind namlich die
Frequenzen der zu addierenden Schwingungen kommensurabel, d. h. ist

h=mi, kh=ml,
wobei m, und m, teilerfremde positive ganze Zahlen sind, so ist die Summe
der Schwingungen
»1=0ysinki(z—¢;) und y,=Cpsindy(z—cp)

gleich
y=0Cysinl;(z—c)) + Cysin Ay (z—cy),
und dies stellt eine sogenannte gesetzte har ische Schwingung®)
mit der Periode a>=—2ll dar. (Sind die Phasen inkommensurabel, so ist die
Summe keine periodische Funktion mehr.)
In Abb. 52 ist die (punktweise konstruierte) Summe der Schwingungen

y;=sin2z und y,=sin3z

mit den Perioden 2 und 3 dargestellt (die Schwingungen y, und y, gestrichelt,
die Summe durchgehend).

siy] 4]

1) Zur Definition der h ischen Schwi val. §27.
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§ 27. Trigonometrische Polynome

Enteprechend wie jede Funktion
fl@=cyt+eztcat+t - 4-cpz”

(wobei 7 eine positive ganze Zahl und c,, . . ., ¢, konstante Koeffizienten sind)
ein (rationales) Polynom in der Verdnderlichen = genannt wird, hat sich fir die
Funktionen, die durch eine Gleichung der Form

f(z)=a,+ (a,cosz + b, sinz) + (@yc032z + bysin2z) 4 -
+ (aycosnz + bysinnz) (121)

gegeben werden, wobei n eine positive ganze Zahl ist und a,, .. ., a,, b,, ..., b,
konstante Koeffizienten sind, ein besonderer Name eingebiirgert; man nenpt
sie trigonometrische Pglynome (in der Verinderlichen z). Ist a3+ b2 <0,
80 heiBt » die Ordnung des trigonometrischen Polynoms (121). Der Koeffi-
zient a, wird das absolute Qlied, der Summand @, cosz-b,sinz das erste
Glied, der Summand a, cos 2z + b, sin 2z das zweste Glied usw. genannt. Die
graphische Darstellung des m-ten Gliedes eines trigonometrischen Polynoms
ist (fiir m = 1) eine einfache harmonische Schwingung der Frequenz m
( also mit der Periode-%"—) . Die graphische Darstellung jedes trigonometrischen
Polynoms eines Grades n = 2 wird eine zusammengesetzte harmonische Schwin-
gung genannt. Ein Beispiel fiir eine zusammengesetzte harmonische Schwingung
findet sich im vorangehenden Paragraphen (Abb. 52).

Da mit einer Zahl w auch alle Vielfachen von w Perioden einer gegebenen
Funktion sind, besitzt jedes Glied von (121) die Peripde 25. Weil andererseits
jede Summe von Funktionen mit der Periode w eine Funktion mit der Periode
ist, hat das Polynom (121) selbst die Periode 27.1)

Man sieht leicht, daB folgendes gilt:

1. Die Summe zweier (oder mehrerer) trigonometrischer Polynome, deren
Ordnung héchstens = ist, ist ein trigonometrisches Polynom, dgssen Ordnung
ebenfalls hochstens = ist.

1) Allgemeiner versteht man unter einem trigonometrischen Polynom bzw. einer zusammen-
gesetzten harmonischen Schwingung auch Funktionen der Form

2nz

2nz . 2nnz .
ao+ (°1°°ST+519|BT)+H-+(a.eosT+b.sm R

2nnz )
P
die aus den oben betrachteten durch Dehnung in Richtung der z-fchse mit dem
Deh fe “fm% tstehen. Diese Funktionen haben natiirlich die Periode w. Wir
wollen uns hier jedoch der Einfachheit halber auf den Fall w = 27 beschranken.
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2. Jedes Vielfache eines trigonometrischery Polynoms von der Ordnung =
ist ein tngonometmches Polynom von der Ordnung n.

Wir wollen nun zeigen, daB folgendes gilt: Ist P(u, v) ein rationales Polynom
in den Verdnderlichen u und v, so ist P (cos z, sinzx) ein trig trisches P
in z, wobei die Ordnung dieses Polynoms nicht grofer als der Grad von P(n, v)
in bezug auf u und v ist.

Der Beweis hierfiir erfolgt in mehreren Schritten:

1. Die Funktionen

cosprcosgw, sinpzcosgzr, cosprsingz, sinpzsingz (122)

(wobei p und g beliebige positive ganze Zahlen sind) sind tngonometnsche
Polynome der Ordnung p + ¢. Dies ergibt sich ittelbar aus den el ren
Identitaten

COSPxCOBqT = g[cos(p + g) 4 cos(p—g) ],
sin pz cosgz = [sin(p+ ¢) 2+ sin(p— ) ),
cospzsinqz=%[sin(p+ g) x—sin(p—q) =],

sinpz singz = 5 [—c08 (p +9) z + cos (p—q) 2].

2. Das Produkt zweier trigonometrischer Polynome f(x) und g(x) der
Ordnung r bzw. s ist ein trigonometrisches Polynom der Ordnung 7 +-s.
Zum Beweis sei

f(x)=a,+ (a,cosz + bysinz) + - - - 4 (g, cosrz + b, sinrz)

g(z) = a4+ (a] cosz -+ by sinx) + - - - + (a} cos sz + b sinsz).

Das Produkt der trigonometrischen Polynome f(z) und g(x) ist eine Linear-
kombination aus endlich vielen Gliedern der Form (122) mit konstanten
Koeffizienten und daher wegen der vorangehenden Bemerkungen ebenfalls
ein trigonometrisches Polynom. Seine Ordnung ist offenbar nicht groBer als
7 + 3. Sie kann aber, wenn f(z) die Ordnung 7 und g () die Ordnung s besitzt,
auch nicht kleiner sein, denn Glieder der Ordnung r + s treten nur bei der

Multiplikation der Glieder @, cos 7z + b, sin 7z und a; cos sz + b} sin sz auf;
und zwar sind es genau die folgenden:

5 @@l —b,b0) cos(r + 8) 2+ (o bi-+ b, sin (r + 9) 2);

die hier bei cos(r -+ &)z und sin(r + )z a.uftre'oenden Koeffizienten kénnen
nicht beide gleich Null sein, denn wegen af + b} > 0 wiirde aus

’

un

a,a,—b,b;=0,
bai+a b=
sofort
a,=b,=0

folgen, was nicht der Fall ist.



98 ‘Uberblick iiber die elementaren Funktionen
3. Jede Funktion

cos? z sin* (123)
(wobei % und k beliebige nicht negative ganze Zahlen sind) ist ein trigono-
metrisches Polynom der Ordnung % -+ .

In der Tat: Jeder der % + k Faktoren in (123) ist cos = oder sin z, also ein
trigonometrisches Polynom der Ordnung 1.

4. Da P(cos z, sinz) fiir jedes rationale Polynom P (u, v) eine Summe aus
endlich vielen Gliedern der Form (123) mit konstanten Koeffizienten ist,
ist auf Grund der vorangehenden Bemerkungen P(cosz, sinz) ein trigo-
nometrisches Polynom, dessen Ordnung nicht gréBer sein kann als das Maxi-
mum der Zahlen % -+ k fiir die Glieder (123) aus P(cos , sin z), also nicht
groBer als der Grad von P(u,v) in bezug auf « und v. Die Ordnung von
P(cosz, sinz) kann aber durchaus kleiner als dieser Grad sein (wie dies das
Beispiel P(u,v)= u?+ v® zeigt).

§ 28. Tscaenyscaewsche Polynome

Wir wollen nun zeigen, daB auch die Umkehrung des im vorangehenden
Paragraphen bewiesenen Satzes gilt:
Jedes trigonometrische Polynom
f(z) = ao+ (a;cosz + b, sinz)
+ (830822 + b;8in22) + -+ - + (@pcosnz + bysinnz) (a2 452 40) (124)

der Ordnung n lift sich in der Form f(x)= P(cos z, sin z) darstellen, wobei
P (u, v) etn rationales Polynom in u und v genaw vom Grad n ist.

Da eine Summe von Polynomen und das Produkt eines Polynoms mit einer
konstanten Zahl wieder Polynome sind, geniigt es, die Behauptung iiber die
Darstellbarkeit fiir die trigonometrischen Polynome der Form cos nz und
sinmz (wobei n eine beliebige positive ganze Zahl ist) zu beweisen und zu
zeigen, daB allgemein auch die Behauptung iiber den Grad von P (u, v) erfiillt
werden kann.

Wir zeigen zunichst, daB es zu jeder positiven ganzen Zahl  ein Poly-
nom T, (x) vom Grad » und ein Polynom U, (x) vom Grad n—1 gibt,
8o daB identisch in =

cosnz =T,(cosz), (125)

sinnz = U,(cosz)sinz (126)
ist.
Um die Art der hierbei auftretenden Polynome T, () und U, («) genau zu
erkennen, wollen wir zunéchst die Spezialfille n = 1, 2, 3 behandeln.
Im Fall =1 leisten offenbar die Polynome :

Ti(w)=u, Uy(w)=1 (127)
das Gewiinschte.
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Im Fall n= 2 ist bekanntlich
082z = cos?x —sin?x = 2cos?z—1,

8in2x = 2sinx cosx =2cosxsinz,
so daB
To(uw)=2u*—1, Up(u)=2u (128)

gesetzt werden kann.
Im Fall n=3 gilt schlieBlich
co83x == cos(2x + ) = cos2z cosz —sin2z sinz
= (2costx— 1) cosx — 2cosx sin®x
= (2co82z — 1) cos z — 2 cos z(1 — cos?x) = 4cos®z — 3cos z,
sin3z =sin(2z + z) =sin2x cosz + cos 2z sinx

=2cos?xsinz + (2cosx — 1) sinz = (4cos®*x — 1) sinz,
so daB
Ty(u) =4v*—3u, Us(u)=4u*—1. (129)

In dieser Weise kann man nun offenbar fortfahren.

Den strengen Nachweis fithren wir durch vollstindige Induktion. Wir
nehmen also an, daB die Existenz der Polynome 7', (z) und U,(u) bereits
gesichert ist und daB sie bereits ausgerechnet vorliegen; wir zeigen, daB dann
auch die Polynome T,,,(x) und U,,,(u) existieren und geben an, wie sie
berechnet werden konnen.

Nach Induktionsvoraussetzung ist einerseits

cos(n + 1)z = cos(nz + z) = cosnz cosz —sinnzrsinz
=T, (cosz) cosz — U, (cosz) sin*z

= T (cosz) cosz — U, (cosz) (1 — cos®x)
und andererseits

sin(n + 1) x =sin(nz + x) =sinnz cosz 4 cosnrsinzx
= Uy,(cosz) sinz cosz + T, (cosx) sinz
= {U,(cos z) cosz + T(cos z)} sinz.
Da die Polynome 7', () und U, (x) den Grad » bzw. n— 1 besitzen, haben die
Polynome .
To(w)u—Up(u) (1 —u?) und  Up(u)u-+ Th(u)
den Grad n + 1 bzw. n. Bezeichnen wir diese Polynome mit T, ,, bzw. U,,,,
Tyix(w)=uTp(u) + (u*—1) Up(u)

(130)
Upa(w) =Tp(u) + uUg(u),

so gilt
c08(n + 1) 2 = Ty (c08),
sin(z 4 1)z = U, ,,(cosz)sinx,

d. h., die so erhaltenen Polynome T, («) und U,,, («) leisten das Verlangte.
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Die Polynome 7', (v) und U, () sind direkt durch (127) gegeben. Die Poly-
nome T'y(u), Uy(u) fiir n = 2 kénnen mittels der Rekursionsformeln (130)
berechnet werden. Fiir =2, 3,4, 5,6,... erhilt man aus (130) sofort
(128), (129) und weiter

T,(u) =8u?—8u?41, U,(u) =8ud—4u,'
Ts(u) =185 — 2043+ 5u, Ug(u) =16ut— 124241,

To(u) =32us— 48uf + 18u—1, U,y(u) = 32us— 32ud+ 6u
usw.

Aus den Formeln (125) und (126) folgt unmittelbar, daB alle Polynome
Ty (u) und U,,,,(u) gerade und alle Polynome T, ,, (x) und U, («) ungerade
sind.

Ferner beweist man leicht durch vollstindige Induktion, daB der héchste

Koeffizient der Polynome 7, (z) und U, («) gleich 2*-1 ist, so daB
=on-lyny ...,
Ta(u) wt+ RESY)
Upw) =201 14 ...,

Die Polynome T',(u) heiBen TscHEBYSCHEWsche Polynome erster Art, die
Polynome U,(u) TSCHEBYSCHEWsche Polynome zweiter Art.

Unter Verwendung der TscEEBYscHEWschen Polynome kénnen wir nun
dem Polynom (124) die Form

flx)= {ao +a, T, (co8z) + ay Ty (co8z) - - - + 2, Ty (cos 2)}
+ sinz {by Uy (cos) 4 b, Uz (co82) + - - - + by U (co82)}

geben. Die Ausdriicke in den geschweiften Kl n auf der rechten Seite sind
Polynome in u= cos z:

L(u) =ay+a, Ty () + 0, Ty(u) + - - - + @y T (),
Mw)= bUy(u)+bUy(u)+- -+ by Up(w),

(132)

so daBl
f(x)=L(cosz)+ sinz M (cosx). (133)

Ist nun a, 0, so ist L(u) vom Grad =; ist b,= 0, so ist M (x) vom Grad
7 — 1. Da nun nach Voraussetzung wenigstens einer der Koeffizienten a,, oder
b, von Null verschieden ist, ist ganz gewiB L(u) vom Grad n oder M (u)
vom Grad n — 1, so da8 L () + v.M (u) in bezug auf u und » vom Grad = ist.

Das Polynom 'L(u) + v M (u) aus (133) geniigt also allen Anforderungen,
die durch den behaupteten Satz an P(u, v) gestellt werden; selbstverstindlich
ist es nicht das einzige Polynom, welches diesen Forderungen geniigt.!)

Wir wollen noch eine andere mégliche Form fiir das Polynom P(u, v)
angeben.

1) Dies folgt z. B. daraus, da8 man an die Stelle von 42 nach Belieben 1 — v? setzen kann.
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Ersetzen wir in (125) und (126) die Veranderliche z durch = 3 %80 erhalten
wir die neuen Gleichungen

cosn (?—x) T,(sinz),
(134)
sinn -’25—_ ) = U,(sinz) cosz,

welchen man durch Aufspaltung in die Fille eines geraden und ungeraden n
auch die folgende Form geben kann:

cos2nz = (—1)"T,,(sinz), cos(2n+1)z=(—1)"TU,,,,(sinz)cosz,
gin2nz = (—1)"*! Uy, (sinz) cosz, sin(2n+1)z=(—1)"T,,,,(sinz).
Hieraus ergibt sich
f@)={ao+ b, T,(sinz) — 6, T,(sinz) — by Ts(sinz) + a, Ty (sinz) 4-- -}
+ cosz {a, U, (sin z) + b, U, (sin x) — a3 Us(sinz) — b, U, (sin z)

+a; Uy(sinz) +---}
oder, wenn wir

Ly (v) = ay+ by Ty (v) — @ Ty (v) — b3 T'3(v) + @, Ty (v) +- -+, (135)
M, (v)= @, Uy () + 5, Uy (v) — a3 Us(v) — b, Uy (v) +- -+
setzen,
f(z) = L,y(sinz) + cos z M, (sinz). (136)
AbschlieBend wollen wir noch folgende Spezialfille behandeln:

1. Ist b= by="+.-=by=0, 8o ist f(z) ein trigonometrisches Polynom der
Form
f(x) =ay+ a,cosx+ ayc0822+ -+ + aycosnz;

in diesem Fall kann nach (133) f(z) als Polynom in cos z dargestellt werden.
2. Ist ay=@a,=---=@a,=0, 80 ist f(x) ein trigonometrisches Polynom
der Form
 f@)=bysinz+ bysin2z + - -- + b,sinnz;
in diesem Fall kann nach (133) f(z) in der Form
f(z)=sinz. P(cosx)
dargestellt werden, wobei P (cos z) ein Polynom in cos z ist.

3. Istay=ay=az="---=0und by=b,=b,=-.. =0, 80 ist f(z) ein trigono-
metrisches Polynom der Form

f(x)=a,+b;8inz+ a,c082z + bysin3z 4+ - -;
'in diesem Fall ist nach (136) f(z) ein Polynom in sinz.
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4, Ist gp=ay,=a;=---=0 und b,=b;=b;=...=0, so ist f(r) ein
trigonometrisches Polynom der Form -

f(x) =a,co8z+ by8in2x + ayco83x + bysindz +-- -3
in diesem Fall kann nach (136) f(z) in der Form
f(x)=cosz- P(sinz)

dargestellt werden, wobei P (sin z) ein Polynom in sin z ist.
Man priift leicht nach, daB alle diese Behauptungen auch umkehrbar sind.

§ 29. Der Tangens und andere gebrochene trigonometrische
Funktionen

Wir wollen nun zur Untersuchung gebrochener trigonometrischer Funktionen
iibergehen. Hierunter versteht man rationale Funktjonen der trigonometrischen
Grundfunktionen sin z und cos z, bei denen mindestens einmal die Division
auftritt. Die einfachst (el taren) gebroch trigonometrischen
Funktionen sind die, welche nur eine Grundrechenart (die Division) enthalten
und bei denen die Division auch nur einmal angewendet wird. Es sind dies
die Funktionen Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans, die
folgendermaBen definiert sind:

sin

tgz— il , ctgr= Raakd , secx= 1 und cosecz = .l (137)
cos8z sz cos ¥ . sing
Besonderes Interesse verdient der Tangens.
Aus den Formeln (110) folgt
_ sin(z+n) —sing sinz
tg(z+m) = o8 (@+7m)  —ocosz  008Z =tg=, (as38)

d. h., der Tangens besitzt die Periode 7, also eine Periode, die halb so groB wie
die des Sinus und des Kosinus ist. )
Ferner ist klar, dal der Tangens eine ungerade Funktion ist:

sin(—g) _ —sinz — (139)

tgl—2z) = wos(—a) — ooz tgx.

Es geniigt also, das Verhalten des Tangens im Intervall 0<:a:<i zu

studieren. Verfiigt man iber das graphlsche Bild des Tangens in dlesem
Intervall, so kann man es zunichst wegen seiner Symmetrie in bezug auf den

Ursprung O auf das Intervall —-7<:c<0 und von dort aus wegen der
Periodizitit des Tangens auf die ganze z-Achse fortsetzen.
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Tir z= 0 erbalten wir

tg0= ::g =0.

Da der Zahler sin z im Intervall 0 st-’i von 0 bis 1 wichst und der
Nenner cos x von 1 bis 0 fillt, wichst der Tangens im Intervall 0 < :c< 5
und zwar von Null iiber alle Grenzen Fir z = T 7 ist der Tangens nicht erklirt
(verliert er seinen Sinn, b t er eine Unstet: a‘-mf) weil ndmlich der Nenner
cos z dort verschwindet, wihrend der Zahler sin z den Wert Eins annimmt. So-
mit hat das graphische Bild des T: mit der Geraden z = % keinen Punkt

=

gemein.

Der Tangens ist posltlv im Intervall 0 < z <3z * und negativ (wel.l er ungerade
ist) im Intervall — & < < 0. Wegen der Penod:zlta.t ist er wiederum positiv
im Intervall # <z < -5 " und negativ fidr = 5 < & <n. Schematisch kann man
also das Vorzewhenverhslten des Tangens fo]gendermaﬁen beschreiben :

Zur geometrischen Deutung des Tang: keh wir zum Einheitskreis
zuriick (Abb. 53): Ist M der Endpunkt des Bogens A der Linge z, so
hat der Schnittpunkt P des Durchmessers
OM mit der Tangente an den Kreis im v
Punkte 4 die Ordinate tgz; denn aus der 8
Ahnlichkeit der Dreiecke 04 P und OM, M

folgt

AP _ MM
04~ OM,’ L]
d. h " Ole—cos 7ot X
AP sinz
T sz’ AP=tgz.




104 Uberblick iiber die elementaren Funktionen

In Abb. 54 ist dargestellt, wie man das graphische Bild des Tangens im
Intervall 0<z<—; punktweise gewinnen kann. Das Intervall ist zu diesem

Zweck in acht gleichlange Teilintervalle zerlegt.

y Unter Beachtung der geo-
metrischen Deutung des Tan-
gens hat man bei der punkt-

., weisen Konstruktion des gra-
phischen Bildes der Funktion

& tgz in der z, y-Ebene (Abb. 54)

lediglich die Schnittpunkte

der Durchmesser des Einheits-

L —1 19 4 kreises mit der vertikalen Tan-

gente im Anfangspunkt A

des Einheitskreises zu be-

stimmen und die Ordinaten
dieser Punkte auf den ent-
a) 1)) sprechenden vertikalen Ge-
Abb. 54 raden in der z, y-Ebene abzu-

tragen.

Bemerkenswert ist noch f¢ de Eigenschaft des graphischen Bildes der

Funktion tgz. Wie der Abb. 53 zu entnehmen ist, ist die Léinge des Bogens AM

stets kleiner als die Strecke 4 P,?) so daB der Quotient % groBer als Eins

ist; wenn sich der Punkt M dem Punkt A néhert, so strebt dieser Quotient
gegen Ems In Abb. 54 entspricht dem fo]gendes Die Abszisse jedes Punktes
der grap Darstell ist kleiner als seine Ordinate, und daher das
Verhiltnis der Ordinate zur Abszisse groBer als Eins; strebt jedoch der Punkt
der graphischen Darstellung gegen den Ursprung 0 80 nihert sich dieses

Verhéltnis dem Wert Eins. Wir konnen also feststellen, daB die Tangenskurve
im Intervall 0 <z<; oberhalb der Winkelhalbierenden y = z lLiegt,

\

Y
&

z<tgz (0<z<%),

daB sie sich aber in unmittelbarer Niahe des Ursprungs eng an diese Gerade
anschmiegt (sie im Koordinatenursprung beriihrt).

Ohne uns mit einer eingehenden Diskussion der Funktionen ctg z, sec z
und cosec z abzugeben, bemerken wir lediglich, daB sich die graphischen °
Bilder dieser Funktionen dadurch ergeben, daB man aus den graphischen
Bildern der Funktionen tg z, cos z, sin z die graphischen Bilder der zugehérigen
reziproken Funktionen konstruiert (vgl. §4).

1) Bezeichnet man nédmlich mit 4’ den Punkt des Einheitskreises, der in bezug auf die

Gerade OM symmetrisch zum Punkt A4 liegt, so ist der Bogen AM A’ kleiner als der
Streckenzug APA’ (denn von zwei konvexen Kurven ist die ,,innere* kiirzer als die

»auBere«), so daB auch der Bogen AM Kleiner als die Strecke 4P ist.
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Die graphische Darstellung der Funktion ctg = kann allerdings aus der des
Tangens noch durch ein anderes, einfacheres Verfahren gewonnen werden:
Da nimlich

£ sm(%— ) cos z
tg(?_z)= eos(%—_)= sz — 6%

ist, braucht man am graphischen Bild des Tangens nur die folgenden Trens-
formationen auszufiihren:

1. eine Spiegelung an der z-Achse;

2. eine Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke —g—

Man sieht leicht ein, daB diese Transformationen z en einer Spiegel
an der Gerade z = % gleichwertig sind.?)

In dhnlicher Weise, wie man die graphische Darstellung des Kosinus aus
der des Sinus erhilt, kann man auch die graphische Darstellung des Kosekans
aus der des Sekans erhalten.?)

IVIEZIWITIY
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Abb. 55

-3

3%

),
\

In Abb. 65 sind die graphischen Bilder der sechs trigonometrischen Funktionen

sinz, cosz, tgz, cosecz, secr, ctgx
dargestellt. .

1) Hierbei ist allerdings noch zu beriicksichti daB die graphische Darstell des
Tangens symmetrisch in bezug auf den Ursprung O liegt.
%) Daher die Bezeict Kofunktion*‘.

&
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Unm iiber die Beziehungen zwischen den sechs trigonometrischen Funktionen
Klarheit zu erlangen, setzen wir zur Abkiirzung

w=cosx, u=s6ecz,
v=sinz, = cosecz, (140)
w=1gx, w; = ctgx.
Die grundlegenden Beziehungen (101) und (137) kann man dann in der Form
1. w?42=1, 3. uy =1,

2. w=21, 4. vy, =1, (141)
schreiben. 5. wuy =1
Das System dieser fiinf Gleichungen besitzt die folgende Eigenschaft: Ist

ein Wert fiir eine der sechs Verinderlichen vorgegeben, so kann man, ohne
auf andere Rechenarten als auf die vier Grundrechenarten und das Ausziehen
der Quadratwurzel zuriickgreifen zu miissen, die Werte der ibrigen finf Ver-
dnderlichen besti (das Gleichungssystem (141) nach diesen fiinf Ver-
énderlichen auflésen). Man mu8 jedoch, entsprechend der Problemstellung
die Werte der Quadratwurzeln im algebraischen Sinn nehmen, d. h., in de

Fillen, in denen sie auftritt, verbleibt eine Unbestimmtheit im Vorzeichen,
also eine Doppeldeutigkeit.

Wenn es also des System (141) auch gestattet, jede der sechs GroBen u, v,
w, %,, v, w, als Funktion jeder anderen anzusehen, so sind, wie eine aus-
fidhrliche Betrachtung zeigt, von den 5 - 6 = 30 hierbei auftretenden Funktio-
nen doch nur 6 eindeutig (rational), wihrend die iibrigen eine Quadratwurzel
enthalten und daher doppeldeutig sind. Wenn beispielsweise fiir den Sinus der

Wert v= % vorgegeben ist, so ergeben sich fiir den Kosinus die beiden Werte

u=j;Ts. Das Vorzeichen kann nur dadurch bestimmt werden, daf man

von irgendwelchen zusitzlichen Angaben ausgeht, die eine Entscheidung
dariiber gestatten, in welchem der vier Teilintervalle des Intervalls 0 < z < 2x
der Wert der unabhéngigen Veranderlichen z liegt. Unter den sechs trigono-
metrischen Funktionen gibt es keine, durch deren Werte die Werte der iibrigen
Funktionen eindeutig bestimmt sind.

Lediglich der Tangens verdient in dieser Hinsicht ein besonderes Interesse.
Ist nimlich tg z = w, so ergeben sich die entsprechenden Werte des Sinus und
des Kosinus gemif w

sinz = i
V1 +w (142)
€o8T = ———=.
+V1 +w?
Auch hier ist zwar das Vorzeichen vor den Wurzeln noch willkirlich, jedoch
muB in beiden Fillen dasselbe Vorzeichen gewihlt den. Daraus folgt,
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daB nicht nur die Werte sin32 und cos®z, sondern z.B. auch das Produkt
sinz cosz und die Werte sin 2z und cos 2z eindeutig (rational) durch w aus-
driickbar sind:

sin2p = 2%
= Tror
o (143)
cos2:c=l+—w,.

Hieraus ergibt sich nun, daB sich mittels einer neuen Funktion der Periode
27, nimlich des Tangens des halben Winkels,

z
t=tg5,

der Sinus und der Kosinus und damit auch die iibrigen vier trigonometrischen
Funktionen rational ausdriicken lassen. Ersetzt man namlich in (143) zdurch R
so erhdlt man
2t
1+6°
1—¢
1+8

sinz =
(144)
coszT=

(was man natiirlich auch direkt ausrechnen kann).

Das graphische Bild der Funktion tg5- (in Abb. 56 gestrichelt) ergibt sich
aus der graphischen Darstellung der Funktion tg # durch Dehnung in Richtung
der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor 2. Der Abb. 55 ist zu entnehmen, da3
jeder Wert ¢ einem und nur einem Wert z (aus einem Intervall der Linge 27)
entspricht. Folglich gehort zu dem Wert ¢ auch nur ein Wert jeder der Funk-
tionen u, v, w, %, v;, wy.

Natiirlich leistet die Funktion ¢, = —~— ctg 5 genau dasgelbe.

§ 30. Uber die Darstellbarkeit von Funktionen, die rational von den
trigonometrischen Funktionen abhingen, durch eine oder zwei
trigonometrische Funktionen

Jede rationale Funktion der elementaren trigonometrischen Funktionen in
ein und derselben unabhingigen Verinderlichen z kann als rationale Funktion
in den beiden trigonometrischen Grundfunktionen

w=cosz und v=sinz
dargestellt werden.
Dies folgt daraus, daB sich auf Grund von (141) die Funktion w= tg z,
aber auch die Funktionen u,= secz, v, = cosec ¢ und w, = ctg = rational
durch die Funktionen cos z und sin z ausdriicken lassen. Hierbei hat man nur
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zu beachten, daB eine rationale Funktion in einer oder mehreren Verinder-
lichen, deren jede rational von einer oder mehreren Verinderlichen abhingt,
offenbar selbst eine rationale Funktion von eben dieser oder diesen letzt.
genannten Verinderlichen ist.

Beispiel.
l( sec  cosecz \ v cosz
2\1+tgz I—ctgz) u*—o? co8*Z—sinlz
L. Jede rationale Funktion der el en trigonometrischen Funktionen (in

ein und derselben Verinderlichen z) kann als rationale Funktion von nur einer
Funktion, dem Tangens des halben Winkels,

t= tgi )
dargestellt werden. Dies ergibt sich unmittelbar aus den Formeln (144).
Beispiel.

z

co8z S 1-tgly
22 _—gin?z 1 — 6¢2 - -
cos?z—sin’z  1—6824 44 l—Gtg’%+tg‘%

Wihrend Satz I ganz allgemein gilt, enthalten die folgenden Sitze II, ITI
und IV zusitzliche Voraussetzungen und sondern somit wichtige Spezial-
fille aus.

IL. Ist f(z) eine rationale Funktion der elementaren trigonometrischen Funk-
tionen, die als Funktion von z gerade baw. ungerade ist, so kann man f(z) als
rationale Funktion allein in cos z bzw. als Produkt aus sin z und einer rationalen
Funktion von cos z darstellen.

a) Es sei f(2) gerade. Dann ist einerseits (nach Satz I)

f@ =R (tg5)Y (145)
und andererseits -
fl—2)=f(a). (146)
Daraus folgt
B (g 52) =R (s 5),
d.h
R, (—tg %) =R (t,g %) (147
oder
Ri(—t)=Ri(1),?) (148)
‘)MitIT(evf,l.mitInd.izea)l ich wir im folgend tionale Funkti

%) Die Gleichung (148) folgt aus Gleichung (147), da man zu jedem ¢ ein z so finden kann,

daB t-tg;.
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so daB die rationale Funktion R, gerade ist. Demzufolge kann sie als rationale
Funktion in #* dargestellt werden?):

Ry(t) = By(#*).

Nun ist aber

und daher

fla)= R,m—Rz«*)—R,(lH) Byu),

was zu beweisen war.
b) Ist dagegen die Funktion f(x) ungerade, so gilt an Stelle von (146)
f—=2)=—f(x)
und an Stelle von (148)
RBi(—t) =—Ry (1),
so daB die Funktion R,(t) ungerade ist. Dann ist aber die Funktion —%—
gerade, und es gilt wie oben
R,
t

RI (0]

= Ry(t*) = Ry(u).

1) Ist R(z) eine gerade rationale Funktion in z, so ist R eine rationale Funktion in z*.
Der Beweis dieses Satzes liegt auf der Hand, soll jedooh der Vollstandigkeit halber
hier angedeutet werden:

Es sei R(z) = P‘:’

, wobei P(z) und @ (z) Polynome in z sind. Trennen wir in P(z)

und Q(z) die Glieder mit geraden und ungeraden Pot: von z, so erhalten wir
P(2)=Py(2%) +2P3(z%), Q(2)=Q1(s*)+2C(3"),
gy = 1@+ 2Py

Q@) +2G (2%’
wobei Py, P,, Q, und @; neue Polynome sind. Aus der Beziehung R(—z) = R(z) ergibt

sich nun
Py (3?) — 2Py (2?) - Py (%) + 2Py (s%)
Q@) —2Q (@) Qi) +5G(=)

Py(2?) _ Py(2?)
Q@) QE)

Hier steht auf der linken Seite dieselbe rationale Funktion wie auf der rechten Seite.
Bezeichnen wir sie mit S(z2?), so erhalten wir

Py(z*) = @, (2%) 8(z?), Py(z%) = @a(s*) 8(s?)
R(z)=8(z%).

d.h

und damit

2) Mit u, v, ¢t werden wie bigher die Funktionen cos z, sin z bzw. tg — bezeichnet.
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Im betrachteten Fall ist also
f@)=Ry(0) =t Ry(u) = tg 5 - Ry(u).

Nun gilt aber
z sinz
8 = THoms’ (149)
so daB

F) = o By () = T2 Ry() = oRy(w),

was zu beweisen war.

IIL. Ist f(x) eine rationale Funktion der el taren trigonometrischen
Funkti , die bei Substituti von x durch m — x sich iberhaupt nicht dndert
bzw. die bes dieser Substitution nur ihr Vorzeicken dndert, s0 ist J(z) eine rationale
Funktion allein von sin z bzw. Produkt von cos x mit einer rationalen Funktion
von sin z.

a) Ist fiir jedes z

fl@)=f(n—z), (150)
80 ist, wie man erkennt, wenn man z durch z+% ersetzt, auch
=z
Setgen wir nun
H5—2) =,
so ist also
' h@=f(=+3). (161)

Die Funktion f, (2) ist also gerade und kann dsher nach Satz IT als rationale
Funktion in = cosz dargestellt werden,

H(@)=Ry(w),
d. h

f(z + %) = R,(cosz).

2
f) =R, (cos (z_;)) = RB,(sinz) = By (v).
b) Gilt an Stelle von (150) die Beziehung'

flz—a)=—f(z),

80 ist die in (151) definierte Funktion f, (z) ungerade, und es ergibt sich auf
Grund von Satz IT

Ersetzen wir nun hier  durch z—=-, so erhalten wir

fi(z)=vR;(u) =sinz- R, (cos z),
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d. h.
f(x+§) —sinz- R, (cos2).
Ersetzt man hier z durch z—% , 80 erhilt man
f(x) =—cosz- R,(sinz) = 008z - Ry(sin z) = uR,(v).
IV. Ist f(z) eine rationale Funktion der el taren trigonometrischen Funk-
tionen, die bei Substitution von z durch x + 7 sich iberhaupt nicht dndert (also
die Periode 7 hat) bzw. die bei dieser Substitution nur shr Vorzeichen dndert,

80 ist f(z) eine rationale Funktion von tg = bzw. Produkt von cos z oder sin z mit
esner rationalen Funkiion von tg z.

a) Wir betrachten zuniichst den Fall, daB f(z) die Periode 7 besitzt, d. h.,
daB fir jed
jodes fle+m)=f()

gilt. Offenbar kionnen wir zunichst f(z) auf die Form

f(z) — P (cos z, sin z)

Q(cos z, 8inz)
bringen, wobei Zihler und Nenner Polynome in cos z und sin z sind. Auf
Grund von

: 2 . tgz .
, sm'x:L, smzcosz=—5—, sinz =tgzcosx

cos®z = 2
1+tgtz 1+tgiz

_
1+tgis
kénnen wir dann f(z) folgendermaBen schreiben:

fla)= R, (tg7) + R,y (tgz) cos 2
T Ry(tg2) + R, (tgz) cosz ’

wobei R,, R,, Ry, R, rationale Funktionen sind. Wegen cos(z + ) = —cos
gilt nun flatm= R, (tgz) — Ry(tgz) cosz

Ry (tg7) — Ry (tg) cosz ’
d. h, da f(z + 7)= f(x) ist,
R, (tg2) + Ry(tg z) cosz _ R, (tgz)— Ry(tgz) cos z

Ra(tg2) + Ru(tgz) cosz Ry (tg2) — Ry (tgs) cosz

und daher
Ry(tgz) _ Ra(tgz)
Ry (tg 7) R, (tgz)

= R(w), s0 ist R eine rationale Funktion, und es gilt

R, (10)
Ry (w)

By (tgz) = B(tgz) Ry(tgz), R,(tgz)=R(tgz)R,(tg)
und daher

Setzen wir nun

R(tgz) (Ry(tg 7) + Ry(tg 7) cos z)

f@ =g en+ R sz

was zu beweisen war.

= R(tga),
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b) Geniigt dagegen die Funktion f(z) der Bedingung
fle+m)=—f(2),
so betrachten wir die Funktionen
fw=LE wnd fm=LE

co8 2 sinz

Man sieht leicht, daB f, () und f,(z) die Periode z besitzen, so daB nach dem

oben Bewiesenen
filx)=Ry(tgz), folz)=2Ry (tg=)

ist. Dann ist aber
f(x) = f,(x) cosz = cosx R, (tg 2),

f(z)=fuz) sinz = sin 2 Ry tg2).

Bemerkung. Man priift leicht nach, daB auch die Umkehrungen der Satze I bis IV
gelten. Fiir die Satze II bis IV stellt man dies direkt fest; was Satz I betrifft, so gentigt
ein Hinweis auf die Beziechung (149). Die Satze I bis IV liefern also notwendige und
hinreichende Bedingungen dafiir, daB eine Funktion in der jeweils angegebenen Form
darstellbar ist.

§ 31. Beispiele liir die Diskussion von rai;ionaloanunktiouon
der trigonometrischen Funktionen.
Trigonometrische Gleichungen

Die im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Sitze I bis IV und die mit
ihnen verwandten Sitze aus § 28 eréffnen die Moglichkeit fiir eine Diskussion
von Funktionen, die rational von den trigonometrischen Grundfunktionen
abhiingen. Dies gelingt dadurch, daB man die gegebene Funktion f(x) in der
Form f(x)= R(g(x)) darstellt, wobei R eine rationale Funktion und g(x)
eine der Funktionen cos z, sin z, tg x oder, im allgemeinen Fall, die Funktion

tg-‘;— ist. Da man das Verhalten der rationalen Funktion und das Verhalten

der Funktion g(z) im Prinzip als bekannt ansehen kann, ist damit auch das
Verhalten der zusammengesetzten Funktion f(z) festgelegt (vgl. § 5, 9).

Die genannten Sitze sind aber dariiber hinaus auch niitzlich bei der Losung
von trigonometrischen (goniometrischen) Gleichungen. Das Hauptproblem
bei der Losung solcher Gleichungen besteht darin, sie durch Einfiihrung einer
passenden neuen Verinderlichen zu ,,algebraisieren‘. Die genannten Sitze
gestatten es nun, die Wahl der trigonometrischen Funktion, die als neue
Verdnderliche genommen wird, nach einfachen formalen Kriterien zu treﬂ‘en,
wodurch natiirlich die Art der weiteren identischen Umformung, h
beeinflult wird.
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Zu bemerken ist noch folgendes: Eine ,Rationalisierung® mit Hilfe der
Funktion t=tg% gelingt immer (§30, Satz I), die Wahl von tg% als neue

Veriinderliche ist sozusagen die ,,Universalsubstitution®. Allerdings ist in den
Fillen, in denen man mit den Funktionen = cos, v=sinz oder w=tgz
auskommt, die zu verwendende rationale Funktion im allgemeinen einfacher,
so daB die ,,Universalsubstitution‘ nur ,,im &uBersten Fall“ zu empfehlen ist.

Beispiel 1.

1
y=ta== 3+2cosz

Dies ist eine rationale Funktion in u = cos 2. Durchlauft z alle Zahlen, so variiert

u im Intervall von —1 bis +1 (und zwar periodisch mit der Periode 2n). Die Funktion

st in diesem Intervall (ja sogar ttberall mit Ausnshme der U

s Yo L Ty

1
34 2u
u= —% fallend, so daB (vgl. § 5,9) die Funktion y = f(z) iiberall dort wichst, wo cos z
fallt, und tiberall dort fallt, wo cos z wachst. Da die Funktion f(z) die Periode 27 besitzt

Y4
; 7
z
;
z
- _x o x R
2 ;
Abb. 56

und gerade ist, geniigt es, ihr Verhalten im Intervall 0 < z < # zu untersuchen. Wachst )
z von 0 bis 7, so fallt cos z von 1 bis —1, so daB die Funktion f(z) im Intervall0 Sz < =
wachst (u.nd zZwar von % bis 1) . Fir z = 12[- nimmt f(z) den Wert —:1’— an (Abb. 56).

Beispiel 2.
sin?z —sin 27
cos?z

y=1@®)=

Da die Werte der Funktion sich nicht d4ndern, wenn man z durch z + x ersetzt (f(z)
also die Periode n hat), wird man natiirlich versuchen, w =tgz als neue Verdnderliche
einzufithren. Einfache Umformungen ergeben

y=tgz(tgs —2).
Die Funktion
w(w—2)=(w—1)2—1
fallt fiir —oo <w <1 und wachst fir I <w <co. Die Funktion w = tg z ist durchweg
wachsend; den Wert @ = 1 nimmt sie (im Intervall 0 <2< ) fiir 2-14’- an. An der

Stelle z = % besitzt sie eine Unstetigkeitsstelle. Wenn also z von 0 bis i:— whchst, so wiichst |,
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w von 0 bis 1, so daB y von 0 bis —1 fallt; wlchstzvon%bis-;,sowlchstwvon }
iiber alle Grenzen und y von —1 iiber alle Grenzen (der Wert y = 0 ergibt sich fiir v = 2,
d. b, fir 7~ 63,5%; wachst 2 weiter von % bis 7, so wichst (hinter der Unstetigkeits-
stelle) w von —co bis 0, so daB y von +oo bis 0 fallt. Es sei noch erwahnt, daB sich fiir

==%a die Werte w=—1, y=3 orgebei: (Abb. 57).
i

\ VA
\C AL T \

=ZN dz] [T [

gl
IS

=

Abb. 57
Beispiel 3.
y=/(z)=%(3cosz—cos3z).
Da die Funktion f(z) die Periode 2n besitzt und gerade ist, kann man sich bei der
Diskussion auf das Intervall 0 < # < n beschrinken. Als Hilfsfunktion verwenden wir

u = cos 7. Wegen
0837 =4cos*z—3cosz=4ul—3u

(das Tsc EWache Polynom T (x)) ist
=%[3u—(4u’—3u)]=3u—2u’.

Dieses Polynom dritten Grades bringen wir durch die Substitution

4=2 3‘ 2=1u l
= N = 3

(vel. §10, (8)) auf die ,,Normalform*

y=-—3l/§(z’—z).

Das Wachstumsverhalten der Funktion 2® — z andert sich in den Punkten z = + I/ -%

(v&l. §10), denen dio Punkte u — + |/ 5 wnd damit & = % , % = 7 entaprochen. Bei Be-

trachtung der durch diese Punkte gebildeten Intervalle iiberzeugt mean sich nun leicht
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auf Grund allgemeiner Satze itber das Wachstumsverhalt tzter Funkti
(vgl. § 5), daB folgendes gilt: Wachst z von 0 bis 1, so fallt « von 1 bis ; , Z von
V3 bml/3 , z‘—zvon—; I/ 2 bis —i I/—— und y wichst von 1 bls ; wachst

zvon—blsin,sofalltuvonp bls—V;,zvonll bls-—|/ , 28—z wichst

von — o I/ bIB-—- |/—und y fallt von V— bis — V_ wiichst zvon—n bis 7, so

3

Y
13

]

1

7 i

1

1

|

!

] T X Ed H
z z % X T

-1
-z

Abb. 58

Falltuvon—l[ bis —1, zvon—l/—bls—-l/a,z’—-zvon—l/ bm—

und y wichst von —}/_ 2 bis —1 (Abb. 58). Fiir za? nimmt y den Wert 0 an. Mm

kann an diesem Beispiel die Ergebnisse der Diskussion mit einem punktweise kon-
struierten graphischen Bild der Funktion I(a:) verglelchen, die punktweise Konstruktion

besteht in der Bildung der ,,Halb ** der graphischen Bilder von
y1=c083z und y,=—3co8z.
Beispiel 4.
cos 22
y=le)=""2.

Diese Funktion besitzt ebenfalls die Periode 2z und ist ungende, s0 daB man auch hier
die Funktion nur im Intervell 0SS z=<nx zu b ht. Die Funktion f(z)
andert sich nicht, wenn man z durch z — z ersetzt; man ersieht daraus, daBl man vorteil-
haft die Funktion o =ginz als Hilfsfunktion einfihrt. Ferner entnimmt man der

ten Tatsache, daB das graphische Bild der Funktion f(z) symmetrisch in bezug

auf die Gerade z = % ist, so daB man sich bei der Diskussion sogar auf das Intervall
0s 257 beschrinken kenn.
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Offenbar ist
22 —gin? —_ in2
—ostz—sin’z 1-3sindz 1 o, 1 ,, (162)
sinz sinz sinz v
oder auch
Vz+) (13-
y=2 ” . (153)
Y
| | |
e -Z T 7T K
7 9 > il |z
[ 1T [
Abb. 59
Die Funktion —'l’—-2v ist mit A hme ihrer U igkei lle v = 0 iiberall fallend,

denn die Funktion % ist fallend und die Funktion 2v ist wachsend. Wenn z von 0 bis —’2—'
wachst, so whchst v = sin  von O bis 1, und y=%—2n fallt von oo bis —1. Aus (153)

ersieht man, daB y (n:n Intervall 0 <z < 2) den Wert 0 fiir v = |/%, d.hfirz=—2
annimmt (Abb. 59).

Beispiel 5.
14 cosz
3—sginz

y=1@)=-3

Hier gelingt es nicht, S; trie- oder Periodi: haften (auBer der trivialen
Periode 27:) zu erkennen. Wu- werden daher die Substitution

t=tg%
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vornehmen. Drticken wir cos z und sin # gemaB (144) durch ¢ aus, so erhalten wir

1—¢8
14—
1+¢ 2

= 32t T3—2t+3e (154)

T14e

und weiter (vgl. §9) . .
=?_—‘ _1_=+s' (165)
( - 3) )

* 1
Die Funktion ‘—-—;‘7) + % &ndert ihr Wachstumsverhalten bei ¢ = 3" Diesem Wert ¢
entspricht derjenige Wert z, der sich als Losung & der Gleichung

ergibt, das ist der Wert

Abb. 60

2
Wachst 2 von —z bis £, so wachst £ von — o bis%, und (t—%) +% fallt von o bis—gr-,

so daB y von 0 bis ry wichst; wichst z weiter von ¢ bis 7, so wichst ¢ von% bis iiber

2
alle Grenzen und (t-—%) +% von % itber alle Grenzen, so daB y von—— bis 0 fallt. Wir

bemerken, daB, sich fiir =0, z-?, z=—— die Werte y—% y-—E bzw. y=-:—
ergeben (Abb. 60).

Bevor wir zu den Beispielen fiir die Losung von trigonometrischen (gonio-
metrischen) Gleichungen iibergehen, weisen wir darauf hin (vgl. § 5), daB uns
hierbei in erster Linie die Frage interessiert, fiir welche Werte der Verinder-
lichen z eine gegebene Funktion den Wert Null annimmt. Da es bei der
Beantwortung dieser Frage hauptsichlich darauf ankommt, die gegebene
Funktion in ein Produkt von hinreichend einfachen Faktoren zu zerlegen,
konnen bei der Losung dieser Aufgabe die Sitze IT bis IV aus § 30 (oder die
entsprechenden Sitze aus § 28) gute Dienste leisten. Nach Anwendung dieser
Sitze, die angeben, welche trigonometrische Funktion als Hilfsfunktion am
besten geeignet ist, ist es mitunter nicht schwer, die Art der vorzunehmenden
identischen Umformungen zu erkennen.
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Beispiel 6.
9—1lcosz + 13co8 2z —3co8 3z =0.

Da die linke Seite der Gleichung eine gerade Funktion in z ist, kann man (nach Satz IT
aus §30) die linke Seite als Funktion in u = cos z darstellen. Wegen
cos 2z =2u2—1, cos3z=4u*—3u
(TscBEBYSOHEWsche Polynome erster Art, Seite 100) ist
9—1lcosz +13c0s2z —3cos 37 =—2(6u®— 13u+ u +2).
Man sieht leicht, daB man den Faktor u — 2 abspalten kann. Zerlegt man das ver.
bleibende Polynom zweiten Grades noch in Linearfaktoren, so erhalt man
6ud— 134 +u42=(u—2) (6ut—u—1)=(a—2) 2u—1)Bu+1).
Also kenn man der zu losenden Gleichung die Form
(cosz —2) (2cosz—1) (3cosz+1)=0

geben. Der Faktor cos z — 2 kann nirgends den Wert Null h so daB die gegeb
Gleichung nur fir

oosz—-l— und omz——l
T2 )

erfiillt, ist. Dies fiihrt (im Intervall —n < z <n) auf die Losungen
x n °
=g #H=—7g Ty T1°, Zym —T1°
Beispiel 7.
38in 22 + 4c0s 3z — 3sin4z=0.

Da die linke Seite der Gleichung lediglich das Vorzeichen &ndert, wenn man z durch
75—z ersetzt, empfiehlt es sich (nach Satz IIT aus §30), 0 = sin z als neue Verinderliche
einzufiihren. Mittels der TscEEBYSCHEWschen Polynome ergibt sich

8in22 = cosz - 29,
0832 = 4c08* % — 3008 % = cos 5(4cos?z —3) =cosz - (1 — 49,
sin 4z = (8.c0s® £ — 408 7) 8in Z = cos 7(8cos?z — 4) sinz = (4v —8v%) 008 2.
Wir konnen also der gegebenen Gleichung auch die Form
) (120 — 80— 30+ 2) cosz=0
goben. Zerlegt man das Polynom auf der linken Seite in Faktoren, so erhalt man
(40?—1) (30— 2) cosz =0
oder
(4sin?z — 1) (3sinz — 2) co8 £ =0.
Dies ergibt (fiir das Intervall 0 < z =< 27) insgesamt aocht Ldsungen:
"'1=i", 3:=£" %=—7£ "4='u—“’ 31=£ 5.=3—”'-
[) [ 6’ [ 2’ 2
25 und 7z, sind die beiden Losungen der Gleichung

ins——2—
sinz=.
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Beispiel 8. Gesucht sind die L gen der Gleick
1+48inz co8 z = 35cos 2
im Intervall 0S 2 < —g- Da auf beiden Seiten nur Glieder geraden Grades in bezug auf

cos z und sin r auftreten, sich also die rechte und die linke Seite bei Substitution von
z durch z + 7 nicht &ndert, empfiehlt es sich, w = tg z als neue Veranderliche einzufiihren.
Unter Verwendung von (142) kann man die gegebene Gleichung auf die Form

1+ w%) (1 + 0+ w?) = 35 (166)

bringen. Da w = tg # im Intervall 0 < xé% stets positiv ist, bendtigen wir nur die

pos: Lasungen der Gleichung (156). Da die linke Seite dieser Gleichung eine wachsende
Funktion in ® ist, kann es hochstens eine positive Ldsung geben, und man priift
leicht nach, daB w = 2 auch wirklich eine positive Losung ist. Es bleibt also nur noch

der Wert z im Intervall 0 <s<l;- zu bestimmen, fiir den
tgrz=2

gilt.

§ 32. Die Umkehrhinktionen der trigonometrischen Funktionen

Vertauschen wir in

y=sinz (167)
die Rolle der Verinderlichen z und g, so erhalten wir die Beziehung
z=siny, (158)
die man auch in der Form
y = Arcsinz (169)

schreibt; die Gleichungen (159) und (158) b
als gleichwertig anzusehen.

Die zyklometrische Funktion Arcsin z (,,Arkussinus“ z bedeutet wértlich:
der Bogen, dessen Sinus gleich z ist) ist nicht eindeutig. Um dies einzusehen,
vergegenwirtigen wir uns die Verhéltnisse am Einheitskreis, mit dessen Hilfe
der Sinus definiert wurde (Abb. 44).

Jedem gegebenen Bogen A M entspricht ein eindeutig bestimmter Wert des
Sinus, und zwar ist dies die Ordinate des Punktes . Ist nun umgekehrt ein
gewisser Ordinatenwert = vorgegeben (der positiv oder negativ sein kann,
aber dem Betrage nach nicht gréBer als Eins sein darf), so 148t sich offenbar
die Frage, welcher Bogen einen Endpunkt besitzt, desien Ordinate gleich x
ist, nicht eindeutig beantworten. Mit einem Bogen AM besitzen auch der

—~ T P Y
Bogen 4 BN, der Bogen A BCDAM, der Bogen A BCDA BN usw., aber

T =
auch die ,,negativen” Bogen ADCN, ADCBM usw. diese Eigenschaft
{vgl. Abb. 44). Wenn also fiir einen gegebenen Wert = die Funktion Arcsin
den Wert y besitzt, so besitzt sie damit auch im Punkt z stets den Wert 7w — y
und (allgemein) die Werte y + 2k und (7w —y) + 2kx.

genau dasselbe, sind also

'
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Die Mehrdeutigkeit der Funktion Arcsin z kann man iibrigens auch unmittel-
bar aus ihrer graphischen Darstellung ablesen. Wie wir wissen, geht namlich
die graphische Darstellung von (158) (und demit (159)) aus der von (157) durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden y= 2 hervor (Abb. 61). Dem gra-
phischen Bild von Arcsin

y / sieht man unmittelbar an,
27 daBes fiir jedes z mit |z| <1
unendlich viele Punkte ent-

hilt, die die Abszisse z be-
sitzen; ist y die Ordinate
eines dieser Punkte (ganz
gleich welches), so sind

y+2kn, (n—y)+2kn

die Ordinaten der anderen
yeAresing Punkte. Genauso, wie man
yd bei der Quadratwurzel aus

x| ___ e einer gegebenen positiven
7 e Zahl (der Umkehrfunktion
7 der Funktion 22) zwischen
der doppeldeutigen ,,alge-
0 Ny braischen‘‘ Wurzel und der

N X - i J\T  eindeutigen ,arithmeti-
¢ K schen* Wurzel unterschei-

den muB, muB man beim
4 Arkussinus einer gegebenen
) 4 Zahl z mit |z| < 1 angeben,
/ 7 ob ein beliebiger oder aber
ein ganz bestimmter Wert
i (und zwar welcher) gemeint

N ist. Der einzige Unterschied
in den genannten Beispielen
Ahb. 61 besteht darin, daB die Qua-

dratwurzel }f;: eine doppel-

deutige, die Funktion Arcsin = dagegen eine unendlich vieldeutige Funktion ist.

Den eindeutig bestimmten Wert Arcsin 2, der der Bedingung —-’21 sys< ;

geniigt, nennt man den Haupiwert; man bezeichnet ihn mit arcsin . Dann
ist also
arcsinz + 2kx,
Arcsinz = 160
osns [(n—arcsin:c)+2kn. (160)

In Abb. 61 ist das graphische Bild der Funktion arcsin z durch fetteren
Druck hervorgehoben. Die Funktion arcsin z ist definiert im Intervall — 1 <z <1
und ist dort eindeutig, ungerade und iiberall wachsend (vgl. § 52).
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Nachdem die Verhiltnisse am Beispiel des Arkussinus genauer dargelegt
sind, ist es nicht notwendig, auf die Umkehrfunktionen der anderen elementaren
trigonometrischen Funktionen hier ebenso ausfiihrlich einzugehen; wir be-
schrinken uns daher auf kurze Angaben und graphische llustrationen.

Y

N, 4
\\4'\ It
4
-7 U N x , ,’ng z
N,
-t yeosdNg L o’

- .WT
Abb. 62
Die Funktion
y = Arccosz (161)
(,»Arkuskosinus*) ist die Umkehrfunktion der Funktion
y = cosz; (162)

sie ist (ebenso wie die Funktion Arcsin z) definjert im Intervall -1 <z <1
und dort unendlich vieldeutig. Thr Hauptwert y = arccos z ist festgelegt durch
die Bedingung 0 < y < 7; die anderen Werte der Funktion Arccos  ergeben
sich aus dem Hauptwert durch

Arccosz = + arccosz + 2kz. (163)

Die Funktion arccos z ist ebenfalls im Intervall —1 < z < 1 erklirt und dort
eindeutig und iiberall fallend (Abb. 62).
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Die Funktion
y = Arctgz (164)

(,,Arkustangens‘‘) ist die Umkehrfunktion der Funktion
y=tgz. (165)

Sie ist definiert fiir allo Werte der unabhiingigen Verinderlichen z (fiir
—oo < # < o) und (ebenso wie die Funktion Arcsin x) unendlich vieldeutig.
¥ Der Hauptwert arctgz ist
i festgelegt: durch die Bedin-

gumg —F<ys<g. Die
anderen Werte des Arctg z

ergebensichausdemHaupt-
wert durch

|

N

/" ,
//
T ! ,
HI
] / Arctgz = arctgz + kx.

T
L /—*_ - . . vop e
17, / Die Funktion arctgzist ein-

N
“"ﬁ-‘

N,
~,
'~
“k“'-_-_— =
iy

/ . 7 ,/ deutig, ungerade und iiber-

A7 o ,’{J, * all wachsend. Die Funktion

,l ‘? / Z / %‘7’ Arctg xz ist aller Werte

T / mit Ausnahme der Werte
¥

A0 -%l' JI’,_——- % + kn fihig. Hieraus

// ’I / " folgt, daB ihr graphisches

e | - ] Bild aus unendlich vielen

y | / | Zweigen besteht, die

durch Verschiebung des
Abb. 63 graphischen Bildes des
Hauptwertes arctg 2 in
Richtung der y-Achse um Strecken der Form ks aus diesem hervorgehen
(Abb. 63).
Entsprechend werden die Funktionen Arkuskosekans, Arcussekans und
Arkuskotangens definiert :
y = Arccosecz,
y = Arcsecz, (166)

y = Arcctgz.
Sie sind bzw. die Umkehrfunktionen von

Y = cosecz,
Yy =secz, (167)
y=ctgz.
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Ihre Verwendung kann stets dadurch vermieden werden, daB man beachtet,
daB?)
Arcoosec z = Arcsin 1 , Arcsecx = Arccos 1 ,
z z
1 (168)
Arcetg x = Arctg -

Bei Aufgaben der Elementarmathematik ist es nur ganz selten notwendig,
die zyklometrischen Funktionen in expliziter Form zu verwenden. Zum Beispiel

ist die Aufgabe, den Wert von Arcsin z fiir z = % zu berechnen, gleichwertig
der Aufgabe, alle Bégen (oder Winkel) zu finden, deren Sinus gleich -% ist. Bei

den meisten Aufgaben geometrischen Inhalts gestattet in der Regel eine
geeignete Wahl der Verinderlichen, die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen
zu umgehen. Dagegen treten in der hoheren Mathematik (in der Integral-
rechnung) die zyklometrischen Funktionen auf ganz natiirlichem, direktem
Wege auf (vgl. Seite 350), und es wire dort auBerordentlich unzweckmaBig,
sie umgehen zu wollen.

Die trigonometrischen Funktionen stehen durch eine ganze Reihe von
Relationen miteinander in Beziehung. Einen bedeutenden Teil von ihnen
findet man in den iiblichen Lehrbiichern der Trigonometrie; einige dieser
Formeln sind so wichtig, daB man sie stets und stindig im Gedachtnis haben
muB.?) Mit den Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen taucht
eine groBe Anzahl weiterer Formeln auf. Die mathematische Praxis zeigt
jedoch, daB Beziehungen, die zyklometrische Funktionen enthalten, nur
gelegentlich auftreten und daB nur einige dieser Formeln besondere Beachtung
verdienen. Es interessieren nur Formeln einiger spezieller Typen:

L. Jede trigonometrische Funktion einer zyklometrischen Funktion (die
durchaus nicht von derselben Art zu sein braucht) ist eine algebraische Funktion,
und zwar ipt sie sich allein mit Hilfe der arithmetischen Operationen und
von Quadratwurzeln ausdriicken.

Handelt es sich bei den Funktionen um Funktionen ,.gleicher Art“, so
»heben sie sich auf*, wie unmittelbar aus der Definition hervorgeht:3)

sin(Arcsinz) =z, cos(Arccosz) =z, tg(Arctgz)=z.

Wir betrachten nun die Fille, in denen Funktionen verschiedener Art vor-
liegen. Zum Beispiel ist
sin Arccosz = J1—22, (169)

1) Die Bogen, deren Kosekans gleich z ist, sind gleich den Bogen, deren Sinus gleich
i ist; usw.
2) Hierzu gehoren z. B. die ,,Additionstheoreme* (fir den Sinus und den Kosinus).

2) Wir fragen uns: ,,Wer ist Vater des Sohnes, dessen Vater Johann hei8t?** Hier gibt
es keinen Zweifel: Der Vater ist Johann.
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denn der Sinus des Bogens, dessen Kosinus gleich z ist, ist gleich J1 —a®,
da sin? z + cos® z = 1. Oder genauer: Ist y irgendein Bogen, d Kosinus
gleich z ist,

Arccosx =y,
so ist
z=cosy
und daher?)
sin Arecosz =siny = V1 —costy=Y1—2*

Entsprechend gelangt man zu den folgenden Beziehungen:%)

sin Arotgz = V&' oosArcsi.nz:l/l—z’,
4
1 . z
cosArctg.t: m > tgArcsm:c: ﬁ,
v —z
tgArcoosz:%L.

II. Jede zyklometrische Funktion einer mgoncrmetnaohen Funktion (glelcher
oder verschiedener Art) ist eine dlich ktion, die nur im
Fall entsprechender Funkti 'wn,d in den Fillen, n denen die zyklometmche
Funktion zur ,Kofunktion der tr trischen Funktion gehirt, vereinfacht
werden kann.

Es gilt ndmlich:?3)

t)

z+2kn,
(m—zx)+2kx,
Arccos(cosz) =tz +2k=,
Arctg(tgz) =z +kn.

Arcsin (sinz) =

Ferner ist
. T . k4
Arcsm(ooaz)=(—§-:Fx)+2kn, Arccos(smx)=:|:(?—z) +2kn

usw. In der Tat: Zum Beispiel bezeichnet Arcsin(cos z) jeden Bogen, dessen
Sinus gleich cos z ist. Wegen

s3]

1) Natiirlich sind hierbei die Wurzeln im algebrmschen Smn zu nehmen; das Vomlchen
kann nur dann genau prizisiert werden, wenn bekannt ist, in welch Q
sich der Endpunkt des Bogens befindet, der durch die zyklometrische Funktion ge-
geben wird.

2) Ist der Bogen, der durch die zykl ischen Funkti; auf der linken Seite gegeben
wird, jeweils derselbe, so besitzen dlo Wourzeln auf der rechten Seite jeweils dasselbe
Vorzeichen.

3) Wir fragen uns: ,,Wer ist Sohn des Vaters, dessen Sohn Johann hei8t?** Die Antwort
hierauf ist nicht eindeutig: Es kann Johann, es kann aber auch einer seiner Briider
sein.
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ist %— z einer dieser Bogen. Ein anderer Bogen, der diese Eigenschaft hat, ist
der Bogen % + z. Alle weiteren Bogen unterscheiden sich von einem der beiden
genannten um ein Vielfaches von 2.

IIT. Mitunter hat man schlieBlich eine zyklometrische Funktion durch passende
Amiemng des Arguments in eine andere uberzufuhren Beispielsweise soll
einer der Werte von Arcsinz als Arkuskosinus einer GroBe y dargestellt
werden,

In diesem Fall muB

Arcsinz = Arccosy.
y = cos(Arcsin z)

sein, so daB auf Grund von I
y= 1=22

Arcsin z = Arccos J1 —a2. (170)

Die Formel (170) besagt, daB ]eder Wert von Aresin z (fiir [2] < 1) gleich
einem gewissen Wert von Arccos J'1 — z* ist; welcher Wert dies ist, bedarf
einer genaueren Prizisierung, die von den gegebenen Umstinden abhingt.
Ahnlich ergibt sich .

Arecsin z = Arctg VIL ,

sein muB, d. h.

Arctgx = Arcsin ——— Vl

§ 33. Diskussion der Tscaepyscaewschen Polynome.
Thre Minimaleigenschaft

Das Grundprinzip bei der elementaren Diskussion von trigonometrischen
Polynomen (oder allgemeiner von Funktionen, die rational von den trigono-
metrischen Grundfunktionen abhiingen) bestand (vgl. §30) darin, diese
Funktionen mit Hilfe einer trigonometrischen Substitution aus einer rationalen
Funktion zu gewinnen.

In einigen Fillen liBt sich nun auch der umgekehrte Weg hreiter
némlich die Untersuchung eines rationalen Polynoms (oder einer rationalen
Funktion) auf die Untersuchung eines trigonometrischen Polynoms (oder einer
rationalen Funktion der trigonometrischen Funktionen) zuriickfiihren. Es ist
némlich moglich, die elementaren Eigenschaften gewisser einfacher trigono-
metrischer Polynome direkt zu ermitteln. Hierzu gehéren in erster Linie die
trigonometrischen Polynome cos nz und sin nz.

Als Beispiel betrachten wir das TscHEBYSCHEWsche Polynom T',(z) erster
Art im Intervall —1 <z < +1. Ersetzt man in

cosnz =T, (cosz)
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cos z durch u, so ergibt sich
Ty (u) = cos (n Arccos u). 17

Hier ist es gleichgiiltig, welcher Wert des Arkuskosinus genommen wird,
denn die Funktion cos nx éndert sich nicht, wenn man z durch —z oder durch
z + 2k ersetzt. Wir ko also h daB es sich um den Hauptwert
handelt.

Zuniichst betrachten wir den Fall, daB = eine gerade Zahl ist: n = 2m.

Wiichst « von —1 bis +1, so fillt z = arccos « von z bis Null und somit
nz = n arccos « von nx bis Null; wenn aber das Argument des Kosinus von
nn = 2maz bis Null fillt, so fithrt (wie man leicht einsieht, wenn man sich die
graphische Darstellung des Kosinus vergegenwiirtigt) der Kosinus selbst, d. h.

das Polynom 7T, (u), insgesamt %= m volle Schwingungen zwischen +1 und
—1 aus und zuriick. Es gilt also folgendes:
1. Den Wert + 1 nimmt 7', (%) iiberall dort an, wo » arccos « = 2k=x, d. h.

fir »= cos 2:" , also
T, (cosﬂ)_l (ogkgg). 172)
2. Den Wert —1 nimmt 7', (u) iiberall dort an, wo n arccos u = 7 4 2kn,
d. h. fir u= eosw, also
T,(oos‘z’”;—”")=—1 (ogk<§). (173)

3. Den Wert 0 nimmt T,(z) iiberall dort an, wo na.rceosu——+ k=,
d. h. fiir u=cos — =—, also

( (k+—;—)n)
T, 008 ——=— =0 (0sksn—1). (174)

Ist # ungerade, n = 2m + 1, so erhalten wir ein ganz dhnliches Resultat.
Der einzige Unterschied besteht darin, daB = arccos « von = (2m + 1)n
bis Null fallt, wenn « von —1 bis + 1 wiichst, so daB 7', (u) zunédchst von —1
bis 41 wichst und dann noch m volle Schwingungen von +1 bis —1 und
zuriick ausfihrt. Die Formeln (172) bis (174) gelten auch hier.

In Abb. 64 ist das TscEEBYSCHEWsche Polynom

y="T1:(2)")
im Intervall —1 < 2 <1 dargestellt.

1) Hier und im folgenden bezeick wir die unabhangige Verdnderliche wie iiblich
wieder mit z.




§ 33. Diskussion der TscHEBYSCHEWschen Polynome 127
Eine bemerkenswerte Eigenschaft der TscHEBYSCHEWschen Polynome
y= Tq()

ist folgende: Durchléuft = das Intervall —1<z<1 von 1 bis —1, so nimmt
T, (z), angefangen vom rechten Endpunkt (z = 1), abwechselnd das Maximum
+1 und das Minimum —1 an, die dem Betrage nach ibereinstimmen, und
lduft dabei n-mal von +1 bis
—1 oder umgekehrt von —1
bis +1; T,(2) nimmt also am
linken Endpunkt des Intervall
(x=—1) den Wert +1 oder
—1an, je nachdem, ob n gerade
oder ungerade ist; auBerhalb
des Intervalls —1<z<+1
wiichst |T,(z)| schnell an.

Y Wir nehmen nun eine Stau-
chung in Richtung der y-Achse
it dem Stauchungsfaktor 2"~*
vor, gehen also zu dem Polynom

S

y=-=r Tale)  (175)

iber. Die graphische Darstellung

-1 7 dieses Polynoms besitzt ent-
sprechende Eigenschaften wie
die des Polynoms T,(z), nur
sind hier die Betriige derMaxima

- und Minima gleich - . Gleich-
zeitig ist der hochste Koeffizient

',:_ 2 des neuen Polynoms gleich 1,
denn der héchste Koeffizient
Abb. 64 von T,(z) ist gleich 2"~ (vgl.
§28, (131)). Damit ist gezeigt,
daB es unter den Polynomen n-ten Grades eines gibt,

Py@)=a"+---, (176)

=
L

S~

das im Intervall —1 < x <1 iiberall die Ungleichung
1
IP n(z)l = T

erfillt (namuch das Polynom 5 T, (z)).

Wir wollen sofort zeigen, daB man die damit erhaltene Grenze nicht noch
weiter herabdriicken kann: Ein Polynom n-ten Grades mit hochstem Koeffi-



128 Uberblick iiber die elementaren Funktionen
zienten 1 kann nicht fir alle z mit || <1 Werte annehmen, die der Un-
gleichung L
|P,,(:B)| < T (177)

geniigen.

In Abb. 65 ist der Teil des graphischen Bildes der Funktion (175) dar-
gestellt, der im Rechteck mit den Eckpunkten

1 1 1 1
A(+1 g=) B(-L g), o(-1—5), D1, —5-1)

liegt (ausgezogene Linie). Durch die Vertikalen, die durch die Maxima und
Minima gehen, wird dieses Rechteck in # Teile zerlegt; und zwar in # Recht-
ecke, die alle dieselbe Hohe wie das urspriingliche Rechteck haben. Gibe es

8 Y A

- g N
-~ - ~. -
T = ~ A
- ~
- N, ” N ]

nan
Abb. 65

nun ein Polynom (176), das im Intervall —1 < z <1 iiberall der Ungleichung
(177) geniigt, so lage der Teil der graphischen Darstellung von

y="Pylz), (178)

der durch die Grenzen —1 < x < 1 bestimmt ist, ganz innerhalb des Streifens
zwischen den Geraden A B und DC (gestrichelte Kurve in Abb. 65). Da er die
Strecken BC und 4D verbinden wiirde, hétte er mit dem graphischen Bild
von (175) igstens n Schnittpunkte gemeinsam. In der Tat: Verfolgt man
den Verlguf des graphischen Bildes von (178) von BC nach A B, so sieht man,
daB es alle Vertikalen schneiden muB, die die Teilrechtecke voneinand
trennen, und innerhalb jedes Teilrechteckes hiitte die graphische Darstellung
von (178) einen Punkt mit der von (175) gemeinsam; denn offenbar ist es
unmdglich, daff sich zwei inmerhalb eines Rechiecks liegende Kurven wicht
schneiden, wenn die eine von ihnen gegeniiberliegende Eckpunkte und die andere
innere Punkte gegeniiberliegender Seiten verbindet. Die Abszi der » Schnitt
punkte der graphischen Bilder von (178) und (175) (sie sind ohne Zweifel
paarweise verschieden) wiren nun Wurzeln der Gleichung

o Talz) — Pa() = 0. (179)
Das ist aber unméglich, denn die héchsten Koeffizienten der betrachteten
Polynome sind gleich, so daB der Grad des Polynoms auf der linken Seite
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von (179) kleiner als n ist. Wir sind damit zu einem Widerspruch gelangt, so
daB unsere Annahme, es gibe ein Polynom P, (), fiir das tiberall im Intervall
—1 < z <1 die Ungleichung (177) gilt, falsch ist.

Die bewiesene Eigenschaft der TscHEBYSCHEWschen Polynome formuliert
man hiufig folgendermaBen: Von allen Polynomen Py (x) der Form (176)

weicht im Intervall —1 <x <1 das TscEEBYSCHEWSche Polynom 2,,1_1 Tp(x)

am wenigsten von Null ab. Hierbei hat man unter der ,,Abweichung® eines
Polynoms P(z) von Null im Intervall a <z <b den groBten Wert von
| P(z)| in diesem Intervall zu verstehen oder, anders ausgedriickt, die (dem
Betrage nach) groBte Ordinate der entsprechenden graphischen Darstellung.
Diese Eigenschaft ist der Ausgangspunkt fiir die von P. L. TSCHEBYSCHEW (in
der Mitte des vorigen Jahrhunderts) begriindete Theorie der besten Approxi-
mation von Funktionen gewesen.

Entsprechend konnte man die TscEEBYSCHEWschen Polynome zweiter Art (vgl. §28,
(131))

sin(n arccos z) _ sin(n arccos z)

Unlz)=

sin arccos 7 -2
untersuchen.!) Wir wollen hier nicht niaher darauf eingeh dern als ites Beispiel
eine gebrochene rationale Funktion behandeln, deren U h auf die Unter-
hung einer gebroch tri ischen Funktion hinauslduft, und zwar wollen
wir die Funktion
y=R,(z) =tg(narctg 7) (180)

betrachten?). Man sieht leicht, daB diese Funktion rational ist. Zunachst ist ndmlich
R, (z) = tg(arctg ) = = eine rationale Funktion. Ferner ist mit R, (z) wegen
R, ,1(2) =tg((n + 1) arctg ) = tg (n arctg z + arctg z)

_ _tg(narctgz) {-tglarctgs) _ R, (z)+=
T —tg(narctgs) - tg(arctgz) 1—R,(z)-z

auch R,,, (<) rational, so daB fiir jedes » die Funktion R, (2) rational ist. Beispielsweise
ist

_ 2z _8z—2° __4@—2Y)
R’(z)_—l——z‘ » Ry(x)= T—322° Ry(2)= T—6zira -
Da arctg # und auch tg z mit A hme ihrer U igkeil llen tiberall hsend
sind, ist auch die Funktion R, (z) mit Ausnahme ihrer Ul igkei llen iiberall wachsend

Wichst nun z von —oo bis o, 50 wachst die Funktion arctg z von —% bis % , also n arctgz

1) Die Maxime und Minima von U, (2) liegen allerdings nicht auf horizontalen Geraden,
sondern auf den Kurven
1

-z’

2) Es ist gleichgiiltig, welchen Wert des Arkustangens men nimmt, da sich die Funktion
tg z nicht andert, wenn z durch z + # ersetzt wird. Man kann also etwa den Haupt-
wert wahlen.

y==
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von ——’:21 bis ﬁ;—- Unstetigkeitestellen treten fiir n arctg z=—';i+ kx, d. h. fir
i+Im
T=1tg - auf, wobei k¥ den Ungleichungen
nn _n nx
—Tp Sgtkas+o,
d. h.
n+1 n—1
- §lc§—2 (181)
1
|
'
1
|
1
7 I
|
]
]
|
]
'
%)
Abb. 66

gentigt. Die Funktion R,(z) verschwindet iiberall dort, wo n aretg 7 = kx, d. h. fir
z-tgk”—n, wobei k den Ungleichungen

nn nn
-7 = kn<+ 5
d.h.

n n
—‘ 5 k= 5 (182)
genligt. Die Werte von £, die genau gleich den in (181) bzw. (182) angegebenen Grenzen
sind, geben ,,Unstetigkeitsstellen* bzw. , Nullstellen* im Unendlichen. Geometrisch
bedeutet eine ,, Unstetigkeit™ fiir z = oo eine geneigte Asymptote, wihrend ein ,,Ver-
schwinden“ fiir # = 4+ co dem Fall entspricht, daB die z-Achse Asymptote ist. In Abb. 66

-sind die graphischen Bilder von R, (z) und R,(s) dargestellt.




Kapitel ITI

GRENZWERTE VON ZAHLENFOLGEN UND
VON FUNKTIONEN

§ 34. Endliche und unendliche Zahlenfolgen

Aus den El ten einer gegeb Menge (Gesamtheit) E von beliebigen
Objekten kann man Folgen bilden. Dies geschieht auf folgende Weise: Man
greift aus der Menge E ein beliebiges Element 4, heraus und nimmt es als
erstes Glied der Folge; sodann gibt man ein zweites Element A4, an, das man
in der Folge unmittelbar auf A, folgen 1Bt und welches das zweite Glied der
Folge genannt wird ; weiter gibt man ein Element 4, an, das unmittelbar auf 4,
folgt und als drittes Glied der Folge bezeichnet wird, usw. Die Elemente 4,,
Ay, A, ... brauchen nicht unbedingt paarweise verschieden zu sein, d. h., es
kann mehrfach dasselbe Element genommen werden. Der BildungsprozeB
einer Folge besteht darin, daB zu einem bereits vorliegenden n-ten Glied,
das mit der laufenden Nummer (dem Index) n behaftet ist, das ihm unmittelbar
folgende (n + 1)-te Glied mit dem Index » 4 1 angegeben wird.

Dieser ProzeB kann nun bei einem Objekt 4, das einen gewissen Index N
besitzt, abbrechen. Dieser Fall tritt ein, wenn kein (N + 1)-tes Element
benannt wird, das unmittelbar auf A4, folgt; dann heiBt A, das letzte Glied
der Folge und der Index N gibt in diesem Fall die Anzahl der Glieder der Folge
an, Die Folge selbst heiBt im genannten Fall endlich.

Schreibt man die Glieder in ihrer Reihenfolge auf, so setzt man zwischen
zwei aufeinanderfolgende Glieder iiblicherweise ein Komma:

A,, Ay, A, ..., Ay. 1)

Die Punkte deuten im betrachteten Fall die nicht explizit aufgefithrten Glieder
der Folge, deren Index groBer als 3 und kleiner als N ist, an.

Man kann sich aber auch den Bildungsproze8 einer Folge als einen unbegrenzt
fortgefithrten Prozef, der also kein Ende hat, vorstellen. In diesem Fall existiert
in der Folge kein letztes Glied; wie auch immer eine natiirliche Zahl n gewihlt
wird, stets folgt auf das Folgeglied 4, mit dem Index » noch ein weiteres Glied
Agy.q, dessen Index um Eins groBer ist. Wir sagen dann, daB sich im End-
ergebnis des Bild eine dliche Folge erglbt das besagt nur,
daB man, welche natiirliche Zahl # man auch nimmt, immer ein Glied der




132 G te von Zahlenfolgen und von Funkti

Folge finden kann, das den Index = besitzt, und daB umgekehrt auch jedes
Glied der Folge eine gewisse natiirliche Zahl als Index besitzt.)

Die Glieder einer Zahlenfolge werde im folgenden durch kleine Buchstaben
bezeichnet. Das einfachste Verfahren, eine endliche Zahlenfolge anzugeben,
besteht darin, daB man alle ihre Glieder, eines nach dem anderen, so wie sie
in der Folge aufeinanderfolgen, hinschreibt:

a, B3, Gy, ..., ay. (2)
Hier einige Beispiele fiir endliche Zahlenfolgen:
a) 1,2,3,4,5 (N =5),
b) 7,2, 10 (N=3),

c)1,2,3,1,2,3,1,2 (N=8).

Fiir den Fall, daB die Anzahl N der Glieder sehr groB ist, wird natiirlich dieses
Hinschreiben aller Glieder eine recht mithsame Angelegenheit. Daher benut

man zur Beschreibung auch von endlichen Folgen zuweilen eine analytische
Methode. Hierbei verwendet man eine (elementare) Funktion f(x), die wenig-
stens fiir die positiven ganzen Zahlen von 1 bis N erklirt ist und die so be-
schaffen ist, da sie fir z= 1 als Wert gerade das erste Folgeglied a,, fir
x= 2 als Wert das Folgeglied a,, usw., schlieBlich fiir x—= N als Wert das
Folgeglied ay annimmt. Um die Folge anzugeben, geniigt es nun, die Funktion
f(%) und die Gliederanzahl N anzugeben; die Berechnung der Folgeglieder

f), £(2), f(3), ..., f(N) bereitet dann keine Schwierigkeiten.
1) Letzteres besagt folgendes: Wir betrachten z. B. die G heit der untereinand

1 1
verschiedenen Zahlen der Form 1 ——1"—, 1+ w7 2—7, wobei fiir # jede natiirliche
Zahl auBer 1 bzw. 2 gesetzt werden soll. Ordnen wir diese Zahlen nach ihrer GroBe,

so erhalten wir folgendes ,,geord * Zahlensystem :
2345 765 45791 1
ER R A R il il sl S Sl S ol ol .

In diesem System gibt es ein erstes Glied, nimlichz, dem kein anderes Glied voran-

geht; abgesehen hiervon geht jeder Zahl des Systems eine und nur eine Zahl unmittel-
bar voran, und jedem Glied folgt ein und nur ein Glied unmittelbar nach, so daB es
u.a. im System kein letztes Glied gibt. Das betrachtete System bildet jedoch keine

unendliche Folge. Ordnen wir namlich dem Glied % den Index 1, dem Glied % den
Index 2, allgemein dem Glied 1 —% den Index n —2 ml:, 80 wiirden wir alle natiir-
lichen Zahlen als Indizes fiir die Glieder der Form l—; verbrauchen, und fiir die
Glieder der Form 1 +% und 2 —% wiirden die natiirlichen Zahlen zur Indizierung

nicht ausreichen. Geht man zu einer anderen Reihenfolge iiber, so kann man dieses
System natiirlich in mannigfacher Weise als unendliche Folge darstellen, z. B.:

2 4 5 3 5 7 4 6 9 5 7 11

ol
o
w
»
bt
b
(-]
o
o
=
ol
=~|
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Beispiele.
1. Fiir f(z) = z* und N = 5 erhilt man die Folge
1,4,9,16, 25.
2. Fiir f(z) = 23— 6a?+ 112 — 6 und N = 4 erhilt man die Folge
0,0,0, 6.

3. Fiir f(z)=(—1)**! und N = 8 erhiilt man die Folge
ly _1: 1, —1, 1, —], l, —1.

Fiir eine endliche Folge mit N Gliedern kann man stets eine elementare Funktion
angeben, die die gewinschie Bedingung erfillt.?)
Unendliche Folgen von beliebigen Objekten deutet man durch

Ay, 4, A4, ... (3)
oder
Ay, Ay, Ay, ..., Ay, (4

an. Die ersten Punkte in der zweiten Schreibweise bezeichnen — wie frither —
die nicht explizit hingeschriebenen endlich vielen Glieder zwischen 4; und
A,, die Punkte am Ende der Zeile bedeuten nach einer allgemeinen Ver-
abredung immer, daB unendlich viele Glieder weggelassen “worden sind,
oder besser gesagt, die Maglichkeit einer unbegrenzten Fortsetzung.

Hiufig verwendet man auch die noch kiirzere Schreibweise

{44} (8)
Dags Folgeglied 4,, dessen Index durch einen neuen Buchstaben (im vor-
liegenden Fall #) angedeutet wird, heilt das allgemeine Glied der Folge.

Im vorliegenden Kapitel werden nur Zahlenfolgen, d. h. Folgen von (aus-
schlieBlich reellen) Zahlen, im folgenden Kapitel Folgen von Funktionen
(Funktionenfolgen) behandelt. Spiter werden wir uns auch mit Folgen zu
beschiiftigen haben, die aus anderen Objekten gebildet sind.

Wie soll man nun eine unendliche Zahlenfolge angeben (definieren)? Am
natiirlichsten ist hier die analytische Methode, die in expliziter Form angibt,
welche Operationen am Index n vorzunehmen sind, um das allgemeine Glied

a,=f(n) (r=1,2,3,..)
der Folge zu erhalten.
In jedem konkreten Fall kann es mehr oder weniger Miihe kosten, eine Funktion f(z)

zu finden, die das Verlangte leistet. Es ist nicht die Aufgabe dieses Artikels, diese Frage
ausfithrlicher zu behandeln; ihr wird hier kein Platz eingeraumt. Wir bemerken lediglich

1) Eine solche ist z. B. fiir die Folge (2) die Funktion

_ '_ m (2—=1)(z—=2)---(z—m+1)(z—m—1)...(z—N)
fey=_Z1" =¥ —m)! il

die ein rationales Polynom vom Grad N —1 ist (LaGRaNGEsches Interpolationspolynom).
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folgendes: In jedem Fall kann man die Funktion f(#) noch auf verschiedene Weise ab-
dndern. So kann man im Beispiel 3 an die Stelle der Funktion f(z) = (—1)**2 etwa die
Funktion f(z) = cosnz setzen; allgemein kann man an Stelle einer Funktion f(z) stets
auch die Funktion f(z) 4+ sinzz nehmen usw.

Eine andere Methode fiir die Definition von Zahlenfolgen besteht darin,
daB man sie durch eine Rekursionsformel beschreibt. Eine solche Rekursions-
formel gibt an, welche Rechenoperationen an den bereits berechneten Folge-
gliedern

Ay, Ay, ooy Ag

auszufithren sind, um das folgende Glied a,,,, zu erhalten. Hierbei miissen (je
nach dem Charakter der Rekursionsformel) noch ein oder mehrere Glieder
der Folge als Anfangsglieder (Anfangsbedingung der Rekursion) vorgegeben
werden.

Wir wollen die vorangehenden Ausfiihrungen an einer Reihe von Beispielen
erléutern, wobei wir der Einfachheit halber die entstehenden Folgen immer als
unendliche Folgen ansehen wollen.

1. Eine arithmetische Folge (arithmetische Progression) wird durch die
Rekursionsformel (Differenzengleichung)

Cpp1—ay=d n=1,2,3,..) (6)
mit einer Anfangsbedingung der Form
a=a

definiert. In der Schreibweise (4) stellt sich die Folge als

a,a+d,at+2d,...,a+(n—-1)d, ...
dar. Thr allgemeines Glied wird durch

ap=a+(n—1)d n=1,2,3,...)
beschrieben, und zwar gibt diese Gleichung sofort auch eine analytische
Definition fiir die betrachtete Folge. Man sieht, daB die arithmetischen Folgen

gerade diejenigen Folgen sind, die mit Hilfe einer linearen Funktion gewonnen
werden konnen.
2. Wird das allgemeine Glied der Folge mittels einer Formel
a,=P(n)
gegeben, wobei P(z) ein Polynom vom Grad m in z ist, so nennt man die Folge {a,}
eine arithmetische Folge der Ordnung m. Die gewohnlichen arithmetischen Folgen sind

somit die arithmetischen Folgen der Ordnung 1.
Beigpiele fiir arithmetische Folgen héh Ordnung sind

("%)=1, 4,9,26,25,... Ordnung2,
{"(L;H}so, 1,3, 6,10,... Ordoung2,

3 __
{M}ao, 1,4,10,20,... Ordnung3.
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Ist nun P(z) ein Polynom vom Grad m, so ist
P(z+1)—P(2)
ein Polynom vom Grad m —1; denn ist
P(z)=az™+baz™ 1+4...+1 (a=0),
8o ist

m(m—1)
2

P(z+1)—P(z)=moam~1+ a+(m—1)b]r--z+...,

und mit & ist auch ma von Null verschieden. Hieraus folgt, daB die ,, Differenzenfolge*
{@nr1—0,}
einer arithmetischen Folge der Ordnung m eine arithmetische Folge der Ordnung m —1
ist. Man kann aber auch umgekehrt zeigen (worauf wir lner vemohten wollen), da8 die
aus einer arithmetischen Folge der Ordnung m gebilde folg
@ +ay+o+a)

eine arithmetische Folge der Ordnung m + 1 ist. Man kann dies leicht an den oben genannten
Beispielen nachpriifen. Diese Eigenschaft der arithmetischen Folgen kann man auch
zur fortlaufenden Berechnung der Glieder einer arithmetischen Folge hoherer Ordnung
benutzen. Schreibt man z. B unter die oben aufgeschriebenen ersten fiinf Glieder der

Folge "("2_ nl die ent: henden Diffe 80 erhélt man den Anfang einer arithme-

P

tischen Folge erster Ordnung; setzt man diese fort und summiert dann, so erh&lt men
die Fortsetzung der gegebenen Folge:

0,1,3,86,10, 15, 21, 28, ...
1,2,8,4, 5, 6, 7,...

Hieraus ersieht man, daB sich die Glieder einer arithmetischen Folge beliebiger Ordnung
allein mit Hilfe der Addition berechnen lassen.

3. Eine geometrische Folge wird durch eine Rekursionsformel

B @=1,2,3..) )

mit einer Anfangsbedingung der Form
a=a
definiert. In der Schreibweise (4) stellt sich die Folge in der Form
a, ag, ag®, ..., ag"" %, ...
dar. Thr allgemeines Glied
ay=ag""* n=1,2,8,...)
gibt zugleich eine analytische Definition fiir die geometrische Folge.
4. Die Folge der Fakultiten wird durch die Rekursionsformel
Ap1=(m+1)a, n=1,2,3,...)

mit der Anfangsbedingung .
=
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definiert. Sie lautet ausfiihrlich geschrieben:
1,2,6,24,120, ..., 7!, ...;
ibr allgemeines Glied wird durch
Gp=nl=1:2.3...7n

gegeben.
5. Eine FsoNaccische Zahlenfolge!) wird durch die Rekursionsformel
Gy y3=0p+ g, (n=1,2,..) (8)

beschrieben, nach der jedes Glied (angefangen vom dritten) gleich der Summe
der vorangehenden beiden Glieder ist. Als Anfangsbedingung muB man die
ersten beiden Glieder vorgeben, z. B.

a=0, a=1. 9)
Dann erhilt man auf Grund der Rekursionsformel (8) miihelos
4=0+1=1, a=1+1=2, a=1+2=3,
Gg=2+3=5, @,=3+5=8, a,=5+8=13,
a,=8+13=21, @;,=13421=34, ....

Nachdem man auf diese Weise eine Anzahl von FiBowaoocmschen Zahlen
erhalten hat,
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ..., (10)

ergibt sich natiirlich die Frage, ob man diese Folge auch analytisch beschreiben
kann, d. h., ob es méglich ist, das allgemeine Glied a, explizit als Funktion
des Index  (in ,,geschl Form*‘?)) darzustellen. Das geht nun tatsichlich.
Zuvor sei aber bemerkt, daB es nur eine Folge gibt, die den Forderungen (8)
und (9) geniigt; denn durch (9) sind die ersten beiden Glieder vorgegeben,
daB dritte Glied ist durch die ersten beiden eindeutig bestimmt, das vierte
Glied ergibt sich aus dem zweiten und dritten, usw.

Man priift leicht nach, daB das allgemeine Glied der Folge (10) der FIBONACCI-
schen Zahlen durch

-t {(1+l")" ’_(l—z_ﬁ)"'ll n=1,2,..)
gegeben um'd

1) Benannt nach FrBonacor (LEoNARDO von Pisa) — 13. Jh. (Interessante Einzelheiten
iiber die F1BoNaccischen Zahlen finden sich in: N. N. Worossow, Die Fibonaccischen
Zahlen (Ubers. aus dem Russ.), Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1954).

2) Das bedeutet folgendes: In der Formel, die @, durch n ausdriickt und die nur mit
Hilfe der el Op fgeb mt darf die Anzahl der auszufiihrenden
Operationen nicht von n abhé.ngen In diesem Sinn kann men von der Folge der Fakul-
t&ten mcht beha.uptsn, ihr a.l.lgememes Glied a, = n sei ,,in geschlossener Form** ge-

h die S Berst kurz ist).
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Dem Leser, den diese Formel iiberrascht, geben wir gerne einen Wink, wie er
sie gewi kann. Wir h achst, ohne die Anfangsbedi gen (9) zu beacht:
eine geometrische Folge zu finden, welche die Rekursionsgleichung (8) erfiillt. Setzen
wir in (8) a, = ag*-%, so erhalten wir

ag*ti=ag*"l+ags,
was uns, wenn wir annehmen, daB ¢+ 0 und ¢ 0, auf die quadratische Gleichung
¢=1+4g (03]
fishrt. Dies zeigt, daB der ,,Quotient* der Folge (wenn es iiberhaupt eine Folge der ver-
langten Art gibt) gleich einer der Zahlen
13

1+V5 _1-
9=—g  oder ¢=—5—

sein muB. Umgekehrt sieht man aber leicht, daB fiir beliebiges  und o’ die Folgen
a, aq, ag® ag, ..., ag®"1, ...

o, d¢, g a'g? ..., agF Y, .
der Rekursionsgleichung (8) genii Mit den Folgen (12) erfiillt aber auch ihre ,,Summe**
a+d’, ag+d'¢, ag*+d’¢’? a+a'q? ..., a¢" 1+a'gF?
diese Rekursionsgleichung.1) Es geniigt also, die Konstanten ¢ und ¢’ so zu wahlen,
daB auch die Anfangsbedingungen (9) erfiillt sind, d. h.

a+a’=0,
eg+a'qg=1

(12)

1 1
ilt. Dies erreicht man, indem man a = —=, a’=—— setzt.
el 7 3

8. Wir wollen nun die Folge betrachten, die sich dadurch von der Folge der
Fmsonaocischen Zahlen unterscheidet, da8 jedes Glied nicht gleich der Summe,
sondern gleich der ,,Halbsumme* der vorangehenden beiden Glieder ist,

Gt Guia

Opy=——— (»=1,2,38,..), (13)
und die ebenfalls die Anfangsglieder
@=0, a,=1
besitzt. Wir erhalten L L3
_or1_1 My 4 _2*T s
®B="g =3 ST T BT =%
3.5 5 11 1,2
aedit8 1 BT _m 1613 g
=" " 160 "3 — 3 BT g =g

1) Addiert man némlich die Gleichungen
aqﬂ*l=aqﬁ—l+a9ﬂ ‘lnd alql.§l=alrn—l+a/qlﬂ’
80 erhilt man
aqﬂl'fl+alqll*1=(a¢-1+a/qlu-l)+(¢¢+alql-).
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Das allgemeine Glied der Folge

13 5 1 21 43
2> 4’8’16 327 64 "7
kann man durch dasselbe Verfahren, wie es bei der Folge der FroNaccischen Zahlen

verwendet wurde, gewinnen. An Stelle der quadratischen Gleichung (11) erhilt man hier
die quadratische Gleichung

0,1 (14)

l1+4¢
= ——
q 5
’
welche die Losungen 1 und — % besitzt. Wahlt man die Konstanten in g + (—1)*~? %

dann wieder so, daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind, so erhalt man als aligemeines
Glied der Folge (14)

a,=%{1+ (2_1_’:} (n=1,23,..).

7. Wird statt (13) verlangt, daB jedes Glied gleich dem arithmetischen Mittel der
vorangehenden drei Glieder ist,

Gt Gy yy+ Gy
ypg= 2Tt (a1, 2, .00,

80 muB man als Anfangsbedingung die ersten drei Glieder vorgeben. Die rekursive Be-

g der einzel Glieder bereitet keine Miihe; allerdings st5Bt man bei der Auf-
stellung der Formel fiir das allgemeine Glied a, auf gewisse Schwierigkeiten.?)
Eine endliche Zahlenfolge
@y, Ggy B3y vy Qs ooy Oy (15)

kann man sich auf zweierlei Art geometrisch veranschaulichen.
Bei der zuerst zu schildernden geometrischen Darstellung benutzt man die
z, y-Ebene. Man markiert dort die Punkte mit den Koordinaten

(n,a) (v=1,2,...,N)

und zeichnet die vertikalen Strecken, die jeweils den Punkt (n, a,) mit dem
Punkt (n, 0) auf der z-Achse verbinden. Die Glieder der Folge werden durch
diese Strecken (,,Sdulen”) dargestellt. Ist ein Glied positiv, so ist die ent-
sprechende Strecke nach oben gerichtet, ist es negativ, so ist sie nich unten
gerichtet. Ist von zwei positiven Gliedern das eine groBer als das andere, 30 ist
die zum ersten gehorende Strecke linger als die zum zweiten gehtrende, usw.
Ist die Folge in der Form
ay=f(n)

gegeben, wobei f(x) eine elementare Funktion ist, so geniigt es, das graphische
Bild von y=f(z) zu zeichnen und die vertikalen Strecken, die den ganz-
zahligen Abszissenwerten entsprech inzutragen.

1) Eine &hnliche Uberlegung wie in den vorangehenden Beispielen fiihrt auf eine Gleichung
dritten Grades mit komplexen Wurzeln, die sich allerdings in der endgiiltigen Formel
wieder ausachalten lassen.
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Bei der zweiten Darstellungsweise fiirr Zahlenfolgen kommt man mit einer
Zahlengeraden aus. Auf der Zahlengeraden werden nacheinander die Punkte,
die a,, a,, ... entsprechen, markiert; damit man die Punkte nicht ver-
wechselt, muB8 man jeden Punkt mit einem Index versehen. Ein Glied
einer Folge ist dann und nur dann
positiv bzw. negativ, wenn der 1+
zugeordnete Punkt auf dem posi-
tiven bzw. negativen Halbstrahl der
Zahlengeraden liegt. Ist von zwei § ------- -‘——‘ —-—

Gliedern das eine gréBer als das sk
andere, so liegt der dem ersteren
entsprechende Punkt rechts von dem
zum zweiten gehorenden.

S

Um von der zuerst genannten
Darstellungsweise zur zweiten zu a) 7T 2 3 4 5 6 7 &
gelangen, braucht man nur die ver-

tikalen Strecken auf die vertikale 4 ?’ a:, ?ﬁ’:‘ ar;
Achse zu projizieren und (nachdem [ aydg 7
man sie, wenn man will, um 90° Abb. 67

gedreht hat) die Indizes an den
Projektionen anzubringen.

In Abb. 67 sind die ersten acht Glieder der durch (13) definierten Zahlenfolge
graphisch dargestellt. Ebenso kann man sich unendliche Zahlenfolgen durch ent-
sprechende graphische Darstellungen veranschaulichen. Ein wesentlicher Unter-
schied besteht allerdings darin, daB es natiirlich unméglich ist, die angegebenen
Konstruktionen jeweils fiir die gesamte unendliche Zahlenfolge auszufiihren,
sondern dafl man stets bei einem gewissen Glied a, abbrechen muB, von wo

ab man alles weitere dem g trischen Vor gsvermogen iiberlaBt.

§ 35. Die allgemeine Definition von unendlichen Zahlenfolgen

‘Wenn wir im weiteren von Folgen sprechen, so meinen wir damit — dem all-
gemeinen mathematischen Sprachgebrauch folgend —stetsunendliche Folgen.

Eine unendliche Folge unterscheidet sich von einer endlichen Folge grund-
sitzlich dadurch, daB eine endliche Folge (wie groB die Anzahl ihrer Glieder
auch sei) durch direktes Aufzihlen ihrer Glieder angegeben werden kann,
wihrend eine derartige Aufzihlung bei unendlichen Zahlenfolgen prinzipiell
unmoglich ist.

Dem genannten Sachverhalt wird ein unerfahrener Leser ohne weiteres zustimmen,
und er wird auch nicht zégern, die Frage: ,,Wodurch kann man im Fall einer unendlichen
Folge das direkte Aufzahl ?** dah hend zu b ten, daB fiir eine un-
endliche Folge eine ,,GesetzmaBigkeit** charakteristisch ist, d. h., daB ein bestimmtes
,»Gesetz‘ angegeben werden muB, nach dem die Glieder der Folge, eines nach dem anderen,
gebildet werden kénnen. So findet man es auch vielfach in der Literatur.

Es kann nicht bestritten werden, daB diese Uberl im’ lichen richtig

sind; jedoch muB der Inhalt des Begriffs ,,Gesetz** bzw. ,,GesetzmaBigkeit* einer ge-
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Analy werden, do, Bognﬁsblldungen dieser Art (die zwar auBer-
ordentlich suggestiv sind) im math P g h keine ganz einheitliche
Bedeutung haben.

‘Wenn man von ,,Gesetz' spricht, meint man meistens in erster Linie eine mathematische
Formel, durch die (im betrachteten Fall der Folgen) das all ine Glied als Funkti
des Index 7 gegeben wird. Wenn man den Begriff ,, Formel* oder ,,elementare Funktion'
(8o wie es in § 1 geschehen ist) naher prazisiert, so bedeutet die Angabe eines ,, Gesetzes*
genau dasselbe wie die ,,analytische Definition einer Folge' in ,,geschlossener Form",
etwa wie in § 34. Diese Methode, eine Folge zu definieren, ist sowohl im Fall der end-
lichen als auch im Fall der unendlichen Folgen recht brauchbar. Jedoch ist diese Er-
k]&r\mg fiir den Begriff ,,Gesetzma.Blgkel “ ziemlich diirftig, werden doch durch sie augen-

inlich viele einfach k e Folgen* nicht ohne weiteres erfaBt; denn bei einer
rekursiven Definition bleibt doch stets die Frage offen, ob eine analytische Darstellung
der Folge ,,in geschlossener Form* existiert oder nicht.

In vielen Féllen ist es nicht schwer, eine Funktion f(z) zu finden, die eine irgendwie
gegebene Folge analytisch beschreibt. So leistet z. B. fiir die Folge

-1, 1, 1), 1, 1), 1,... (16)
die Punktion f(z) = cos nz das Gewiinschte. Schwieriger mag es schon fir die Folge
1,0,0,1,0,0,1,0,0, ... an

erscheinen, jedooh 148t sich auch hier eine Funktion f(z) angeben, z. B. kann man
1 2
f(z) = ?{l + 2cos [ﬁn(z— 1)]]
setzen. Ahnlich gelangt man auch bei jeder anderen ,,peﬁod.iechen Folge*

@y, Gy, ...y Gy, Gy, Gy, oony Gy, Gy, Gy, oony Gpy oot (18)

mit einer beliebigen ,,Periode* p zum Ziel.
Jede derartige Folge wird and its durch die Rekursionsgleich

Gpip=08, (1=1,2,8,..)
beschrieben, wobei die Glieder a,, . . ., 8, noch als Anfangsbedi beliebig vorgegeb

werden kénnen.
Ebenso definiert aber z.B. auch die Rekursionsgleichung

a..n—ﬂa=m

mit der Anfangsbedingung a, = 1 eine eindeutig besti Folge, namlioh die Folge
1 1 1 1 1 1

Lldtg, Tdgtag, o bbgtgtoto, (19)
und es liegt wohl kein Grund dafiir vor, diese Folge nicht zu den ,,gesetzmaBigen Folgen
zu rech obwohl kei gs vollig klar ist, ob es eine elementare Funktion f(z) gibt,
die den unendlich vielen Bedingungen

1 1 1
'(”)=1+?+T+'”+T n=1,2,3,...)

geniigt.

Zugleich muB man aber folgendes bedenken: Wenn man sich bei der Definition von
Folgen nur auf die ,,analytische® Methode stiitzt, so macht man den Begriff ,,Folge'
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von der zugelassenen Klasse von Funktionen f(z) abhdngig, denn es liegt natiirlich kein

Grund vor, sich nur auf die Klasse der ,,elementaren‘* Funktionen zu beschranken. Bei

seiner weiteren Vem]lgememerung gewumt der Funktxonsbegnﬁ jedoch so an Elastizitét,

daB man mit seiner Hilfe jede beliebig GesetzmaBigkeit widerspiegeln kann.')

Tm Zusammenhang damit wird, wenn men sich so ausd.rucken darf, die Vorsbe]]ung von
,,GesetzmaBigkeit* auf eme hohere Stufe gehoben.

Nach den h Uberlegungen und den angefiihrten Beispielen wird es nicht
mehr verwunderlich erscheinen, daB wir fiir den Begriff der Folge die nachstehende
allgemeine Definition geben, die gegenwirtig in der Mathematik iiblich ist:

Eine Zahlenfolge {a,} soll als gegeben angesehen werden, wenn eine Vorschrift
angegeben ist, welche es gestattet, zu jedem vorgelegten Index, d. h. zu jeder
beltebs, Zahl n das Glied a,, das an n-ter Stelle steht, etndeutig
2u bestimmen. Mit anderen Worten: Hine Folge {a,) t8t gegeben, wenn jeder
positiven ganzen Zahl n eine eindeutig bestimmie Zahl a, zugeordnet ist.

Uber die Art der Vorschrift, welche die Zuord.nu.ng zwischen z und a, her-

stellt, werden keine einschrinkenden Vor ht. Im ein-
faohsten Fall, dem der ,,unalytnschen“ Beschrelbung a, f(n), gibt die Funk-
tion f(z) an, welche el Op man auf die

Zahl » anzuwenden hat, um die Zah] a, zu erhalten. Die Zuordnungsvorschrift
kann aber auch ganz anderer Natur sein.

Hier einige Beispiele, bei denen man die Zuordnungsvorschrift ohne Mithe
erraten kann:

1 0,1,01,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1, 1, 1,
2.1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,
3.3,1,41,5,9,2,6,53,5,...;

4 1 1 21 '8 1°2 3 °4°1°5

In jedem dieser Beispiele liegt eine ,,GesetzmiBigkeit” (im weiteren Sinne)
vor; die Folgen sind gegeben, wenn es auch keineswegs klar ist, ob eine elemen-
tare Funktion f(z) existiert, fiir die f(n) = a,, gilt, und es ebenfalls unméglich
ist, das Bestehen einfacher Rekursionsgloichungen zu erkennen.

In Beispiel 3 ist die Zuord schrift fol : Das Glied a, ist die n-te Ziffer
in der Denmalbmchentmcklung der Zahl n, die das Verh&ltms des Umfangs eines Kreises
zu einem Durchmesser angibt.

In Beispiel 4 sind alle reduzierten echten Briiche in Form einer Folge aufge-
schneben, wobei die Reihenfolge durch folgende Bedingung festgelegt ist: Von zwei

Briichert £ und A folgt der Bruch z hinter l, wenn ¢’ > ¢ oder wenn ¢’ =g und

p’> pist. Um zu erfahren, welcher Bruch an der n-ten Stelle steht, mu8 man die Folge
bis zu dieser Stelle fortsetzen und nachsehen, welcher Bruch dort auftritt.

Wir wollen nun einige wwhtlge Eigenschaften der unendlichen Zahlenfolgen
behandeln.

1) Ein iiberzeugendes Beispiel hierfiir wird in §49 angegeben.
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Aus endlich vielen vorgegebenen Zahlen, die paarweise voneinander verschieden sind,
kann men stets die groBte und die kleinste Zahl auswahlen. Der Begriff der groBten und
der kleinsten Zahl erfordert eine genngfug:ge Prizlsnerung fiir den Fall, daB die vorgelagten

Zahlen nicht notwendig paarweise den sind. Zunachst betracht
wir eine endliche Zahlenfolge
ay, Gy, G3, ..., Gy. (20)
Eine Zahl der Folge (20), die von keiner Zahl dieser Folge iibertroffen wird, heiBt eine
gropte Zahl (ein Maaimum) der Folge und wird mit max(a,, . . ., 6,) bezeichnet. Offenbar
ist
max(a,, @y, ..., ay) =6, (=1,2,...,N), (21)

wobei aber fiir wenigstens einen Index n Gleichheit vorliegt.
Entsprechend heiBt eine Zahl der Folge (20), die von keiner Zahl der Folge unterboten

wird, eine kleinste Zahl (ein Minimum) der Folge und wird mit min(a,, . . ., a,) bezeichnet.
Fiir das Minimum gilt
min(a,, g, ..., 8y)Sq, n=1,2,...,N), (22)

wobei auch hier fiir wenigstens ein » das Gleichheitszeichen auftritt.

Die Existenz einer groBten und einer kleinsten Zahl bei jeder endlichen
Zahlenfolge unterliegt keinem Zweifel.!)

Ganz anders verhalten sich die Dinge bei einer unendlichen Zahlenfolge :
In einer unendlichen Zahlenfolge braucht es weder ein groptes nock ein kleinstes
Qlied zu geben. Zum Beispiel gibt es in der Folge {n} der natiirlichen Zahlen
kein groBtes Glied; in der Folge {—n} der negativen ganzen Zahlen gibt es
kein kleinstes Glied; in der Folge {(—1)"*'n} gibt es schlieBlich weder ein
groBtes noch ein kleinstes Glied.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen endlichen und unendlichen
Zahlenfolgen hingt mit dem Begriff der Beschrinktheit zusammen.

Eine Folge (gleichgiiltig, ob endlich oder unendlich) heiBit

a) nach oben (oder — wie man auch sagt — nach rechts) beschrinkt, wenn alle
ihre Glieder kleiner als eine gegebene Zahl M sind:
a<M (n=1,2,3,..); (23)
b) nack unten (nach links) beschrankt, wenn alle ihre Glieder groBer als eine
gegebene Zahl m sind:
a,>m m=1,2,3,..); (24)
¢) (schlechthin) beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrinkt ist, d. h., wenn es Zahlen M und m gibt, so daB

m<a, <M (n=1,2,3,..). (25)
Jede endliche Zahlenfolge ist offenbar beschrinkt. Als obere Schranke M
kann man jede Zahl M nehmen, die groBer ist als das Maximum der Glieder,

1) Die groBte und die kleinste Zahl einer Folge konnen natiirlich durchaus iberein-
stimmen. Dieser Fall tritt dann und nur dann ein, wenn alle Glieder der Folge gleich
sind.
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als untere Schranke jede Zahl m, die kleiner ist als das Minimum der Glieder.
Die entsprechende Aussage fiir unendliche Folgen ist wiederum falsch. Zum
Beispiel ist die Folge {n} der natiirlichen Zahlen zwar nach unten, aber nicht
nach oben beschriinkt; die Folge {—=} der negativen ganzen Zahlen ist nach
oben, aber nicht nach unten beschrankt; die Folge {(—1)"*'n} schlieBlich
ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt.

Jede unendliche arithmetische Folge erster Ordnung ist nach unten und nicht
nach oben bzw. nach oben und nicht nach unten beschrankt, und zwar je nachdem,
ob die ,,Differenz* der Folge positiv oder negativ ist. Jede geometrische Folge,
deren ,,Quotient” grofer als Eins ist, ist nach unten, aber micht nach oben be-
schrinkt; jede geometrische Folge, deren Quotient zwischen —1 und +1 liegt,
ist sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt; jede geometrische Folge,
deren Quotient kleiner als —1 ist, ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.
Die unendliche Folge der FisoNaccischen Zahlen (10) ist nach unten, aber
nicht nach oben beschrinkt. Die Folge (14) ist sowohl nach oben als auch nach
unten beschriankt. Beschrinkt sind ferner alle periodischen Folgen, desgleichen
auch die Folgen 1., 3. und 4. von Seite 141; die Folge 2. ist dagegen zwar nach
unten, nicht aber nach oben beschrinkt.

Die Folge

g4+t (19)

ist nach oben nicht beschrinkt. Um dies zu beweisen, mii wir zeigen,
daB jede noch so groBe Zahl M von einem gewissen Glied a, der Folge (19)
iibertroffen wird, d. h., man muB zu gegebenem M ein » so finden, daB

L ]
Dazu beachten wir, daBl

QERENE R,

1+ 1+
1 1
+3+ +5+
1 1 1 1
+5++ +5+5+
_]T3T1 S]TET > 2.
1 1 1 1 1 1 1 1
+5t+tetsts Tt +st+tstgtet
o + Joee e +
1 1 1 1
Tt oty Tttty

1) Die Summe in jeder Zeile ist namlich = % , und im ganzen sind es p + 1 Zeilen.
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Wihlen wir also p > 2 M, so ist
1 1 1
1+?+§+'~'+5>M.

Eine unendliche Folge kann nach oben beschrinkt sein, ohne daf sie ein
Mazimum besitzt. So ist z. B. die Zahl Eins eine obere Schranke fiir die Glieder

der Folge
»1_1 2 3
ntlf- 27347 "

welche jedoch kein Maximum besitzt.

Die Umkehrung hiervon ist selbstverstindlich richtig: Wenn die Folge {a,}
ein mazimales Qlied besitzt, so ist sie nach oben beschrinkt; denn fiir jede Zahl M,
die groBer ist als das Maximum der Folge, gilt

a,< M
fiir alle n.

§ 36. Der Satz von Borzano und WEikrstrass iiber die Existenz eines
Hiufungspunktes

Wir wollen zuniichst einige der Begriffsbildungen, die bereits in fritheren
Artikeln und auch im vorliegenden Artikel vielfach benutzt wurden, g
behandeln, um zu prizisieren, in welchem Sinn sie im weiteren verwendet
werden.

Jede reelle Zahl z kann man sich in Form eines dlichen Dezimalbruchs

T =Ty, Ty Ty Ty. .+

hrieben denken. Dabei bedeutet z, die Anzahl der Einer, z, die Anzahl der
Zehntel x, die Anzahl der Hundertstel, usw., allgemein z, die Anzahl der Ein-
heiten von der Ordnung 10-*, die ,,in der betrachtet Zahl enthalten sind*.
Auch die Zahlen, die sich in Form eines endlichen Dezimalbruchs darstellen
lassen, kann man natiirlich als unendliche Dezimalbriiche schreiben, und zwar
als Dezimalbruch mit Periode Null, z. B. ’
4,83 =4,83000... .
Daneben lassen diese Zahlen noch eine zweite Darstellungsweise zu, namlich
die als Dezimalbruch mit Periode Neun, z. B.
4,83 =4,82999 ... .
Jede reelle Zahl kann also auf genau eine Art oder genau zwei Arten als
unendlicher Dezimalbruch geschrieben werden. Umgekehrt stellt jeder
unendliche Dezimalbruch genau eine reelle Zahl dar.

Sind @, b zwei reelle Zahlen mit @ < b, so verstehen wir unter dem (ab-
geschlossenen) Intervall [a,b] die Gesamtheit aller reellen Zahlen z, die
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zwischen a und b liegen, einschlieBlich dieser beiden Zahlen (des Anfangs-
und des Endpunkies des Intervalls), fiir die also

asxr<b

gilt. Die vom Anfangs- und Endpunkt des Intervalls verschiedenen Punkte
aus dem Intervall heiBen innere Punkte; Anfangs- und Endpunkt werden
auch unter dem Begriff Randpunkt faBt. Die Differenz b — a wird

die Linge des Intervalls [a, b] genannt. Die cia'inge eines Intervalls ist stets
positiv. Als Mittelpunkt des Intervalls [a,b] bezeichnet man die Zahl (den
Punkt) 232

Je zwei voneinander verschiedene reelle Zahlen a und b kann man als End-
punkte eines eindeutig bestimmten Intervalls ansehen, und zwar des Intervalls
[a,b] (falls a < b) oder des Intervalls [b, a] (falls b < a). Die Liinge dieses
Intervalls ist gleich @ — b|. Die Zahl |a — b| bezeichnet man auch als Abstand
der Punkte ¢ und b (Entfernung des Punktes a vom Punkt b oder des Punktes b
vom Punkt a). Offenbar ist fiir beliebige reelle Zahlen a und b stets

|a—b]=0. (26)

Nach Definition des absoluten Betrages bedeutet die Ungleichung
|lz—e|<m (m>0) 27)
die gleichzeitige Giiltigkeit der beiden Ungleichungen
r—ec<m,
—(z—c)<m,
und dies ist gleichwertig dem Bestehen der Ungleichungskette
c—m<z<ct+m. (28)

Die Ungleichung (27) hat also stets die Ungleichungen (28) zur Folge und um-
gekehrt. Da ¢ der Mittelpunkt des Intervalls [c —m, ¢ -+ m] der Linge 2m
ist, kann man den genannten Sachverhalt auch folgendermafen deuten: Die
Entfernung eines Punktes z vom Punkt ¢ ist dann und nur dann kleiner als m,
wenn der Punkt z im Innern des Intervalls der Linge 2m um c als Mittel-
punkt liegt.

Unter einer Umgebung des Punktes (der Zahl) ¢ versteht man die Gesamtheit
der inneren Punkte eines Intervalls, welches ¢ im Innern enthélt. Meistens
hat man es mit Umgebungen zu tun, fiir die der gegebene Punkt sogar Mittel-
punkt ist. Solche Umgebungen nennt man m-Umgebungen, und zwar versteht
man unter der m-Umgebung (m > 0) des Punktes ¢ genauer die Menge aller
derjenigen Punkte, deren Abstand von ¢ kleiner als m ist, d. h,, fiir die (27)
bzw. (28) gilt. Ist 0 < m, < my, so gehért jeder Punkt der m;-Umgebung
von ¢ auch der m,-Umgebung von ¢ an; die Umkehrung hiervon ist selbst-
verstindlich nicht richtig.
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Dem Leser sei empfohlen, sich den geometrischen Inhalt der vorangehenden
Uberlegungen auf der Zahlengeraden zu veranschaulichen. Wir erwihnen
schlieBlich als Hilfssatz noch den folgenden Sachverhalt:

Vorgelegt sei eine ,,zweiseitige‘) arithmetische Folge mit der Differenz d > 0.
Dann enthilt fiir jedes m > d die m-Umgebung eines belicbigen Punktes c, der
nicht der Folge angehort, beide Punkte der Folge, zwischen demen ¢ liegt, und
damit auch das ganze von ihnen gebildete Intervall. Ist dagegen der Pumkt ¢
selbst ein Punkt der Folge, so enthilt seine m-Umgebung beide Nachbarpunkte
von ¢ in der Folge und auch die beiden zugehérigen Intervalle der Linge d.

Geometrisch ist dies vollkommen klar. Aber auch der analytische Beweis
bereitet keinerlei Schwierigkeiten. Haben némlich die Glieder der Folge
allgemein die Form

at(p—1)d (—o<p<+o),
so folgt fiir m >d aus
at(p—1)d=<c=<a+pd
unmittelbar
c—m=a+t+pd—m<a+pd—d=a+(p—1)d,

ctmza+t(p—1)d+m>a4(p—1)d+d=a+pd,
c—m<a+(p—lld<a+pd<c+m

so daB

gilt.
Wir kommen nun zum Fundamentalsatz dieses Paragraphen:
Zu jeder beschrinkten unendlichen Folge

{aa}=0y, a5, a3, ..., @, ... (29)

gibt es stets mindestens einen Punkt c, so daf in jeder (der Linge nach) noch
0 kleinen Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge (29) liegen.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf einem wesentlichen arithmetischen
Prinzip, das wir der groBeren Anschaulichkeit wegen folgendermaBen formu-
lieren :

Wenn in endlich vielen Schubfichern unendlich viele Dinge liegen, so liegen
bereits in wenigstens einem dieser Schubficher unendlich viele dieser Dinge.

Bevor wir zum Beweis des Fundamentalsatzes iibergehen, wollen wir
folgendes verabreden: Wenn unter den Gliedern a, der Folge negative Zahlen
auftreten sollten, so wollen wir sie uns als Dezimalbriiche mit negativer
»Kennziffer”’, aber positiver ,,Mantisse* geschrieben denken, z. B.

—4,62038...=05,47961 ... .

Wir denken uns nun die Folgeglieder a,, auf endlich viele Klassen (,,Schub-
facher*) verteilt, und zwar sollen Glieder a, und g,, dann und nur dann der-
selben Klasse angehéren, wenn sie in ihrer Dezimalbruchentwicklung diesell
Kennziffer, d. h. denselben ganzzahligen Anteil besitzen (dieselbe ganze Zahl

!) Das ist eine ,,Folge", die sich nicht nur nach rechts, sondern auch nach links un-
beschrankt fortsetzt.
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links vom Komma steht). Die Anzahl der hierbei auftretenden Klassen ist in der
Tat endlich; denn da die Folge {a,} beschrinkt ist, gibt es Zahlen m und M,
so daB m<a<M (n=1,2,3,..);

nehmen wir nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, daB die Zahlen m
und M ganz sind, so kénnen wir behaupten, daB es hochstens so viele Klassen

gibt wie Kennziffern
m, m+1, m+2, ..., M—1, (30)

also N = M — m. Weil nun die Folgeglieder a, (mehrfach auftretende Glieder
auch mehrfach gezihlt) eine unendliche Menge bilden, liegen in wenigstens
einer der Klassen unendlich viele Glieder der Folge. Das heit mit anderen
Worten: Unter den Zahlen (30) gibt es igst eine, wir bezeich sie
mit ¢,, so daB unendlich viele Glieder der Folge {a,} die Kennziffer c, besitzen,
also fiir unendlich viele Glieder der Folge die Ungleichungen °

oS r<co+1

erfiillt sind.

Wir zerlegen nun die Klasse, die zur Kennziffer ¢, gehort, ihrerseits in
10 Klassen, und zwar sollen zwei Folgeglieder aus der Klasse zu ¢, dann und
nur dann derselben Klasse der neuen Kl inteilung angehéren, wenn in
ihren Dezimalbruchdarstellungen die erste Ziffer hinter dem Komma iiber-
einstimmt. Da in der Klasse zu ¢, unendlich viele Glieder der Folge liegen,

auch in wenigstens einer Klasse der neuen Klasseneinteilung unendlich-
viele Glieder der Folge enthalten sein. Nehmen wir an, daB zu dieser Klasse
die Ziffer ¢, als erste Ziffer hinter dem Komma gehért, so konnen wir behaupten,
daB fiir unendlich viele Glieder der Folge die Ungleichungen

€ 01 S I<cmcl+ll_0
erfiillt sind.

Im nichsten Schritt denken wir uns die Klasse, die alle die Folgeglieder
enthilt, deren Dezimalbruchentwicklung mit ¢, ¢, beginnt, ihrerseits in
10 Klassen zerlegt, und zwar so, daB Folgeglieder aus der betrachteten Klasse
dann und nur dann derselben Klasse der neuen Kl inteilung angehéren,
wenn ihre Dezimalbruchentwicklungen in der zweiten Stelle hinter dem Komma
iibereinstimmen. Wieder enthilt eine der Klassen, es sei die Klasse, die der
Ziffer ¢, an der zweiten Stelle hinter dem Komma entspricht, unendlich viele
Glieder der Folge, so daB also fiir unendlich viele Glieder der Folge die Un-
gleichungen

€0rC1Ca S T < €y €102+ %
erfiillt sind.

Denken wir uns diesen ProzeB unbeschriinkt fortgesetzt, so erhalten wir eine
unendliche Folge von Ziffern?)

Coy €1y €35 +++5 Cpy « o ey

1) Bis auf die ,,Ziffer c,, die eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, sind alles Ziffern im
iiblichen Sinne, d.th. Zahlzeichen fiir die Zahlen von 0 bis 9.
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die so beschaffen sind, daB in jedem der Intervalle

[eos €o+1],
[co,¢15 €o,¢1+ 1071,
[co,e';ce: co,olc:+ 1077, @1)

[co,clcz- - Ca3 CrCiCp- c..+ 10"‘]

unendlich viele Glieder der Folge {a,} liegen.
Wir betrachten nun die Zahl ¢ mit der Dezimalbruchdarstellung

€=0Cp,C1Cq.-+Cprn. - (32)

Wir behaupten, daB diese Zahl die verlangte Eigenschaft besitzt, d. h., daB
in jeder Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge {a,} liegen. Zu-
niichst ist klar, daB die Zahl ¢ jedem der Intervalle (31) angehort. Wir be-
trachten nun irgendeine Umgebung des Punktes ¢, d. h. ein beliebig kleines
Intervall, welches den Punkt ¢ im Innern enthilt, Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB ¢ der Mittelpunkt des betrachteten
Intervalls ist.!) Bezeichnen wir die Linge dieses Intervalls mit 2¢, so haben
wir es mit einer e-Umgebung des Punktes ¢ zu tun, d. h., die betrachtete
Umgebung besteht aus allen den Zahlen z, fir die

[z—¢|<e
oder
c—e<z<cte
gilt.
Wir wihlen nun die Zahl » so gro8, da8
e>10"", (33)
und betrachten die ,zweiseitige** arithmetische Folge

.,—3.10%, —2.10""*, —1.107", 0,1-107%, 2.10™, 3.107",....

Nach dem oben bewiesenen Hilfssatz enthélt wegen (33) d:e e-Umgebung
von ¢ die beiden ¢ benachbarten Glieder der betracht:
Folge, also die Zahlen

C0s€1Cp- . . €y UDNA  Cg,C4C,. . . Cq+ 107"
und damit auch das von ihnen gebildete Intervall

[€0:€1C2. - - Cai €gsC1Cs. .. Cu+ 1077] (34)

1) Wenn bewiesen ist, daB jedes Intervall mit Mittelpunkt ¢ unendlich viele Punkte
der Folge {a,} enthalt, so gilt diese Behauptung auch fiir jedes andere Intervall, welches
¢ im Innern enthalt, denn in jedes Intervall, welches ¢ im Innern enthilt, kann man
stets ein Intervall ,,einbetten, das ¢ als Mittelpunkt hat.
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(dies ist auch dann der Fall, wenn ¢ mit einer der Zahlen zusammenfillt). Da
aber im Intervall (34) unendlich viele Glieder der Folge {a,} liegen, enthilt
dann auch die betrachtete e-Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge,
was zu beweisen war.

Es bleibt noch zu bemerken, daB die Ungleichung (33) mit der Ungleichung

n>lg T (36)
gleichwertig ist.

Einen Punkt mit der Eigenschaft, daB in jeder seiner Umgebungen un-
endlich viele Glieder einer gegebenen Folge liegen, nennt man einen Haufungs-
punkt der betrachteten Folge. Unter Verwendung dieser Begriffsbildung kénnen
wir den zuletzt bewiesenen Satz auch folgendermaBen formulieren:

Satz von BorLzaNo und WEIERSTRASS. Jede beschrinkte unendliche
Folge besitzt wenigstens einen Hdiufungspunkt.

Bemerkungl. Beim obigen Beweis des Satzes von BorzaNo und WEIERSTRASS
wurde nirgends davon Geb h g ht, daB die Menge der betrachteten Zahlen a,
(n=1, 2, 3, ...) als Folge angeordnet, d. h., da8 sie abzahlbar (vgl. EdEM, Band 1,
S. 76) ist. Daher gilt der Satz nicht nur fiir Zahlenfolgen, sondern fiir beliebige un-
endliche beschrinkte Mengen von Zahlen.

Bemerkung 2. Bei Mengen?) kann man die Definition des Haufungspunktes noch
dahingehend abschwachen, daB man nur verlangt, daB in jeder noch so kleinen Umgebung
des betrach Punktes ig ein von thm verschied Punkt der gegeb Menge
liegt.

Hierzu beweisen wir: Wenn in jeder Umgebung eines Punktes ¢ wenigstens ein von ¢
verschiedener Punkt einer gegebenen Menge E liegt, so liegen in jeder Umgebung von ¢ sogar
unendlich viele Punkte der Menge E.

In der Tat: Wir betrachten fiir beliebiges ¢>0 die &-Umgebung von ¢. Nach Voraus-
setzung gibt es in dieser Umgebung wenigstens einen von ¢ verschiedenen Punkt ¢, der
Menge E. Wir betrachten dann eine &;,-Umgebung von ¢, wobei ¢, der Bedingung £, < | ¢, — ¢|
geniige. Auch in dieser Umgebung gibt es nach Voraussetzung einen von ¢ verschiedenen
Punkt ¢, der Menge E, und dieser ist wegen &, < |¢, — c| offenbar von ¢, verschieden. Weiterhin
betrachten wir dann eine ¢,-Umgebung von ¢mit ¢, < |¢; —¢|. Auch in dieser Umgebung gibt
e einen von ¢ verschiedenen Punkt ¢ der Menge E, der offenbar von ¢, und ¢, verschieden
ist, usw. Indem wir in der angegebenen Weise fortfahren, erhalten wir unendlich viele
(verschiedene) Punkte der Menge E, die simtlich in der e-Umgebung von ¢ liegen, womit
unsere Behauptung bewiegen ist.

1) Fir Folgen ist die entsprechende Abschwachung im sllgemeinen nicht zulissig. Zum
Beispiel ist die Zahl 1 Haufungspunkt der Zahlenfolge 1, 1, 1, 1, ... (denn in jeder
Umgebung von 1 liegen unendlich viele — sogar alle — Glieder der Folge), ohne daB
auch nur in einer Umgebung von 1 i ein von 1 verschied Glied der Folge
liegt (denn ein solches existiert ja ger nicht). Die Bedingung ,,ein vonihm verschiedener
Punkt* ist selbstverstindlich in der abgeschwichten F: g nicht entbehrlich, da
sonst jeder Punkt der Menge Haufungspunkt wire. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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§ 37. Beispiele. Der Grenzwert als einziger Hiufungspunkt

Jede unendliclie Folge besitzt eine gewisse Anzahl von Haufungspunkten.
Diese Anzahl kann gleich Null sein; es gibt aber auch Folgen, die unendlich
viele Hiufungspunkte besitzen. Dabei kann sowohl der Fall eintreten, da8 ein
Héufungspunkt der Folge ,,angehort®, d. h. gleich einem ihrer Glieder ist
(vielleicht sogar mehrfach), als auch, daB er ihr nicht angehért. Von der
Vielfalt der hier bestehenden Maglichkeiten sollen die folgenden Beispiele
einen Eindruck vermitteln. Dem Leser sei empfohlen, sich die jeweiligen
Verhiltnisse dadurch zu veranschaulichen, daB er sich die Folgeglieder als
Punkte auf der Zahlengeraden darstellt.

1. Die Folge 1 111
{T}El, 208 g
hat als einzigen Haufungspunkt die Zahl Null (vgl. Abb. 68a).

. 8
I | grpae @ "
-7 0 7
/ 3
— i ik i TRl o il
-7 0 1
l 2 ﬂ
0 uHE Yy 8 i fr f: I:fr
-1 0
. Abb. 68
2. Dasselbe gilt von der Folge
1 1 1
0,1, 5, 5,50

die sich von der vorangehenden Folge nur dadurch unterscheidet, daB die
Zahl Null als erstes Folgeglied hinzugekommen ist, wihrend alle anderen
Glieder um eine Stelle nach rechts geriickt sind. Ebenso besitzt aber auch die

Folge
1 1 0 1

0,1,0,4,0, 3,0, %, ...

die Zahl Null als einzigen Héufungspunkt. Sie unterscheidet sich von der
Folge %} dadurch, daB vor das erste Glied und zwischen je zwei aufeinander-

folgende Glieder die Zahl Null getreten ist.
3. Auch alle Folgen ;
RN } =1 1 1 1

=l e

mit o >0 besitzen die Zahl Null als einzigen Haufungspunkt.
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4. Ebenso besitzt die ,,alterni de*“ Folge

(SRS N s
{ n = T3 T e

die Zahl Null als einzigen Haufungspunkt (Abb. 68b), wie allgemeiner jede
Folge, die man aus der Folge %} dadurch erhilt, da man jedem Glied dieser
Folge noch ein beliebiges Vorzeichen gibt.

5. Jede geometrische Folge, deren Quotient g der Bedingung [g]| <1
geniigt, hat die Zahl Null als einzigen Hiufungspunkt.

6. Die Folgen
[a+%}, {a+#, [a+%} mit >0, f{e+g% mit |g]<1

besitzen sémtlich die Zahl a als einzigen Héufungspunkt.
7. Die Folge
= e o
besitzt genau zwei Haufungspunkte, niimlich 1 und —1 (Abb. 68¢).
8. Dasselbe gilt von der Folge
{eosnm}={(—1"}=—1,1, —1,1,....
9. Besitzt die Folge {a,} die Zahla und die Folge {b,} die Zahl b jeweils als
einzigen Hiufungspunkt, so besitzt, falls a = b ist, die Folge
@y, bys s, by, G, b, - (36)

genau die beiden Haufungspunkte a und b, withrend im Fall ¢ = b die genannte
Folge genau einen Hiufungspunkt besitzt, namlich ¢ =b. Zum Beispiel
besitzt also die Folge

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

n,l 2 3 4

die Zahl Null als einzigen Haufungspunkt.

Hieran iindert sich nichts, wenn man die Glieder def Folgen {a,} und {b,}
nicht wie in (36) ,,abwechselnd* nimmt, sondern die neue Folge in beliebiger
anderer Weise aus den Folgen {a,} und {b,} ,,zusammensetzt** (natiirlich so,
daB dabei alle Glieder jeder der beiden Folgen verbraucht werden).

10. Die Folge
{sinnglsl,o, —1,0,1,0,—1,0,...

besitzt drei Haufungspunkte, némlich 1, 0, —1. Allgemein hat jede periodische
Zahlenfolge genau diejenigen Zahlen als Hiufungspunkte, die als Glieder
innerhalb der Periode auftreten.
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11. Besitzt die Folge {a,} die Zahl a, die Folge {b,} die Zahl b, usw., die
Folge {I,} die Zahl ! jeweils als einzigen Hiufungspunkt, so besitzt die Folge
a, by, o, @y, byl ag, by,
genau die Zahlen a,b, ..., ! als Haufungspunkte.
12. Die Folgen in den Zeilen des Schemas

1 1 1 1 1 1 1 1
Tt 1t Tte Ttw o
/ / /
1 1 1 1 1 1
e 3t tw ozt
/ / v
1 1 1 1 1
3t 3tE 3tw st
/ 7 /
1 1 1 1 1 1 1
ItE TtE Ttw otEe
besitzen der Reihe nach 1, 2 3 , i, ... jeweils als einzigen Hiufungspunkt.

Bilden wir aus den Gliedern dieser u.nendlich vielen unendlichen Folgen eine
neue Folge, indem wir die Glieder entsprechend der ei ichneten Pfeile auf-
einander folgen lassen, so erhalten wir die Dmgons,lfolge

9,3 5 43 105 1 11

die neben den Zahlen 1, - 2 3 , i, ... noch die Zahl Null als Haufungspunkt
besitzt (vgl. dazu den Satz von Seite 153).
13. Die Folge 1. von Seite 141 besitzt die beiden Haufungspunkte 0 und 1.
14. Die Folge 3. von Seite 141 kann hochstens die zehn Zahlen
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
als Haufungspunkte besitzen. Ob diese Zahlen alle Hiufungspunkte sind,
konnen wir hier nicht entscheiden.

15. Die Folge 4. von Seite 141 hat alle Zahlen des Intervalls [0,1] als
Héufungspunkte, denn jedes Intervall enthilt unendlich viele rationale Zahlen
(die rationalen Zahlen liegen iiberall dicht).!)

17. Ist 6 eine beliebige irrationale Zahl, so besitzt die Folge {sin n6} alle
Zshlen des Intervalls [—1,1] als Haufungspunkte.

Den Beweis des zuletze genmnten Satus ﬁlhren wir indirekt. Wir stellen uns dazu
vor, daB auf der Periph des Einheitsk igen Punkte P, markiert sind, deren

JOTLIES

1) Vgl. EAdEM, Band 1, A. J. CHINTSCHIN, Elemente der Zahlentheorie, Kap. IV und V.
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zugehdriger Zentriwinkel die Form nn0 besitzt. Ferner seien die Projektionen P, der
Punkte P, auf den vertikalen Durcl i ichnet

Gabe es nun auf diesem Durchmesser ein Intervall, in dem kein Punkt P; liegt, so
gabe es auch auf der Peripherie einen Kreisbogen, der keinen Punkt P, enthélt. Es ware
zunachst denkbar, daB es meh solcher Kreisbogen gibt; dann gibt es aber, weil die
Summe ihrer ,,Langen* den Umfang 2z des Einheitskreises nicht iibertreffen kann,
einen Bogen L maximaler Lange A (wobei 0 <A < 27). Drehen wir nun den Bogen L
um den Winkel 2n7 um den Mittelpunkt, so erhalten wir (auf der Peripherie des Kreises)
denselben Bogen. Geht umgekehrt bei der Drehung um einen Winkel ¢ der Bogen L
in sich iiber, sgo muB der Winkel @ ein Vielfaches von 2z sein.

Wir wollen nun Bégen homolog nennen, wenn sie durch Drehung um einen ‘Winkel,
der ein Vielfaches von =8 ist, ineinander iibergefithrt werden kénnen. Offenbar enthalt
jeder zu L homologe Bogen ebenfalls keinen der Punkte P,.

Wir betrachten nun die Menge der Bégen L,(z=1,2,3,...), die homolog zum
Bogen L, = L sind. Da die Lange jedes dieser Bogen gleich 4 > 0 ist und es jhrer un-
endlich viele gibt, haben wenigstens zwei von ihnen, etwa L, und L, (p < g) einen Bogen i
einer Lange >0 gemeinsam. Es sind nun zwei Falle méglich: (1) u=2; (2) p <A
Der erste Fall kann aber offenbar nicht ei Ist ndmlich y = 4, so stimmen bei
den Bdgen L, und L, sowohl die Anfangs- als auch die Endpunkte iiberein, so daB der
Drehwinkel, der L, in L, aberfiihrt, ein Vielfaches von 2z sein muB. Dieser Winkel ist
aber gleich (¢ — ) #0. im Fall (1) miiBte also

(g—p)nb=2rn (r ganz),
d.h.

sein, im Widerspruch zur Irrationalitit von 6.
Aber auch der zweite Fall kann nicht eintreten. Da namlich weder L, noch L, einen
der Punkte P, enthalt, enthalt auch die Vereinigung dieser Bogen (d. h. der en,

der aus den Punk der Kreisperipherie besteht, die auf ig einem der Bogen L,
und L, liegen) keinen der Punkte P,. Die Lange dieses Bogens ist aber gleich
2A—p>2,

was der Wahl des Bogens L widerspricht (L sollte unter den Bogen, die keinen der Punkte
P_ enthalt. imale Lange besitzen)

Satz. Jedér Hiufungspunkt der Menge der Hiufungspunkte einer Punki-
menge E ist zugleich Haufungspunkt von E.

Beweis. Es sei E’ die Menge der Haufungspunkte von F und ¢”” ein Haufungspunkt
dieser Menge. Nach Definition des Haufungspunl gibt es dann in jeder Umgebung
von ¢ unendlich viele Punkte der Menge E’, wahrend es in jeder Umgebung eines Punktes
¢’ von E’ unendlich viele Punkte der Menge E gibt. Es ist zu zeigen, daB es in jeder Um-
gebung von ¢” wenigstens einen von ¢’ verschiedenen Punkt der Menge E gibt. Dazu
betrachten wir die ¢-Umgebung von ¢”. In der —;—-Umgebung von ¢” finden wir zunichst

einen von ¢’ verschiedenen Punkt ¢’ der Menge E’, fiir den also

€
— —_—
lo—e"l<5
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gilt. Ferner gibt es in der %-Umgebung von ¢’ unendlich viele Punkte der Menge E, also
sicher einen Punkt ¢ der Menge E, der von ¢’ verschieden ist. Fiir den Punkt ¢ gilt dann

€
—¢ —_—
le—¢'| < 5"

Auf Grund einer bel Eigenschaft des absoluten Bet 1) ergibt sich sodann

|c—c"|§|c—-c’|+|c’—c"|<%+%=e,

womit der behauptete Satz bereits bewiesen ist.

Bemerkung. Der vorangehende Satz und sein Beweis bleiben richtig, wenn man
dort die Menge E durch eine Folge {a,} ersetzt.
Besitzt eine beschrinkte Folge nur einen Hiufungspunkt, so nennt man
diesen den Limes (oder Gremzwert) der Folge.
Von einer unbeschriinkten Folge und einer beschrinkten Folge mit mehreren
Héufungspunkten sagt man,

PN sie besitze keinen Limes.
+ —t+— —t— In diesem Sinn besitzen die
ma) ce ¢ i in den Beispielen 1 bis 6 be-
handelten Folgen einen Limes,
l,—”“‘\\ /""“\\ und zwar ist es in den Bei-
f—t—t ] pielen 1 bis 5 die Zahl Null
) e ¢ e 0¥ und in Beispiel 6 die Zahl a,
wihrend die in den Beispielen
Abb. 69 7 bis 16 behandelten Folgen

keinen Grenzwert besitzen.?)

Wenn ein Punkt ¢ nicht nur Haufungspunkt, sondern sogar Limes (d. h.
einziger Hiufungspunkt) einer gegebenen beschrinkten Folge {a,} ist, so
liegen nicht nur in jeder Umgebung von ¢ unendlich viele, sondern sogar
fast alle Glieder der Folge. ,,Fast alle* bedeutet hierbei — nach einem all-
gemei thematischen Sprachgebrauch — alle Glieder mit Ausnahme
von hoohstens endlich vielen. Wie frither, kann man sich auch hier aufdie
Betrachtung von Intervallen beschrinken, die ¢ als Mittelpunkt besitzen,
also auf ¢&-Umgebungen des Punktes ¢ (vgl. Abb. 69a), wobei wir, wenn alle
Glieder der Folge zwischen m und M liegen, noch annehmen kénnen, da8
&< M —cund ¢ < c—m, so daB das Intervall [c —¢, ¢ + £] ganz innerhalb
des Intervalls [, M] liegt. Dies sieht man leicht ,,indirekt* ein. Nach Voraus-
setzung liegen alle Glieder der Folge im Intervall [m, M]. Wiirden nun nicht
fast alle Glieder der Folge bereits im Innern des Intervalls [c —e¢, ¢+ €]
liegen, so wiirden unendlich viele Glieder der Folge in den Intervallen [m, c —¢€]

1) Vgl. 8. 160.
2) Dies trifft auch auf die in Beispiel 14 behandelte Folge zu. Man sieht némlich leioht,
daB die in diesem Beispiel angegeb Folge ig! zwei Haufung kte be-

sitzen muB. Anderenfalls wiirde namlich die Zahl 7z durch einen peﬁodjsch;n Dezimal-
bruch dargestellt und wire demnach rational (vgl. EdEM, Band 1, S.277, Satz 4),
was aber nachweisbar nicht der Fall ist.

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































