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Vorwort zur dritten Auflage der russischen Ausgabe

Das vorliegende Ubungsbuch ist fiir das Selbststudium von Personen bestimmt, die
iiber eine nichtabgeschlossene Mittelschulbildung verfiigen oder schon vor einiger
Zeit dieselbe abgeschlossen haben und sich nun auf den Besuch einer Hochschule
vorbereiten wollen. Das Leserecho auf die ersten beiden Auflagen (die iibrigens unter
anderem Titel erschienen) zeigte, daB viele Menschen, die sich selbstdndig mit der
Mathematik beschiftigt haben, dieses Ubungsbuch bendtigen. Die Verfasser wollen
solchen Personen das Verstindnis fiir die Losungswege mathematischer Aufgaben
niherbringen. Aus diesem Grunde gaben sie die Losungswege in der Mehrzahl der
Probleme an.

Die Aufgaben, die durch ihren Lésungsweg miteinander verwandt sind, wurden ent-
sprechend gruppiert. Fiir die ersten Aufgaben einer jeden Gruppe sind die Lésungen
ausfiihrlicher gegeben als fiir die folgenden. Dabei wurden zweitrangige Uberlegungen
und Rechnungen in der Regel nicht angestellt, um die Selbstidndigkeit der Lernenden
nicht einzuschriinken, wihrend prinzipiellen Fragen, die fiir die Losung der Auf-
gaben wesentlich sind, mehr Beachtung beigemessen wurde.

Besondere Aufmerksamkeit wurde den Fragen geschenkt, die in der (sowjetischen,
Anm. d. Ubers.) Schiilerliteratur wenig beleuchtet werden. So diskutiert man die
Brauchbarkeit der Wurzeln von Gleichungen, den exakten (eindeutigen) Wurzel-
begriff und Verfahren zur Darstellung von riumlichen Gebilden. Die Verfasser
glauben, daB diese Erlduterungen auch fiir Lehrer einige Vorteile bringen.

In der Regel wurde die einmal gegebene Erklirung in den folgenden Aufgaben nicht
wiederholt. Uberall dort jedoch, wo Hilfe angebracht ist, wird auf Aufgaben ver-
wiesen, die dhnliche Erlduterungen enthalten. Diese Regelung traf man im Interesse
derer, die ihre Krifte an besonderen Aufgaben messen wollen. Die Autoren empfehlen
dariiber hinaus, die Aufgaben eines jeden Kapitels in der Reihenfolge ihrer Nume-
rierung zu 15sen.

Es ist zweckmiBig, die Losung einer Aufgabe erst dann durchzulesen, wenn das
Problem sclbstindig erkannt und gelost wurde, es sei denn, die Aufgabe iibersteigt
die Krifte des Lesers. Wenn es sich nach dem Losen einiger Aufgaben gezeigt hat,
daB fiir den Studierenden keine Schwierigkeiten mehr bestehen, kann er dazu iiber-
gehen, die folgenden lediglich durchzulesen, wobei abzuwigen bleibt, wieviel Auf-
gaben man durchliest und mit ihren jeweiligen Losungen vergleicht.



Vorwort zur vierten Auflage der russischen Ausgabe

Obwohl die vierte Auflage der dritten gleichwertig ist, war es mdglich, die von den
Lesern beziiglich der Rationalisierung der Lsungen gemachten Bemerkungen zu
beriicksichtigen und die Fehler zu korrigieren, die in den ersten Auflagen entdeckt
wurden.

Die Verfasser driicken ihre Dankbarkeit all denen aus, die ihre Gutachten iiber das
Buch einschickten.

AuBer den im Vorwort zur zweiten Auflage Erwihnten, méchten die Verfasser noch
E. BABUSCHKINA (Moskau), BRowak (Moskau), B. A. DoerowoLsko (Labinsk),
A.KoBa (Leningrad), W. KRAWTSCHENKO (Wolgograd), G. Kusizkowo (Wilnjus),
W. 1. Lysowa {(Donezk), R. M. NacHUMOWITSCH (Baku), E. PANowa (Kuibyschew),
TSCH. A. STARTSCHEWSKOWO, Teplowu (Kemerowo), A. G. FILADOWITSCHA (Sofia,
Bulgarien), W. F. FoMINkowA (Saporoshje), G. M. CHOWANOWA, A. SCHILNIKOWU
(Kirow) und S. SCHMELKINA (Leningrad) danken.

Vorwort zur sechsten Auflage der russischen Ausgabe

In der vorliegenden Auflage sind die Formulierungen einiger Aufgaben prizisiert
und einige Erginzungen in die Erklirungen eingefiigt worden.
Die Verfasser driicken ihren tiefen Dank denen aus, die ihre Meinungen zum Buch
einsandten.
AuBer denen, die in den Vorwdrtern zur zweiten und vierten Auflage erwihnt wurden,
danken sie besonders M. ARCHAROWU (Taganrog), J. SAKOLODNINA (Gorki), W. F.
Kropkowa (Moskau), W. S. KusMINA (Lwow), A.LesHNEwA, W.W. TURTSCHA-~
NINOWA (Charkow) und A. SCHEWTSCHENKO (Odessa).
Im voraus wird all den Lesern gedankt, die ihre Anregungen und Wiinsche iiber-
mitteln werden.

N. ANTONOW, M. WYGODsKI, W. NIKITIN



Vorwort zur deutschen Ubersetzung des ersten Bandes

Die zunehmende Technisierung und Automatisierung unserer Volkswirtschaft braucht
Menschen, die ein exaktes und anwendungsbereites mathematisches Grundwissen
besitzen, das sie jederzeit befdhigt, mit minimalem Kraftaufwand Spezialkenntnisse
zu erwerben. Der Stand der gesellschaftlichen Entwicklung verlangt also eindeutig,
daB die mathematische Denkweise vermittelt wird, nicht aber eine Anzahl von Auf-
gabentypen. '

Offensichtlich unterscheiden sich in einigen dieser Punkte Ausbildungsform und
-inhalt in einer Reihe von sozialistischen Lindern, namentlich in der Sowjetunion,
von den unsrigen. Ausdruck dieser Tatsache scheint auch die vorliegende Aufgaben-
sammlung zu sein. Welches Ziel die Autoren mit der Herausgabe des Buches ver-
folgten, geht aus dem Vorwort zur dritten Auflage der russischen Ausgabe hervor.
Die Ubersetzung soll dazu beitragen, daB den Zirkeln junger Mathematiker eine
breitere Stoffauswahl zur Verbesserung des logischen Denkens zur Verfiigung steht.
Dariiber hinaus empfiehlt sich dieses Buch den zukiinftigen Studenten, die jhren
mathematischen Gesichtskreis erweitern wollen. Auch Lehrer werden mit Hilfe dieser
Aufgabensammlung ihren Unterricht in Mathematik verbessern und interessanter
gestalten kénnen. Der Lehrer sollte jedoch, bevor er seinen Schiilern Aufgaben stellt,
selbst jeweils den Losungsgang durchdenken, um die Anforderungen kennenzu-
lernen.

Besonders erwdhnenswert ist die exakte Definition des Wurzelbegriffs. Sie wurde
in der Ubersetzung konsequent angewendet und fiihrte zu geringfiigigen inhaltlichen
Anderungen, die der Verlag freundlicherweise gestattete.

Die Gliederung des Originals in zwei Teile (Arithmetik und Algebra; Geometrie und
Trigonometrie) ermoglicht die Herausgabe der deutschen Ubersetzung in zwei
Binden.

Unser herzlicher Dank gilt Frau TAMARA GOLOWANOWA, Moskau,

ROLF LINDNER, ROLF ZANDER



FORMELSAMMLUNG

Proportionen

—_

. In der Proportion a:b = c¢: d sind @ und d die duBeren, b und ¢ die inneren
Glieder.
Produktform der Proportion: a-d = b c.
- 2. Vertauschung der Glieder von Proportionen:
a)a:b=c:d b)d:b=c:a SQaic=p4p:d d)yd:c=b:a
3. Abgeleitete Proportionen:
Gegeben sei die Proportion a: b = c¢:d. Dann gelten auch folgende Proportionen:

aA)(at b:a=(cxd:ec, byaztec):btd)y=a:b=c:d.

Potenzgesetze
L@b-c)'=a"b"-c und a" b c"=(@ b-c)
n n n n
2.(%) =% und £ = (9. .a"ad"=4"""
b b b b
4.4":a" =a"™" 5.1:a"=a":a"=a™" 6. (@™ = a™.

Wurzelgesetze'
1.Va b+ =%T/EV; und :/;-:/E~y;=m\/a-b'c.
m ~ m/~ m/= m ~
2. (2=Y2 ynd \/__f= \/‘3'
b b b
n — n
3.an=Ya und Va =an.
4. oy =Yav. 5.9d ="Yd® uwnd "Ya® =Yq.

1 Vergleichen Sie hierzu auch die Bemerkungen auf den Seiten 75 bis 78!



1.

2.

w

Quadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form x* + px + g = 0 wird mit Hilfe der Formel

2
4 14 o
Xy = —= — - elost.
1,2 2:I:J4 q8

Eine 'Gleichung der Form ax? + bx + ¢ = 0 wird mit Hilfe der Formel

—b+\/—

X1, = gelbst.

. Eine Gleichung der Form ax? + 2kx + ¢ = 0 wird mit Hilfe der Formel

—ki\/

X1 = C gelost.

>

Ll

—

»

i

=

oo

1

Sind x; und x, die Wurzeln der Gleichungx? + px + ¢ = 0,s0 gilt x; + x, = —p
und x; *x;, = q.

Es ist x2 + px + ¢ = (x — x)(x — x;), wenn x; und x, Wurzeln der Glei-
chung x2 + px + ¢ = 0 sind.

. Bs ist ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x;), wenn x, und x, Wurzeln der Glei-
chung ax? + bx + ¢ = 0 sind.

Folgen und Reihen; Logarithmen*

. Die Schreibweisen log, N = x und ¢* = N sind glexchbedeuteud denn es gilt die
Identitit ¢°**V = N.

log,a=1 3.log,1=0 4.log, (N M) = log, N + log, M
.log,}%=log‘,N—log,M 6. log, (N") =m-log, N

log, W = L log, N.
m

. Uber den Modul fiir die Verwandlung aus dem Logarithmensystem mit der Basis b
in ein Logarithmensystem mit der Basis @ werden auf den Seiten 154 und 155
Hinweise gegeben.

Die Zahlen a (Basis des Logarithmus) und N werden positiv angenommen, wobei @ &= 1 zu wihlen ist.
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Kombinatorik
LLP,=n!=1:2-3---°n
2K(.>_(n> n! _nn=1(@n=2-(n—k+1)
LKy = =

k)" K- R 1-2-3k

k) = n = n! = -— — AT —
.VE = k! (k) Ry nn—1)(n-2) n—-k+1)

4. K® = K% bzw. (l':) = (n j k)

Binomischer Satz

1.(x + a)" =x"+ (’lt)x”-l a+ (;)_x"_2 @+ -

+f " Vet " x4 a
. -2 n-1
2. Das (k + 1)-te Glied dieser Entwicklung lautet

KPx" g = (”) Xk gt
K

14+ K+ K2 + L+ KP4 K4 1=2"
41 -KV+ K2 K+ .. +1=0

13
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1. Arithmetische Berechnungen

1523 - 148 §) <03
1 4 8

0,2
252 — 2083 41
16 4 2

" 0,0001 : 0,005

1

5
172> - 170- + 3 =
6 3 12

0,8-0,25

5

4 (0,012 + 0,o4104>_ 4560 — 42 %

5 5.4

(1401 - 138 i): 181
6.\ 30 12)" "6

0,04 0,002
(951-931>-21+0,373 (49i~461)-21+o,6
A% 1) " g\ 24 " 20) "3

0,2 ) 0,2
(121-6i_-51)-13,s+0,1u
o\6 "7 "4
0,02
(1%2+2%+l)-9§+2,13
10.
0.4
syt i
1. 21 — 1,25):2,5 2= 8
@1 -129:2, 31 1 4375): 108
12 9
013 + 008 (58%-56-%):0,8+21-0,225
1. 1’ 11+ ’2 6 14. 33 >
18l L_2.,8 g3.3
6 18 157 25

2 [002101)



(681—66-5-):63+<1+1)-4,5
s L0 1) T

0,04
16, 31— 1.969:(12-0045) _ _1:025
" 0,00325: 0,013 1,6-0,625
(401—383 :109 + (-—l> 12| 42
17. 30 12 8 30/ 1
0,008
.3
( ;) 4,375 (2 75 -1 6) al
18. —
2.1 8> _o4s | 20
| 376 2
(6—4%):0,03 (0,3—%)-1’2
19. I - 2 - l :2—1-
(355 —265) 4+ 1,88 42 20
2 5 25) %0

20.26:[ 2102 =01 _ (3406-338D-47 2 4
2,5-(08 + 1,2) = 6,84:(28,57 — 25,15)| 3 2

3:2_009:(0,15:21
5 2

"0,32-6 + 0,03 — (5,3 — 3,88) + 0,67

zz.1l:2,7+2,7:1,35+ 0,4:21 . 4,2-11
20 2 4b

23. 10:2-2-+7,5:10 . i—1-0,25+lﬂ
3 40 30 360

” 0,216 Zi 196 1.7 +0,695:1,39
015 T35 25 3

242
4
7
(45 15+375) = L s
25,1,7:~ = 7 2 _(os54°_ 2
5 312
9 i

18



2 14,53662
26.-: +0,228: [ (1,5291 — =222 . 0,305 ): 0,12
3o [( 30,095 ’30) ]

LY
3

8,8077 +a9). 5
20 - [28,2: (13,333 -03 + 0,000D] - 2,004 ) 3

[(6 2:0,31 — = 09) 0,2 4 0,15]:0,02
28,

2+1i-o,2z:o,1 L
Tl

3
RN
29.6:1-—0,8: L5 +1+ 2
3 3 50 4 %
2,04 2 -2
2 1 1+22-10
2
(1,75:3—1,75‘19:112
30, 1(6,79:0,7 + 0,3)

(éz -0 0325) 400

45: [47,375 - (263 —18-0,75)2,4: o,ss:l
31| 3 1

1781:1,37 - 232:12
36

32, Bestimmen Sie die Zahl, von der sich 3,6 % durch den folgenden Ausdruck dar-
stellen lassen!
3+442:0,1
(1 103 — 2§) -0,3125
2 23 5 8) 08-72-45-1,3

33.(46—:12 + 41 —: 260 +800 12—
25 35 31 6,5-2,7-1,92

5 180,

34| 15: (06+0425—0005) 0,01 (0645 03-1&)
30 +3-

~(4:6,25—l+1'l,96
5 7

2% 19



38, 72 6_8_ 3). 83-3—11 +l;l_4 .5__'0’75 .204-48-65
3 15 14 4 7 6 18 27|\6 22,112
2,045 - 0,033 + 10,518395 — 0,464774 : 0,0562
0,003092 : 0,0001 — 5,188

(7o 2.2 (B (El5
s ) \%375) i) i1
38, 412—4049 a-3(21 10016
& 2\°777°5

36.

4
+(1.2:0,9): 5

a a2 (18751 (10l-72)]:nl
n 8 2T ) T

(6—41>:0,003 (0,3—-%))-1% .

2 - 162 — 4 17,81:0,0137
1 0
8

42,

43, Berechnen Sie x, wenn

54 fxi1a 480 [6 @AE5:629TN 1
7 7 | 8-0,0125 + 6,9 14

ist!

44, Berechnen Sie x, wenn

4,625 — 3.5 x4+ (2,5:1,25): 675 12
18 26 8

(% - 0,375): 0,125 + (§ - —) (0,358 — 1,4796: 13,7)

17
27

ist!

20



45, Berechnen Sie x, wenn

2,7-08)- 2l

3 9 _ (1,6 +154,66:70,3): 1,9

— 3 t**+8;
(52 - 14):

ist!

(23 -13
5

):4,3

= 2,625



2. Algebraische Umformungen

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

46. (% — b — ¢ 4 2p0): 2 F L = ¢
a+b+c
Berechnen Sie den Wert dieses Ausdrucks fiir

1

a=8,6; b=\/§; c=3§!
ﬂa’—l' o, a—an®—n*+n

‘W +an (1_1 ) 1-4*

2
4, x N 2 . 1_'_3x+x
ax —2a° X"+ x—2ax—2a

3+x
2a 1 3x—-6

49, + Jdx +
a* — 4x* 2x2+6x—ax—3a( x-—2)

. 3 2
50.2a+10+l30 a+30_3.3a + 8a 3a
3a-—1 1-3a a

1-1g
n

@ -0 a-b
51. -
a-b a-»

2
52,24_-”&‘—_&
x° + y? x*t—y*

5. 2[1 + (&’E/*’Tl)’ *TF (2.::/—5 1)’]

2



” 2a—l +2(¢zz—l)__ 24(a+1) += a X
a—2a+1 a—-—4 a+a—-2 a" -3a+2

36a° — 144a — 36a° + 144

a® +27
[ 3(x +2) 2 —x—10 ]

2 + X +x+1) 28 —x*+x—1)

J.5 . 3 __3
1 2x+ 1) 2x-1)

56 x—y X4y +y-—2\ & +4%y+y' -4

\y-x XP=xy—2*) PH+y+xy+x

g @ ta=2 @+ -a 3

‘&t =30 4a* — 4 @ —a
276 + o — -

53, 2 2ab+c) -1

an* — @ — 2a* — a a*c — a(nc — c)

1 1 1

59. + +

aa—-b)a—-c) bb—-ayb—c) clc—a)(c—b)

6. l+(a+x)"‘_[1_1—(a’+x’)]

1—@+x! 2ax
Berechnen Sie den Wert dieses Ausdrucks fiir x =

a—1

-1 ne2\ -1
6L [2F09 _ par — o)t | (20 + 3000 - ST
a+2b 2a - b

Wa—=by +2v/ab
b
a-»b

64.V8x(7 + 4+/3)V2/6x — 4+/2x

V@ -2+ )@ -b’)(a+b)-;i‘i
Va+o?

63.

! Bevor man an die Losung der folgenden Aufgaben geht, lese man die Vorbemerkungen zum Kapitel 2
der Lésungen.

23



2 -1
ss.gil(w D@ —1D-(I+ 2a+a’)-(“_—‘L"'2)
a—1

6. [1+aV1+a i/ V3
9

3a +18a”' + 9472

67.abYa """ — a="b "/ (a — B)!

15 4 12 _
68'(\/3+ VP —\/8>(\/6+ '

(=t ) - D)

-2

) e

70.( =+ _>: — ———

b—+a b++a a?—a'p?
S
maize Vita 1
\/1+a_\/1-—-a a

1-a l1+a
72, Berechnen Sie den Wert des Ausdrucks

xp = =1y =1
xy + N/~ 1V =1

fi'u'x=1 a+1 H y=1 b+1 mitga=lundb =z 1!
2 a 2 b

73. Berechnen Sie den Wert des Ausdrucks

\/a+bx+\/a—-bx

x/a+bx—\/a—bx
firx = —22" _ mit || < 1!
b1 + m?)

24



Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!
1 s ]
7q, 0"+ (m =)
m+xf — m -0t
In diesem Ausdruck soll x =

22mn mitm > Ound 0 < n < 1 gesetzt werden.
n®+1

_ -1 - -3
75.[(1-;8) *+1] +{(1-::’) *—1]
2 2

In diesem Ausdruck soll x = Zk%(l + k)~ mit k > 1 gesetzt werden.

2 3
1 1 2 3 — @+ 1
76.(5—21_—1 - —;)[(a— DY@+ 13 BN/ 1)]

2 2 -2 2. -2 _%
77.<2\/x7__azx7—, 2a2_2>‘(” _4+4a’_c )
J1-ax 2ax(x2—az)%

L) )
EEmarcy
79.<\/‘_‘+\/; ‘\/a+x)_2_(\/,_1—\/; m)_z

Va+x _\/;"'\/; \/a+x_\/;-\/;‘
x
1+
2 2
so.1<¢xz—+a+ z )+‘-’. Vx +a
2 V¥ +a) 2 xi i ta
X
1+ =2
2 2
1
81.2x+\/x2—1<1+ zx )— v
¥ =1/ x4dN? o

82. Berechnen Sie
- - _213
[ 33 Ha Y]
fiir a = —2; b=
2

1
7'

25



83. Berechnen Sie den Wert des Ausdrucks
@+ )"+ @B+1)?
fira=(2++3)"! und b=(2~+3)1!

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

x+«/x’—4x_x—\/xz—4x
x=x* —4x x4+ /3 - 4x

ssn+2+\/n2—4+n+2—\/n’—4

m+2-JnP—4 n+2+JnP—4

86. x :\/J—c—\/x—az_\/)-c"' x—a
x-a \Jx+Vx—a Jx-x-d
x&+l L1

c LS _
x+x*+lx 1

(e ()]

89. Zeigen Sie, daB die folgende Identitét gilt!

84,

87.

p_a-a’ 1-a" 2 _,
Ty aTa, 1

a —-a +a a

90. Berechnen Sie

ai+b’} . a_ivsa—b
(a’—ab)i av/a—-b/b

fira=12 und b=%!

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!
9L [(a* + b*) (a* + 51;*) - (a* + 2b*) (a* - 2b*)]': (2a + 3a’~'b*)
Berechnen SiedenWe;tﬁira =54 und b=6!

26



L+b)*+(a—b)*] ta+nt—@-nY"
[(a+b)*+(a—b) U Ja+nt-@-n"

1 .(l _ az)% + a1 - az)‘f

3.4 -t - — (
14 ot - )Y

1—-a

Aoyt —(x— % )Wk.xzx/(1+x2)'1—s/l+x2

x+DE*+ D) 1+ x° 1+
(Rz _ xz)‘} + xz(Rz - xz)"‘}
(R = %) [1 + (iu)"]
s x
1\2

9. (,, O e P S (p'*+q_*)
(ot +4)

”[(a+\/a_f/)a(i+\/axz)—l_:/_l_]6

”[(\/—+l)’\a/__:}’;}_3
Wa+1P —ava+2
99[ &—9a a_4+i‘;_T

2t 37} a
100[(a “+b+a— ][(a-b)(\/:ti—l)]
ab )\/— Vb

101.
(\/ab a+ab a-b

_ T o\"%
o+ t:e) (720 )

95. (R — ) — (R — ) T 4 B2

27



1 2Yx
w3

-2
=] —/x*+8x+16
x* — 4x x

-1 +x3/;-4:/

an[(:/;+3/i)1+\/(g;—_3/;)’]’m

o (o ) e B

106, @~ V3 =63V -8 V22
Va(a - b + (26v/2) \/g_\/E

X

: T _
107.{ 1+[(a§—x§) x ]} -lz /(az—xz)2+4a2x2

108. [G/;C—Ja) +(:/x+\/-) ]_z \/i;:\/;

109. [J;+f+x/-] +4(x+1)+(\/;$+1)2

= 3 - -1
uo.[ SR ] _(I—Zx)
T, e

x3 —x

111 _%/ﬁ[\/a’ +aVa — b —Vat —a/a - b’r

112. [(\/_“jf;:“:ix_’”] \/(a +3a% + 3ax* + )

113, [(————H ot oP - @B () (b, b’~’)-l]:—(‘“’)i

- a*+b*

114( a—4 _ a-9% ) p'*
a+ @) —66 a+6@)+ol ot
+2av/a+ b/b
(Fop) 2 e,

3¢% + 3b/ab ava—b+a

115,
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Wa=/by +2*:Va+bvb  3Vab -3

116.

a\/a+b\/- a-b
-\ —1
7. L ( a- b ) @)t
(ai+b*) a’}—b%
1 : -3
-—a
118. ¢ __+ 3,

(RNEDIVANED)
Va _

1. [“i/‘—:" Uz ] [a - 57+ 3%/a + V5]
120[(‘:;; %+a )(a+i/_’7) f]
121. a2$+xx/—a a* +x+2a\/;c
—1 J_+1 -
[ x—l—-f Yx+1 \/x)}
a+ Y + bV + 0?7 1
l?3-\/[+ (\/;:‘/_) + b] v
a+x \/— \/t;
«/— Vet V7 —2Va + _
Va-Ux
125 S S 2at -2
) 4., 3 3

a+a +1 a-a+1 a"—-a+1

\/\/5—1:/3+2x/_+\/(x+12)\/——6x—8
xf-f VG 1Ys s

x—1

127, Y@ Va + o :Ya a-;( 3a* ,a+b

®* —ab—2a2)\/— 3b— 6a + 2ab — b* 3a — ab

_ _ab
a+b
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-3 11
128‘[10x2+3:x bx—x’—ax+ab:(b_x)_2]. (@+2x) *+(2x—a)
4 - a 2% +a (ax* —a’)-i+l

x+ 4 x+2 -
129.[2x2—2x—4 2(x’+3x+2)] z
CRRVAE L LI N )
(f+ x \/x+\/— (x )
2%
-x*+1 J1- +(x+l)(l o4 5 4)

2 _ 4 2 _ 3y —
(l+x)&+(l x)* x—2 +1 x x X x

131' a «/ab_"\/ 2\/—\/—
) (a® — ab — zb’)J—

a—3[ a+2b

130.

—(@—-1D@ —4a+ 3)"]

a+2b|la* +ab—3a—3b
Vaab -(ab)*ﬁ<\/ J)
132, o
@ - b)a

<2a+2b a+3b a® + 2lab )
+- + 2 )
a \a—4b 2a+2b 2a” — 6ab — 8b
133[(3‘1“5\/1; Yaba) 4] a\/z+b\/;
. ’ ab\/_ \/t_l-—\/-

+b —4a‘ 1 _ 3
4a b* + 3ab + 2a*  2a* + ab — b®

4(2ab) @+ V2 2 J2ab + V25
Ja-/2 V2ab

—6 a 2% 8b%
6a— 48 3a—6b a* —10ab + 16b%}
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3. Algebraische Gleichungen

Ldsen Sie die fdlgenden algebraischen Gleichungen! Die Unbekannte ist jeweils x, v
oder z.

2 2
135.6b+7a_3£z= _ zay l“'ax—b+bx+a=a + b
6b 26* b —ab a+b a-b a -b
137.x—a—b+x—b—c+x-c-a=3
a . b
¢+ 3z c—22  2+z

"4’ + 6cd  9& — 6cd  4c® — 98

2
139.:c—l_‘_Zn(l—x) 2x—-1 1-x

n-1 nt -1 1-n* 14n

2
1‘“).Bal')+lx= 3ab +(2¢+l)x a

a a+1 al@a+1)> (@a+1)»°
272 2
141 3abc+ a’b . (20+b)bzx=3cx+£§
a+b (a+b) a(a + b) a
X tm_ e _ _am b*x
a+b (@+b’ & —-b a—ab*+adb-b
143.m+£ m(z—m)_z(z+m)= mz -2
m z2z4+m miz-—my m-2*
14, CHx_ @ —x _ 4abx + 24" — 20"
oY) Y = r 2
b —x b +x b* —x
2 3
l45.&_'_(a-i-n)(anx:+n,\: +x)=& nx*

a—x xX4+m*-ax—-dan n+x x*-4
R
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146. a+l+ x+{1_1: a+_11 __a(x+1)+1 _x
ax+1 x+a x+aNDa ax+1 2
147. — atx 2 a_zx 2T % 33‘2 @
a’ +ax +x ax —x’ —a*  x(@ + a’x* + x%)
148.a(/x — @) - b/x —B) + a+ b= /x
- 2
w.ly 1 1 o iso. 2% __x ___ b
a a+x a+2x x+b b—x 4x*-10?)
2 2 2
-2 __b-a (N S -
x—a a +x°—2ax ab — 2b ac” — 2bc be
2 2
153, %4 B & g ¥ 1
x+a x—a Hx*-a) nx—2n 2—nx n
2 _ 2 _ p2
1s5. 2 x2_1= — ! 1561 — 2P =T"_2_b__
(a—x) a a — ax(2a — x) x—a a +x°"—2ax
157. 1 _ 1 2=2(3n+3) 158_""”‘_2”_“"2”:1
2n 4+ nx  2x —X x> = 4x 2a —n X
a - 2 a 2
a a-—1 <x>—<a+b> 5
159. - =1 160, ~—— 4~ 7/ =
nx —x x* —2nx* + n’x* x* +a* — 2ax 9x*
2 2
161 X%, l-a ab

T +a)—(@+x° (-a)?
162. Zerlegen Sie den Ausdruck 11x — 3x* + 70 in ein Produkt linearer Faktoren!

163. Es soll g - é als Produkt zweier Faktoren dargestellt werden, deren Summe
a
gleichi— + b ist.
a

164. Zerlegen Sie 15x® + x? — 2x in Faktoren!

165. Zerlegen Sie x> + 2x* + 4x% + 2 + x in Faktoren!

165a. Die Gleichung (1 + x?)? = 4x(1 — x?) ist zu 16sen.

166. Stellen Sie die quadratische Gleichung auf, die die Wurzeln g und g hat!
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167. Es ist die quadratische Gleichung gesucht, die die Wurzeln
1 1

und hat.
10— J/72 10 + 6+/2
168, Bestimmen Sie die quadratische Gleichung mit den Wurzeln
a und a Y
\/a+\/a‘—b \/a—\/a—b

169. Die Wurzeln x, und x, der quadratischen Gleichung x> + jx +12=0 ge-
niigen der Beziehung x; — x, = 1. Bestimmen Si¢ den Koeffizienten p!

170. In der Gleichung 5x* — kx + 1 = 0 ist k so zu wihlen, daB die Differenz der
Waurzeln 1 ergibt.

171. Die Wurzeln x;, und x, der Gleichung x2 — 3ax + a® = 0 geniigen der Be-
ziehung x? + x2 = 1,75. Der Wert von a ist zu bestimmen.

172. Man wihle die Koeffizienten der quadratischen Gleichung x2 + px + ¢ = 0 so,
daB die Wurzeln der Gleichung gleich p und ¢ sind.

173. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 seien x, und x,.

Stellen Sie eine neue Gleichung 2. Grades auf, deren Wurzeln gleich n und e
sind! Y2 X4

174. Gegeben ist die quadratische Gleichung ax? + bx + ¢ = 0. Gesucht ist die-
jenige neue quadratische Gleichung, deren Wurzeln gleich
a) dem Doppelten der Wurzelwerte der gegebenen Gleichung;
b) den reziproken Werten der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind.

175. Stellen Sie die quadratische Gleichung auf, deren Wurzeln gleich den Kuben
der Wurzeln der Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 sind!

176. Es ist eine biquadratische Gleichung zu ermitteln. Die Summe der Quadrate der
Waurzeln dieser Gleichung soll 50, das Produkt der Wurzeln 144 ergeben.

177. Bestimmen Sie die restlichen Wurzeln der Gleichung
4x* — 24x3 + 57x* + 18x — 45 =0,
wenn eine Wurzel 3 + i+/ 6 ist.
/178. Berechnen Sie den Wert von m in der Gleichung
6x® — x> — 16x + m = 0,
wenn eine Wurzel der Gleichung den Wert 2 hat!

Berechnen Sie auch die anderen beiden Wurzeln!
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179. Die Zahlen 2 und 3 seien Wurzeln der Gleichung
2% +mx? — 13x +n=0.
Bestimmen Sie die Zahlenwerte von 2 und n, und geben Sie die dritte Wurzel an!
180. Welche Zahlenwerte muB a in der Gleichung
X +2ax3/a —3+4=0
haben, damit ¢ Wurzel dieser Gleichung ist?
180a. In welchem Intervall muB die Zahl m liegen, damit beide V;urzeln der Gleichung
*=2mx+m—-1=0

zwischen —2 und 4 liegen?

Losen Sie die folgenden Gleichungen!

BLVy+2-Vy-6=2 12.V2 —x—J10—x=2
183.VIx +1-vx—-1=2 184.Vx+3++/3x-2=7
185.Vx+1+/2x+3=1 186.V3x—2=2Vx+2-2

187. V2 + 1 +vVx -3 =2~ 188.V1+xV/x2 + 24 =x + 1

190. x—5+\/x—4= 7 \/x+2
x+2 x+3 x+2Vx+3

2
ol Y 218, e T
Vx -3 Vx-3
192, 4 - L =§
x+vV P +x x=/x"+x *

193 2 ] !

2tVa-x 2-Ja-x x
194.V27 + Vx = V2T - Jx = Y%
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195.\/X+,V;—\/;c——\/;=;\/ X

x+x
V2aT+x+tJ21—x 27 -
196 Y2 FXTVIT - x 27 W.x=a- Ji7 s
V2iix—Vr-x x Ve -x/¥ ia
/ =52 _ ol 23 _
198. 1+a %" —xa _1 199, 1+ a'x ax=lz
l+a % +xat 4 l+a**+ax ¢

x+c+ xz—cz_9(x+c)

200
x+c—x - 8¢

200V +3-avVx—1+Vrsr8-—6vx—1=1

202.2\//a+x+\/a—x=\/a—x+ x(a + x)

203.\/a’—x+\/b2—x=a+b 204.\/a—x+\/b+x=\/a+b

we Yot Yatx 1
a X

25 Vx+a=a-vVx

207.x + Yz = 12 208. v — f + 66— ) = 16
20,9-~/3 2+ S0+ =~ VVI5 -2~ 9
210, Y% + Y2x = 3 =V 12x = 1)

211.3/a—x+:/b—x=i/a+b—2x

m2. Yx + 25 = 213232 - 3Yz =20
—_— : 7
M. Vat+tx—YVa+tx=0 215, ”*2_\/.x+2=—
. x+2 w+2 12
S 3. 3/ 2 _
26X + 11+ V3 + 11 = 42 . 2Yr=1 Vo1,
Xt =1 x+1
x—4 —x\/Tx+ x—b Tb
218, —x—8 210, 8NV - x + ) Vx b b
'\/J-c+2 \/a—x+\/x—b
2—-x 2—-x x -1 I—-\/;

= 21l ———= =4 —

2-Jx V2o 1+ vx 2

220.




2.3 =3 +5+x>=3x+17
23,3 +x—8 VIt 5w+ 1=1
UNY + a4y + 8+ VY + 4y +4=20" + 4y + 6)

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

225x’+y’=2(:_cy+2) x+xy+y=11
N x+y=6 ) x’y-i-xy’=30
x+y2=17 x2—y=23
227, y Y
xp* =12 x2y =50
. x% — y?) xy = 180 I -2y + 52 -35=0
no.| & VW 230, i
x2 —xp—yr=—11 5x2 — 102 —5=0
5
2 2
X"+ Yy ==-xy 2 2
2 x*+xy+y =13
231 23, vy
1 x+y=4
X—y=_xy
4
2 2 _ "_‘+¥=_2.§
2, [F T =T 4|y x 12
x—-y=1 xz__y2=7
"_C - Z =c
a b
w5
(¥ =4
b a :
Beschriinken Sie sich auf die positiven Losungen fiira > 0,5 > 0,¢ > 0,d > 0
und m % n!
X —xy+yt=1 X+ =7
236, vy : 7
X3+ 2 =35 xy(x +y)= -2
Geben Sie nur die reellen Lsungen an!
X+y x-—y 1
xy(x + y) =30 + =5-
238, |7 7 2.5y x+y 5
x*+y =35
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" x+2y+3z+4u=130
+y+z=
rryws=s =3+ 51— w=3
240.| ax+by+cz=d 241. 3 A ) .
@x + by + 2z =d? KAy -z—u=
4x —y+ 6z —3u=28
x+y+z=4 Vadx+y—-32+7=2
22| x4 2y +32=5 M3/ s sx+ 2+ 255=13
x2+y2-0_-zz=l.4 \/y+z—-\/g)-c=0
x+y+z=13 xz+yz=zz’
244, [x* + y* + .22 = 61 245. |xy + yz + zx = 47
Xy + xz = 2yz z=x)z-y)=
12 5
+ =5
d+axtay+z=0 Vx—1 y+1
246.|6° + bx + by +2=0 247, 4
Etex+ey+z=0
\/x— \/ 1
4
2 [x+y -2V =4 249.\/ x+y =0
x+y=10 xy—54=x+y
IJ Y11 =0
250.
Vx+y+v5—‘=6
\/x+y+\/ 4\/—

251.
\/x + 3y =xr =yt =(\/_l—3)a
/x2+yz__ /xz__yz=y
x4 — y* = 144q*
253a. Geben Sie alle Werte von m an, fiir die das Gleichungssystem

X dxy+yt=84
252. 3 y Ty ‘

T+ Vay+y=14

x =y =m(l + xy)
24+ x+y+xy=0

reelle Losungen hat!
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4. Logarithmische Gleichungen und Exponéntialgleichungen

Bestimmen Sie x, ohne Tabellen zu benutzen!

a_
254.x = 10 10037 255, x — 10}~ 15%5
256, x = \/10“-%“ 1 257, x = 491710812 | 5 lomss

Losen Sie die folgenden Gleichungen!
258. log, logz log, x = 0

259. log,{1 + log[1 + log,(1 + log, x)I} = 0
1

260. log,{2 log,[1 + log,(1 + 3 log, x)]} = 5

261. log,(x + 14) + log,(x + 2) = 6

262. log, y + log,(y + 5) + log, 0,02 =0

3
263.M= 3
1g(5 — x)
_ 2 -1
264, 1 + lgx = llg[b —Q‘LM] b+ lig@ —a)
3 b 3 3
_ 3,
265. 1g[x—a(1 - a) *] - 11g<1 + 1)—1g\/&5—a2 =0
2 a a+1

266. Jog, /5 + log,(5%) — 2,25 = (log, v/5)?

3\ 3%=7
269. 3
7

267.10g;s x + log, x + log, x =7

AW

268. log, x — log,: x + loge x ="

o
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\/E—x
8

270, 7 37H! — 5¥F2 = 3rHe 5743 271.0,125 - 473 = (—)

x+5 x+17

272.0,57 - 2272 = 64" 273,327 = 0,25 12873

4\ 2T\ 1g4 S J_’_
. (5) (E) T igs 7. [2 (2~/;+3)2J}| "o
w22t LY o0 m V@ Y YaT =1

278. 3 loger x + élogix =2 279. log, (x + 12)-log, 2 = 1
. Ya

280. log, (5x*) - logi x = 1

BlLl+a+d+d++ad ' +@=1+a)(1+d)U +d)( + o)
282, 5% 5%+ 5% ... . 57 = 0,047 283,472 ~17-2*+1=0
284.2:4* - 174+ 8=0

1gx+7

285.3:/8_1‘—10%+3=0 286.x * = 10®**!

287042 - 1) —1=1gV2 2 £ 2) — 2152

288.2(1g2 — 1) + 1g(5"* + 1) = Ig(5'~** + 5)

289, 58 _ 3lex—1 _ glex+1l _ glex-1 290, x2e x-St _ \/E
201, 1g(64 V27 *9) = 0 292.log, (9 — 2%) = 3 — x
293.1g2 +lg(@ 2+ 9) =1+ g2 + 1)

294.21g2+(1 +2lx)lg3 —1g¥Y3+2m=0

205, 1g (3T — g4V _ g o ilg 16 — Vx + 0,251g 4

21g2 + 1g(x — 3)
‘lg(x + 1) +1g(x — 6) +1g3

1
2

297. logs 120 + (x — 3) — 2logs (1 — 5°7%) = —logs (0,2 — 5~ %)
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Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

g2+l _ 3p . p-1

298. 5.5 = /252y+1

99, logsx +logsy =0

x+y=3§

Ig(x* +y) ~ 1 =1g13
Ig(x + ») — lglx — y) = 31g2

log, x + lo; =2
300, | 5% T 08X 301,
log,x — log,y = 4

log,,(x —y)=1
302, 2y (X — )
logey (x + ) =0
x
Iog,,(l+-)=2—log,,y
303.| y
log,x + log,y = 4
lo, + log,y + log,4 =2 + log, 9
304, 8 X 178 4 Za g
x+y=-5a=0
xy = a* . 3.2 =576
s, 7 . 306.
Ig%x +1g°y = 2,51g" (a) logz(y —x) =4
3
log,x + log,.y = =
Igx +1gy=1Iga 4
3m.21g lgy lgb 308, ;
lgx—Tg») =1¢ log,;x+log,,y=5
log¢x+log.,y—-3 log, u + log,v =2
2y = = o w V=
309. 2 310. Rt
uwtv =12

log,ax — logy =1

x2+xy+y2%a2

311, - z_a
log:/:\/ a #logk\/ b= E
log, x ~ lo; =0

3. 24 82

Xt =57 +4=0

log,x + logey +logyz =2
313.|logsy + logoz + logex =2
log, z + logi¢ x + logysy = 2




314.

316

s

318.

TV [VEVTE -V
x+»27*=3 lg(x + y) = 1g40 — Ig(x — )
=323 9 — Y2 =0
Uz =3¥s it~ 1~ 1601 =) =0
1 1 -
Elgx+51gy—lg(4—\/x)-—0 319, logeay =p

log, bx = ¢

@5 ~125-5% =0




5. Folgen und Reihen

Bézeichnungen

a,: erstes Glied einer arithmetischen Folge
a,: n-tes Glied einer arithmetischen Folge
d: Differenz einer arithmetischen Folge (Differenz zweier aufeinanderfolgender
Glieder)
u,: erstes Glied einer geometrischen Folge oder Reihe
u,: n-tes Glied einer geometrischen Folge oder Reihe

g: Quotient einer geometrischen Folge (Quotient zweier aufeinanderfolgender
Glieder)

S,: Summe der ersten n Glieder einer Folge
S: Summe einer konvergenten geometrischen Reihe

Formeln

n-tes Glied einer arithmetischen Folge:

1) a, = ay + d(n — 1).

Summe der ersten # Glieder einer arithmetischen Folge:
(@ +a)n

) S, = T o7

2 5

oder
2a; + din — Din

® S0 = [—r‘_——; UL

n-tes Glied einer geometrischen Folge:
@ uy = wg"

Summe der ersten n Glieder einer geometrischen Folge:

® So="=, @> 1) oder 5=, (g <1
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© 5=t o e 5, =220, g,

Summe einer konvergenten geometrischen Reihe:

(U] S=—

Arithmetische Folgen

320, Wieviel Glieder der arithmetischen Folge
5,9,13,17,21, ...
muB man wihlen, damit ihre Summe 10877 ergibt?

321, Bestimmen Sie die arithmetische Folge, von der bekannt ist, daB die Summe
ihrer ersten vier Glieder gleich 26 und das Produkt dieser Glieder 880 ist!

322. In einer arithmetischen Folge ist @, = g und @, = p. Wie kann a, durch n, p
und ¢ ausgedriickt werden?

323, Bestimmen Sie dfe Summe aller zweistelligen natiirlichen Zahlen!

324. Bestimmen Sie die vier aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen, von denen be-
kannt ist, daB die Summe ihrer Quadrate um 48 gréBer ist als die Summe der
Quadrate der von ihnen eingeschlossenen geraden Zahlen!

325, Eine arithmetische Folge habe 20 Glieder. Die Summe derjenigen Glieder a,,
deren Index eine gerade Zahl ist, ist gleich 250. Die Summe der Glieder mit
ungeradzahligem n ist gleich 220. Bestimmen Sie die Glieder a,o und a,, dieser
Folge!

326. Gegeben sind die folgenden Ausdriicke:
(@a+x)?, (a®+x%, (a—x)?.

Die Ausdriicke bilden die ersten drei Glieder einer arithmetischen Folge. Be-
stimmen Sie die Summe ihrer ersten » Glieder!

327. Wir bezeichnen mit S; die Summe der ersten n, Gliede}, mit S, die Summe der
ersten n, Glieder und mit S; die Summe der ersten n; Glieder einer arithme-
tischen Folge. Es ist zu zeigen, daB

S : N S
Ly =n) + 2 —n) + =2, —n)) =0
n na n3

gilt.
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328, Berechnen Sie die Glieder der arithmetischen Folge, in der das erste Glied

gleich 1ist und die Summe der ersten fiinf Glieder glelch ~ der Summe der
folgenden fiinf Glieder ist!

329, Bestimmen Sie die arithmetische Folge, bei der, unabhingig von der Anzahl der
Glieder, immer die Summe der Glieder gleich dem Dreifachen des Quadrats der
Anzahl dieser Glieder ist!

330. Bestimmen Sie die Summe aller zweistelligen Zahlen, die bei Division durch 4
. den Rest 1 ergeben!

Geometrische Folgen

331. Die Zahlen-l und 256 sind das erste bzw. fiinfte Glied einer geometrischen Folge.
Bestimmen Sie das zweite, dritte und vierte Glied dieser Folge!

332. Bestimmen Sie drei Zahlen, die Glieder einer geometrischen Foige sind und von
denen bekannt ist, daB die Summe des ersten und dritten Gliedes gleich 52, das
Quadrat des zweiten Gliedes gleich 100 ist!

333, Die Differenz aus dem dritten und ersten Glied einer geometrischen Folge ist
gleich.9, und die Differenz aus dem fiinften und dritten Glied ist gleich 36. Be-
stimmen Sie einige der ersten Glieder dieser Folge!

334. Die Summe aus dem ersten und dem vierten Glied einer geometrischen Folge
ist gleich 27, das Produkt aus dem zweiten und dritten Glied gleich 72. Bestimmen
Sie die vier, Glieder!

335. Die Summe aus dem ersten und dem vierten Glied einer geometrischen Zahlen-
folge ist gleich 35, die Summe aus dem zweiten und dritten Glied ist gleich 30.
Bestimmen Sie die vier Glieder!

336. Von einer geometrischen Folge sind die Summen

uy + Uy + us + Uy + us = 31
und
Uy + Us + Uy + Us + Uug = 62

gegeben. Bestimmen Sie die ersten sechs Glieder!

337. In einer geometrischen Folge von fiinf Gliedern ist die Summe aus den letzten
vier Gliedern gleich 19,5 und die Summe aus den ersten vier Gliedern gleich 13.
Berechnen Sie das erste und das letzte Glied!



338. Das Produkt aus dem ersten und dem neunten Glied einer geometrischen Folge'
ist gleich 2304, und die Summe aus dem vierten und dem sechsten Glied ist
:gleich 120. Bestimmen Sie %, und ¢!

339. Die Summe aus drei Gliedern einer geometrischen Folge ist gleich 126. Das
Produkt aus diesen Gliedern ist gleich 13824. Bestimmen Sie die drei Zahlen!

340. Die Anzahl der Glieder einer geometrischén Folge ist gerade. Die Summe aller
Glieder dieser Folge ist dreimal so groB wie die Summe der Glieder, deren n
gerade ist. Bestimmen Sie den Quotienten der Folge!

Konvergente geometrische Folgen und Reihen

-341, Zeigen Sie, daB
Vzer 11
Va-1 2-2" 2
aufeinanderfolgende Glieder einer konvergenten geometrischen Folge sind,
und bestimmen Sie die Summe der daraus gebildeten Reihe!

342. Beweisen Sie, daB die Summanden in der eckigen Klammer des Ausdrucks
43+ 8)[«/3(\/5 -2)+ 3—_2\/3 + V3 —2, ]
: 3 /3

Glieder einer konvergenten geometrischen Reihe sind, und berechnen Sie den
* Wert des Ausdrucks!

343. Das erste Glied einer konvergenten geometrischen Reihe, deren Glieder positiv
sind, ist gleich 4. Die Differenz aus dem dritten Glied und dem fiinften Glied ist

gleich ;—i Bestimmen Sie die Summe dieser Reihe!
344, Bestimmen Sie die Summe einer konvergenten geometrisch'en Reihe, wenn bekannt

ist, daB} die Summe des ersten und vierten Gliedes gleich 54, die Summe des
zweiten und dritten Gliedes gleich 36 ist!

345, Eine geometrische Folge {u,} mit den Gliedern u, (n = 1, 2, 3, 4, ...) werde in
zwei Teilfolgen zerlegt. Die erste Folge enthalte alle Glieder der Form

Uy (n=1,2,3..),
die zweite Folge alle Glieder der Form
Upyoy (n=1,2,3...).
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Die beiden Reihen, die aus den Folgen gebildet werden kénnen, sind konvergent,
und zwar hat die erste Reihe die Summe 36 und die zweite Reihe die Summe 12,
Bestimmen Sie die- Glieder der urspriinglichen Folge!

346, Die Summe einer konvergenten geometrischen Reihe ist gleich 56. Bildet man die
Folge der Quadrate der Glieder und bestimmt die Summe der dazugehérigen
konvergenten Reihe, so erhélt man 448. Berechnen Sie das erste Glied und den
Quotienten!

347, Die Summe einer konvergenten geometrischen Reihe ist gleich 3. Bildet man die
Folge der dritten Potenzen der Glieder und bestimmt die Summe der dazu ge-

horenden konvergenten Reihe, so erhilt man 1—08 . Berechnen Sie die Glieder
dieser Folge! 13

348. Das zweite Glied einer konvergenten geometrischen Reihe ist gleich 6. Die Summe

der Reihe ist gleich % der Summe der Reihe, deren Glieder die Quadrate der

urspriinglichen Glieder sind. Berechnen Sie die Glieder dieser Folge!
Aufgaben iiber arithmetische und geometrische Folgen

349, In einer arithmetischen Folge ist das zweite Glied gleich 14, das dritte Glied
gleich 16. Stellen Sie eine geometrische Folge auf, deren Quotient gleich der
Differenz der arithmetischen Folge ist, wenn die Summe der ersten drei Glieder
in beiden Folgen gleich groB ist.

350. Eine arithmetische und eine geometrische Folge stimmen in drei Gliedern iiber-
ein. Das erste Glied ist bei beiden Folgen gleich 3. Bestimmen Sie die Glieder
der Folgen, wenn das zweite Glied der arithmetischen Folge um 6 groBer ist als
das zweite Glied der geometrischen Folge!

351, Das erste, dritte und fiinfte Glied einer geometrischen Folge kann man als
erstes, viertes bzw. sechzehntes Glied einer arithmetischen Folge schreiben. Be-
stimmen Sie das vierte Glied dieser arithmetischen Folge, wenn man weiB}, da
das erste Glied gleich 5 ist!

352. Drei Zahlen, deren Summe gleich 93 ist, sind aufeinanderfolgende Glieder
einer geometrischen Folge. Bestimmen Sie das erste, zweite und siebente Glied
dieser Folge! ’

353, In einer arithmetischen Folge ist das erste Glied gleich 1 und die Summe der
ersten sieben Glieder gleich 2555. Bestimmen Sie das vierte Glied der geo-
metrischen Folge, die aus sieben Gliedern besteht und deren erstes und letztes
Glied mit den entsprechenden Gliedern der gegebenen arithmetischen Folge
iibereinstimmen! !



354, Drei Zahlen, deren Summe gleich 15 ist, sind aufeinanderfolgende Glieder
einer arithmetischen Folge. Wenn man zu ihnen 1, 4 bzw. 19 addiert, so erhilt
man drei Zahlen, die Glieder einer geometrischen Folge sind. Bestimmen Sie
diese Zahlen!

355. Bestimmen Sie drei Zahlen, die eine geometrische Folge bilden, wenn be-
kannt ist, daB die Summe dieser Zahlen 26 ist! Durch Addition von 1, 6 bzw. 3
erhalten Sie drei neue Zahlen, die eine arithmetische Folge darstellen. Be-
stimmen Sie die urspriinglichen Zahlen!

356. Drei Zahlen stellen eine geometrische Folge dar. Wenn Sie das erste Glied um 64
vermindern, dann bilden diese drei Zahlen eine arithmetische Folge. Wenn
Sie das zweite Glied dieser arithmetischen Folge um 8 vermindern, erhalten Sie
wieder eine geometrische Folge. Bestimmen Sie diese Zahlen!

357, Konnen drei Zahlen glelchzemg Ghedet einer arithmetischen und einer geo-
metrischen Folge sein?
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6. Kombinatorik und binomischer Satz:

358. Die Anzahl der Permutationen von n Elementen verhilt sich zur Anzahl der
Permutationen von n + 2 Elementen wie 0,1 : 3. Bestimmen Sie n!

359. Die Anzahl der Kombinationen von » Elementen zur dritten Klasse betréigt %

der Anzahl der Kombinationen von n + 2 Elementen zur vierten Klasse. Be-
stimmen Sie n! ’

360. Welches ist das mittlere Glied der binomischen Entwicklung
16
G-
x
361. Wieviel Glieder hat die binomische Entwicklung
3, . 2 u.’
2Yd +5Va)
4 3
Welches Glied enthilt a”?
362. Bestimmen Sie den Index des Gliedes der binomischen Entwicklung
3 21
( [+ /%)
Vb a,
dessen Exponent fiir a und b gleich groB ist!
363. Vereinfachen Sie den Ausdruck
( a+1  a- l)“’
a‘* - a} +1 a- a%

und bestimmen Sie den Summanden der Entwicklung, der a nicht enthalt!

1 Der allgemeine Binomische Satz wurde zum ersten Mal von NEwToN in seinem berithmten Werk
wPhilosophiae naturalis principia h ica* (1687) bewi Daher ist es in der sowjetischen
mathematischen Literatur iiblich, vom NewTonschen Binom zu sprechen (4nm. d. Ubers.)
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364. Der Exponent des einen Binoms ist um 3 gréBer als der des anderen. Bestimmen
Sie diese Exponenten, wenn die Summe der Binomialkoeffizienten beider Ent-
wicklungen gleich 144 ist!, .

365. Bestimmen Sie das dreizehnte Glied der Entwicklung <9x - %) , wenn der
3x,

Binomialkoeffizient des dritten Gliedes der Entwicklung gleich 105 ist!

n
366. In der Entwicklung von (x’ + ‘—I) sind die Koeffizienten des vierten und des
x

dreizehnten Gliedes gleich groB. Bestimmen Sie das Glied, das x nicht enthlt!

367. Bestimmen Sie das mittlere Glied der Entwicklung

I )
(a i/; - \/_——) ’
Va
wenn bekannt ist, daB sich der Koeffizient des fiinften Gliedes zum Koeffizienten
des dritten Gliedes wie 14: 3 verhalt!

368. Die Summe der Koeffizienten des ersten, zweiten und dritten Gliedes der Ent-

L]
wicklung (x’ + 1) ist gleich 46. Bestimmen Sie das Glied, das x nicht enthalt!
X

369. Bestimmen Sie das Glied der binomischen Entwicklung (x vx + v/x)", das x*
enthilt, wenn die Summe aller Binomialkoeffizienten gleich 128 ist!

370. Bestimmen Sie das sechste Glied der ‘geometrischen Folge, deren erstes Glied
gleich 1 ist! Der Quotient der Folge ist die komplexe Zahl (1 + i).
i

371. Bestimmen Sie das siebente Glied der geometrischen Folge, deren Quotient
gleich (1 + 1) und deren erstes Glied gleich 7 st!
1

372. Fiir welches n stelien die Koeffizienten des zweiten, dritten und vierten Gliedes
der binomischen Entwicklung von (1 + x)" Glieder einer arithmetischen Folge
dar?

373. Die Koeffizienten des fiinften, sechsten und siebenten Gliedes der binomischen
Entwicklung von (1 + x)" sind Glieder einer arithmetischen Folge. Bestimmen
Sie n!
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374.

375.

376.

3717.

378.

379.

380.
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Bestimmen Sie x in dem Ausdruck

s/ 8
va* x+1 /%271
K x—1
<\/—+ Ve

50, daB das vierte Glied der binomischen Entwicklung 56a% ist!

Bestimmen Sie x in dem Ausdruck
o=, 4 Y
(2 V2T + r—)
Va
50, daB das dritte Glied der binomischen Entwicklung gleich 240 ist!
Bestimmen Sie x in dem Ausdruck
3~ 1Y
Va2t —)
(e |

so, daB sich das siebente Glied der binomischen Entwicklung zum (x — 6)-ten
Glied wie 1: 6 verhalt!

Bestimmen Sie x in dem Ausdruck (x + x'®)° so, daB das dritte Glied der Ent-
wicklung gleich 1000000 ist!

Bestimmen Sie x in dem Ausdruck
3 .18
[(\/; Tex+1 +l\/x]
50, daB das vierte Glied der Entwicklung gleich 200 ist!
Bestimmen Sie x in dem Ausdruck

1 9
(., + x"f")
/xl

s0, daB das dritte Glied der binomischen Entwicklung gleich 36000 ist!

Das sechste Glied der binomischen:Entwicklung von

1 +x21¢x °
z:/)?

ist gleich 5600.
Bestimmen Sie x!



381.

385,

386.

4%

Das zehnte Glied der binomischen Entwicklung von
10
Y 10 +<x2 1g :/;
( \/ x)s 18x
ist gleich 450.
Bestimmen Sie x!

. Bestimmen Sie x, wenn das vierte Glied der Entwicklung von

(10 VE Ly
1gVx =
\‘/10>

gleich 3500000 ist!
Gegeben ist die Entwicklung des Binoms

_ 1\2
(5 7)
Vx
Bestimmen Sie dasjenige Glied, in dem der Exponent von x doppelt so groB ist

wie der des folgenden Gliedes! Bestimmen Sie ferner den Wert von x, wenn das
gesuchte Glied um 30 kleiner ist als das nachfolgende!

Der Binomialkoeffizient des vierten Gliedes der binomischen Entwicklung von
— 1 n
(\/ 27t ¢ 3-‘:)
V7
ist fiinfmal so groB wie der Binomialkoeffizient des zweiten Gliedes. Fiir welches x

ist das vierte Glied dieser binomischen Entwicklung zwanzigmal so groB wie
der Exponent des Binoms? - ’

Der Exponent des Binoms
\/F 16 3—2 n .
o~ +
Vs V7
ist um 20 kleiner als der Binomialkoeffizient des dritten Gliedes der Entwicklung

dieses Binoms. Fiir welches x ist die Differenz aus dem zweiten und dem sechsten
Glied der binomischen Entwicklung gleich 56?7

Fiir welches x ist in der binomischen Entwicklung von

Fa
2x -1
die Summe des dritten und des fiinften Gliedes gleich 135? Es ist bekannt, daB
die Summe der Binomialkoeffizienten der letzten drei Glieder gleich 22 ist.
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387.

389.
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Fiir welches x ist das sechste Glied der binomischen Entwicklung von
[\/me—a’q + i/z(x—z)us]" ’

gleich 217 Es ist bekannt, daB der Binomialkoeffizient des ersten, dritten und
vierten Gliedes der Entwicklung mit dem ersten, dritten und fiinften Glied einer
arithmetischen Folge iibereinstimmt.

Fiir welches x ist das vierte Glied der binomischen Entwicklung von
- —Lige—van 8 [sBG-DT
I:(i/s) 2* * + §—15—]
0 25 8

gleich 16,87 Es ist bekannt, daB 1;4 des Binomialkoeffizienten des dritten

Gliedes der Entwicklung und die Binomialkoeffizienten des vierten und fiinften
Gliedes die ersten Glieder einer geometrischen Folge darstellen.

Fiir welches x ist die Differenz zwischen dem Neunfachen des dritten Gliedes
der binomischen Entwicklung von .

[ax—1 - A\

—32 4+ Va2

2
und dem ﬁiﬁften Glied gleich 240? Es ist bekannt, daB die Differenz zwischen
dem Logarithmus des verdreifachten Binomialkoeffizienten des vierten Gliedes
und dem Logarithmus des Binomialkoeffizienten des zweiten Gliedes gleich 1 ist.




7. Algebraische und gﬁthmeﬁsche Aufgaben!

390. Bestimmen Sie die Masse einer Granatpatrone! Es ist bekannt, daB die
Ladung 0,8 kg wiegt. Die Masse des Geschosses betriigt ; der Masse der
ganzen Patrone. Die Masse der Hiilse betriigt i der Masse der Patrone.

391. In einem Werk sind 359 aller Beschéftigten Frauen, die iibrigen sind Ménner.
Es arbeiten in diesem Werk 252 Ménner mehr als Frauen, Bestimmen Sie die
Gesamtzahl der Beschiftigten!

392. Beim Verkauf einer Ware fiir 1386 Rubel erhilt man 109, Gewinn, Bestimmen
Sie den Selbstkostenpreis der Ware!

393, Eine Arheiterproduktionsgenossenschaft verkauft eine Warenmenge fiir
3348 Rubel. Dabei hat sic 49 Verlust. Wie groB sind die Selbstkosten bei der
Herstellung dieser Warenmenge?

394, Aus 225 kg Erz erhilt man 34,2 kg Kupfer. Wieviel Prozent Kupfer sind in dem
Erz enthalten?

395. Ein Pidckchen Zigaretten kostete vor der Preissenkung 2 Rubel 90 Kopeken.
Nach der Preissenkung kostet es nur noch 2 Rubel 60 Kopeken. Um wieviel
Prozent wurde der Preis gesenkt?

396. Ein Kilogramm einer Ware kostet 6 Rubel 40 Kopeken. Nach der Preissenkung
kostet die gleiche Ware noch 5 Rubel 70 Kopeken. Um wieviel Prozent wurde
der Preis der Ware gesenkt?

1 Die Verfasser 18sen diese Aufgabe nicht auf algebraischem und arithmetischem Wege, weil alls
arithmetisch gelosten Aufgaben sich auch algebraisch 18sen lassen. Andererseits lassen sich
Aufgaben, die mit Hilfe von Gleichungen geldst werden, nicht selten auf anthmctlschem Wege
einfacher l&sen Bei einem Teil der Losungen geben die Verfasser hmal den i

hmal den arithmetischen L6 an. Das soll keineswegs die Initiative der Leser bei
der Wahl der L3 ey
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397,

398.

399.

401.

402.

403.
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Die bei der Trocknung der Weintrauben erhaltenen Rosinen-stellen 329 der
Masse der Trauben dar. Aus welcher Menge Trauben erhilt man 2 kg Rosinen?

Fiir eine Exkursion muB Geld gesammelt werden. Wenn jeder Teilnehmer
75 Kopeken gibt, dann fehlen 4,4 Rubel am notwendigen Gesamtbetra®. Gibt
jeder 80 Kopeken, dann bleiben 4,4 Rubel iibrig. Wieviel Schiiler pahmen an
der Exkursion teil?

Es sind 72 Rubel zu bezahlen. Jede der anwesenden Personen gibt die gleiche
Summe. Wiren 3 Personen weniger anwesend, dann miiBte jeder 4 Rubel mehr
geben als vorher. Wieviel Personen waren anwesend?

. Von einem literarischen Werk kosten 60 Exemplare des ersten Bandes und

75 Exemplare des zweiten Bandes 405 Rubel. Man erhilt fiir die Exemplare des
ersten Bandes 15%, fiir dié des zweiten Bandes 109, Rabatt. Die Biicher kosten
unter diesen Bedingungen nur noch 355 Rubel 50 Kopeken. Wieviel Rubel
kostet der erste Band und wieviel der zweite!

Ein Antiquitdtengeschift kauft zwei Gegenstidnde fiir 225 Rubel und verkauft
diese Gegenstéinde mit 40 7; Gewinn. Was kostet jeder Gegenstand beim Einkauf,
wenn der erste Gegenstand 25 %, der zweite 50% Gewinn bringt?

Meerwasser enthilt 5 (Massen-)Prozent Salz. Wieviel Kilogramm SiiBwasser
muB man zu 40 kg Meerwasser hinzufiigen, wenn der Salzgehalt 2% betragen
soll?

Die Hypothenﬁse eines rechtwinkligen Dreiecks hat die Linge 3 \/ 5m. Verldngert
man die eine Kathete um 133 13 % ihrer urspriinglichen Linge, die andere um
16 %" %, s0 betrigt die Summe der neuen Kathetenldngen 14,00 m. Wie lang waren

die Katheten vor der Verlingerung?

In zwei Sicken befinden sich 140 kg Mehl. Bringt man aus dem ersten Sack in
den zweiten 12,59 von der Masse des Mehles, das sich im ersten Sack befindet,
so ist in beiden Sdcken die gleiche Menge enthalten. Wieviel Kilogramm Mehl
waren in jedem Sack?

Zwei Werke 4 und B iibernahmen es, einen Auftrag in 12 Tagen auszufiihren
Nach zwei Tagen wurde das Werk A wegen Renovierung geschlossen. Dem-
zufolge arbeitet an der Ausfithrung des Auftrages nur das Werk B.

Es ist bekannt, da8 die Produktivitit des Werkes B nur 66 g% der des Werkes 4

betrdgt. Berechnen Sie, wieviel Tage zur Ausfithrung des Auftrages bendtigt
wurden! '



407.

408.

409.

410.

411.

412,

413.

414.

. In einer Mathematikarbeit 16sten 12 9 der Schiiler keine der gestellten Aufgaben,

329 16sten die Aufgaben mit Fehlern, die iibrigen 14 Schiiler 16sten die Aufgaben
richtig. Wieviel Schiiler waren in dieser Klasse?

Von einer Schiene wird ein Stiick abgeschnitten, das 729 der Lénge der ge-
samten Schiene darstellt. Die Masse des iibrigbleibenden Stiickes betrégt 45,2kg.
Bestimmen Sie die Masse des abgeschnittenen Teiles!

Eine Legierung hat die Masse von 2,000 kg und besteht aus Silber und Kupfer,
wobei die Masse des Silbers 14%% der Masse des Kupfers betrigt. Wieviel
Gramm Silber sind in der gegebenen Legierung enthalten?

Drei Arbeiter erhalten zusammen 4080 Rubel Lohn. Die Summen, die der erste
und der zweite Arbeiter bekommen, verhalten sich wie 7 %: 1 % Die Summe, die

der dritte Arbeiter erhilt, stellt 43 é% des Verdienstes des ersten dar. Wieviel
Lohn erhilt jeder?

In drei Kiésten befinden sich 64,2 kg Zucker. Im zweiten Kasten befindet sich g
des Inhalts des ersten Kastens und im dritten 42%% des Inhaltes des zweiten
Kastens. Wieviel Zucker befindet sich in jedem Kasten?

Zwei Stahlsorten enthalten 5% bzw. 409, Nickel. Wieviel Stahl von jeder Sorte
sind erforderlich, um 140t eines Stahls mit einem Nickelgehalt von 309 zu
schmelzen?

Ein Stiick einer Legierung aus Kupfer und Zinn hat die Masse von 12,0 kg und
enthélt 459, Kupfer. Wieviel Kilogramm reines Zinn muB man der Schmelze
zugeben, damit der Kupfergehalt auf 409, sinkt?

Wieviel Gramm reinen Alkohol muB man zu 735 g einer 16prozentigen Jod-
Issung (Losungsmittel Alkohol) hinzufiigen, um eine 10prozentige Losung zu
erhalten?

Taucht man ein 24 kp schweres Stiick einer Kupfer-Zink-Legierung in Wasser

ein, so verliert es 2 g kp seines Gewichtes. Berechnen Sie die Anteile dcs Kupfers
und des Zinks, wenn ferner bekannt ist, daB das Kupfer im Wasser 11 - ‘7 seines

urspriinglichen Gewichtes und das Zink 14 ; - % seines Gewichtes verhert'
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415,

Eine eingleisige Eisenbahnstrecke von 20 km Linge soll gebaut werden. Zum
Verlegen stehen Schienen von 25 m und 12,5 m zur Verfiigung. Wenn man alle
Schienen von 25m Lénge verlegt, dann muB man 50 9; der 12,5m langen Schienen
hinzufiigen. Wenn man alle 12,5m langen Schienen verlegt, dann muB man

66 § % der Menge der 25 m langen Schienen hinzufiigen. Bestimmen Sie die

Anzahl der Schienen jeder Sorte!

416, Bei der Schulentlassung tauschen alle Schiiler untereinander ihre Fotografien

aus. Wieviel Schiiler wurden entlassen, wenn 870 Fotografien getauscht wurden?

417, Die mittlere Proportionale zweier Zahlen ist um 12 groBer als die kleinere der

418.

beiden Zahlen. Das arithmetische Mittel dieser Zahlen ist um 24 kleiner als die
groBere Zahl. Bestimmen Sie die beiden Zahlen!

Von drei Zahlen ist die zweite Zahl im Vergleich zur ersten Zahl um soviel groBer
wie die dritte Zahl im Vergleich zur zweiten groBer ist. AuBerdem ist das Produkt
aus den beiden kleineren der drei Zahlen gleich 85 und das Produkt aus den
beiden groBeren Zahlen 115. Bestimmen Sie die drei Zahlen!

419, Die Zahl a ist das arithmetische Mittel dreier Zahlen, b ist das arithmetische

420,

421,

422.

423,
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Mittel ihrer Quadrate. Driicken Sie durch a und b das arithmetische Mittel der
paarweisen Produkte der gegebenen Zahlen aus!

Aus einem rechteckigen Blech mit dem Umfang von 96 cm wird ein oben offener
Kasten dadurch gebaut, dal man an den Ecken des Bleches Quadrate mit den
Seitenldngen 4 cm herausschneidet und die Kanten zusammenlStet. Welche
MaBe hatte das Blech, wenn der Rauminhalt des Kastens 768 cm?® betrigt?

Bestimmen Sie eine zweistellige ganze Zahl so, daB die Zahl, dividiert durch das

Produkt ihrer Ziffern, 2 gergibt! Ferner soll die Differenz zwischen der urspriing-

lichen Zahl und der Zahl, die durch Vertauschen der urspriinglichen Ziffern
entsteht, gleich 18 sein.

Bestimmen Sie eine zweistellige ganze Zahl, deren Ziffer mit dem Ste]]enwert'
eins um 2 groBer ist als die Ziffer mit dem Stellenwert zehn! Das Produkt aus
der gesuchten Zahl und der Summe der Ziffern ist gleich 144.

L 4

Gesucht wird eine positive ganze Zahl, von der folgendes bekannt ist:

Hingt man ihr rechts die Ziffer 5 an, so ist sie ohne Rest durch eine Zahl teilbar,
die um 3 groBer ist als die gesuchte. Als Wert dieses Quotienten erhilt man eine
Zahl, die um 16 kleiner ist als der Divisor. ’



424. Gesucht werden zwei zweistellige ganze Zahlen, die folgende Eigenschaften be-
sitzen:
Die Summe aus dem Doppelten der groBeren gesuchten Zahl und dem Drei-.
fachen der kleineren ist gleich 72. Hingt man an die gréBere der gesuchten Zahlen
rechts eine Null an und dann noch die Ziffern der kleineren Zahl (in der Reihen-
folge von links nach rechts), so erhilt man eine fiinfstellige Zahl, Gleichfalls
eine fiinfstellige Zahl ergibt sich, wenn man an die Ziffern der kleineren Zahl die
Ziffern der groBeren und noch eine Null anhingt. Dividiert man die erste der so
erhaltenen fiinfstelligen Zahlen durch die zweite, so erhidlt man als Wert des
Quotienten 2 und dén Rest 590

425, Ein Schiiler soll 78 mit einer zweistelligen ganzen Zahl multiplizieren, in der die
Ziffer, die die Anzahl der Zehner angibt, dreimal so groB ist wie die Ziffer, die
die Anzahl der Einer angibt. Bei der Rechnung unterliduft ihm ein Fehler, indem
er die Ziffern des zweiten Faktors vertauscht. Er erhélt ein Produkt, das um
2808 kleiner ist als das gesuchte. Bestimmen Sie das gesuchte Produkt!

426. Die Entfernung zwischen zwei Bahnhofen betriigt 9¢ km. Der erste Zug bendtigt
beim Durchfahren dieser Strecke 40 min weniger als der zweite. Die Geschwindig-
keit des ersten Zuges ist um 12 km - h~* gréBer als die des zweiten. Bestimmen
Sie die Geschwindigkeiten der beiden Ziige!

427. Ein Zug verliBt den Bahnhof in 4 zur Fahrt nach dem 24 km entfernten Ort B.
Gleichzeitig tritt ein Zug in B die Fahrt nach 4 an. Der Zug von A4 nach B hat
eine um 2 km - h~* hohere Geschwindigkeit und trifft eine Stunde frither in B
ein als der Gegenzug in 4. Berechnen Sie die Geschwindigkeiten beider Ziige!

428, Die Entfernung zwischen A4 und B betrigt auf dem Schienenweg 66,0 km, auf
dem Wasserweg 80,5 km. Von A fihrt ein Zug 4 Stunden spiiter ab als ein
Dampfer. Der Zug ist 15 Minuten friiher in B als der Dampfer. Bestimmen Sie
die niittleren Geschwindigkeiten des Zuges und des Dampfers, wenn der erste
30 km - h~? schneller fihrt als der zweite!

429. Ein Konfektionsbetrieb soll 810 Kostiime nihen, ein zweiter Betrieb in der
gleichen Zeit 900 Kostiime. Der erste Betrieb kann drei Tage vor dem Termin
liefern, der zweite sogar sechs Tage vor dem Termin. Wieviel Kostiime schneidert
jeder Betrieb téglich, wenn der zweite an einem Tage vier Kostiime mehr niht
als der erste? (Eine gleichmiBige Tagesproduktion wird vorausgesetzt.)

430. Zwei Schiffe begegnen sich auf hoher See. Ein Schiff setzt seine Fahrt nach
Siiden fort und das andere nach Westen. Zwei Stunden nach dem Vorbeifahren
betriigt die Entfernung zwischen beiden 60 km. Bestimmen Sie die Geschwindig-
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keiten der Schiffe, wenn bekannt ist, daB die Geschwindigkeit des ersten um
6 km - h~* groBer ist als die des anderen!

431. Ein Hund, der sich an einem Punkt A befindet, jagt einen Fuchs, der sich 30 m
vom Hund entfernt befindet. Die Sprunglinge des Hundes betrigt 2 m, die des
Fuchses 1 m. Der Hund fiihrt zwei Spriinge in der gleichen Zeit aus, in der der
Fuchs drei Spriinge macht. In welcher Entfernung vom Punkt 4 holt der Hund
den Fuchs ein?

432. Die Zeiger einer Uhr bewegen sich ohne Spriinge. Wieviel Minuten nach 4 Uhr
holt der Minutenzeiger den Stundenzeiger ein?

433. Auf der Fahrt von 4 iiber B nach C benétigte ein Zug fiir beide Teilstrecken die
gleiche Zeit. Dabei war auf der Hinfahrt die Geschwindigkeit auf dem Strecken-

abschnitt BC um 25% kleiner als auf dem Abschnitt A4B. Auf dem Riickweg
legte der Zug den Streckenabschnitt CB mit der gleichen Geschwindigkeit zuriick
wie auf der Hinfahrt die Strecke 4B. Dagegen verringerte sich die Geschwindig-
keit auf der Strecke 1;1: um 259 gegeniiber der Geschwindigkeit auf der Fahrt
von C nach B. Wieviel Zeit benétigte der Zug fiir die Hinfahrt, also von 4 nach C,

wenn fiir diese Fahrtl—s2 Stunden weniger benétigt wurden als fiir den Riickweg?

434. Ein Radfahrer will zu einer festgelegten Zeit in einem 30 km entfernten Ort sein.
Da er 3 min spiter abfihrt als er urspriinglich beabsichtigt hatte, muB er mit
einer Geschwindigkeit fahren, die um 1 km - h=* gréBer ist als die urspriinglich
geplante, Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Radfahrers!

435. Ein Schnellzug hat an einem Signal 16 min Aufenthalt. Er holt die Verspitung
nach 80 km wieder auf und iiberschreitet dabei die vorgeschriebene Geschwindig-
keit um 10km - h~!, Welche Geschwindigkeit war fiir den Schnellzug fest-
gelegt? -

436, Ein Zug muB eine Strecke von 840 km in einer festgesetzten Zeit durchfahren.
Nach der Hilfte der Strecke hat der Zug an einem Signal einen Aufenthalt von
einer halben Stunde. Um aber zum festgelegten Zeitpunkt an Ort und Stelle
zu sein, vergroBert er seine Geschwindigkeit um 2km - h~!. Wie lange benétigt
der Zug fiir diese Strecke? ’

437. Von zwei Orten, die voneinander 650 km entfernt sind, fahren zwei Ziige ein-
ander entgegen. Wenn beide Ziige gleichzeitig an ihrem Ziel sind, begegnen sie
sich nach 10 Stunden. Ist der zweite Zug 4 h und 20 min eher am Ziel als der
erste, dann begegnen sie sich 8 Stunden nach der Abfahrt des ersten Zuges.
Bestimmen Sie fiir jeden Zug die mittlere Geschwindigkeit auf dieser Strecke!
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Zwei Ziige fahren einander entgegen. Sie fahren gleichzeitig von den Bahnhéfen
A und B ab, deren Entfernung voneinander 600 km betrégt. Der erste Zug ist
3 Stunden cher im Bahnhof B als der zweite im Bahnhof 4. In der Zeit, in der
der erste 250 km féhrt, fahrt der zweite 200 km. Bestimmen Sie die Geschwindig-
keit jedes Zuges!

Ein Urlauber, der zum Bahnhof geht, legt in der ersten Stunde 3,5 km zuriick.
Er rechnet sich aus, daB er bei dieser Geschwindigkeit eine Stunde zu spit
kommt. Deshalb legt er den Rest des Weges mit einer Geschwindigkeit von
S5km-h~! zuriick und ist 30 Minuten vor Abfahrt des Zuges am Bahnhof.
Bestimmen Sie die Linge des Weges, den der Urlauber zuriicklegen mubBte!

Die Entfernung von Moskau nach Mytisch betrdgt auf der Chaussee 19 km.
Von Moskau nach Mytisch fihrt ein Radfahrer mit einer bestimmten Geschwin-
digkeit. Nachdem er 15 min gefahren ist, fahrt in der gleichen Richtung ein
Auto ab. Es fahrt 10 min nach der Abfahrt am Radfahrer voriiber und setzt
seinen Weg bis Mytisch fort, von wo es ohne Aufenthalt zuriickfihrt. Nach
50 min (gerechnet vom Zeitpunkt seiner Abfahrt aus Moskau) begegnet es dem
Radfahrer ein zweites Mal. Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Autos urd
die des Radfahrers!

Um 5.00 Uhr fihrt von A4 ein Postzug nach B ab. Die Entfernung zwischen
A und Bbetrigt 1080 km. Um 8.00 Uhr féhrt von B ein Schnellzug in Richtung A
ab, dessen Geschwindigkeit um 15km - h~! groBer ist als die des Postzuges.
‘Wann begegnen sich beide Ziige, wenn ihre Begegnung auf halbem Wege von 4
nach B erfolgt?

Die Entfernung zwischen A und B betrigt 78 km. Von A fihrt ein Radfahrer
in Richtung B. Nach einer Stunde begegnet ihm ein aus B kommender Rad-
fahrer, der mit einer um 4 km - h~! gréBeren Geschwindigkeit fihrt als der erste.
Die Begegnung erfolgt 36 km von B entfernt. Wie lange war jeder bis zur Be-
gegnung gefahren, und mit welcher Geschwindigkeit fuhr jeder?

Zwei Wanderer beginnen zur gleichen Zeit einander entgegenzugehen und be-
gegnen sich nach 3 h 20 min. In welcher Zeit legt jeder von ihnen die ganze
Entfernung zuriick, wenn der erste an der Stelle, von der der zweite losging,
fiinf Stunden spéter eintrifit als der zweite an der Stelle, von der der erste diese
Wanderung begann?

Zwei Touristen gehen einander entgegen, der eine vom Punkt 4, der andere vom
Punkt B aus. Der erste geht von A sechs Stunden spiter los als der zweite von B.
Als sie sich treffen, hat der erste 12km weniger zuriickgelegt als der zweite.
Sie setzen nach der Begegnung den Weg mit einer solchen Geschwindigkeit

59



fort, daB der erste in B nach 8 Stunden, der zweite in 4 nach 9 Stunden ankom_nit
(gerechnet vom Zeitpunkt des Losgehens). Berechnen Sie die Entfernung AB
und die Geschwindigkeit eines jeden Touristen!

445, Ein Flugzeug und ein Luftschiff fliegen gleichzeitig los. Sie fliegen einander
entgegen. Bis zum Zeitpunkt ihrer Begegnung hat das Luftschiff 100 km weniger
zuriickgelegt als das Flugzeug. Auf dem Startplatz des Flugzeuges kommt das
Luftschiff 3 Stunden nach der Begegnung an. Das Flugzeug kommt auf dem
Flugplatz, auf dem das Luftschiff startete, 1 h 20 min nach der Begegnungsan.
Bestimmen Sie die Entfernung der Flugplitze sowie die Geschwindigkeiten des
Flugzeuges und des Luftschiffes!

446. Von zwei Punkten 4 und B gehen gleichzeitig zwei Wanderer los. Sie laufen:
einander entgegen. Als sie sich treffen, hat der erste @ km mehr zuriickgelegt als
der zweite. Wenn sie ihren Weg mit den gleichen Geschwindigkeiten fortsetzen,
trifft der erste m Stunden nach der Begegnung in B, der zweite n Stunden nach
der Begegnung in 4 ein. Bestimmen Sie die Geschwindigkeiten der beiden FuB-
génger!

447. Auf einem Kreis bewegen sich zwei Korper. Der erste ben8tigt fiir einen Umlauf
5 Sekunden weniger als der zweite. Wenn sie sich in einer Richtung bewegen,
findet jeweils nach 100 Sekunden ein Uberholen statt. Wie groB ist der Zentri-

-winkel (in Grad), der zu dem Kreisbogen gehdrt, den jeder in einer Sekunde
zuriicklegt?

448. Zwei Korper bewegen sich auf einem Kreis in ein und derselben Richtung
mit unterschiedlicher Geschwindigkeit. Jeweils nach 56 Minuten iiberholt der .
schnellere den langsameren Ko6rper. Bewegen sich die Korper mit den gleichen
Geschwindigkeiten entgegengesetzt zueinander, so begegnen sie sich nach jeweils
8 Minuten. Weiterhin ist bekannt, daB sich bei der Bewegung auf dem Kreis
in entgegengesetzter Richtung zueinander die Entfernung beim Annihern in
24 Sekunden von 40 m auf 26 m verringert. Wieviel Meter legt jeder Korper «
in der Minute zuriick, und wie lang ist der Kreisumfang?

449. Auf einem Kreis mit dem Umfang u bewegen sich zwei Punkte mit konstanten
Bahngeschwindigkeiten und gleichem Umlaufsinn. Sie begegnen sich nach
t Sekunden. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit jedes Punktes, wenn bekannt
ist, daB der erste fiir das Zuriicklegen des gesamten Umfanges n Sekunden '
weniger benétigt als der andere! ‘

450. Die Entfernung zwischen zwei Stidten betréigt auf dem FluBwege 80 km. Ein
Motorschiff legt diesen Weg gegen die Stromuig in 8 h 20 min zuriick. Bestimmen
Sie die Geschwindigkeit, die das Motorschiff in stehendem Gewisser erreicht
hétte, wenn die Stromungsgeschwindigkeit 4 km - h~! betrégt!



451. Ein Motorboot fihrt 28 km fluBabwirts und kehrt sofort zuriick. Fiir den Weg
dorthin und zuriick benétigt es sieben Stunden. Berechnen Sie die Geschwindig-
keit, die das Boot im stehenden Gewisser erreicht hitte, wenn die Strémungs-
geschwindigkeit 3 km - h=! betrigt!

452, Jemand fihrt mit einem Boot auf einem FluB von A nach B und zuriick. Er
benétigt dazu 10 Stunden. Die Entfernung zwischen A und B betrigt 20 km.
Bestimmen Sie die Strdmungsgeschwindigkeit des flieBenden Wassers, wenn
bekannt ist, daB der Betreffende 2 km gegen die Strdmung in der gleichen Zeit
bewiltigt, in der er 3 km mit der Stromung des Flusses fihrt!

453, Ein Dampfer. fihrt von Kiew nach Dnepropetrowsk in zwei Tagen. Fiir den
Riickweg benotigt er drei Tage. Berechnen Sie die Zeit, die ein FloB fiir die
Strecke von Kiew nach Dnepropetrowsk benotigt!

454, Auf einer 60 m langen Strecke AB bewegen sich gleichférmig zwei Korper
M, und M, einander entgegen. Der Kérper M, beginnt seine Bewegung vom
Punkt 4 aus 15 Sekunden eher als der Korper M, von B aus. Jeder Kérper
bewegt sich bis zum anderen Ende der Strecke und bewegt sich dann sofort
mit der gleichen Geschwindigkeit zum Ausgangspunkt zuriick. Die erste Be-
gegnung zwischen ihnen erfolgt 21 Sekunden, die zweite 45 Sekunden nach dem
Beginn der Bewegung des Korpers M;. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit
jedes Korpers!

-455. Der Weg von 4 nach B steigt anfangs auf einer Strecke von 3 km, verliuft dann
5km lang in gleicher Hohe und fillt danach auf einer Linge von 6 km ab.
Ein Bote bemerkt auf halbem Wege, daB er nicht alle Pakete mitgenommen hat.
Er kehrt sofort um und trifft 3 h 36 min nach seinem Fortgehen aus 4 wieder
in A ein. Er geht abermals von A4 los und bendtigt fiir den ganzen Weg nach B
3 h 27 min. Den Riickweg bewiltigt er in 3 h 51 min. Mit welcher Geschwindig-
keit legte der Bote die einzelnen Wegstrecken (bergauf, horizontal und bergab)
zuriick, wenn man diese Geschwindigkeiten als konstant betrachtet?

-456. Eine Stenotypistin berechnet, daB sie die iibernommene Arbeit 3 Tage vor dem
festgesetzten Termin beenden kann, wenn sie tiglich 2 Blatt iiber ihre Norm
schreibt. Schreibt sie tdglich 4 Blatt mehr als ihre Norm vorsieht, dann beendet
sie die Arbeit 5 Tage vorfristig. Wieviel Blatt muBte sie schreiben, und wieviel
Zeit stand ihr zur Verfiigung?

457. Ein Arbeiter fertigt in einer bestimmten Zeit eine Anzahl gleicher Einzelteile
an. Wenn er tiglich 10 Stiick mehr produziert, dann beendet.er seine Arbeit

4 % Tage vorfristig. Schafft er funf Einzelteile weniger, dann iiberschreitet er den

Termin um 3 Tage. Wieviel Einzelteile stellt er her, und wieviel Zeit‘war fest-
gelegt?
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Eine Stenotypistin soll eine Arbeit in einer festgelegten Zeit ausfiihren. Sie
rechnet sich aus, wieviel Blitter téglich bei gleichmiBiger Arbeit fertig werden
miissen. Wenn sie téglich zwei Blatt mehr schreibt, dann beendet sie die Arbeit
2 Tage vorfristig, wenn sie 609, mehr als die Norm schreibt, dann beendet sie
die Arbeit 4 Tage vor der Frist ynd kann auBerdem noch 8 Blitter mehr schreiben
als die vorgegebene Arbeit umfaBt. Wieviel Bldtter muBte sie am Tage schreiben,
und in welcher Zeit beendete sie ihre Arbeit?

Zwei Arbeiter mit unterschiedlicher Leistung bewiltigen eine Arbeit in 8 Stunden,
wenn sie zusammen arbeiten. Fiihrt der erste die Arbeit allein aus, so beendet
er die Arbeit 12 Stunden eher als der zweite Arbeiter (wenn auch dieser allein
arbeitet). Wieviel Stunden bendtigt jeder fiir diese Arbeit, wenn er allein tétig ist?

Zwei Pumpen fiillen ein Wasserbecken in 6 h, wenn sie beide eingeschaltet
werden. Wiirde jeweils nur eine Pumpe verwendet werden, so braucht die zweite
5h mehr als die erste. Wieviel Stunden benétigt jede der beiden Pumpen bei
Einzelbetrieb?

Zwei Arbeiter sollen eine Serie von gleichen Einzelteilen herstellen. Nachdem

der erste 7 Stunden und der zweite 4 Stunden gearbeitet hat, haben sie g dieser

Teile gefertigt. Sie arbeiten zusammen noch 4 Stunden und stellen fest, da8 sie

dann noch % ihrer Arbeit zu erledigen haben. In wieviel Stunden kann jeder,
wenn er allein arbeitet, die gesamte Arbeit bewiltigen?

Ein Schiff wird mit Hilfe von Krinen beladen. Zunichst werden vier Kriine
mit gleicher Leistung eingesetzt. Nach zwei Stunden kann noch iiber zwei
weitere Krine mit einer kleineren Leistung verfiigt werden. Mit allen sechs
Krinen wird nun noch 3 Stunden gearbeitet bis das Verladen abgeschlossen ist.
Wenn alle Krine von Anfang an zur Verfiigung gestanden hitten, wire die
Arbeit nach 4,5 Stunden beendet gewesen. Berechnen Sie, wieviel Stunden ein
Kran mit groBerer Leistung bzw. ein Kran mit kleinerer Leistung allein zum
Belade n bendtigt hitte!

Fiir ein Bauvorhaben werden im Verlaufe von 8 Stunden Baumaterialien vom
Bahnhof herangefahren. Fiir den Transport stehen 30 Lastkraftwagen mit einer
Ladefihigkeit von 3 t zur Verfiigung. Nach zweistiindiger Arbeit werden noch
zusdtzlich 9 Lastkraftwagen mit 5t Ladefihigkeit eingesetzt. Der Transport
wird in der dafiir vorgesehenen Zeit geschafft. Wenn von Anfang an die Fiinf-
tonner im Einsatz gewesen wiren und nach zwei Stunden die Dreitonner
zusitzlich eingesetzt worden wiren, dann hitten innerhalb der festgelegten Zeit



nur g der gesaniten Transportarbeiten durchgefiihrt werden kénnen. Berechnen

Sie, wieviel Stunden ein einzelner Dreitonner bzw. Fiinftonner und wieviel
Stunden dreiBig Fiinftonner benotigt hitten!

464. Zwei Stenotypistinnen hatten einen Auftrag zu erfiillen. Die zweite begann mit
der Arbeit eine Stunde spiter als die erste. Drei Stunden, nachdem die erste

angefangen hatte, waren noch 59(—) des Auftrages zu bewiiltigen. Nach Beendigung

der Arbeit zeigte sich, daB jede Stenotypistin die Hilfte der gesamten Arbeit
erledigt hatte. In welcher Zeit hitte jede von ihnen allein diese Arbeit verrichtet?

465. Von zwei Bahnhofen 4 und B fahren zwei Ziige einander entgegen, wobei der
zweite eine halbe Stunde spiter abfihrt als der erste. Zwei Stunden nach Abfahrt

des ersten Zuges betréigt die Entfernung zwischen ihnen ;—: des gesamten Weges

zwischen 4 und B. Sie bewegen sich ohne Halt weiter und begegnen sich in
der Mitte des Weges zwischen A und B. Wieviel Zeit braucht jeder Zug, um den
gesamten Weg zwischen den beiden Bahnhofen zuriickzulegen?

466. Zum Spiilen fotografischer Negative benutzt ‘man eine Wanne, die die Form
eines rechtwinkligen Parallelepipeds! mit den MaBen 20 cm x 90 cm x 25 cm
hat. Fiir die Herstellung einer Wassermischung flieBt aus einem Hahn Wasser zu
und gleichzeitig aus einem anderen Wasser ab. Um mit Hilfe des zweiten Hahnes
die volle Wanne zu leeren, braucht man 5 min mehr Zeit als man zum Fiillen
mit Hilfe des ersten Hahnes braucht, wenn der zweite geschlossen ist. Offnet
man beide Hihne, dann ist die volle Wanne in einer Stunde entleert. Bestimmen
Sie die Wassermenge, die in einer Minute durch jeden Hahn flieBt!

467. Fiir den Bau eines Gebidudes sollen 8000 m® Erde in einer festgelegten Zeit
bewegt werdén. Die Arbeit war acht Tage frither beendet als vorgesehen, da
die Erdarbeiterbrigade den Plan tiglich mit 50 m3 iibererfiillte. Bestimmen Sie,
in welcher Zeit die Arbeit zu beenden war, und berechpen Sie den Prozentsatz
der tiglichen Ubererfiillung! .

468. Die Bauarbeiten auf einer StraBe wurden von zwei Brigaden durchgefiihrt.
Jede der beiden Brigaden besserte 10 km StraBendecke aus, obgleich die zweite
Brigade einen Tag weniger arbeitete als die erste. Wieviel Kilometer StraBe

1 Ein Parallelepiped ist ein Prisma, dessen Grund- und Deckfliche Parallel sind. D«
haben bei diesem Kérper simtliche sechs Begrenzungsflichen die Gestalt eines Parallelogramms.
Im vorliegenden Fall sind Grund- und Deckffiche Rechtecke.
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wurden tiglich von jeder Brigade ausgebessert, wenn die Leistung beider zu-
samimen tiglich 4,5 km betrug?

469. Zwei Arbeiter schafften eine Arbeit in 12 Stunden. Wenn der ‘erste allein die
erste Hilfte der Arbeit fertiggestellt hitte und danach der andere allein die
zweite Hilfte, dann wire die Arbeit nach 25 Stunden geschafft worden. In welcher
Zeit kann jeder der beiden Arbeiter allein die gesamte Arbeit bewiltigen?

470. Zwei Traktoren mit verschiedener Leistung arbeiten zusammen und pfliigen
ein Feld in ¢ Tagen. Wenn nur ein Traktor die Hilfte des Feldes pfliigt und der
andere dann die Arbeit beendet, dann wird das Feld in k Tagen gepfliigt sein.
In wieviel Tagen pfliigt jeder der Traktoren allein das ganze Feld?

471. Fiir die Vertiefung der Fahrrinne in einem Hafen arbeiten drei verschiedene
Bagger. Wenn nur der erste von ihnen titig ist, werden fiir die Arbeit 10 Tage
mehr Zeit ‘bendtigt. Wenn nur der zweite arbeitet, dann wird die Arbeit mit
20 Tagen Verspétung fertig. Wenn bloB der drittean der Vertiefungder Fahrrinne
arbeitet, braucht man 6mal soviel Zeit, als wenn gieichzeitig alle drei Bagger
arbeiten. Wieviel Zeit bendtigt jeder Bagger fiir die Fertigstellung der Arbeit,
wenn er allein arbeitet?

472. Zwei Arbeiter konnen eine Arbeit in sieben Tagen bewiltigen. Der zweite
Arbeiter beginnt l% Tage spiter als der erste. Wenn jeder allein diese Arbeit

durchfiihrt, braucht der erste drei Tage linger als der zweite. In wieviel Tagen
schafft jeder allein diese Arbeit?

473, Mit Hilfe zweier Traktoren verschiedener Leistung soll ein Feld eines Staats-

. gutes in acht Tagen gepfliigt werden. Wenn die Hilfte des Feldes von einem
Traktor gepfliigt wird und fiir die weitere Arbeit beide Traktoren zur Verfiigung
stehen, wird die Arbeit in zehn Tagen bewiltigt. Wieviel Tage ben6tigt man,
wenn jeweils nur einer der beiden Traktoren zur Verfligung steht, um das ganze
Feld zu pfliigen?

- L]

474. Mehrere Minner eines Dorfes nehmen sich vor, einen Graben auszuheben.
Die Arbeit konnte nach sechs Stunden beendet sein, wenn sie gleichzeitig an-
gefangen hitten. Sie fangen aber nacheinander, nach jeweils gleichen Zeit-
abstinden an. Nachdem der letzte Teilnehmer beim Grabenbau erschienen ist,
nimmt die Arbeit bis zur Vollendung noch einmal soviel Zeit in Anspruch, wie
vorher zwischen dem Erscheinen eines Mitarbeiters und des unmittelbar folgen-
den verging. Wieviel Zeit brauchen sie zum Ausheben des Grabens, wenn der
erste Smal solange arbeitet wie der letzte?



475. Drei Arbeiter kdnnten eine Arbeit in 7 Stunden bewiltigen. Der erste Arbeiter
kann, wenn er allein arbeitet, die Arbeit doppelt so schnell wie der dritte und
eine Stunde eher als der zweite beenden. In welcher Zeit kann jeder allein diese
Arbeit bewiltigen?

476. Ein Bassin wird durch zwei Pumpen mit Wasser gefiillt. Die erste Pumpe war
ein Drittel der Zeit in Betrieb, die notig wire, um das Bassin zu fiillen, danach
war nur die zweite Pumpe in Betricb. Wenn dagegen die zweite Pumpe nur
ein Drittel der Zeit gearbeitet hitte, die nétig ist, um das Bassin zu fiillen und

danach nur die erste, so wiren nur i—; des Bassins gefiillt worden. Berechnen

Sie, in welcher Zeit das Bassin durch jede Pumpe allein gefiillt wird, wenn be-
kannt ist, daB beide zusammen das Bassin in 3 h 36 min fiillen!

477, Beim Bau eines Elektrizitdtswerkes soll eine Maurerbrigade in einem festgelegten
Zeitraum 120000 Ziegel vermauern. Dié Brigade erfiillt die Aufgabe vier Tage
vorfristig. Berechnen Sie, wie gro$ die tdgliche Norm im Ziegelvermauern ist,
und wieviel Ziegel in Wirklichkeit téglich vermauert werden, wenn bekannt ist,
daB die Brigade in drei Tagen 5000 Ziegel mehr vermauert als die Norm in vier
Tagen vorsieht!

478. In drei GefiBe wird Wasser gegossen. Wenn ein Drittel des Wassers aus dem
erstén GefiB in das zweite gegossen wird, danach ein Viertel des Wassers aus dem
zweiten GefédB in das dritte und dann ein Zehntel des Wassers aus dem dritten
GefiB in das erste, dann befinden sich in jedem GefiB 9 1. Wieviel Wasser befand
sich vorher in jedem GefiB? .

479, Aus einem Behilter, in dem sich reiner Alkohol befindet, wird ein Teil des
Alkohols ausgegossen und die gleiche Menge Wasser zugegeben. Danach laufen
aus dem Behilter ebensoviel Liter Gemisch heraus wie vorher reiner Alkohol.
Das im Behilter verbleibende Gemisch enthilt noch 491 reinen Alkohol. Das
Fassungsvermd&gen des Behilters betrigt 64 1. Wieviel Liter Alkohol laufen beim
ersten Mal, wieviel beim zweiten Mal aus dem Behilter heraus?!

" 480. Aus einem GefiB mit 201 Alkohol wird so viel Alkohol in ein anderes zum Teil
mit Wasser gefiilltes gegossen, daB das zweite GefidB 20 1 enthilt. Nun wird aus
dem zweiten GefiB wieder so viel Gemisch zuriickgegossen, daB das erste wieder

201 énthilt. Gieit man dann schlieBlich 6; 1 Gemisch aus dem ersten in das

zweite, so enthalten beide GefdBe die gleiche Menge Alkohol. Wieviel Liter
Alkohol wurden anfangs aus dem ersten in das zweite GefdB gegossen?

1 Die Aufgabe wurde unter der Voraussetzung gestellt, daB das Volumen des Gemisches die Summe
der Volumina des Alkohols und des Wassers darstellt. Tatsichlich ist es ein wenig kleiner.
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481. In einem GefiaB mit 8 1 Fassungsvermdgen befindet sich Luft mit einem Sauerstoff-

gehalt von 16%. Aus diesem GefiB 148t man eine gewisse Menge Luft austreten
und fiillt die gleiche Menge Stickstoff hinein. Danach entnimmt man ebensoviel
Gemisch wie im ersten Fall Luft und gibt die gleiche Menge Stickstoff zu.
In dem letzten Gemisch sind 99 Sauerstoff enthalten. Bestimmen Sie, wieviel
Liter jedesmal aus dem GefédB entwichen sind!

482, Zwei Kolchosbiuerinnen bieten auf dem Markt zusammen 100 Eier zum Verkauf

an. Jede der beiden nimmt die gleiche Summe Geldes ein. Wenn die erste soviel
Eier verkauft hitte wie die zweite, dann htte sie 72 Rubel erhalten. Wenn die
zweite soviel Eier verkauft hitte wie die erste, dann hitte sie 32 Rubel erhalten.
Wieviel Eier hatte jede?

483. Zwei Kolchosbiuerinnen verkaufen zusammen a Liter Milch fiir einen be-

stimmten Preis, und jede erhilt die gleiche Summe. Wenn die erste soviel
verkauft wie die zweite, dann erhilt sie 7 Rubel. Wenn die zweiteé soviel verkauft
wie die erste, dann erhilt sie » Rubel (m > n). Wieviel Liter Milch hatte jede
Béuerin?

484, Bei einer Leistungspriifung fiir zwei Verbrennungsmotoren wurde unter

gleichen Bedingungen festgestellt, daB der erste 600 g Benzin benétigt, der zweite,
der zwei Stunden weniger arbeitete, 384 g. Wenn jeder die gleiche Zejt wie im
ersten Versuch arbeitet und der erste in einer Stunde soviel Benzin verbraucht
wie der zweite, der zweite aber soviel wie der erste, dann verbrauchen sie gleich
viel Benzin. Wieviel Benzin je Stunde braucht jeder Motor?

485, Zwei Gold-Silber-Legierungen enthalten die Edelmetalle in unterschiedlichen

Anteilen. In der einen Legierung sind die Metalle im Verhéltnis 2 : 3 enthalten,
in der anderen im Verhéltnis 3 : 7. Wieviel muB man von jeder Legierung nehmen,
um 8 kg einer neuen Legierung zu erhalten, in der Gold und Silber im Verhiltnis
5: 11 enthalten sein sollen?

486. Ein Bottich enthilt ein Alkohol-Wasser-Gemisch mit einem Mischungsverhiltnis

von 2: 3. Ein anderer Bottich enthilt ein Gemisch mit einem Mischungsverhltnis
von 3:7. Wieviel Eimer mul man aus jedem Bottich nehmen, um 12 Eimer
Alkohol-Wasser-Gemisch mit einem Mischungsverhiltnis von 3: 5 zu erhalten?

487. Eine Legierung besteht aus zwei Metallen, die im Verhéltnis 1:2 enthalten

sind. Eine andere besteht aus den gleichen Metallen; ihr Verhiltnis betréigt 2: 3.
Aus wieviel Teilen der beiden Legierungen kann man eine neue erhalten, die
die Metalle im-Verhéltnis 17 : 27 enthalt?

488. Bei einem Riementrieb fithrt die kleinere der beiden Rollen 400 Umdrehungen
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490.

491.
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493,

5*

eine Sekunde mehr als die kleinere. Wieviel Umdrehungen fiihrt jede Rolle in
einer Minute aus?

Auf einer Strecke von 18 m fithrt ein Vorderrad einer Equipage 10 Umdrehungen
mehr aus als ein hinteres Rad. Wenn der Umfang des Vorderrades 6 dm groBer
wire und der des Hinterrades 6 dm kleiner, dann wiirde auf der gleichen Strecke
das Vorderrad 4 Umdrehungen mehr als das Hinterrad ausfithren. Bestimmen
Sie die Umfinge beider Rider!

Ein Kran 18scht eine Fracht von 600t in drei Tagen. Er schafft am ersten und
dritten Tag zusammen zwei Drittel der gesamten Entladearbeit; am zweiten
Tag lidt er weniger als am ersten, am dritten weniger als am zweiten aus. Die
Differenz zwischen dem Verhiiltnis der Verringerung des Ausladens am dritten
Tag zur Lademenge des zweiten Tages in Prozenten und dem Verhiltnis der
Verringerung am zweiten Tag zur Lademenge des ersten in Prozenten ist gleich 5,
Bestimmen Sie, wieviel tdglich ausgeladen wurde, und berechnen Sie den Pro-
zentsatz der Verringerung am zweiten und dritten Tag!

Zwei Losungen, von denen die erste 800 g und die zweite 600 g wasserfreie
Schwefelsdure enthdlt, werden zusammengegossen, und man erhilt 10000 g
einer neuen Schwefelsduremischung. Berechnen Sie die Massen der ersten und
der zweiten Lésung, die zur Herstellung der neuen verwendet wurden, wenn
bekannt ist, daB der Prozentgehalt an wasserfreier Schwefelsdure in der
ersten Losung um 109 groBer ist als in der zweiten!

Von zwei verschiedenen Kupferlegierungen enthilt die eine 40 9% weniger Kupfer
als die zweite. Beide Legierungen ergeben zusammengeschmolzen eine Legierung
mit einem Kupfergehalt von 369;. Bestimmen Sie den prozentualen Gehalt
an Kupfer in der ersten und in der zweiten Legierung, wenn bekannt ist, daB
in der ersten Legierung 6 kg, in der zweiten 12 kg Kupfer enthalten waren!

Zwei Ziige, ein Giiterzug mit einer Linge von 490m und ein Personenzug
mit einer Linge von 210 m, fahren auf zwei zueinander parallelen Gleisen
einander entgegen. Der Lokfiihrer des Personenzuges bemerkt den Giiterzug,
als er sich 700 m von ihm entfernt befindet. Beide Ziige begegnen sich 28 s
danach. Berechnen Sie die Geschwindigkeit jedes Zuges, wenn bekannt ist, daB
der Giiterzug zum Vorbeifahren an einem Signal 35 s linger braucht als der
Personenzug! N '

Ein Giiterzug besteht aus zwei- und vierachsigen Kesselwagen, die mit Erdél
gefiillt sind. Der gesamte Zug hat eine Linge von 940 m. Es soll die Anzahl
der vier- und der zweiachsigen Kesselwagen berechnet werden und auch ihre
Masse, wenn bekannt ist, daB die Anzahl der zweiachsigen um 5 gréBerist als
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die Anzahl der vierachsigen. Jeder der vierachsigen Kesselwagen hat eine drei-
mal so groBe Masse wie ein zweiachsiger. Die Masse des Erdéls (ohne die Masse
der Kesselwagen) in allen vierachsigen Kesselwagen ist um 100 t groBer als die
Masse der beladenen zweiachsigen Kesselwagen auf einer Lénge von 100 m.
Die Masse des Erdéls in den vierachsigen Kesselwagen betrigt 40 t. Die in den

Zweiachsern befindliche Masse stellt %) der Masse des Erdéls in den Vierachsern
dar.

Ein Tunnel wird mit zwei Maschinen von zwei Seiten vorgetrieben. Die Arbeit
soll nach 60 Tagen beendet sein. Wenn die erste Maschine 30%, der gesamten

Arbeit verrichtet, die fiir diese Zeit vorgesehen war, und die zweite 26§ % der

gesamten Arbeit, dann schaffen beide zusammen 60 m Tunnelvortrieb. Wenn

die erste Maschine g aller Arbeiten der zweiten Maschine beim Durchbrechen
des Tunnels, die zweite aber 130 aller Arbeiten der ersten Maschine verrichtet,

dann benétigt die erste sechs Tage mehr als die zweite. Berechnen Sie, wieviel
Meter jede Maschine téglich bewiiltigt!

Zwei StraBenbaubrigaden arbeiten zusammen und beenden die Ausbesserung
der StraBendecke eines StraBenabschnitts in sechs Tagen. Die erste Brigade
bendtigt, wenn sie allein arbeitet, zur Erfiillung von 409, der gesamten Arbeit

zwei Tage mehr als die zweite Brigade, wenn diese allein arbeitet und 13 :1;% der

gesamten Arbeit schaffen will. Berechnen Sie, in wieviel Tagen jede Brigade
allein das StraBenstiick ausbessern kann!

Vom Hafen zum Bahnhof sollen 690 t Giiter mit Hilfe von fiinf Lastkraftwagen
mit je 3t Ladefdhigkeit und zehn Lastkraftwagen mit je 1,5t Ladefdhigkeit

befordert werden. Nach einiger Zeit sind ‘2‘—: aller Giiter abtransportiert. Zur

termingerechten Abwicklung des Transports steht fiir das Abfahren der rest-
lichen Giiter noch ein Zeitraum zur Verfiigung, der um zwei Stunden kiirzer
ist als der, der fiir den Transport des ersten Teils der Waren bendtigt wurde.
Die Fahrer der LKW fiihrten daraufhin eine Fahrt je Stunde mehr durch als
vorher und konnten so den Transport termingemiB beenden. Berechnen Sie,
in wieviel Stunden die gesamte Last transportiert worden ist und wieviel
Fahrten je Stunde die LKW anfangs durchfiihrten, wenn die 1,5tonner je Stunde
eine Fahrt mehr durchfiihrten als die 3tonner!



498. Ein Sportplatz hat die Form eines Rechtecks mit den Seitenlingen a Meter
und b Meter. Der Platz wird von einer Aschenbahn umgeben. Die duBere Be-
grenzung hat die Form eines Rechtecks, dessen Seiten parallel zu denen des
Sportplatzes verfufen. Gleichzeitig bildet die Aschenbahn die Begrenzung des
Sportplatzes. Die Fliche der Aschenbahn ist gleich der Fliche des Sportplatzes.
Bestimmen Sie die Breite der Aschenbahn!

499, In einem Zuschauerraum befinden sich @ Sitzplitze, die in Reihen mit jeweils
gleicher Sitzplatzzahl angeordnet sind. Fiigt man in jeder Reihe b Sitzplitze
hinzu und vermindert die Anzahl der ,Reihen um ¢, so vergroBert sich die Ge-
samtsitzplatzzahl im Zuschauerraum um ein Drittel gegeniiber der urspriing-
lichen. Wieviel Plitze waren in jeder Reihe?

500. Zwei Korper, die sich in einer Entfernung von d Metern voneinander befinden,
bewegen sich aufeinander zu und treffen sich nach a Sekunden. Wenn sie sich
mit unverdnderter Geschwindigkeit in die gleiche Richtung bewegen, dann be-
gegnen sie sich nach b Sekunden. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Be-
wegung eines jeden Korpers!

501.

I~

Von den Punkten 4 und B, die eine Entfernung von d Kilometern voneinander
haben, fahren gleichzeitig ein Motorradfahrer und ein Radfahrer einander ent-
gegen. Nach zwei Stunden begegnen sie sich und setzen ohne zu verweilen
ihre Fahrt fort. Der Motorradfahrer kommt in B ¢ Stunden friiher an als der
Radfahrer in 4. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Motorradfahrers und
die des Radfahrers!

502. Vom Punkt 4 nach dem Punkt B bewegt sich ein FuBginger. Nach 4 Stunden
fihrt ihm von B aus ein Radfahrer entgegen und begegnet b Stunden nach seiner
Abfahrt dem FuBginger. Wieviel Zeit brauchen der FuBginger und der Rad-
fahrer, um den Weg von A nach B bzw. von B nach A zuriickzulegen, wenn
der Radfahrer ¢ Stunden weniger benétigt als der FuBgéinger?

50:

w

. Ein Zug A fihrt mit einer Geschwindigkeit von » km - h~* hinter einem Zug B,
der mit einer Geschwindigkeit von v, km-h~! fihrt, her. Die Abfahrt des Zuges A
ist so berechnet, daB beide Ziige gleichzeitigam Bestimmungsbahnhofankommen.
Der Zug B muBlte aber, nachdem er zwei Drittel des Weges zuriickgelegt hatte,
seine Geschwindigkeit um die Hilfte vermindern. Infolgedessen holte A den
anderen schon a Kilometer vor dem Bestimmungsbahnhof ein. Bestimmen Sie
die Entfernung der beiden Bahnhofe 4 und B!

504. Ein Sparer erhilt fiir sein Guthaben nach einem Jahr 15 Rubel Zinsen. Er zahlt
noch 85 Rubel ein und 148t das Geld ein weiteres Jahr auf der Sparkasse. Nach
Verlauf dieses Jahres besitzt er zusammen mit den Zinsen 420 Rubel. Wie gro8
war das urspriingliche Guthaben, und wieviel Prozent Zinsen erhielt er?
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505. Die Produktionskapazitit einer Drehmaschine 4 betrug m?%, der Summe der
Produktionskapazititen der Drehmaschinen B und C. Die Kapazitit der Dreh-
maschine B stellt n% der Summe der Kapazititen der Drehmaschinen 4 und C
dar. Wieviel Prozent stellt die Produktionskapazitit def Drehmaschine C im
Verhiltnis zur Summe der Produktionskapazititen der Drehmaschinen 4 und
B dar?

506. Der Produktionszuwachs stellt im ersten Jahr (gegeniiber dem vorhergehenden)
pY% dar, im zweiten Jahr g%,. Wieviel Prozent Produktionszuwachs muB man
im dritten Jahr erreichen, damit des mittlere jihrliche Produktionszuwachs r9;
betrigt?

507. Von einer bestimmten Warenmenge werden @9 mit einem Gewinn von p %
verkauft. Vom iibrigbleibenden Teil werden b9, mit einem Gewinn von g%
verkauft. Mit welchem Gewinn verkauft man den ganzen noch iibrigbleibenden
Teil der Ware, wenn der Gesamtprozentsatz des Gewinns r% betrigt?

508. Zwei Legierungen mit verschiedenem Kupfergehalt wiegen m kg bzw. n kg.
Von ihnen schneidet man jeweils ein Stiick gleicher Masse ab. Jeder der abge-
schnittenen Teile der einen Legierung wird mit dem iibrigbleibenden Teil der
anderen verschmolzen. Danach ist der prozentuale Anteil des Kupfers in beiden
Legierungen gleich. Wieviel wiegt jeder der abgeschnittenen Teile?

509. Eine Geldsumme wurde in 7 Anteile aufgeteilt. Danach wird vom ersten Anteil
der n-te Teil des sich dort befindenden Geldes auf den zweiten Anteil iibertragen.
Danach wird vom zweiten Anteil der n-te Teil des sich jetzt (nach dem ersten
Hiniiberlegen) dort befindenden Geldes auf den dritten Anteil gelegt. Danach
wird der n-te Teil des Geldes, das sich nach dem letzten Hiniiberlegen im dritten
Anteil befand, auf den vierten gelegt usw. SchlieBlich wird vom s-ten Anteil
der n-te Teil des Geldes, das sich nach dem letzten Hiniiberlegen in diesem
Anteil befand, auf den ersten Anteil gelegt. Danach befanden sich in jedem Anteil
A Rubel. Wieviel Geld befand sich in jedem Anteil vor dem Hiniiberlegen des
Geldes? (Man kann sich den Fall z. B. fiir n = 5 veranschaulichen.)



LOSUNGEN



1. Arithmetische Berechn{m‘gen

1. 6,5625 2291 3.365°
2 8
432 5181 6. 50
5 3
7. 23,865 8,362 9. 5993
72
17
10. 84,075 12,5 2.2V
2
13.0,0115 1417 15,38 13
280 6
16.6 17. 700 18. 100
19. 10 2. 7% 2.5
3
2.3 322 2.5
80
2.1 26.10 71
8
28. 1320 2. 11 30. 250
31. 4 32, 4000 33. 66
3.2 35.9,5 36.0,09
7.3 38.2 39, -L
8 16
1 1
4.2} al £2.1301
3 8
43. —20,384 44,225 4. 1%
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2. Algebraische Umformungen

Vorbemerkungen

Wir bitten, bei der Losung der folgenden Aufgaben (ab Aufgabe 62) die nachstehen-
den Erlduterungen zu beachten,

1. Die in den Aufgaben dieses Kapitels vorkommenden Wurzeln werden wie folgt
definiert:

o Inb = asollena 2 0und b 2 0 sein.

Der Exponent n soll eine natiirliche Zahl sein.

Im Original werden (entsprechend dem Gebrauch in der Sowjetunion) Wurzeln,
die diesen Bedingungen geniigen, ,,arithmetisch* genannt.

Wir haben diesen Begriff nicht iibertragen, da er in der deutschsprachigen Literatur
nicht gebriuchlich ist. An allen entsprecheuden Stellen wurden Hinweise auf (I)
gegeben. (dnm. d. Ubers.)

Beispiel:
Der Ausdruck i/ —27 ist nicht erklirt, denn der Radikand ist negativ.

2. Die fiblichen Wurzelgesetze sind nur dann allgemeingiiltig, wenn Wurzeln, die den
Bedingungen (I) genii vorliegen. So ist z. B. die Gleichung \/ X = \/ x” nur
fiir x = 0 giiltig, weil im Falle x < 0 die linke Seite nicht erklirt wire.

Die Bedingungen (I) erfordern bei Verwendung allgemeiner Zahlensymbole beson-
dere Untersuchungen.

In den Aufgaben 65 bis 71 bedingt die Natur der Aufgaben sofort die erforderlichen
Einschrinkungen, in anderen Aufgaben dagegen muB man die Forderungen, deden
die Radikanden unterworfen sind, dem Text entnehmen.

Man unterlasse nie, fiir die gefundenen Lésungen nachzuweisen, daB die Radi-
kanden nichtnegativ sind. ’

Es soll hier noch besonders bemerkt werden, da die Gleichung v/x? = x nur fiir
x 2 0 gilt. Ist x < 0, dann gilt statt dessen /x2 = —x (x < 0). Wenn wir beide
- Aussagen zusammenfassen wollen, dann miissen wir v/ x2 = |x| schreiben.

bd
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Zum Beispiel gilt firx = —3:  v/(=3)? = /5.
(—3)? ist eine Wurzel im Sinne von (I), denn der Radikand ist positiv. Die
Gleichung v/ (—3)? = |—3] = 3 ist richtig.
Diese Ausfiihrungen werden durch die folgenden Beispiele erliutert.

Beispiel 1:
Der Ausdruck /' m? — 2mn + n? soll vereinfacht werden.
Die Losung

Jmr —2mn = m—-n2=m-n

gilt nur dann, wenn m = n ist.
Ist dagegen m < n, dann wird

\/m2~2mn+n2=—(m—n)

vm? =2mn+nt=n—m.
ZusammengefaBt gilt:
Vm?=2mn+n?={m—nj=|n—m.
Beispiel 2:
Der Ausdruck )
Vitap+p —-VAi—dp+p’
Vatrdp+p? +Va—dp+p

ist zu vereinfachen. Der Kiirze halber soll dieser Ausdruck mit 4 bezeichnet werden,
also ’

oder

1-[2=2

_22+p-12-p _ 2+p
R+pl+i2=p | |2=p
2+p

Da bei dieser Umformung durch |2 + p| dividiert wurde, muB |2 + p| % 0 voraus-
gesetzt werden.
Untersuchen wir nun, unter welchen Bedingungen A vereinfacht werden kann.

Fiir 2-¢ > 0 erhilt man
2+

p
1-2=»
A= 2+p=1_)'
14222 2
24+p
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Wenn dagegen 2 - 2o gilt, erhédlt man
2+p
1+22———p )
A= tp_2
2-p p
2+p

Der Fall ‘;’%p > 0 ist nur moglich, wenn entweder
p

a) Zihler und Nenner gleichzeitig positiv oder
b) Zahler und Nenner gleichzeitig negativ sind.
zu a) Die Forderungen 2 — p > O und 2 + p > 0 sind fiir -2 < p < 2 erfiillt.
zu b) Die Forderungen 2 — p < 0 und 2 + p < 0 lassen sich nicht gleichzeitig ver-
wirklichen, denn 2 — p < 0 gilt fiir p >2 und 2 + p < 0 dagegen fiir p < —2.
Also gilt 4 = £ fiir |p] < 2.
2
2-p
2+p

Vorzeichen haben.
Diese Forderung wird sowohl durch p > 2 als auch durch p < —2 erfiillt,

Also gilt 4 =2 fiir |p| > 2.

Der andere Fall

< O tritt nur ein, wenn Zihleg und Nenner entgegengesetzte

Ist |p| = 2, so erhilt man aus 4 = 2+ pl =12 = pl

2+pl 125l
. 4=1 (p=2
oder
=-1(=-2.

Beispiel 3:

Die Gleichung v/ a® = a3 ist nur richtig fiir a > 0.

Fiir a < 0 erhilt man an Stelle der vorigen Gleichung

Vet = -,

Sogiltfira= —1:V/(=1)% = —(=1)* = 1.
In diesem Beispiel ist \/ (—1)8 eine Wurzel geméB (I), denn der Radikand (—1)® = |
ist positiv.

Beispiel 4:
Es soll untersucht werden, unter welchen Bedingungen fiir @ der Wurzelausdruck

V(@ -5°@-3p

vereinfacht werden kann.
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Der Wurzelwert ist nur reell, wenn a > 3 ist. Fiir a < 3 ist die Potenz (@ — 3)® und
damit auch der Radikand negativ, da der andere Faktor (a — 5)° stets nichtnegativ
ist. Wollen wir teilweise radizieren, miissen wir diese Bedingung verschérfen:

V@a-5%@—-32=@-5%@@-3)va-3 (@z=5.

Fiir 3 £ a < 5 miissen wir schreiben

Va-5@-3=-@a-5@-3va-3 G<a<?).

Zusammenfassend gilt: ’
Je=5@-3P=la-5 @-3)va—3 (@z3).

4. Die Gleichung Vs =x gilt allgemein fiir x = 0. Ist n gerade, dann ist die Glei-
chung V/*" = |x| fiir jedes reelle x giiltig. Ist n ungerade, dann ist die Wurzel
n . - ]
V" fiir x < O nicht erklirt.

Lisimgen
46. Der Dividend 148t sich vereinfachen:
a? — b —c*+2bc=a*-(b—c)?

- =@+b-c)a—-b+c).
Fiir die Aufgabe heiBit das:
(a+b—c)(a-—-b+c)-a—+—é—+—c=(a+c)2—bz.
' a+b-c
Losung: (a + ¢)*> — b?
Nach dem Einsetzen: 139 9—1
225

47.;1—1= 11
1-= "=
n

Im Zzhler und Nenner des folgenden Bruches erweitert man mit (— 1) und formt
den Zihler zu einem Produkt um:
—a+a’ +nt—n_@+m@-DE +n+1)
-1 a -1 )

2
1
Lésung: rmentl
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48. Der Nenner des zweiten Bruches ist gleich (1 + x) (x — 2a). Der Ausdruck in
der Klammer ist gleich 1 + x.
x _ 2

(x —2a) (x—2a)(1 +x)

Folglich gilt: (+x=1
a a
Lisung: 1
a

49. lier Ldsungsweg wird analog zu dem in Aufgabe 48 aufgebaut.

Losung:
€ a+ 2x

50. Erweitert man den zweiten Summanden der Klammer mit (—1) und bringt alle
Summanden der ersten Klammer auf den Hauptnenner, so erhilt man:

—3(22% + 9a + 10)
a(3a — 1) ’

Setzt man nun den zweiten Faktor des Zahlers gleich Null, so ergeben sich die
Wurzeln g, = —2und a, = ——5—.

Demzufolge gilt: 2a*> + 9a + 10 = 2(a + 2) (a + g)
Es ergeben sich also die Teilergebnisse

—3(a +2)(2a + 5)

I

® a(3a — 1)

und

an’ 3a® + 84 ~ 3a _4a@a+3)HBa-1

1 C+a@2-a
4

Nun werden (I) und (IT) miteinander multipliziert.

12(2a + 5) (a + 3)

Lisung: 2
a-—

51, Jeder Bruch kann zunéchst gekiirzt werden.

ab
a+b

sung :
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52.

53.

55.

80

Der Nenner des zweiten Bruches wird in ein Produkt zerlegt
L)
F# =y =EHr)E - )=+ E+)E -,

und anschlieBend kann man kiirzen.

Losung: L
x+y
Die Nenner der Briiche erhalten nach Vereinfachung die Form
2 2
dx"+x+1) bzw. 4(x° —x + 1).
3 3
i 2
Danngilt:z-é 5 ! + = 1 = zx +21 S
34\x*+x+1 x"—x+1 + 1) —x
2
x+1
Lisun,
L P

. Die Nenner der ersten vier Briiche werden in Produkte zerlegt und der erste
A

Bruch durch (a — 1) gekiirzt.
Der Klammerausdruck erhilt dann die Form:

1 + 2a-1) 4+ 1)
a-1 @+2@—-2 @-1D@+2
a 2(a + 3)

tEe-D@-2 @-De+d@-2

36a® — 144a — 36a* + 144
a® + 27

Fiir die sich anschlieBende Multiplikation mit

ist es zweckmiBig, auch bei diesem Bruch Zihler und Nenner in Produkte zu
zerlegen. Im Nenner geht man hierzu von der Summe a® + 3° aus. Man erhalt

36@a—1)(a+2)@—2)
@+ )P -3a+9)

72
@ —3a+9.

Losung:
Bezeichnet man die Summe der Briiche der ersten Klammer mit 4 und formt
alle Zihler und Nenner in Produkte um, so erhilt man:

_ 3(x +2) +(x+2)(ZX~5)
Ax+ DEE+1) 2= DEE+ 1)




c+ 2
Man kann nun x+2 ausklammern und findet:

2(x* + 1)
_ x+2_( 3 +uLs)= x+2(x*—4)
T+ ) \x+1 x=1) P+DE+DE-1

Analog erhilt man fiir die Summe der Briiche in der zweiten Klammer, die im
folgenden mit B bezeichnet wird:

_ 2Ax? - 4)
E+DE+DE-1
Dividiert man 4 durch B, so erhilt man die

Losung: d ;'2.

56. Der Dividend sei 4, der Divisor B.
Setzt man das Polynom x? — xy — 2y? gleich Null und 16st diese Gleichung
nach einer Unbekannten, z. B. nach x, auf, dann erhilt man:

x2—xy—22=0
Xy ==y
X3 = 2y.
Folglich gilt: x2 — xy — 2y% = (x + y) (x — 2).
Man formt um und erhilt:
X +y=-2
Q=2+
In B schreibt man den Zibhler als Produkt, wobei man zunichst 2x* + 3)?,— 4
und dann nach der 3. binomischen Formel ([2x*> + y] + 2)([2x® + y] — 2)
bilden kann. .
Also gilt
=(2x2+y+2)(2x’+y—2)

B
x+»E+1

1

Dividiert man 4 durch B, so erhilt man die

x+1

Losung: ————7——.
2y —-x2x"+y+2)
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§7. Man stellt die Polynome als Produkte dar und erhlt:

(a+2)(a+1)( 4a+1) _ 3
d@a-3 \4a+1@-1) afa— 1))‘

a+2
a,.n

Lisung:

58. Der Dividend sei A, der Divisor B. Der Zihler des Bruches von A 148t sich
folgendermafBen vereinfachen:

%[4a’(b 1] = %[Za(b + 0" + 111246 + o) — 1).

Der Nenner wird in dhnlicher Weise umgeformt:
am? —a? —2a—1)=an* — @+ 1)*]1=an+a+1)(n—a-1).

Im Bruch von B wird der Zdhler nicht verindert. Im Nenner wird —ac aus-
geklammert: —ac(n — a — 1).
Ra® + )" + 1]c

Lsung:
S tat 1)

B

N3

. Erster Losungsweg:
Zuniichst werden alle Briiche auf den Hauptnenner gebracht:
be(b — ¢) — ac(a — ¢) + ab(a — b)
abcla —b)(@a—c)(b—-c)

L@

Man multipliziert dann jm Zahler die Faktoren aus und im Nenner die Binome
und erhilt:
a’h — a’c — ab* + ac® + b%c — bc*

abe(a®h — a’c — ab® + ac® + bc — bc?)
Lésung: ——

abe
Zweiter Losungsweg:
Im Zihler des Bruches (1) wird @ = b gesetzt. Der Zdhler nimmt dann den
Wert Null an. Der Zihler muB sich also durch (@ — b) dividieren lassen.
Man findet fiir den Quotienten

a(b—c)—c(b—c) b-ca-c).
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Also muB der ganze Zihler die Form

@-b@G-c@-o
haben. ‘

Dritter Losungsweg:
Es werden nur die ersten beiden Briiche gleichnamig gemacht:
b* —be —a* +ac
aba — bY@ —c)(b—¢)

Man fait die Glieder zusammen und klammert aus (erstes und drittes, zweites
und viertes Glied):

b+a)b-a)—cb—-a)=(a~b)(c—a—D).

Den Ausdruck dividiert man durch (@ — b) und addiert schlieBlich den dritten
Bruch.

Losung: L
abc
60. Den ersten Faktor formt man um in %’H’i, den zweiten Faktor in
a+x-—

@+x*’—-1_(@a+x+D@+x—1)
2ax 2ax :

@+x+1)?

—

Als Produkt erhélt man:

nimmt der Zahler die Form

Durch die Substitution x =
a—1 (a — l)z

n,

und der Nenner ist gleich

a—
aS

2(a—1)

61. Bezeichnet man den Ausdruck in der eckigen Klammer, also den Dividenden,
mit 4 und den Divisor mit B, so erhilt man: 4:B~! = 4+ B. In A kdnnen
die Potenzen mit negativem Exponenten beseitigt werden. Man erhalt:

_ 2p* — 3ab — 24° _(b-20Q@b+a) _ b-2a
ala +26)(2b — @) a(a +2b)(2b —a) a(2b — a)
und analog in B:

2
B=a-(2b+3a__6a_)=a"b(a_'ﬁ)

sung:

2 — b 2a—b
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SchlieBlich findet man: 4 - B = "~ 'b.
Lisung: @~ 'b

62. Der Zahler nimmt die Form a2 — b? an, der Nenner ergibt a + b.
Lisung: a — b

Bemerkung: Damit dic Wurzeln den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen
geniigen, diirfen die Zahlen @ und b nicht negativ sein.

—
63. Die erste Wurzel wird umgeformt in 3/ (a — b)* (a + b)*. Man kann partiell
radizieren und erhalt (a — b) 3/ (a + b)°.
Lisung: b(a® — b%)
Bemerkung: Man muB voraussetzen, daB a > b ist, anderenfalls sind die Be-
dingungen (I) der Vorbemerkungen nicht erfiillt.

64. In den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen forderten wir fiir jede Wurzel,
daB ihr Radikand nicht negativ ist. Beriicksichtigt man diese Forderung, so

sind die Wurzeln +/ 6x und \/ 2x nur fiir x = 0 definiert. Daher wird der Wert
der Differenz

26x — 4/2x = V2ax - V/3x < 0.

3 —
Also ist die Wurzel V2+/6x — 4 «/ 2x fiir kein reelles x + 0 erklirt.

Da der Radikand der ersten Wurzel den Faktor x enthilt, muB er gleichfalls
Null sein, so daB der vorgegebene Ausdruck nur den Wert Null annehmen kann.

Losung: O
65. Die erste Wurzel wird umgeformt in Y (@ + 1)*(a — 1). Man kann partiell

radizieren und erhilt @ + 1| :/ a-—1.

: v 1
Der ganze Ausdruck lautet: 2|a + 1|1¥/a — 1. — Y2~ 1 .
2 @+ 1)@+2
aa+11V@=1?
2a+D@+2)

Wenn a + 1 positiv ist, dann ist |a + 1| = @ + 1. Man erhdlt durch Kiirzen
a Y@=

2 a+2

Man kann also schreiben:



Bemerkung: Die Zahl g 4+ 1 wird tatsichlich positiv: Den Radikanden
@+ 1)* (@ — 1) muB man als positiv (oder gleich Null) voraussetzen. Das
Produkt (a + 1)* kann in keinem Falle negativ sein, also muB auchaq — 1 = 0
gelten, d. h. @ = 1. Fiir den Ausdruck a + 1 gilt danacha + 1 2 2.

a V@-17?

Losung: -+
g2 a+2

66. Man setzt voraus, daB alle Wurzeln nichtnegative Radikanden aufweisen und
wendet auf den zweiten Faktor folgende Umformung an:

i/ V3 : \/Eaz
9

F18a ' +9 2 Vou+ap

Nun macht man die beiden Wurzeln gleichnamig.
Die Wurzeln lauten dann:

\/(1 +aV1+a_ i/(l +a*(+a)_ ‘o + o
3a 274° 274°

bzw.

? \/gaz _i/ 3a*

M+a Vaia+af

Multipliziert man beide miteinander, so ergibt sich % i/ a.
Hinweis:
(Vergleichen Sie bitte mit den Bedingungen (I) in den Vorbemerkungen!)

Fiir a < —1 ist die erste Wurzel nicht erklirt.

Fiir a = —1 ist der Radikand der zweiten Wurzel nicht erklirt (Division durch
Null).

Fir —1 < a < 0 ist die erste Wurzel nicht erklirt.

Fiir ¢ = 0 sind beide Radikanden nicht erklirt (Division durch Null).

Folglich kann a in dieser Aufgabe nur positiv sein.

Losung: % i/—a

67. Das Produkt ab bringt man unter das erste Wurzelzeichen. Man erhilt
1

Va_bi/a==1'

—b
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68.

69.

70.

86

Hinweis: Man erhilt Wurzeln gemiB den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen,
wenn g = b ist. Der Fall a = b muB ausgeschlossen werden, da der zweite
Faktor nicht definiert ist (Division durch Null).

Losung: 1

Man macht die Nenner rational und erhalt:
/6 — 1) /6 + 11) = —115.
Losung: —115
Va-b+Ja+b

Der Dividend ist gleich ———b————- s

va—b+Na+b

der Divisor gleich
Vva-b

folglich ergibt sich fiir den Wert des Quotienten

Ja-b

b

Damit alte Wurzeln nichtnegative Radikanden haben, mii drei Bedi
gelten:a =20, a—b=20,a+b=0.

Man kann sie zu zwei Bedingungen zusammenfassen:
az0, b < la].
va—-»b

Lésung:

Der Dividend ist gleich , der Divisor

b —a B -a
Folglich ist der Wert des Quotienten gleich %

Die Zahl a kann beliebig positiv sein, b ist beliebig wihlbar, jedoch ungleich
+ \/ a.

2
Losung: -
€ 3



71. Der Zidhler des ersten Bruches 148t sich vereinfachen:

72.

WiHaf+(J1—af _[t+a+]1-a
Vi-a Vi-&

Wenn 1 + aund 1 — a beide positiv sind, dann ist der Wert des Bruches gleich

Vi—a
(Vergleichen Sie mit den Bedingungen (I) in den Vorbemerkungen!)
Fiir diesen Fall ist der Nenner gleich
L+a—l—a __ 2a
Vi-a v1-a

Der Bruch ist also gleich 1, der ganze Ausdruck muf also gleich Null sein.
a

Lésung: 0

Hinweis: Um Wurzeln zu erhalten, die den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen
geniigen, miissen die Ausdriicke 1 + a und 1 — @ die gleichen Vorzeichen be-
sitzen. Es ist aber nicht méglich, daB beide negativ werden, denn dann wire
1 + a < 0 und damit @ < —1. Wire dagegen 1 — @ < 0, dann miiBte a > 1
sein. Beide Bedingungen sind also nicht gleichzeitig zu erfiillen. Sind beide Aus-
driicke positiv, so gilt fiir ¢ die Bedingung —1 < a < 1, d. h. |a| < 1. (Die
Werte a = +1 entfallen, da man in jeweils einem der Briiche : ta

—a
i “%im Nenner den Wert 0 erhilt. Der Wert @ = 0 entfallt ebenfalls, da der

+a

Bruch 1 in der Aufgabe auftritt.)
a

oder

Setzt man x = %(a + l) in den Ausdruck v/x* — 1, so erhilt man:
a

RN Bt B

= 0.

Wenn g > 1 ist, dann ist auch a —

Deshalb ist v/x* — 1 = %(,, _ 1).
a

1
a
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Analog dazu erhilt man:
1 1
Vy-1=:(b=-2)
d 2( b)

Setzt man die gefundenen Ausdriicke ein, so erhdlt man die

a* + b
Liosung: ————.
€ a’h* + 1
73. Setzt man x = l% in die Ausdriicke \/ a + bx und +/a — bx ein, so
+m

erhilt man:

2
\//a+bx=\/a+ am2=|l+m|-
1+m

va—-bx=|

Der Ausdruck 1 + m? ist fir jedes m positiv. Also muB auch a positiv sein,

damit der Radikand
geniigt.

4 5 den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen
m

Fiir @ < 0 geniigen die Radikanden den Bedingungen nicht.

Fiir a = 0 sind die Radikanden gleich Null, und der gegebene Ausdruck ist
unbestimmt.

Fiir den Fall |m| < 1 sind die beiden Ausdriicke 1 + m und 1 — m positiv, und
man erhilt:

1+ m)

+(1—m)

1+m

-1 -m
Losung: 1 (fira > Ound |m| < 1)
m

74. Analog zur Aufgabe 73 erhilt man:

\* 2
(m_x)&z(m_ Zmn) A YE =D 4

n+1 NI N




3

1—n
(m )i _m (z )
n +1

Analog dazu
(m+x)% m*(1 + n)
n’ +1

Lésung: -
75. Setzt man x = 12\/;]‘ in den Ausdruck 1 — x ein, so erhélt man

_x2=(l+k)’—4k=(1—k)’
(1 + k)? 1+ k¥

Nun wird mit —% potenziert:

1 11+ k|

-3
a1-x)*= .
1—x* H—4

Fiir k > 1 ist der Wert 1 + k positiv und der Wert 1 — k negativ. Man muB
also schreiben:

_y oLtk
a-a =

Der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer lautet demnach % k

, der in
1

der zweiten eckigen Klammer.

Als Summe erhilt man dann:

A T
Losung: \/ 1:—_.1 (1 + —1=)
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76. Der Ausdruck in der ersten Klammer ist gleich % - Z - :—a (Der Exponent —2

bezieht sich nur auf den Zihler des dritten Bruches.) Nach einer Umformung

—(a-1? 1-a?

erhilt man oder

Die Ausdriicke

3 (a+1)-’=‘# wd @+ =Variy

geniigen den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen nur fiir ¢ > —1. Unter den
obengenannten Bedingungen geniigt auch die Wurzel

V@ -Da@-n=va@-12a+1

den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen, denn (@ — 1)? kann nur positiv sein.

V@-1)@+1) =@-Dva+1
gilt nur fiir @ 2 1. Dagegen muB man fir -1 <a <1 schreiben£

Je-1@+)=-@-nva+ 1.

Der ganze Ausdruck lautet also:
_a=1'fa-1 ‘atl
4a \a+1 a-1)
* Bemerkung: Fiir 2 = 1 ist der Ausdruck nicht definiert.

2
=1 a1, @+hHd-a

Losung: -
a1 2a(a + 1)

fiir —1 < a < 1, d. h. fiir || < 1.

77. Der Ausdruck 148t sich vereinfachen:
2 2 2
2( /XZ(xz__az _az\/zx 2). \/x a .
x> —a x a2
2ax \/ (— -2 —)
a x
Setzt man voraus, daB x> — ¢* > 0 ist, dann ist |x| > |a|. Fiir den Fall |x| < |a]

geniigt die Wurzel /x* — a® nicht den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen.
Fiir |x] = |a| ist der Subtrahend der Klammer nicht erklirt.
]
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Den ersten Faktor des Ausdrucks kann man umformen und erhilt
2 2 2 2 2
|x a’l —a = 2| x* —2a*

N Ve -

denn wenn x2 — a? > 0 ist, dann ist [x* — @*| = x2 — 4°.

2lx|

VY )
Der Ausdruck \/ (i‘ -2 5) 148t sich ebenfalls vereinfachen:
a X

\/(xz - 2a2)2 _ |x* — 2a%|

ax |a] - Ix}

Hierbei kann man den Zihler als x2 — 24 schreiben, mu aber voraussetzen,
daB x? — 2q% 2 0ist, d. h. |x| 2 |a] \/5 Der ganze Ausdruck lautet also jetzt:

x> —2a" x* —a’ldlx|

X | .
'sz _ 2 2axix’ — 247

2|

Fiihrt man die Beziehung [x| - |x] = [x]> = x? ein, so erhilt man
x¥* -2 |a ¥-22'| a
: 2 2 x= ) 2 2 .
a |x* — 2a%| a lx - 2a [

Ldsung: Fiir |x| > |a] ist der Ausdruck gleich +x.

2

2 2
Das positive Vorzeichen fiir x gilt, wenn N ist, das negative Vor-
a

x? — 2%
zeichen, wenn < 0 ist.
a
x* - 24*
Wenn ——— =0 ist, d.h., wenn |x| = |a| \/5 ist, dann erhilt man einen
a
unbestimmten Ausdruck.
]
78. Man schreibt zunichst die Summanden im Zihler und im Nenner mit positiven
Exponenten.

2aba | 2ab/b

Taiis Tai s

Der Nenner ergibt: Zab(

1 1
—_—t ).
a+\/¢5 b+\/£)

Der Zihler ergibt: = 2ab.
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Im Nenner werden danach folgende Umformungen vorgenommen:

a++ab=vara++b) und
b+ ab = Vb &a+ V).

Dadurch kann der Nenner vereinfacht werden:

1 1 2ab
2ab — = = =</ ab.
(\/l—l(\/a+\/b)+\/z(\/;+\/2)) 2\/ab ¢

Losung: </ ab
79. Der Ausdruck in der ersten Klammer 148t sich vereinfachen:
2ax
Va+x(/a +x)

Potenziert man den Ausdruck mit —2, so erhilt man

(@+xa+ \/;)2

dax
Analog dazu kann man den Ausdruck in der zweiten Klammer vereinfachen:
@+x)Wa- Va7
4ax
‘Nun wird at+x ausgeklammert, und man erhilt:

"4;_"[(\/; +V% = Va - V¥ = “4;—"-4\/5(

und schlieBlich die
a+x

Lésung: \/_ .
ax

80. Der zweite Summand 1Bt sich umformen:

a
2V +a
Im ersten Summanden macht man die Briiche gleichnamig und erhilt
2% +a
NSy
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2 ’
Die ganze Summe ist also gleich A +a) VX +a.
Vit +a

Losung: Nx* + a
81. Losung: 2(x + vV x% — 1)
82. Als Basis der dritten Potenz erhélt man:

bt = a2,
s
Potenziert man diesen Ausdruck a”35” mit 3, so erhilt man a™*5°.
Nach dem Einsetzen von a = ﬁ und b = ; ergibt sich als
2 2

Losung: 1.
1
b+ 1
Nun werden in den Werten fiir @ und b die Nenner rational gemacht:

a—(2+\/—)' —;—_I_T—- \/3

83. Den Ausdruck kann man umformen in i +
a

bzw.
l -
b=2-V3)"= =2+./3.
2-4/3 Vi
Folglich gelten g + 1.= 3 — \/3 NS \/3 usw.
a+1 6
Losung: 1
84, Lisung: /x* — 4x
85, Losung: n

86. Damit alle Wurzeln den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen geniigen, muB
x — a® > 0 sein.
Der Ausdruck in der Klammer ergibt nach der Umfo‘rmung:'

_4\/;\/x— a*
a ’

Das Produkt kann man vereinfachen:
Jx / a* ___ 4a
\/x—a \ 4xVx—d 4x — a)

2

_*
4x — a*)

Lisung:
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87. Der Nenner des zweiten Bruches ist gleich

I I Y | PO Y )

Nach dem Kiirzen erhilt man die
Lijsung: x — 1.

88. Der Dividend 148t sich umformen in
2% + 27y;sL = (2%)3 + (3y%)3= (2% + 3;111") (2 -3 2% ~yJ5— + 9y%).
Der Divisor ist gleich 2* + 3y_’L.
Losung: 2 — 3 'Y32)% + 935

89. Um die negativen Exponenten im zweiten Summanden zu beseitigen, wird mit
a? erweitert. Im Zihler erhilt man dann ¢ — 1 und im Nenner

a’(a% - a-%) = ai[a‘}(a& - a—%)] = %(a —-1.
Durch Kiirzen vereinfacht sich der zweite Summand zu
& +a+ l.
a2
Analog dazu erhilt man fiir den dritten Summanden:
a—1
e

a

Der ganze Ausdruck erhilt also die Form:

2 2
a 1. a—-1_2
g _gtarl 4

+= =0,
3 2 k3

a a” a

S

0=0.
Hinweis: Es muB hierbei a & 0 vorausgesetzt werden (Anm. d. Ubers.).

3, .3
90. Der Dividend ergibt: i

a*(a — b)§

@-b’

Der Divisor ergibt: —————.
A2
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Nach der dritten binomischen Formel gilt:
(a% + b%) (a'} - bi) =a® - b,

Es wird dividiert, und man erhilt: a*> + ab + b,
Losung: a® + ab + b*; mit @ = 1,2 und b = 0,6 erhalt man 2,52

91. Nach dem Ausmultiplizieren und Zusammenfassen erhilt man im Dividenden
6ats? + 9b = 36¥(2a + 383).
Der Divisor ergibt: a*(Za% + 3b*).
Der Quotient ist gleich 3 \/ g.
Losung: 3\/g;mita = 54 und b = 6 érhilt man 1
92. Der Bruch wird mit [(a ot r@- b)"*'] [(a N S b)‘*] er-
weitert.

Im Zihler erhlt man:

le+vt—@-nH+ e+ ts@-n 2w n?,

und im Nenner:

[@+vF@-nH Je+nti@- b)"?] = -2a-57%

Losung: — :——;—z

93. Der Subtrahend ist ein Produkt aus zwei Faktoren. Der erste dieser Faktoren
kann in 1 — o? umgeformt werden. Der Ausdruck nimmt dann die folgende
Form an:

_ ’1—1[1—2* z_2‘i
R Sy ) (I s ()

1-a*

Nach dem Kiirzen ergibt sich:
dl- gt ma-ayto gk
Losung: —v/'1 — a*
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94, Der Ausdruck ist gleich

x*—1 _\/l+x2. —1 _
D+ Vo QY+
_ -1 - 1 ~ Jx
Vi D+ Jad +a) x L
Li)'.rung:x\_/‘_;l

95, Der Zahler des dritten Summanden ergibt R*(R* — xz)_%, der Nenner ist

gleich R2.
Der gesamte Ausdruck ist gleich
O T S G R SO

=(R* - xz)* +(R* - x’)“* (R* = x*) = 2AR* — xz)*.

Lésung: 2/ R? — x?

96. Der erste Summand ergibt —%,
pq(r +4q )

der zweite Summand ergibt nach Umformung

_ 2(11* + q’}) - 2
3 - 2 .

(P% + q*) P*q% (P% + ‘1%) Piq*

Sgtzt man beide Ausdriicke ein, so erhélt man:
ptag+ 217’1'47i

palpt+d)

. 2
Der Zihler des Ausdrucks ist gleich (p% + 1}) .

Losung: L
prq

97. Die Wurzeln werden zunichst in Potenzen mit gebrochenen Exponenten um-
gewandelt.
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Im Ausdruck a + a§xi klammert man ai aus, und im Ausdruck x + 'a*x*

wird xé ausgeklammert. Man erhilt als Zahler des ersten Bruches:

a§ a* - xé _ (ai + xé) (a* - x‘})

2 1= .

k] % %

X X X

Der Minuend in der eckigen Klammer ergibt:

kA

a +x

Die eckige Klammer lautet also:

a:l; + ),* _ i _ _é

x§ x\} x*
Losung: a—j
X

98. Das Binom a — +/ ax ergibt durch Ausklammern

Vaa-5.
Der Zihler des Bruches ergibt
Wa+ 12 -va=a+/a+1.
Der Nenner ist gleich 3(a + \/; + 1)
Losung: 27
99, Man schreibt die Potenzen so um, daB nur positive Exponenten auftreten.

Der erste Summand ergibt 2a+3

(nach dem Kiirzen durch 2a — 3), der
a

a-3 (nach dem Kiirzen durch a — 1).

zweite ergibt

a
Losung: 9a
100. Der gemeinsame Faktor (¢ — 5) kann ausgeklammert werden. Die Radikanden
a+b
a—
Vorbemerkungen entsprechen.

kdnnen nicht negativ sein, da sie dann nicht den Bedingungen (I) der
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Das Produkt ergibt also:

=R =
e[ -1

_ 2 a+b_
=(a - b)( — 1).
Ldsung: 2b(a — b)

101. Der Dividend ergibt ~2 Vab avh

“a+Jab Ja+r b
Jb(JZ J')

Der Divisor ergibt ———

Man kann durch (\/; + \/ b) (\/4—1 - \/7;) kiirzen, wenn man folgendermaBen
umformt:

a—b=&a+VH&a-b
= Wa+ Vo ¥a+ Vo ¥a- Vo).
Losung: a3/ Ya + V)
102. Nach Umformen des ersten und des zweiten Faktors erhilt man:
~a? +(\/_)3 a—\/z—h/;?+b
Ja " VaSa-Vp |’

Den Zihler des Dividenden kann man in Faktoren zerlegen. (Siehe Anmerkung
zur Aufgabe 88!) Nach dem Kiirzen erhélt man als Wert des Klammerausdrucks:

~a+VBya-By=a-b.
Losung: 3/(a — b)?
iy

103. Den Bruch ——=———— \/. \/_ kann man durch \/; kiirzen; man erhilt
xvVx —4x \/; 2 x -4
x—4'

Der Ausdruck in der Klammer ergibt
Den Bruch kann man kiirzen (dritte binomische Formel); man erhilt \/; + 2.
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Der ganze Ausdruck ergibt

( x]_ ) ~Vr+ = Wr - x4+ 4

Setzt man voraus, daB x > 0 ist (das muB gewihrleistet sein, denn 2/;: geniigt
fiir x < 0 nicht den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen, fiir x = 0 ist der
Ausdruck nicht definiert), so gilt auch: x + 4 > 0.

Man erhilt demzufolge als
Lésung: —4 \/;

104. Der Bruch in der eckigen Klammer ist gleich:

2x sy _ 2
NN SN

Der g:mm Ausdruck ist also gleich:
S3a/—F -
x’(i_) x/x =%+ 32x i"x‘} =
x,
Lésung: 32x

105. Im Zihler des ersten Bruches klammert man v/ax aus. Unter Beriicksichtigung
der Gleichung V- :/—‘ = \/; - \/; kann man dann den Bruch kiirzen,

Der erste Faktor ergibt:
1+ -2
[ o L ] (L) -V

Der zweite Faktor ergibt:

Da fiir \/ 2 die Bedingungen (I) der Vorbemerkungen gelten, muB der Wert der
% v

Wurzel 1 + \/ - immer positiv sein.
x

Losung: \/;(\/; + \/;)
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106. Die Werte von a und ¢ miissen positiv sein, denn die Wurzeln miissen den
Bedingungen (I) der Vorbemerkungen geniigen.

Der Nenner des ersten Bruches erhilt die Form:

V2@ — b2 + 8ab? = V2@ + b = V2(a + b?).
Der Zihler des ersten Bruches ist gleich \/S(a + b*). Der zweite Bruch ist

.glelch —j_ Vac.
Lasung: —\/:z_c

107. Der Minuend ergibt:
V1+[a§x§—1” x_z
Der Radikand des Subtrahenden ist glelch (a* + x*)? (der Ausdruck a® + x2
ist stets nichtnegativ).
Losung: —1
2¥/x
Vx—+a
Wx=a?
4./%

108. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist gleich
Potenziert man mit —2, erhilt man
Der Divisor ist nach dem Kiirzen durch \/I;c + \/; gleich

Vx—+a
J

x

Vi-va
4

Losung

109. Im Zihler des Bruches klammert man 2/ % aus und kiirzt anschlieBend. Der
ganze Ausdruck ergibt dann:

Y +ax+ 4+ W+ 1) =5+ 10Vx +5.
Lésung: 5(\/1_: + 1)?
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] 3

110. Den ersten Bruch kiirzt man durch x

3
. Den zweiten Bruch
x—-2

und erhilt

kiirzt man durch x% und erhélt £ . Die weitere Rechnung ergibt dann:

( 3 1 )'1_(1—2.x>"=(x_—2)(x—1)_3x-2

x—2 x-1 32 2% — 1 1-2x

.2

Losung:
& 2x -1
111. Der ersteFaktor ist gleich 1 . Der zweite Faktor, der Ausdruck in der eckigen
a

Klammer, lautet nach dem Quadrieren 2a? — 2ab.

Lésung: 2(a — b)

VoA

112, Die Differenz kann man umschreiben: —:/;z + N :_c =x"—-a

Der Zahler des Bruches ergibt

3x — 3x§a% + 3x*a§ = 3xé (x§ - x'}a} + ai).
Der Nenner ist gleich:
—3a— addt + addd = -3l (ag +ad - x%a%).
3
Der Wert des Bruches ist gleich: —
3
a

AN ¢
Der ganze Ausdruck ergibt (_x_) + \/[(a + x)s]i: a=1.
&
Lisung: 1
113. Der Zighler des ersten Bruches ist gleich
a+2vab = 3 = Vayr +2vavb — 3/
= Wa+3Vb)/a-b).

1
Lisung: —
%



114,

115.

116.

117,

118.

Der Nenner des ersten Bruches in der Klammer ist gleich
(a’})2 + At - 6(b%)z = (a% - 2bi) (a* + 3b%).

2
Der Nenner des zweiten Bruches in der Klammer ist gleich (a’lr + Sb}) . Man
zerlegt die Zihler in Faktoren.

Losung:

a—9

Der Bruch in der Klammer wird durch \/:z + \/ b gekiirzt. Dann zerlegt man
den Zihler und den Nenner des ersten Bruches und erhilt so

3Wala—Vab+b) _ 1
3Va(Va) + VEP] Va+ /b
Va6 = Va) _ 1

Der zweite Bruch ist gleich =

Vata - b) Va+ b

Losung: 0
Ljsung: 3

Man schreibt die Ausdriicke mit positiven Exponenten und wendet folgende
Umformung an:

Aot () ()
Losung: 1

Den ersten Summanden in der eckigen Klammer kann man folgendermaBen

umformen:
1-a*

Vo (/ay +Va+ 1][@/:;)2 ~Va+ 1]'
Den Zihler des Bruches kann man zerlegen in:
a-aa+a=[t-Fay1+ ]

Die rechte Seite der letzten Gleichung betrachtet man als Differenz bzw. Summe
von Kuben.

Losung: a

119, Im Zihler des Bruches klammert man ;:/; aus.
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120.

121.

122.

Der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer ist also gleich i/:z - 3/ :_c Der
Ausdruck in der zweiten eckigen Klammer ergibt 4(~/3 @+ Yax + ¥ x*).

Lisung: 4a — x)

Der erste Summand des Dividenden ist gleich
——‘/‘_‘[(ﬁ):/(f;/’;m — Vala + Va5 + Vo).
Der Dividend kann nun umgeformt werden in
Vaa + 2valb + V8% = Va(a + V).
Der Divisor wird in den folgenden Ausdruck umgeformt:
Va/a +b).

Fiihrt man die Division aus und subtrahiert i/;, so erhilt man die Basis \/ a.

Losung: a

Der Nenner des Minuenden 148t sich umformen:
et + 5.
Der Zahler ist gleich v/a :/J-c[(\/ a)® + (:/;)’]
Nach dem Kilrzen erhilt der Minuend die Form: a — v/a ¥/x + v/x.
Der Subtrahend ist gleich

Vi +x? =1a + Vxl.

Man kann fiir diesen Ausdruck a + \/;c schreiben, da a + \/.;' stets ein posi-
tiver Wert ist. Um némlich den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen und
denen der Aufgabe zu geniigen, miissen x und a positiv sein.

Losung: a’x

Die Faktoren im Nenner sind gleich 1 + :/; und 1 — %‘/; Im Zihler erhilt
man —x(1 — \/;)

Lisung: —x3
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123. Der Zihler des Bruches in der eckigen Klammer liBt sich umformen:
Y@ a+b) + b6 a +Vb)
= Fa+ VB[V + (W5)]
= Va+VB)(a+ Vb (a-VaVb +0b).

Der ganze Ausdruck ergibt nach der Vereinfachung:

v, Na_
Jaa - Yavo) + + e
o Na Y _
Va¥/a -5 Va-+b

Lésung: 0

124. Der Zzhler des Minuenden 1Bt sich vereinfachen in:
Vap + xp _Vala=33)_ 33
- (Jé - V%’

Losung: f/;

125, Es ist zweckmiiBig, zundchst nur die ersten beiden Briiche gleichnamig zu
machen. Hierbei kann das Produkt der Nenner folgendermaBen vereinfacht

werden:
[(ai+ l) + a%] [(a*+ 1) —aé] = (a* + l)i —dt = a%+a%+ 1.

Die Suxﬁme dieser beiden Briiche ist gleich

A1)

a&+a%+l

Nun wird von dieser Summe der dritte Bruch subtrahiert. Bei dieser Subtrak-

3

tion lautet der Hauptnenner a + a“ + 1.

4
Losung: T
a+a*+1

126. Zunichst wird der erste Summand im Zihler vereinfacht:

V2-1V312/2=V2- 12 G +2VD) = L.
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Die analoge Umformung 148t sich im Nenner durchfiihren.
Man erhilt auch im Nenner den Wert 1.
Der Radikand des zweiten Summanden im Zihler 148t sich als (\/.;' -2)?3

schreiben.

Den Bruch %~ \/x kiirzt man durch \/;c -1
- x=-1

Lisung: 1

127. Der Zihler des ersten Bruches ist gleich
a* Y@ + ab b = ala + b) VB,

Der Nenner ergibt (b + a) (b — 2a) ¥/ a°b°.

3/

Nach dieser Umformung ist der erste Bruch gleich il ; . Der Dividend in
2 - 2a
der runden Klammer ist gleich __3_a__.
(b—-2a)(3-b)
Man dividiert durch -2 t+b und erhilt:
3a —ab
34’

(b-2a)(a+b)

Davon werden

ab subtrahiert. Es ergibt sich dabei
a+b

a(3a® + 2ab — b*) _ a(3a — b)
@+ b) (- 2a) b—2a

Wenn man nun die Subtraktion ausfiihrt:
a% _ a_§a(3a - b)
b-2a  b-2a '

so erhilt man die

Losung: :/ ('1.

128. Durch Umformung erhilt man fir den ersten Faktor ta

zweiten Faktor v/2x — a.

Lisung: 2x + a

und fiir den
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129, Lisung: \/ 2
130. Losung:

1
x(x — 1)

der Subtrahend ist gleich b

(@a+ b)(a+2b)

131, Der Minuend ist gleich s
a+b

Losung:
€ a+2b

132, Der erste Summand ist gleich a

7 der zweite Summand gleich
a

b2aa+b
a a+b’

a+b
a

Losung:

133, Der erste Summand ist gleich 2= b

, der zweite Summand gleich 1
a

1
Losung: -
gb

—-a

134, Losung: 2
2b + a
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3. Algebraische Gleichungen

Vorbemerkung

Bei der Losung der Aufgaben dieses Kapitels miissen wir den EinfluB der gegebenen
GroBen auf die Losbarkeit der Gleichung untersuchen. Fiir besondere Werte der
Zahlensymbole erhilt man entweder unendlich viele Losungen oder keine Losung
oder einen nichtdefinierten Ausdruck (Division durch Null).

So erhalten wir z. B. in der Aufgabe 135 fiir b = 0 und fiir 5 — @ = 0 einen nicht-
definierten Ausdruck, denn fiir b = 0 werden die Nenner auf beiden Seiten gleich
Null, fir » — @ = 0 wird der Nenner des zweiten Summanden der rechten Seite
gleich Null. Fiir ¢ = 0 und b # O erhalten wir unendlich viele Losungen, da die
Gleichung eine Identitdt wird (1 = 1). 7

Fiir b = 3a #+ 0 hat die Gleichung keine Losung, denn wir erhalten 0-y = —. Es
existiert aber kein y, das diese Gleichung erfiillt. 13

6b + Ta
b

135, Den Bruch kann man umformen in 1 +

L=}
S R RN

Die Gleichung lautet dann:
a(b — 3a)
2b*(b — a)
7b(b — a)
3(b - 30

Um sich jeweils von der Richtigkeit der gefundenen Losung zu iiberzeugen, ist es notwendig, eine
Probe durchzufiihren. Dabei gilt es festzustellen, ob nach dem Einsetzen der gefundenen Werte fiir
die Unbekannte eine Identitit vorliegt. In diesem Buch wird jedoch im folgenden auf die Probe ver-
zichtet (Anm. d. Ubers.).

136. Man multipliziert die Gleichung mit dem Hauptnenner a* — b2,

y_7.a
6 b

Lisung: y =

Lésung: x =0
137. Man bildet
Yyryr_og atb btc ate
a b ¢ [4 a b

und multipliziert die Gleichung mit abc.
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138.

139,

108

Folglich gilt:

x=3abc+ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)
ab + bc + ca '

Diesen Bruch kann man kiirzen. Dazu zerlegt man den Zihler in Faktoren und
beachtet, daB

3abc = abc + abc + abc

ist, und fiigt jedem der Summanden im Zihler einmal abc hinzu. Nachdem maﬁ
ausgeklammert und gekiirzt hat, erhilt man die

Losung: x =a+ b + c.

Die Losung kann man einfacher mit Hilfe des folgenden Verfahrens erhalten:

Den Quotienten « *——=— b bringt man auf die Form > _ 2" 2%+ @+b+o +1
¢

c
und verfihrt analog bei den beiden anderen Quotienten der linken Seite. Dann
nimmt die Gleichung die Form an:

[x-—-(a+b+c)]<—1-+1+1)=0.
¢c a b

Der Hauptnenger ist
6cd(2c + 3d)(2c — 3d).
. c(4c* — 9d%)
Lé. Pz = —
osung 8¢? + 27d*
2 2,
Den Bruch w kann man in der Form 2n1(x—‘1) schreiben. Man
nt — —n
erhilt so den gleichen Nenner, den auch der erste Bruch auf der rechten Seite

x—1 1—-x

schreibt man in der Form
n-— -n
Nun wird die Gleichung so umgeformt, daB auf der rechten Seite O steht. Aus
dem ersten und vierten Glied kann man (1 — x) und aus dem zweiten und dritten
Glied !
1-n

der Gleichung hat. Den Bruch

n ausklammern:

(l—x)(l + 1)+ L 2n’x = 1) = (2x — 1)] = 0.

l—n 1+n 1-nt

+ in der Form
-n l+4+n —-n

Indem man

5 schreibt und mit dem Haupt-



nenner multipliziert, erhdlt man die

3
Lisung: x = -.
& 4

140. Man formt die Gleichung so um, daB alle Ausdriicke, die x enthalten, auf der
linken und alle iibrigen Glieder auf der rechten Seite stehen. Dann werden auf

beiden Seiten alle Glieder auf den Hauptnenner gebracht:

Gab+ D@+ 1)’ —Qa+D) _3aba+ 1)’ +a

a(@ + 1)° (@a+1y
oder
3ab(a + I)z+a2+2a+l—2a—1x_a[3b(a+l)2—¥a]
a(a + 1)* (a+ 1)°
af3b(a + 1)* + a]x _ a[3b(a + 1) + q)
aa + 1)? @+
Man kiirzt und erhilt die
Losung: x = 4 .
a+1

141. Man formt die Gleichung wie in Aufgabe 140 um und erhiilt:
ab[3c(a + b)* + ab] _ a[3c(a + b) + ab]
(a+b)? a(a + b)*
ab
a+b

Losung: x =

142. Der Hauptnenner ist (a + b)? (a — b).

Lésung: x = M

mz . . mz
143. Den Bruch —; 5 schreibt man in der Form — —
m — 2z N zZ —m

7
Man multipliziert anschlieBend mit dem Hauptnenner

mz(z2 — m?)
und erhilt nach dem Zusammenfassen:

m?z? — 4m3z = 0.

Die Gleichung hat zwei Wurzeln: z, = 0, z, = 4m.
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4.

145,

146.

147.

110

Eine entsprechende Untersuchung zeigt, daB z = 0 nicht Lésung sein kann, da
im Nenner des ersten und des dritten Summanden der Wert 0 auftritt. (Division
durch Null ist nicht méglich.)

Die Wurzel z = 4m ist brauchbar, da keine Division durch Null auftritt.

Losung: z = 4m
Man multipliziert mit dem Hauptnenner b* — x? und erhalt

2x(a® + b — 2ab) = 2a® ~ b?).

Dann ergibt sich x = ﬂ'—é .
Der Nenner b* — x? wird fiir x = 2 +b nicht Null, also ist x Losung.
a-— .
Lisung: x = a__+b
a—b>b

. 2
Man multipliziert mit dem Hauptnenner (x* — a*)(x + n) und erhilt x = z.
a
Die Nenner werden fiir dieses x nicht gleich Null, d. h., x ist Lésung der Glei-
chung.
nl
Losung: x = —
a

Man schreibt: x + a”! = x + 1 Durch Umformen erhilt man:
a
2, 2
ax+1 ax+1

=
>

Nun wird durch ax + 1 gekiirzt, und es ergibt sich x = 2a.

Bemerkung: Das Kiirzen durch ax + 1 ist nur méglich fiir ax + 1 % 0. Fir
x = 2a gilt aber: ax + 1 = 2a% + 1 > 0. Die erhaltene Losung ist also brauch-
2a . 2
x—2a'x—2a
kiirzt durch x — 24, so erhdlt man x = 2¢. Dann ist x nicht Losung, da

2a
und
x—2a x —2a
Die genannte Gleichung

bar. Wenn zum Beispiel die Gleichung

= J—; vorliegt, und man

fiir x = 2a nicht definiert sind.
2
x—2a x—2a

= )_Zc hat keine Losung.
Lésung: x = 2a
Die Gleichung wird zunidchst umgeformt in

a+x a—x _ 3a
@ +x*+ax d+x*—ax  x@* +ax +x%)




148,

149.

150.

151

Der Hauptnenner der linken Seite ist

(l[a® + x?] + ax) ([@* + x*] — ax).
Man e;hﬁlt

[a® + x2)* — (ax)? = a* + a®x? + x*.

Folglich gilt:
24° _ 3a
@ + & +x* x(@* + ax + x)

Lisung: x = —
Man formt die'Gleichung so um, daB alle Glieder, die x enthalten, auf der
linken Seite, alle anderen auf der rechten Seite stehen:

@@=b—1)Vx=(a* - b*) — (a + b).
Man zerlegt nun die rechte Seite in Faktoren und erhilt

(@-b-DVx=@+ba-b-1)
\/J_C=a+b.

\/— x geniigt den Bedingungen (I) der Vorbemerkungen nur, wenn a + b = 0ist.
Fir a + b < 0 existiert keine Losung.

Lésung: x = (a + b)?, wobei a + b = 0 gilt.

oder

Nach dem Multiplizieren mit dem Hauptnenner und einer Umformung erhdlt
man:
2x? + 6ax + 3a* = 0.

Lésungen: )
a3-3 __ _a/3+3
e R A

Der Hauptnenner ist 4(x + b) (x — b). Nach einer Vereinfachung erhélt man

12x? — 4bx — b* = 0.
Lésungen:

X _é' Xy = ——
1 2) 2 6

. Nach dem Multiplizieren mit dem Hauptnenner (x — a)? erhilt man

(x — @) — 2a(x — a) + (@ - b?) = 0.
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Diese quadratische Gleichung fiihrt auf
x—a=atb

und schlieBlich auf die

Lisungen:
x; =2a+ b; x, =2a—b.

152, Man multipliziert mit dem Hauptnenner bc*(a — 2b) und erhilt:

(cx)* = (a — 2b) (cx) — b(a — b) = 0.

Diese quadratische Gleichung fithrt auf

cx=(a—22b)ia

und schlieBlich auf die

Lésungen:

Xy = s Xy = —-.
¢ c

153. Nach dem Multiplizieren mit dem Hauptnenner erhélt man die Gleichung

4x(x — a) + 8x(x + a) = 54
oder

12x2 + dax — 5a* = 0.
Losungen:
Xy = f; X2 = _da
2

6
154, Der Hauptnenner ist n(nx — 2). Nach Umformung erhilt man:

m—1Dx2=2x—(mn+1)=0.
L()'sungen."
n+1
n—1

XL = 3oxp=—1

155. Man multipliziert mit dem Hauptnenner a(a — x)* und erhalt:
@+ Dx*—2ax+(@@a—-1)=0.
Losungen:
a—1

x=1; x,=
a+1
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156. Man multipliziert die Gleichung mit dem Hauptnenner (x — a)? und erhlt
(x — a)? — 2b(x — @) — (a* = b*) = 0,

x—a=bxa.
Losungen:

x;=2a+b;, x,=0b

157. Der Hauptnenner ist nx(x — 2) (x + 2). Nach dem Umformen erhilt man die
Gleichung

x2—Q2—-nx—(Qn* +4n) =0.
Losungen:
xy=n+2; x=-2n
158, Erstes Verfahren: .
Nach dem Multiplizieren mit dem Hauptnenner erhilt man die Gleichung
x*+(@—-2n—2a+nx—(a—2n)Q2a—n)=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung kann man sofort finden, wenn man beachtet,
“daB das absolute Glied gleich dem Produkt der Ausdriicke —(a = 2n) und
(2a — n), der Koeffizient von x gleich der Summe dieser Ausdriicke mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen ist.

Zweites Verfahren:
Man subtrahiert auf beiden Seiten 1 und macht gleichnamig:

a+x—=2n_a-2n+x _
2a—n x

(a—2n+x)( ! ——l)=0.

0

2a—n x
Daraus folgt:
Na—-2n+x=0, x;, =2n-a;
1

2a—n
Lésungen:

2)

—1=0, X, =2a—n.
x

xy=2n—a; x,=2a-—n
159. Zunichst wird die Gleichung umgeformt in
m=1)2x2—an—-NDx+@-1=0.
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Setzt man nun (n — 1) x = z, so kann man schreiben:

2—az+@—-1)=0

a, a-—-2
Zl.z=ii >
zi=a—-1
z, =1
Folglich gilt:
m—Dx;=a-1
x_a—l
TTa—1
n-1)x,=1
= 1
. a1
Ldsungen:
x_a—l_ o = 1
1 n—), 2 —

160. Der Nenner der linken Seite ist gleich (@ — x)2. Multipliziert man beide Seiten
der Gleichung mit diesem Nenner, so erhélt man:

(-5 - = -6

Radizieren beider Seiten fithrt entweder auf

z_a—x_ a

3 x a+b
oder auf

2a-x_ _ _a

3 x a+b
Losungen:

xl=2a(a+b); \x2=2a(a+b)
Sa + 2b 2b-a

161. Man formt zuerst den Ausdruck
A4+ax)>—(@+xP?=1+a*—-a® - x?

um und schreibt die rechte Seite als Produkt: (1 — x2) (1 — @?). Damit erhilt
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die gegebene Gleichung die Form

ab
x+ 1) = .
x( ) @ b7
Lésungen:
b
X, = Xy =

b-a ° a-b

162. Das Trinom ax? + bx + ¢ wird wie folgt in ein Produkt linearer Faktoren

163.

8*

zerlegt:
ax? 4+ bx + ¢ = a(x — x,) (x — x;),

wobei x, und x, die Wurzeln der Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 sind. Im ge-

gebenen Falle gilt: a= —3; x;, =7 und x;, = _l(_)' Man erhilt damit
11x — 3x2 + 70 = —=3(x — 7)<x + 1_30_>
Lasung: (1 — x) (3x + 10)

gilt, liegt die Vermutung nahe, daB

b a@—b _(@a+b)@a-b
a ab ab b
sich die gegebene Differenz als ein Produkt mit den Faktoren at

a-b

und

a
(ihre Summe ist gleich g + l-’) darstellen 1iBt. Es muB jedoch noch
a

geklart werden, ob es sich dabei um die einzige Lésung handelt.
Nehmen wir an, # und v seien die gesuchten Faktoren. Sie erfiillen dann nach
Voraussetzung die Gleichungen:

w = und u+v=-+

.

a_b
a

oI
SRS

Daraus folgt, daB » und v Wurzeln der quadratischen Gleichung

2ot (0-8) =0
b a b a
sind. In den Losungen dieser Gleichungen tritt in den Ausdriicken fiir # und v

sungen dieser Gleichur
dasRadikal\/f+13 4?28 aut.
b a \b a

Da die Aufgabenstellung nur rationale Lésungen zuldBt, muB man versuchen,
die Wurzel zu ziehen.
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2 2
Dazu schreibt man statt (g + é) den Ausdruck (g - é) und fiigt zum
a a

Ausgleich 4'Z;b, d.h. 4, hinzu. Unter der Wurzel. erhilt man so das
“a .
Quadrat eines Trinoms [(g - l-’) - ] .
a

b_a+b, a—b
Losung -——=—
b a a b

164. 15x3 + x? — 2x = x(15x% + x — 2).

Die Wurzeln der Gleichung 15x* + x — 2 = 0 sind x, = %;xZ = —% . Daraus
folgt

15%* +x —2 = 15( —§>(x+§>=(3x- 1) (5x + 2).
Antwort: x(3x — 1) (5x + 2)

165. Erstes Verfahren:
Man stellt die Summe 2x* + 4x? + 2 als Produkt 2(x? + 1)? dar.

Zweites Verfahren:

Man ordnet die Glieder des Polynoms nach fallenden Potenzen von x,und stellt
4x? dar als 4x* = 2x2? 4 2x2, Nachdem die ersten und letzten drei Glieder um-
geordnet wurden, erkennt man, daB sich die Summe wie folgt als Produkt dar-
stellen 14Bt:

Antwort: (x* + 1) (2x* + x + 2).

165a. Indem man die linke Seite der Gleichung in (1 — x2)? + 4x? umformt, erhlt
die Gleichung die Form:

(1 =x%)? —4x(l — x?) + 4x2 =0
[ - x?) - 2x]* = 0.
Losungen: x; = —1 +\/§; X, = —1-— \/E
166. Die Produktform der gesuchten Gleichung lautet:
(-
Antwort: abx* — (@®> + b¥)x +ab =0

167. Nach dem Satz von VIETA ergibt die Su.mme.der Waurzeln x, und x, der Glei-
chung x2 + px + ¢ = 0 den Faktor —p und ihr Produkt das absolute Glied g.
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Im vorliegenden Fall gilt:

( L, 12)=(—2)~10__@
P=\lo—v7z2 10+ 100-72 28
g=—L .t __1
10-v72 10+V72 28
, 20 1
XX —-=x+—==
28" 28

Losung: 28x* —20x + 1 =0
168. Diese Aufgabe wird analog zur vorangegangenen Aufgabe gelost.
Antwort: bx* — 2av/ax + a* =0

169. Nach dem Satz von VIETA gilt x, - x, = 12, und nach Voraussetzung gilt
x; — x; = 1. Aus diesem Gleichungssystem kann man x; und x, (4 und 3
oder —3 und —4) bestimmen. Man findet p = —(x; + x;).

pi=T7 pa=-1

Um x, + x, zu berechnen, ist es jedoch nicht nétig, x; und x, einzeln zu be-
stimmen. Man kann auch folgendermaBen vorgehen:

(%1 + %)% = (x; — x;)% + 4x;x, = 12 + 412 = 49.
Daraus ergibt sich sofort p = —(x; + x,).
Losungen: p, =17; p, = =1
170. Nach dem Satz von VIETA gilt X, -x;, = é, und nach Voraussetzung gilt

x; — x; = 1. Weiterhin erhdlt man wie in der vorangegangenen Aufgabe

X, + Xy = i\%. In Verbindung mit der zweiten Gleichung nach dem Satz

von VIETA x; + x; = _;, erhilt man schlieBlich die

Lisungen: k, = 3\/3; ky= -3 V5.
171. Nach Voraussetzung und nach dem Satz von VIETA gelten die folgenden Glei-
chungen:
W2 +x2 = 1,75 @ x,+x, = a*; () x; +x; = 3a.
Von den drei Unbekannten x;, x, und a soll @ bestimmt werden. Aus (2) und (3)
gewinnt man x} + xj = 74°.
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Setzt man nun in die erste Gleichung ein, so erhlt man 74> = 1,75.

.. 1
Losungen: a; = E; a, = —5

172. Nach dem Satz von VIETA gelten p + ¢ = —p und p-¢q = g. Dieses System
hat zwei Losungen

Lpy=0; ¢.=0
2.pp=1; g=-2.

Im ersten Fall erhilt man die Gleichung x* = 0, im zweiten Fall die Gleichung
x24+x-2=0.
Lésungen:
Dpy=0; ¢.=0
p=1; gg=-2
173. Die Wurzeln der gesuchten Gleichung seien
x
Y1 =ﬁ und y, =22
X3 X3

- Die Summe y; + y, wird nun durch die Koeffizienten a, b und ¢ der gegebenen
Gleichung ausgedriickt. Dazu bringt man die rechte Seite der Gleichung

2 2
xi + x
Yty ="
X1X2
auf die Form .

(xy + x,)° = 2x,%,
X%,

b . c
und ersetzt (x; + x,) durch —- sowie x, *x, durch -:
a a

b* — 2ac
W + Y=
ac
Auflerdem gilt:
X1 X,
Yiy2 = 2.2 =1,
X3 Xy

Damit kann die Normalform der gesuchten Gleichung aufgestellt werden:

2
ac

Antwort: acy* — (b* — 2ac)y + ac =0
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174. Die Aufgabe kann man wie die vorige 15sen, es ist aber besser, den folgenden
kiirzeren Weg einzuschlagen.
Im ersten Falle sind beide Wurzeln der gesuchten Gleichung gleich den doppelten
Wurzeln der gegebenen Gleichung.
Daraus folgt, daB man die Unbekannte y, die doppelt so groB ist wie die Un-
bekannte x, bestimmen muB. Die Unbekannte x erfiillt die Gleichung

ax* + bx + ¢ = 0.
Aus der Voraussetzung y = 2x erhilt man x =J—; und, in die gegebene Glei-
chung eingesetzt,

o ()

Im zweiten Falle gilt x =

<o

Die Gleichung lautet dann:

a(i)z +b(l> +¢=0
J.
Antworten:
Day* +2by + 4c=0
2) cp*+by+a=0

175. Erstes Verfahren:
(Vergleichen Sie auch mit der Losung der Aufgabe 1731)
Es gilt:
y‘l + )y, = X3+ %3 =00 + x:)3 = 3xpx,(x; + X2).

. b ‘
Ersetzt man hier x; + x, durch —- und x, * x, durch E, so erhilt man
a a
b® — 3abe
Nty =—7—.
a
3

Weiterhin gilt y; -y, = (x;x,)° = c_a,

8

wodurch es méglich wird, mit Hilfe des Satzes von VIETA die gesuchte Glei-
chung zu ermitteln,

Zweites Verfahren:

(Vergleichen Sie auch mit der Losung der Aufgabe 174!) .

Die Voraussetzung liefert hier y = x*, also x = ¥/y.

Man setzt in die gegebene Gleichung ein und erhilt:

aVy* + by = —c.

o
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Um die Wurzeln zu beseitigen, erhebt man beide Seiten der Gleichung in die
dritte Potenz und formt die Summe

36V Yy + 3a Y6 Yy
zum Ausdruck 3aby[a(i/ ;)2 +5Y 3] um.
Die Summe in der Klammer ist gleich —ec.

Antwort: a®y* + (b® — 3abc)y + c® =0

176. Die Normalform einer Bestimmungsgleichung n-ten Grades habe die Wurzeln
X1y X35 vy Xn. In Produktform lautet diese Gleichung:

(x=x)(x—%x2) 0. (x=x,) =0,

Eine biquadratische Gleichung hat immer zwei Wurzelpaare, von denen je
ein Paar entgegengesetzte Vorzeichen und gleiche Absolutbetrige hat. Wenn
man x; = —x; und x, = —x, setzt, kann die biquadratische Gleichung auf
die Form

F—x)F=x)(x+x)(x+x)=0

d.h.

P =xD* -x) =0
oder .

=+ xH)x+xxi=0
gebracht werden.

Nach Voraussetzung gilt: x} + x2 4+ (=x,)* + (=x,)* = 50,
X1 %2(—x;) (—x;) = 144.

Daraus folgt:
x4+ x2=25 und xix} =144,

Antwort: x* — 25x* + 144 =0

177. Wenn eine algebraische Gleichung mit einer Unbekannten und reellen Koeffi-
zienten eine komplexe Wurzel a + bi hat, dann tritt stets die dazu konjugierte
komplexe Wurzel a — bi auf. Im vorliegenden Fall sind deshalb sofort die beiden
Waurzeln der gegebenen Gleichung bekannt, ndmlich 3 + i \/g und 3 — i\/ 6.
Mit Hilfe dieser Wurzeln werden nun die folgenden Umformungen durch-
gefiihrt. ‘
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Nach dem Satz von Bezour ist die linke Seite der Gleichung ohne Rest durch
x—-Q@3+ i\/g) und x — (3 — i\/g) teilbar. Demnach muB die gegebene
Gleichung auch durch das Produkt
[c = 3) — i/61[(x = 3) + iv/6].= x2— 6x + 15
ohne Rest teilbar sein, Fiihrt man die Division durch, so érgibt sich 4(x? — 3).
Also 148t sich die linke Seite fler Gleichung wie folgt in zwei Faktoren zerlegen:
4x* — 24x3 + 57x% + 18x — 45 = (x* — 6x + 15) (4x2 — 3).
Man erhilt zwei quadratische Gleichungen
x> —6x+15=0 2)4x* -3 =0,

Die erste liefert die schon bekannten Wurzeln, die zweite die beiden fehlenden
V3 NE)
;X —.

Lojsungen:

x1=3+i\/g; x2=3—i\/6; x3=é; x4=—§

178. Man setzt x = 2 in die Gleichung ein und erhilt
- 623 —-7--22‘— 162+ m=0,"
woraus m = 12 folgt. Damit erhidlt dic gegebene Gleichung die Form
6x3 — Tx? — 16x + 12 = 0, wobei eine der Wurzeln den Wert 2 hat. Nach

dem Satz von BEzour ldBt sich die linke Seite der Gleichung ohne Rest durch
(x — 2) dividieren. Man erhilt so 6x + 5x — 6.

Die gegebene Gleichung liegt dann in der Form (6x2 + 5x — 6)(x — 2) =0
vor.

Die restlichen Wurzeln sind Wurzeln der Gleichung
6x% + 5x - 6=0.
Lésungen:

2 3
m=12; x;==; Xx3=—=.
2 3 3 2

179. Man setzt in die gegebene Gleichung x; = 2 und x, = 3 ein. (Vergleichen Sie
auch mit der Aufgabe 178!) Man erhélt 4m + n = 10 und 9m + n = —15.
Dieses Gleichungssystem hat das Lésungspaar m = —5; n = 30.

Die Gleichung lautet

2x3 — 5x2 — 13x + 30 = 0.
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Die linke Seite dieser Gleichung 148t sich sowohl durch (x — 2) als auch durch
(x — 3) und deshalb auch durch (x — 2) (x — 3) dividieren:

x=-2(x-=3)2x+ 5 =0.

Die Wurzeln sind x, = 2; x, =3; x3 = _;

Lésungen:

m= —35; n=30; x,,=—§
2

180. Eine quadratische Gleichung x* + px + ¢ = 0 hat dann und nur dann gleiche
N 2
Waurzeln, wenn der Wert der Diskriminante (g) — ¢ gleich Null ist.

Im gegebenen Fall muB (a \/a2 —3)*-4=0sein, d h a*—3a2-4=0.
Diese biquadratische Gleichung hat zwei reelle Wurzeln (¢, = 2 und a, = —2)
und zwei komplexe Wurzeln (a; = i und a, = —i).
Unter Verwendung der reellen Wurzeln! erhélt man

X2 +4x+4=0 und x*—4x+4=0.
Die erste Gleichung hat die Wurzeln x; = x, = —2, die zweite die Wurzeln
Xy =X, =2.
Lisungen:
a=2 und a= -2
180a. Die Wurzeln der Gleichung sind
Xjpo=mtvVm —m? +1=mz 1.
Nach Voraussetzung gelten folgende Ungleichungen:

-2<m+1<4 ~-3<m<3
oder
-2<m-1<4 —-l<m<35.

Losung: —1<m<3

181. Man isoliert einen Wurzelausdruck, z. B. den ersten, und erhilt so

Vy+2=2++y-—6.

AnschlieBend quadriert man beide Seiten der Gleichung. Nach dem Ordnen
gleichnamiger Glieder und nach dem Zusammenfassen erhilt man die Gleichung

»—6=1,woriny = 7 ist.

1 Es wird vorausgesetzt, daB die Koeffizi der b Gleich reelle Zahlen sind.
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Die Probe zeigt, daB diese Losung Wurzel der Gleichung ist.

Losung: y =1

Bemerkung 1: Hier und im ‘folgenden setzen. wir bei quadratischen und bei
vierten Wurzeln (b = V;, n = 2; n = 4) voraus, daB die Ungleichungen a = 0
und b = 0 erfiillt sind.

Vergleichen Sie dazu die einleitenden Bemerkungen am Beginn der Losungen

des Kapitels 2! Beziiglich der ungeraden Wurzeln vergleichen Sic mit den Be-
merkungen zur Aufgabe 209!

Bemerkung 2: Die Probe wird durchgefiihrt, um unechte L&sungen von echten
Losungen unterscheiden zu kdnnen (erstere kdnnen beim Quadrieren der beiden
Seiten der Gleichung entstehen). Im gegebenen Falle gibt es keine solche
Scheinlésung. Quadrieren wir beide Seiten der Gleichung

Vy+24+Vy—6=2,

so stellen wir fest, daB nur hinsichtlich der Vorzeichen Unterschiede zu oben
genannten Gleichungen auftreten. Der Losungsgang ist dem vorangegangenen
analog. Wir erhalten

Vy—6=-1.

Wenn wir diese Gleichung quadrieren, erhalten wir ebenfalls y = 1. Diese
Losung erfiillt nicht die Gleichung

yr2+y—6=2.

Es gibt fiir diese Gleichung iiberhaupt keine Losung. Bei dieser Aufgab€ er-
kennt man den Sachverhalt auch ohne Probe, weil ohnehin ersichtlich ist, daB

+/y — 6 nicht gleich —1 sein kann (s. Bem. 1). In anderen Fillen (s. Aufg. 184
u. 190) ist ohne Probe nichts zu erkennen.
182. Diese Aufgabe wird wie die vorige gelost.
Lisung: x = 6
183. Man isoliert den ersten Wurzelausdruck, quadriert, ordnet und erhilt
x — 1= 2+/x — 1. AnschlieBend wird noch einmal quadriert. Es ergibt sich
(x—1D?—-4x-1)=0.

Diese Gleichung wird durch (x — 1) dividiert. Man iiberzeugt sich davon, daB
x = 1 eine der Wurzeln der Gleichung ist. AuBlerdem erhilt man eine zweite
Wurzel, und zwar x = 5.
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184.

185.

186.

187.

188.

124

Es ist auch méglich, die Klammern zu beseitigen und anschlieBend die qua-
dratische Gleichung zu 16sen. Die Probe zeigt, daB beide Losungen richtig sind.

Losungen:

x=1; x,=5
Verfihrt man wie im vorigen Falle, so erhidlt man aus x + 22 = 7\/3x—-2
die Gleichung x2 — 103x + 582 = 0 mit den Wurzeln x, = 6.und x, = 97. Die

gegebene Gleichung wird nur durch die erste Losung erfiillt. Die zweite Losung
ist unecht. (Diese Losung erfiillt die Gleichung

Vi3x—-2—=-4x+3=17,

die sich von der gegebenen durch das Vorzeichen zwischen den Wurzeln unter-
scheidet.)

Losung: x = 6
Die Aufgabe wird wie die vorige gelost. Von den Losungen x; = —1 und
x, = 3 ist nur die erste verwendbar.
Bemerkung: x = 3 ist Losung der Gleichung
~Vrrl+Vxri=1.
Losung: x = —1
Losungen:
Xy =34; x,=2
Losung: x = 4
Beide Seiten der Gleichung werden ins Quadrat erhoben, und man erhfi]t_ nach
einer Umformung die Gleichung
xVx* +24 —x* -2 =0.
Diese zerfillt in zwei Gleichungen:
x=0 und +/x*+24—x-2=0.

Die zweite Gleichung hat x, = 5 als L8sung. Fithrt man die Probe durch, so
erhilt man die Bestitigung fiir die

Losungen:

x; =0; x,=5.



189.

190.

191.

192,

Die gegebene Gleichung bringt man auf die Form

1 1 1 1 /4 2
S -=-4 - -+ 5
x 3 9 xV9 «x
Beide Seiten der Gleichung werden quadriert und anschlieBend wird mit x2

multipliziert. (Man beachte, daB durch das Multiplizieren mit x> die Gefahr
besteht, die unechte Losung x = 0 einzufithren!) Man erhilt die Gleichung

1+2x=x\/‘3+%.
3 9 x

Durch abermaliges Quadrieren ergibt sich die

. 3
Lisung: x = =,
& 4

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit \/ (x + 2)(x + 3), so erhilt
man

V=5 +)+VEx-)E+2)=1.

Der weitere Losungsweg kann wie in Aufgabe 181 entwickelt werden. Man
stoBt auf die Gleichung v/ (x — 4) (x + 2) = 4 und gewinnt die beiden Wurzeln:
x, = 6 und x, = —4. Die Proben zeigen, daB x, die Gleichung nicht erfiillt,
denn dieser Wert fiihrt zu der widerspriichlichen Aussage

V2= -1Va
2 2
Losung: x = 6
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit dem Nenner, so ergibt sich:

Vo164 Va2 —9=1.

Diese Gleichung hat zwei Losungen: x; = 5 und x, = —5. Fir x = —5 hat

jedoch der Ausdruck +/x — 3 keinen Sinn mehr. (Vergleichen Sie auch mit
der Bemerkung zur Aufgabe 181!)

Losung: x = 5§
Man bringt die linke Seite der Gleichung auf den Hauptnenner:

3x—5\/x’+x=

3
—x x
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193.

194,

Daraus folgt:

3+ ) = 55 1 D).
Nach dem Quadrieren ergibt sich:

Ix + 1) ~25(x+ Dx=0

(x+ D9+ 1) —25x] = 0.

Lésungen:
X ==1; x, = 1_6
Die Aufgabe wird in der gleichen Weise wie Aufgabe 192 geldst.
Losungen:
Xy =2; x,=-16
Man quadriert beide Seiten der gegebenen Gleichung. Nach einigen Um-

formungen erhélt man:
Vs —x =1

Beim Quadrieren besteht die Gefahr, eine fremde Wurzel einzufithren. Es
handelt sich dabei um die Wurzel, die die Gleichung, die sich von der
gegebenen durch das Vorzeichen der rechten Seite unterscheidet, erfiillt. Die

Gleichung /28 — x = \/:l hat eine Losung: x = 21. Sie ist brauchbar, weil

Va1 +v2 > V27 -V

gilt.
. Losung: x = 21
Man formt die Gleichung folgendermaBen um:

195.

126

Vx+\/——\/x—\/_=~—ﬂ—_.

2Vx + \/ x
AnschlieBend multipliziert man mit dem Nenner der rechten Seite. Dabei be-
steht die Gefahr, daB die unechte Losung x = 0 eingefiihrt wird, da der Nenner
fiir x = 0 zu Null wird. Weitere fremde Wurzeln konnen nicht auftreten, weil

die Gleichung \/ x + +/x =0 als einzige Losung x = 0 zuliBt. (Verglcichén
Sie mit der Losung der Aufgabe 143!) Nach dieser Vorbetrachtung ergibt sich

22V —x—Jx=o0.

Eine der Wurzeln dieser Gleichung ist gleich Null. Diese Losung ist aber unzu-
lassig, da die rechte Seite der gegebenen Gleichung fiir x = O nicht erklért ist.



196.

Man klammert \/ ; aus:
Vravr-2v/x—1-1)=0.
Fiir die Gleichung 2\/ x—2 x—1~1=0(Vgl. Sie mit der Lésung der

Aufgabe 181!), erhdlt man die Losung x = 2;—2 . Die Probe bestitigt das Re-
sultat.

25
Losung: x = —
o 16

Zuerst macht man den Nenner der linken Seite rational. Zu diesem Zweck
wird die linke Seite mit /27 + x 4+ +/27 — x erweitert, und es ergibt sich:

2T+ x+ V21—

2x X
oder nach Vereinfachung
27+\/272—x’_2_7
x x
Lésungen:
x3 =27; x,=-27
Die Losungen x; = 27 und x, = —27 sind beide verwendbar.

Man isoliert den Wurzelausdruck, quadriert beide Seiten und erhilt

x* — 2ax = —x\/x2 + a*.

Diese Gleichung hat die Wurzel x; = 0. Um auch die anderen Wurzeln zu

ermitteln, dividiert man beide Seiten durch x. (Das ist mdglich, weil dabei
x # 0 ist.) Danach werden wiederum beide Seiten quadriert, und man erhélt:

X =2a
2 n .
Bei der Probe kann man zu der irrigen Annahme kommen, daB x, = 0 und

X, = %a stets die gegebene Gleichung befriedigen.

Mit Hilfe eines Zahlenbeispiels kann der vorliegende Fall besser verstindlich

gemacht werden.
Wenn g = —1 ist, bekommt die gegebene Gleichung die Form

x=—1—V1—x\/x2+1.
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Weder x; = 0 noch x; = Za = —i erfiillen diese Gleichung, denn es gibt in

diesem Falle gar keine Losung.
Ahnlich verhilt es sich auch mit anderen beliebigen negativen Werten von a.

Die Fehlerquelle liegt darin, daB der Wert +/ a® nur dann gleich a sein kann,
wenn a = 0 ist. Fiir @ < 0 gilt némlich /a? = —a, z. B. //(=3)? = —(=3).
Die richtige gemeinsame Formel (s. Vorbemerkung zur Aufgabe 119, Nr. 3)
lautet: \/;1‘2 _ I"I'

Benutzt man diese Formel, so findet man, daB fiir x, = 0

a-— \/:1; =a - |d
wird. (Die linke Seite der Gleichung ist dann gleich Null). Fiir @ = 0 ist diese
Differenz gleich Null, fiir @ < 0 ist sie jedoch gleich 2a.
Daraus folgt:
Wenn a = 0 ist, dann ist x, = 0 Losung der Gleichung; wenn a < 0 ist, dann
erfiilllt x; = 0 nicht die Gleichung. Analoge Betrachtungen treffen auch fiir

X, = 3 a zu
2 4 o 3
Lisung: Fir a 2 0 sind x; =0 und x, = Za Losungen der Gleichung.

Fiir a < 0 existieren keine Lsungen.
198. Schreibt man die gegebene Gleichung um, indem man Potenzen mit negativen
Exponenten vermeidet, so erhilt die Gleichung die Form*:

2

\/ 1+(%) =2
a a_1

x

a

7\ 4’
1+(—) +
a

1 In der ersten Auflage (gemeint ist die sowjetische Ausgabe — Die Red.) begingen die Autoren be-
dauerlicherweise einen Fehler. Auf ihn soll an dieser Stelle rechtzeitig aufmerksam gemacht werden.

a

. . . . a4 xt—-x 1

Es handelt sich darum, daB die Gleichung (1) in die Form = verwandel
@ +x2+x 4

wurde. Dieser Fehler entstand folgendermaBen: In der Gleichung (1) wurde die linke Seite mit a

3 .
erweitert und dann g als Faktor unter die Wurzel genommen: a \/ 1+ (f) = ./a? 4+ x2. Die
a )

Gleichung gilt aber nicht fiir @ < 0. In diesem Fall erhdlt man ndmlich:

a\/ \/_\/1+ _—\/a2+x

Die obige Umformung fiir @ < 0 war also fehlerhaft.
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Erstes Verfahren:
Man multipliziert mit dem Nenner:

2
3.1 +(’-‘) =s%
a a

Die linke Seite der Gleichung ist positiv, also muB es auch die rechte sein.
Durch Quadrieren erhélt man

x\> 9 x 3
~) == oder -==-.,
a 16 a 4
(Der Wert -% kommt nicht in Betracht, weil = > 0 ‘gilt.)
a

Zweites Verfahren:
Man macht den Nenner der linken Seite rational:

2 2
\/ L (Y 5T 2L
a a 4
Der Ausdruck in der Klammer kann nicht negativ sein, deshalb ist
2 2
1+§ _J_c=1 oder \/1+§ =1+'E_
a a 2 a 2 a

Nun wird quadriert, und es ergibt sich:

3
Losung: x = -a
€ 4

199. Man 16st die Gleichung wie die vorangegangene Aufgabe. Verwendet man
dabei das zweite Losungsverfahren, so findet man

W1+ a%* —ax)® = iz
¢

Der Ausdruck \/ 1 + a?x? — ax ist immer positiv.
Deshalb gikt /1 + @ — ax = -, d.h. v/1 + a2 = ax + L. Nun wird
quadriert, und es ergibt sich: lel

le)* =1 -1

X =-——— oder x = .
2a]c| 2ajc|

9 [003101) 129



2
-1 .
eingesetzt, und man findet:

Probe: Es wird x =
2 2 —- 2 2 2
l+azx2=4c +(c2 1)=(c +1).
4c 4c?
Beriicksichtigt man ferner, daB ¢ + 1 stets positiv ist, so erhilt man:
J1 + a2 = .chl .
2|c]

Die weitere Rechnung zeigt, daB die gegebene Gleichung stets nach dem Ein-
setzen der ermittelten Losung erfiillt wird.

" P’ -1 "
Lésung: x = ; d.oh.fire>0
2d]c|
cz
= und fiirc < 0
_1- c?
2ac

200. Man klammert im Zihler und Nenner der linken Seite der Gleichung \/ x+c
aus und kiirzt anschlieSend!:

\/x+c+~/x—c=9(x+c)

Vx+e—-+x-c 8¢
Danach macht man den Nenner auf der linken Seite der Gleichung rational
und erhilt nach einer Vereinfachung:

8/x2 —c?=x+ 9,
5S¢ 29
X == X;= ——¢C.

3 21
Die Probe zeigt, daB beide Werte fiir ¢ > 0 die Gleichung erfiillen, wihrend
es fiir ¢ < 0 nicht der Fall ist.
Lasung: Fiir ¢ > 0 ergeben sich die Losungen
5 29
x;==-¢ und x,=-—-—c.
3 21
Fiir ¢ £ 0 hat die Gleichung keine Lésung.

1 Wenn man 4/ x + ¢ ausklammert, so setzt man x = — ¢ voraus. Wiirde man bei der Losung der
umgeformten Gleichung x = — ¢ erhalten, so wire klar, daB diese Lésung nicht verwendbar‘ist.
Aus dem folgenden Losungsweg geht aber hervor, daB eine solche Wurzel nicht auftritt.
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201. Den ersten Radikanden formt man folgendermaBen um:

202.

g*

x+3-4vr—1=@-D=4/x—1+4=(x-1-27
Der zweite Radikand vereinfacht sich analog zu

Wx—1-13p.
Die gegebene Gleichung liegt dann in der Form
M Nr-1-2+Wx-1-3=1

vor. (Siehe Vorbemerkungen zum Kapitel 2, Abs. 3!).
Es miissen drei Fille unterschieden werden:

LVx—1>3 Lvx—1<2 ML2g+/x—1%3.
Im ersten Fall 18t sich (1) folgendermaBen umformen:
Vr—1—-2+Vx—1=3=1 oder Vx—1=3.

Dieses Resultat steht nicht mit der Bedingung \/ x — 1 > 3 in Einklang.
Im zweiten Fall nimmt (1) die Form

—-Wx-1-2)—(Wx—-1-3)=1 oder vVx—1=2

an. Dieses Ergebnis geniigt ebensowenig der Bedingung \/ x—1<2.
Untersucht man den dritten Fall, so ergibt sich aus (1)

(3] Wx—-1=-2)-Wx-1-3)=1.

Die Gleichung (2) stellt eine Identitit dar, d. h., die Gleichung (1) wird von
allen Werten x, die im Intervall 2 £ +/x — 1 £ 3 liegen, erfiillt.

Da \/ x — 1 > 0ist, lassen sich alle drei Seiten der Ungleichung quadrieren:

5£x<10.

Die Losungen der gegebenen Gleichung liegen zwischen den Grenzen 5 und 10
(einschlieBlich der Zahlen 5 und 10 selbst). Sie alle erfiillen die gegebene Glei-
chung, weil sie der Bedingung III geniigen und damit auf die Identitit (2)
fiihren.

Losung: 5 < x £ 10

Man quadriert beide Seiten der Gleichung und veridndert die Gleichung so, daB
auf einer Seite O steht. Danach klammert man v/a + x aus:

\/a+x(4\/a—+_x+4\/a—x—-\/;)=0.
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Nun ist, wenn ein Produkt zweier Zahlen gleich Null ist, mindestens ein Faktor
gleich Null. Deshalb kann man annehmen:

1) Vva+x=0;
) 4va+x+4va—x—x=0.

Aus Va + x = 0 folgt x, = —a. Die Probe zeigt, daB die Losung fir a = 0
die gegebene Gleichung erfiillt. Fiir a < O verliert die Gleichung ihren Sinn,

da \/;——_:v imaginir wird. Aus der Gleichung

satrx+va-xn=+x "
erhilt man, wenn man sie wie die entsprechenden Gleichungen in den Auf-
gaben 183 bis 187 lost, den Wert x, = % (auBer der unzulidssigen Lésung
x = 0). Die Probe zeigt, daB der Wert x, = % unbrauchbar ist, d. h., die

zweite Gleichung hat iiberhaupt keine Losung. In diesem Falle sollte man
sich iiberlegen, ob die folgende Losungsmoglichkeit anwendbar ist:

Man schafft sich auf der linken Seite der Gleichung einen Bruch mit irrationalem
Nenner, indem man die Gleichung

arx+va-n=x

auf der linken Seite mit v a + x — \/ a — x erweitert. Es entsteht:

—'———“‘sx = X.
NErSNral

Diese Gleichung kann durch \/; dividiert werden, da x = 0 keine Wurzel
darstellt. Es geht also keine Lisung dabei verloren. Man erhilt

Vatx-va-x=8x

Nun subtrahiert man von dieser Gleichung die Gleichung
at+x+vVa—x= i \/;
und erhilt

2Va—-x= —Zl-\/;
4



203.

205.

Diese Gleichung ist widerspriichlich, da die linke Seite nichtnegativ, die rechte
Seite aber nichtpositiv ist. Wiirde man nicht darauf achten und beide Seiten

quadrieren, so erhielte man die unzulissige Lésung x = 160;42“5 .
Losung: Wenn a positiv ist, dann ist x = —a Losung der Gleichung.

Wenn a negativ ist, hat die Gleichung keine Lsung.

Hier kann man mit Erfolg das Verfahren, das in der Aufgabe 202 verwandt
wurde, anwenden, d. h. einen irrationalen Nenner einfiihren,
Lisung: x =0 ’

Ljsungen:
X, =a; X;= —b
2
Losung: x = (a_—4_l_)_ (firaz1)

Fiir @ < 1 hat die Gleichung keine Losung.

. Die gegebene Gleichung kann man auf die Form

3
Wat+' s
ax
oder (a + x)% = axé bringen. Man potenziert auf beiden Seiten mit g und

erhilt
' %

a+x=ax.

Daraus folgt fiir x der Wert x =

a -1
] 3
Probe: a+x = ; (a+x)é=_ a %;
a -1 (ai—l)
@nt_
ax 3
(- 1)
L6§ung:x=
a -1

Wenn —1 £ a S 1 gilt, hat die Gleichung keine Lsung.
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207.

208.

210.

134

Substituiert man v/x = z, dann gilt:
Va= @y =2
Die Gleichung erhilt dann die Form
z224z-12=0
mit den Wurzeln
zy=3; z;,=—4.
Da :/; positiv sein muB, ist die zweite Losung nicht verwendbar.
Losung: x = 81
Man setzt fir (x — 1)* das Zeichen z und verfihrt wie bei der Losung der
Aufgabe 207.

Losung: x = 17 '

. Wir fordern (siche Bedingung (I) der Vorbemerkungen) fiir i/ ;z = b, daB

a2 0 und b 2 0 sind. Unter dieser Voraussetzung 1aBt sich die gegebene
Gleichung in der Form 4 = —B (4 = 0, B = 0) schreiben. Bekanntlich wird
diese Gleichung nur fir 4 = B = 0 erfiillt. Also miiBte jede der Wurzeln fiir
ein und dasselbe x den Wert Null haben.

Der Radikand \/ 15 — 2x — 9istfiirx = —33 gleich Null, der andere Radikand
dagegen wird fiir keinen Wert von x zu Null, Also hat die gegebene Gleichung
keine Losung.

Beide Seiten der Gleichung werden in die dritte Potenz erhoben. Unter An-
wendung der Formel

(@ + b)® =a® + 3ab(a + b) + b3

erhélt man so:

x+3nex - )+ V2x - 3] + 20 - 3 = 12 — D).
Der Ausdruck in der eckigen Klammer kann auf Grund der gegebenen Gleichung
durch i/ m ersetzt werden:

Vx@x =3 126 = 1) = 36: - D).

AnschlieBend werden beide Seiten der Gleichung in die dritte Potenz erhoben
und so umgeformt, daB die rechte Seite gleich 0 wird.

(x — ) [12x(2x — 3) = 27(x — 1)*] = 0.



Daraus entnimmt man, daB entweder
(1) x—1=0 oder (2) 12x(2x — 3) — 27(x — 1)? = 0 gilt.
Man erhilt: x, = 1; x, = 3. Der Wert x; = 1 ist keine Losung, da m
fiir x, = 1 nicht erklart ist.
Lisung: x = 3
211. Diese Aufgabe wird wie die Aufgabe 210 gelost.
a+b

Losungen: x, = a; X, =b; x;3= _2_
Bemerkung: x, = a ist nur verwendbar, wenn b 2 a gewihlt wird (sonst ist die
zweite Wurzel nicht erklirt, ebenso die rechte Seite).

X, = b ist nur verwendbar, wenn a 2 b ist (denn sonst ist die erste
Wourzel nicht erklért, ebenso die rechte Seite).

+b

X3 = é ist nur fiir @ = b brauchbar, denn im Fall g # b wiirde auf

der linken Seite der gegebenen Gleichung jeweils ein Summand nicht
reell sein. Aus der notwendigen Gleichheit von a und b folgt x; = a,
was wegen x, = a unberiicksichtigt bleiben kann.

212. Setzt man v/x = z und damit 3/ ¥* = 2% in die Ausgangsgleichung ein, so erhilt
man 2z +z—-3=0mitz, =1;z, = —g. Der gefundene Wert z, = 3

kommt nicht in Betracht, weil dafiir die Gleichung i/ ; = z, nicht erklirt ist.
(Siehe Bedingung (I) der Vorbemerkungen!)

Losung: x =1

213. Die Aufgabe wird wie die Aufgabe 212 gelost. _
Substituiert man etwa y = :/; und damit y* = 3/ 2%, so erhilt man y, = 4,

fem e

V2= —; . Der negative Wert y, kommt wiederum nicht in Betracht.

Losung: z = 64
214, Man setzt z fiir \6/ a + x. Dann folgt:

Vatx=2 und Ya+x=2.

Losungen: x, = —a; x;=1-—a
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215. Man substituiert \/ +2 =z und demzufolge \/ x+2 = 1 Die Glei-
x+2 2x+2 z

chung wird umgeformt in 1222 — 7z — 12 = 0, und es ergeben sich die Werte:

z, = g; zZ; = —%. Den Wert z, = —‘-:: kann man nicht verwenden. (Vgl. Sie

hierzu mit der Bemerkung zur Aufgabe 181!) Fiir die Bestimmung von x erhélt
man also nur die Gleichung

f2x+2_4
x+2 3

Losung: x =17

216. Losungen: x, = 5; Xx; = —5

217. Man substituiert i/; = 7 und damit 3/%* = 2% x = 2%
Es entsteht die Gleichung
#-1 -1

4.
=1 z+1

Man kiirzt den ersten Quotienten durch z2 — 1, den zweiten durch z + 1 und
erhiltz2 —z — 2 =0.

Das Kiirzen des ersten Bruches ist jedoch nur fiir z2 — 1 % 0, das des zweiten
nur fiir z + 1 $ 0 moglich.

Von den beiden Wurzeln z, =2 und z, = —1 erfiillt eine die Gleichung
z + 1 = 0. Sie ist nicht verwendbar, denn fiir z = —1 ist i/_ = z nicht erklirt.

Losung: x = 8
218. Man setzt \/; = z und bringt die Gleichung auf die Form

Zz -4 = 22 _8 !
z+2
AnschlieBend kiirzt man durch z + 2 (siche Erklirung zur Aufgabe 217!) und

erhilt
22—2—-6=0; z;,=3; z;=-2.

Mit der zweiten Losung kann man nicht weiterrechnen, weil ersteris damit der
2
z"—4

Ausdruck unbestimmt ist und weil zweitens z nicht negativ sein kann

z+
(siehe Substitution).

Losung: x =9
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219, Hier kann man (im Gegensatz zur vorigen Aufgabe) durch Substitution nicht

220.

221.
222.

zum Ziel kommen.
Man formt die Gleichung um

Wa—xP + (Sx=bP __
\/a—x-i-\/x——b :

und kiirzt den Bruch mit \/a —-x+x=0b
(Das ist deshalb méglich, weil diese Summe fiir @ + & nicht gleich Null werden
kann.) Nach Vereinfachung erhlt man

Va@a—-x)(x—-5)=0.

Losungen: x; = a; xp=b

Die gegebene Gleichung bringt man auf die Form
ND _x<_*/2;" - L) -
Man entnimmt daraus, daB entweder

(1) V2=x=0 oder (2) YaZx 1 gilt.
2

Aus der Gleichung (1) erhiilt man x, = 2. Aus der Gleichung (2) erhdlt man nach
Multiplikation mit dem Hauptnenner

Va2 =x=2-+/x
die Losungen x, = Ound x; = 1—96

Losungen: x; = 2; X, =0; xs—%
Losung: x = 81

Wiirde man die Wurzel isolieren und anschlieBend beide Seiten der Gleichung
quadrieren, so erhielte man eine Bestimmungsgleichung vierten Grades. Durch
Anwendung eines Kunstgriffes kann man das vermeiden. Die Glelchuug wird
umgeformt in

V=35 + 5 +x2 =3+ 5=12.
Indem man nun +/ x% — 3x + 5 = z setzt, erhélt man
22+z-12=0.
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Vo;l den Losungen dieser quadratischen Gleichung kann nur die positive Losung
z = 3 verwendet werden.

Lisungen: x, = 4; x; = ~1
223. Hier konnte auch das Verfahren angewendet werden, das in Aufgabe 222 zum
Ziel fiihrte. Statt dessen kann hier vorher hachgewiesen werden, daB die Glei-
chung keine Losung haben kann. In der Tat ist die algebraische Summe
3x2 + 5 + 1 fiir jedes x groBer als 3x2 + 5x — 8.
Deshalb gilt die Ungleichung
Vx4 5k + 1> /3x% + 5x - 8.

Die linke Seite der gegebenen Gleichung wird fiir jedes x negativ, deshalb ist
die Gleichung nicht lésbar.

Antwort: Die Gleichung hat keine Losung.

224. Man bezeichnet einen der Radikanden mit z, zweckmiBig ist y2 + 4y + 6 = z.
Die Gleichung bekommt dann die Form: v/z + 2 + /z — 2 = \/Z
Nachdem man die Wurzel beseitigt hat, erhilt man z? = 4. Davon ist nur die
Losung z; = 2 verwendbar, denn fiir z, = —2 sind zwei Radikanden negativ.
Man 16st die Gleichung y* + 4y + 6 = 2 und iiberpriift die Losung.

Lésung: y = =2

225.! Man I6st die Gleichungen durch das Substitutionsverfahren. Aus der zweiten
Gleichung entnimmt man y = 6 — x oder x = 6 — y und setzt in die erste
Gleichung ein.,

Oft fiihrt folgender Kunstgriff schneller zum Ziel: Die erste Gleichung wird auf
die Form (x — y)* = 4 gebracht, wobei x — y = 2 oder x — y = —2 ist. Es
ergeben sich zwei Systeme:

Dx—y=2 IHx—-y=-2
x+y=6 x+y=6.
Lisungen: 1) x; = 4; y; =2 Dx,=2; y,=4

226. Man bringt das gegebene System auf die Form
xy+Ex+yp)=11
xp(x + y) =30
und setzt: z; = xy; z; =X + y.

1 In der Aufgabe 225 und in der Mghrzahl dcr folgenden Aufgaben dieses Kapnels fiihrt die An-
wendung von Kunstgriffen zu einfact gen. Der Haup k der Aufgaben dieses
Kapitels besteht darin, die Besonderheiten der b S zu erl um entsprechend:
Kunstgriffe ausfindig machen zu kénnen.
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Dann lautet das Gleichungssystem:
z3+2z;,=11
2,2z, = 30.

Nach dem Satz von VIETA sind z, und z, Wurzeln der quadratischen Glei-
chung 22 — 11z + 30 = 0.

Man erhilt z; = 6;z, = S5oderz; = 5,z, = 6.
Es ergeben sich demzufolge zwei Systeme

x+y=6 und x+y=35
xy=35 xy = 6.

Jedes dieser Systeme kann mit dem Satz von VIETA oder durch die Substitu-
tionsmethode gelost werden.

Losungen:
Dx=5;, y=1 x=1; y=5
Hx=2; y=3 Hx=3; y=2

227. Indem man y? = z setzt, erhilt man das Gleichungssystem:

x+z=17
xz = 12.
Ldsungen:
Dx=4; y=+/3 Dx=4 y=—3
Dx=3; y=2 Hx=3; y=-2

228. Ersetzt man x? durch z, und —y durch z,, so erhilt man das Gleichungssystem:

zy +2, =23
. 2,2, = —50.
Losungen:
Dx=5 y=2 x=-5 y=2
Yx=iV2; y=-25 Hx=—iV2 y=-25
229, Setzt man —xy = z; x* — y> = w, so erhdlt man das Gleichungssystem
z-w= —180
z+w=—11
mit den Losungen z; = 9; w; = —20 oder z, = —20; w, = 9.
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Damit ergeben sich zwei Systeme:

I xy=-9 und IIy xy =20
x2—y* =-20 x2 —y:=9,

Zur Loésung des ersten Systems wird die erste Gleichung nach y entwickelt:

9 . . . .
y = =Z. In der zweiten Gleichung wird nun y* = 8—1 gesetzt. Es entsteht die
x x

biquadratische Gleichung x* + 20x2 — 81 = 0 mit den Wurzeln
x12—+\/—10+\/18 ~ + V345~ 1 1,86

Xsa=+V—10—181n £V =2345~ + 4,841,

Damit 148t sich y bestimmen:
F9 9
V2= —————x=R —~F 484
v-o10++181 18
F9
—n~ + 1,861
Yaa® ysai

Ebenso 16st man das zweite Gleichungssystem.

Ldosungen:
x=~ 1,86 y~ —4,84 2)x ~ —1,86; y ~ 4,84
Nx~4,84i; y~ 1,861 Yx~ —484i; y~ —1,86i
Nx=5y=4 6)x=—-5y=—4
Dx=4i;y=—-5i x=—4i;y=5i

. Man isoliert die absoluten Glieder, multipliziert die zweite Gleichung mit 7

und subtrahiert sie von der ersten. Es ergibt sich

—32x2 — 2xy + 75 = 0.
Das ist eine homogene Gleichung zweiten Grades (d. h. eine Gleichung der
allgemeinen Form ax? + bxy + ¢y* = 0). Man dividiert beide Seiten durch x2
(das ist moglich, weil x = 0 keine L3sung ist).
AnschlieBend formt man um:

2
-32-22 475 ("—’) =0.
x x
Die Losungen dieser quadratischen Gleichungen sind

= und == — —

Y2 g X 16
x 3 x 25"



Mit Hilfe dieses Verfahrens konnte also aus einer homogenen Gleichung zweiten

Grades die Losung % ermittelt werden. Nun miissen zwei Systeme gelost werden:
x

1)5x*—10y*—5=0 und IL)5x* —10* = 5=0

r_2 r__16
x 3 x 25
Es empfiehlt sich, das Substitutionsverfahren anzuwenden.
Losungen: V
Dx=3; y=2 Dx=-3; y=-2
3)x=—2—_§_;y=—l—6_ x=—2—_5__;y=1?6_
Vi3 V113 NETERN T

231. Die erste Gleichung wird folgendermaBen umgeformt:
X -y +y = %xy.
Dann erhilt man
1
x — )% = -xp.
x=y 5%
Die zweite Gleichung wird auf die Form
2Ax—y) =12y
2

gebracht. Daraus folgt:
=y -2x-y)=0,
x—-y=0x—y=2.
Man erhilt zwei Gleichungssysteme:

Dx—y=0 und IDx—y=2
xy=0 xy = 8.
Losungen:

Dx=y=0 Nx=4; y=2 Nx=-2; y=—4
2232. Die erste Gleichung wird folgendermaBen umgeformt: .

x2+ 2y +y*=13 + xp
oder
(x+y)? =13 =xy.

141



233.

142

. Man setzt ¥ — 7 und formt um in
y

Nun wird die zweite Gleichung x + y = 4 in die erste eingesetzt, und man
erhilt:
16 — 13 = xy.

Jetzt gilt es, das System
xy=3
x+y=4
zu I6sen. Es ergeben sich die
Losungen:
NDx=3; y=1 2)x=1; y=3.

Man verfihrt bei dieser Aufgabe wic bei der Aufgabe 232 und erhilt das
Gleichungssystem:

xy =6

x—y=1

mit den *
Losungen: 1) x =3; y =2 2)x=—-2; y= -3,

® 1<
N

Die erste Gleichung erhilt nach dem Einsetzen die Form

z+1=§ oder 12z° — 25z 4+ 12=0.
z 12

Die Wurzeln dieser Gleichung sind z, = g und z, =

Sl

Damit lassen sich zwei Gleichungssysteme aufstellen:

2y}

[FYES
g
(=%
e

Rl

i
Yy
x2 — yz =7 x2 — yz =
Man 16st diese Gleichungen am besten durch Substitution der Unbekannten x
aus der ersten Gleichung in die zweite.
Losungen: ) x =4; y=3 Dx=—4; y=-3
e Nx=3i; y=4i Hx==-3i; y=—4i



235. Das Gleichungssystem kann man auf die Form
) x"y" = ca"b"
2 xy" = da"b"

bringen. Multipliziert man einmal die Gleichungen miteinander und dividiert
sie zum anderen durcheinander, so erhilt man:

(xy)m+n = cdaZrann
EA
7
Daraus folgt:

1 2m 2n
Xy = (cd)m+n cqmtn. phmtn

;-6

Multipliziert man die beiden letzten Gleichungen miteinander, so ergibt sich:

2m 2n 2m_ 2n
x? = ¢m?-nmjni-migmtapm+n

und

Den Ausdrick fiir y? kann man analog unter Verwendung der Gleichung

m-n
(J-C) = 4 finden. Er unterscheidet sich von der entsprechenden Gleichung
”, c
fiir x nur durch die Exponenten von ¢ und d.

m

n_om_ _n
5 « x = cmP-nini—migm+nhm+n
Lisung: x = ¢ dn?-m2gm+np

m n

_r__m L
y = cm-migmi-nigminpmin,

236, In der zweiten Gleichung kann x* + »* in die Faktoren (x + ») (x> — xy + »?)
zerlegt werden. Man dividiert nun die zweite Gleichung durch die erste und
erhilt: '

x+y=>5.
In der zweiten Gleichung addiert man zu beiden Seiten 3xy. Nach Umformung
ergibt sich so die Gleichung

(x+y)? =7+ 3xp.
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Nun wird in letzterer Gleichung fiir x + y der Wert 5 eingesetzt. Dann geht
diese Gleichung iiber in xy = 6. Damit erhilt man das Gleichungssystem:
xX+y=35
. xy=6
mit den

Losungen: )x =3; y=2 und 2)x=2; y=3.

237. Man multipliziert die zweite Gleichung mit 3 und addiert sie zur ersten. Es ent-
steht (x + y)* = L.
‘Wenn man nur die reellen Losungen beriicksichtigt, gilt

x+y=1.

Man setzt in der zweiten Gleichung fiir x + y den Wert 1 ein und erhilt so
xy = =2.

Damit erhilt man das Gleichungssystem:

x+y=1
xy = —2
mit den

Lisungen: 1) x =2; y=—1 und 2)x= —1; y=2.
238. Diese Aufgabe wird wie die Aufgabe 237 gelést,

Losungen: 1) x =3; y=2 Dx=2; y=3
x+y w1y 1t . . 1 1
239, Man setzt: = z. Dann erhilt die erste Gleichung die Form z + - = § 5
x =y z
o 1
Hieristzy =5 und z;, = -5-
Darausfolgenx—u=5 und x+y=1.
x—-y x=y 5

Aus der Gleichung X+Y _ 5 erhilt man y= gx_
x—y

Diese Gleichung kann unter Verwendung der gegebenen Gleichung xy = 6 ge-

1ost werden. Auf die gleiche Art und Weise wertet man die Gleichung rty_1
aus. x=y 5
Losungen: 1) x =3; y=2 Dx=-3; y=-=2

Nx=3i; y=-2 Hx=-3i; y=2i
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240. Man elimin-iert aus dem System zunichst die Unbekannte z. Die erste Gleichung

241

wird mit ¢ multipliziert, und von ihr wird die zweite Gleichung subtrahiert. Die
dritte Gleichung subtrahiert man von der mit ¢ multiplizierten zweiten Gleichung.
Es entsteht folgendes Gleichungssystem:

c-ax+(c—-by=c—d
a(c — a)x + b(c — b)y = d(c — d).

Aus diesem System konnen die Unbekannten x und y ermittelt werden. An-
schlieBend berechnet man 2.

Losung:
L=k —d) yo@zde-d.
(c—a)b—-a) (@—-b)(c—b)’
,_b-D@-d
®b-c)(a—c)

Um die Unbekannte u zu eliminieren, geht man folgenden Weg:

1. Die zweite Gleichung multipliziert man mit 2 und addiert sie zur ersten.

2. Die dritte Gleichung multipliziert man mit (~—2) und addiert sie zur zweiten,
3. Die dritte Gleichung multipliziert man mit (—3) und addiert sie zur vierten.
Es entsteht folgendes Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Un-

bekannten:
5x — 4y + 13z = 36,

—4x -1y +92=1,
—5x — 13y + 12z = 5.

Nun kann x eliminiert werden. Hierzu wird zuerst von der zweiten Gleichung die
dritte subtrahiert: ‘

a) Sx — 4y + 13z = 36, h
b) x+2y—3z2=—4,
c) =5x— 13y + 12z = 5.

Danach addiert man die Gleichungen a) und c). Das Fiinffache der Gleichﬁng b)
addiert man dann zur Gleichung c). Es ergibt sich das Gleichungssystem:

—17y + 252 =41 oder —17y + 25z =41
-3y —-3z=-15 y+z=35.
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Hieraus folgen z = 3 und y = 2. Aus der Gleichung b) erhilt man x und aus
der dritten gegebenen Gleichung den Wert der Unbekannten .
Losung:
x=1; y=2; z=3; u=4

242. Man subtrahiert die erste Gleichung von der zweiten und erhilt y + 2z =1,
d.h. y = 1 — 2z. Den Ausdruck fiir y setzt man in die erste Gleichung ein und
bekommt x = z + 3. Weiter setzt man die gefundenen Ausdriicke fiir x und y
in die dritte Gleichung ein:

32 4+2z-2=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind z; = ;; z, = -1
Da man in die Substitutionsvorschriften x =z + 3 und y = 1 — 2z jeweils
zwei verschiedene Werte fiir z einsetzen muB, erhéilt man auch zwei verschiedene
Wertepaare fiir x und y.

Losungen:

I,
3
x=2; y=3; z= -1

11
Dx=—; = -
Y=y

243. Die erste Gleichung wird in die zweite Potenz erhoben, die zweite Gleichung in
die dritte Potenz, und die dritte Gleichung wird quadriert, nachdem auf beiden

Seiten +/ 6x addiert wurde. Man erhilt dann das Gleichungssystem
4x +y—3z= -3
Sx+2p+z=15

6x—y—z=0.
Losung:
9 6 33
X =-— y=——; Z=—
58 29 29

244, Man quadriert die erste Gleichung, subtrahiert davon die zweite und erhilt:
xy + xz + yz = 54.

Auf Grund der dritten Gleichung kann man die ersten zwei Summanden der
gefundenen Gleichung durch 2yz ersetzen.
Man erhilt

3yz = 54 oder (1) yz=18.
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245.

10*

Jetzt kann man die dritte Gleichung in der Form
xy +xz=2-18 oder (2) x(y + z) = 36
angeben.
Da die erste Gleichung die Form
(€)) x+0+2=13

hat, ist es mdglich, aus den Gleichungen (2) und (3) x und y + z zu ermitteln.
Man erhalt
x=9 und x=4

y+z=4 y+z=09.

Zur Bestimmung der Werte von x und y wird nun auch die Gleichung (1) heran-
gezogen. Es ergeben sich zwei Gleichungssysteme:

Dy+z=4 und I)y+z=9
yz =18 yz = 18.

Bemerkung: Beim Quadrieren der ersten Gleichung kinnte es passieren, daB
eine unechte Losung auftritt. Wenn aber eine solche Losung auftreten
wiirde, miiBte sie die Gleichungx + y + z = —13 erfiillen. Das stiinde
jedoch im Widerspruch zur Gleichung (3).

Losungen:
NDx=9; y=2+i\/1—4_; z=2—i\/ﬁ
2)x=09; y=2—i\/ﬁ; z=2+i\/l_4
HNx=4; y=6; z=3
Hx=4; y=3; z=6
Die dritte Gleichung kann zunichst folgendermaBen umgeformt werden:
22 —xz—-yz+xy=2.
Die dritte Gleichung addiert man nun in dieser Form zur zweiten und erhilt:
22 +2xy =49
72 =49 — 2xy.

Diesen Ausdruck setzt man in die erste Gleichung ein. Nach Umformung ergibt
sich daraus: ’

(x+y)P=49,
x+y==+7.

oder

d.h.
Im folgenden wird nun zuerst mit x + y = 7 weiter gerechnet.
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Die zweite Gleichung wird auf die Form
xy + 2(x + y) = 47
gebracht, und man substituiert
49 —

Xy = [aus (1)} und x+y=7.

Man erhilt die quadratische Gleichung
z2 — 14z + 45 = 0 mit den Lésungen
2z, =15;2z;,=09.

2
Fiir z = Sistxy-= » ; Z 12,

2
49 — z - _16.

firz =9ist xy =

Es entstehen zwei Gleichungssysteme:
Dx+y=7 und IDx+y=7
xy =12 xy = —16.
Diese Systeme ergeben wiederum je zwei Losungspaare:
NDx=3;y=4; z=5
Nx=4; y=3;z=5

S R SVA TENRNN BpVATE)

) x = ;Y= ; 9
2 2

4)x=7-\2/13; =7+;/113; —9.

Weiterhin ist x + y = —7 zu betrachten. Es ergeben sich auf die gleiche Art
und Weise weitere vier Losungen.
Losungen:

1)1 bis 4 (s.0.)

Hx=-3; y=-4; z=-5

6)x=—4; y=-3; z=-5

—-7++/113 -7-J113 '
= 2 Y= 3 z2=-9

7
) x 2

—7-4/113 -7+113
8)x = 3 ;Y= 5 ; z=-9



- 246.

247.

Man subtrahiert zuerst die zweite und dann die dritte Gleichung von der ersten
und erhilt auf diese Weise:

) @-0)+@-b)x+@-by=0

(¢)] @=~c)+(@-cHx+(@-c)y=0.

Dann dividiert man die Gleichung (1) durch (2 — b) und die Gleichung (2}
durch (@ — ¢):

(la) (@+ab+b)+@+b)x+y=0

(Qa) @W+ac+c)+@+c)x+y=0.

Subtrahiert man schlieBlich (2a) von (la), so erhilt man den Wert fiir die
Unbekannte x:

(@ —a+b*—-cH+B—-c)x=0
_ab—ac+ b’ -
b—c

==—(a+b+c_).

Die Unbekannte y kann man nun mit Hilfe der Gleichungen (1a) oder (2a) be-
stimmen und anschlieBend aus einer der Gleichungen auch z.

Losung:
=—(@a+b+c); y=ab+bc+ca; z= —abc

Man substituiert

= — =0

1 o1
Vx—1 \/y.,.l

4

und erhilt folgendes Gleichungssystem:
124 + 50 =25,
8u+ 100 =6

mit den Losungen:
2
u=-; v==:.
.5

Setzt man diese Werte von u und v in die Substitutionsgleichungen ein, so er-
geben sich zwei Bestimm leichungen fiir x bzw. y, nidmlich
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Unter Verwendung der zweiten Gleichung kann die erste folgende Form er-
halten:

10 = 2/xy = 4,

xy=9.
Man stellt nun das Gleichungssystem
x+y=10
' xy =9
auf und erhilt die
Losungen:
Dx=9y=1 x=1;y=09.

Man substituiert /% = z und bringt die erste Gleichung auf die Form
x+y

z—-2+ L 0, woraus z = 1, d. h. [ 3x = 1, folgt. Aus dieser Gleichung
z x+y

erhilt man y = 2x und setzt in die zweite.Gleichung ein.

Losungen:
NDx=6;y=12 )x=—-45y=-9
Die erste Gleichung bringt man auf die Form
Y2+ =2Y1,
woraus
M - x2+y*=136

folgt.
Wenn man ferner die zweite Gleichung quadriert, erhilt man

Vx? -2 =18 —x,
d. h.
) y* = 36x — 324.

Den Ausdruck fir »* in (2) setzt man in (1) ein. Es ergibt sich die quadratische
Gleichung
x* + 36x — 460 =0

mit den Wurzeln x; = 10 und x, = —46. Setzt man schlieBlich die§e Werte
in (2) ein, so findet man die Werte von y.



Es ergeben sich vier Losungen:
Dx=10; y=6 2)x=10; y = -6
3)x = —46; y = 6+/55i 4)x = —46; y = —6+/55i.

Die dritte und vierte Losung sind nicht verwendbar.

Begriindung :

In den Wurzeln v/ x + yund+/ x — y muB es sich ndmlich um Wurzeln gemaB (I)
der Vorbemerkungen zu diesem Kapitel handeln, die aber fiirr komplexe Radi-
kanden nicht erkldrt sind.

Lésungen:
Dx=10;y=6 )x=10; y= -6

251. Das System ist nur fiir a = 0 sinnvoll (siche Vorbemerkung). Man quadriert
die erste Gleichung:

[0} Vx? — y* = 8a — x.
Diesen Ausdruck setzt man in die zweite Gleichung ein:
® JE+r=Wa+5a-x

AnschlieBend werden die Gleichungen (1) und (2) quadriert. Somit erhélt man
das Gleichungssystem

(la) y* = —64a® + 16ax
Qa)  »* = (V41 + 5% - 2(V4 + 5 ax.

Aus diesem System kann y durch Gleichsetzen eliminiert werden. Nach Um-
formung erhilt man !

(130 + 10 V/4D)a? = (26 + 2/ 41)ax,
also
x = 5a.

Mit Hilfe des Wertes x = 54 kann man dann aus (la) y = +4a ermitteln.

Ldsungen:
Dx=5ay=4a 2)x=15ay=—4a

252. Man quadriert die erste Gleichung. Man erhilt
2x2 _2\/x4 _y4 =y2
und ersetzt den Radikanden x* — y* mit Hilfe der zweiten Gleichung
durch 144a*.
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Nach Umformung ergibt sich dann
1) y? = 2x? — 244>,

Mit Hilfe dieser Gleichung wird y* gebildet. Der dafiir gefundene Ausdruck
wird dann in die zweite der gegebenen Gleichungen eingesetzt. Es entsteht

x* — 32a%x? + 240a* = 0,

woraus _
C Xy = i\/Z_()a und x3,4 = ix/12a

folgen.
Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (1) erhélt man die entsprechenden
Werte fiir y, und zwar fiir x,,, = -_h\/%a die Werte y,, = +4a und fiir
X3,4 = ++/ 12 a die Werte y; 4 = 0.
Die Probe zeigt, daB von diesen vier Lésungspaaren ein Losungspaar fiir a > 0
unbrauchBar ist, wihrend die anderen fiir ¢ < 0 unbrauchbar sind. Das soll
am Beispiel des Losungspaares x; = a \/E); 1 = 4a gezeigt werden. Setzt man
das Losungspaar in die erste Gleichung ein, so erhélt man +/364% — \/ 440> = 4a,
d.h. 6 |a| — 2|a] = 4a. Diese Relation fithrt im Fall 2 = 0 zur Identitit, im
Fall a < 0 ist sie aber nicht richtig.

Losungen: Fir a 2 0 lauten die Losungen:

1)x=a~/5;y=4a; 2)x=—a\/E);y=4a

Hx=av12;y=0 #)x=—aV12; y=0.
Fiir a < 0 lauten die Losungen:

S)Jg=a\/5;y=-—4a 6)x=—a\/5(-);y=—4a.

Erstes Verfahren:
Die zweite Gleichung wird umgeformt in

x+y=14- \/x_y
und quadriert:
x2+y’+2xy=196+xy—28\/x_y
X% 4+ y? + xp = 196 — 28\/x_y.
Unter Verwendung der ersten Gleichung findet man

84 = 196 — 28 Vxy,
d.h.

\/x_y=4 oder xy = 16.



4. Logarithmische Gleichungen und Exponentialgleichungen

Vorbemerkungen

Bei Aufnahmepriifungen werden nicht selten Fertigkeiten im Lésen von Gleichungen,
in denen Logarithmen zu verschiedenen Basen auftreten, verlangt (z. B. in den Auf-
gaben 267 und 268 sowie in den Aufgaben 309 bis 313). Aus diesen Griinden ist es
vorteilhaft, zu zeigen, daB sich alle Logarithmen als Logarithmen mit gemeinsamer
Basis darstellen lassen. Hierzu kann man die folgenden Formeln heranziehen.

1. Die Formel

. 1
1 log,a = ——
()] 2 foa.b

ermdglicht uns, zu Logarithmen iiberzugehen, die durch Vertauschung von Basis
und Numerus entstehen, z. B.
1

1
logg 2 = =-.
B log,8 3

Erklirung: Um log, 8 zu bestimmen, mul man den Exponenten suchen, mit dem
man 2 potenzieren muB, um 8§ zu erhalten. Aus diesem Grunde sind log, 8 = 3
und 23 = 8 gleichbedeutende Schreibweisen. Die letzte Gleichung 148t sich auch
so schreiben:

Y8=2, dn s =2,

mit anderen Worten

logg 2 =

Wi

Allgemein kann man die Gleichung a* = b auch folgendermaBen schreiben:
1

b =a. .
Die erste Gleichung ist dquivalent mit x = log, b, die zweite ist dquivalent

mit 1 = log, a.
x

Danmit ist die Formel bewiesen.
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2. Die Formel (1) ist ein Spezialfall der wesentlich allgemeineren Formel
2) log, N = —

die folgenden wichtigen Sachverhalt ausdriickt. Wenn der Logarithmus einer be-
liebigen Zahl zur Basis b bekannt ist, kann man den Logarithmus derselben Zahl
zur Basis g bestimmen, indem man diesen bekannten Logarithmus durch den
Logarithmus der neuen Basis zur alten Basis (log, @) dividiert.

Anstatt durch log, @ zu dividieren, kann man auch mit log, b multlplmeren [vgl.
Sie hierzu mit Gleichung (1)!]:

3) log, N = log, b log, N.

Der Faktor log, b wird als Modul der Umrechnung (von einem Logarithmensystem
zur Basis b in ein Logarithmensystem zur Basis a) bezeichnet.

Beispiel: Wir haben eine Tafel der dekadischen Logarithmen und Wollen eine
solche der Logarithmen zur Basis 2 aufstellen. Dazu brauchen wir nur Divisionen

durch 1g2 = 0,3010 oder Multiplikationen mit log, 10 = 0—3:)1 = 3,322 durch-

zufiihren. Auf diese Weise wiirde man beispielsweise fiir log, 3 erhalten:

log; 3 = E = Qﬂ = 1,585
Ig2 0,3010
Erklirung: Die Definitionsgleichung dieser Logarithmen lautet:
olom 3 - 3,

. Logarithmieren wir diese Gleichung zur Basis 10, so erhalten wir -
log,3-1g2=1g3
log, 3 = Ig_3

1g2°
Ebenso fiihrt die Gleichung 4'**" = N, wenn sie zur Basis b logarithmiert wird,
auf die Formel (2). ,

254. Erstes Verfahren:
x=10-10

oder

2(3129-152) 189 - 2182

10- 10 =10-10"%,

9.
Nach der Definitionsgleichung des Logarithmus ist 10°% = z,
dh x= 10-§= 22,5.

Losung: x = 22,5
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Zweites Verfahren:
Wenn man beide Seiten der Gleichung logarithmiert, so erhilt man

lgx =1g10 + (éng - 1g2)1g 100

oder
10-9

Igx=1g10 +1g9 — 21g2 = 1g2—
Lisung: x = 22,5
255, Man verfahrt wie in Aufgabe 254 (Zweites Verfahren) und erbilt
1 1
Igx =(-~-1g4)lg 100
4 (2 A 4 ) 4

lgx—l—51g4-lg Y—E

f Ja
Lisung: x = 5
256. Ahnlich wie in den vorangegangenen Aufgaben erhilt man

1g;;=%(2 +%1g16>1g10= 1 +i1g16=1g(101/§3)

x = 10¥/16.

Losung: x = 20

257. Erstes Verfahren:

_ 72— 2l0g;2 17 1

x=1 * +51o.,4"'7m,4+z
x=B, 1.5
4 4 2

(Vgl. Sie auch mit der Losung der Aufgabe 254, erstes Verfahren!)

Zweites Verfahren:

Mansetzt 49" =y und 5% =z
Damn gilt: x =y + z.
Wie im ersten Verfahren ergibt sich

log, y = (1 — log, 2) log, 49
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oder 7 49
log, y = (log; 7 — log; 2) 2 = 2 log, 5 = log, 7

-

Hierist y = 342 Analog erhilt man z =

Dann folgt x = -22—5 .
Losung: x = g
2
258, Es ist log, log; log, x = log, 1 gegeben.
Daraus folgt log, log; x = 1, d. h. log, x = 3.
Lésung: x = 8
259, Genau wie in der Aufgabe 258 erhilt man

1 + logy[1 + log(1 + log,x)] = 1

log,[1 + log(1 + log, x)] =0
und weiter:

1 + log(1 + log,x) = 1
log(1 + log,x) =0
1+ log,x=1; log,x=0.
Losung: x =1
260. Der Ausdruck in der geschweiften Klammer muB gré8er als Null sein, weil

es fiir einen verschwindenden oder negativen Numerus keinen reellen Logarith-
mus zur Basis 4 gibt. Man formt deshalb die gegebene Gleichung folgendermaBen
um:

2logs [1 + log, (1 + 3log, x)] = 4% = /4.

Man verwendet nur den positiven Wert von \/Z, d. h. 2. Analoge Umformung
wendet man auf log, [1 + log, (1 + 3log, x)] = 1 an:

1+ log, (1 + 31og, x) = 3,
log, (1 + 3log, x) = 2.
Folglichist 1 + 3log, x = 4,
log,x =1.
Losung: x = 2
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261. Die gegebene Gleichung bringt man auf die Form:
logy (x + 14)(x + 2) = 6 oder (x + 14)(x + 2) = 2° = 64.
Dann erhilt man x? + 16x — 36 = 0,
X1 =2; x,=—18.

Die Losung x, ist nicht brauchbar, weil auf der linken Seite der Gleichung
die Ausdriicke log, (x + 14) und log, (x + 2) auftreten, die bekanntlich fiir
negatives x keine Bedeutung mehr haben.

Losung: x = 2
262. Man bringt die gegebene Gleichung auf die Form
log, [y (¥ + 5)-0,02] = 0.
Man findet dann
y@+5°:002=1 oder y2+55—-50=0
mit
y=35 y:.=-10.

Die zweite Losung ist nicht brauchbar. (Vergleichen Sie auch mit der Erklirung
in der Losung der Aufgabe 2611)

Liésung: y =5
263. Man erhilt durch Umformung:
Ig(35 —x¥) =31g(5—x) oder 1g(35 —x%)=1g(5 —x)%.

Dann gilt
35 —=x3=(5-x)3

x2 —5x+6=0.
Losungen:
xy1=2; x,=3
264. Es wird zuerst der Ausdruck in der eckigen Klammer umgeformt in

b— (3a — b)(@® + ab)™! _ba- b)?

b2 a@a+b)’
Dann erhilt die gegebene Gleichung folgendes Aussehen:
1, ba—b* 4 1
14+ 1gx=-lg——— —-lgb+=Igla(a + b)(a — b)].
gx =3l i 318 3g[( ) ( )|
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Jetzt wendet man auf der rechten Seite der Gleichung die Gesetze fiir das
Logarithmieren von Produkten und Quotienten an:

1+1Igx=1g(a—b)—Igh.
Man kann 1 als Ig 10 auffassen und schreiben

Ig10 + lgx =1g(@a —b) —1gb

oder a—b
1g(10x) = 1g -5
Folglich ist
10x = b.
b
Losung: x = a—b

105

265. Die gegebene Gleichung vereinfacht man folgendermaBen:

tg(x — —= =1\/1 ! 1\/"———(1"’).
g<x \/IT) g +a+g l+a

Potenziert man 10 mit beiden Seiten der Gleichung, so erhilt man
\/ \/a(l —a)
1+a
—2 = \/ 1-a.
1—a

.1

l—a

<

Losung: x =

‘

266. Die gegebene Gleichung kann man folgendermaBen schreiben:
1 : 1 2
ilog,S + log, 5 + log, x — 2,25 = 510&'5 .
Da log, x = 1 ist, ergibt die Umformung
(log, 5)* — 6log, 5+ 5=0.
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Wenn man diese quadratische Gleichung fiir die Unbekannte log, 5 16st, so
erhilt man

(log, 5), = 5; (log;5): =1,
d.h.
log,, 5=5 wund log,,5=1.

Lgsungen:
Xy = f/~5; X, =5

267. Erstes Verfahren:
Man substituiert log,¢ x = z, d. h. x = 16° und erhilt

logyx = zlogs 16 =2z und log, x = zlog, 16 = 4z.
Die gegebene Gleichung bringt man damit auf die Form

z+2z24+4z=17,
d. h.
=1.

Zweites Verfahren:
Man bringt alle Logarithmen auf die Basis 2. Nach Formel (2) der Vorbe-
merkungen zu diesem Kapitel erhilt man

log,x log, x
2 gt -2

logyx =
Bs log, 4 2

analog

logis x = I_ng_x

Es entsteht die Gleichung
ilog;x + élog;x +log,x =7, log,x = 4.
Lisung: x = 16
268. Die Berechnung erfolgt wie in Aufgabe 267.

Losung: x = a

269. Die gegebene Gleichung bringt man auf die Form

3x-7 3-7x
(;) =G) , x—T7=3—1x

Lisung: x=1
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: g4 21g2 2 . .
274. Es gilt =— 8% _2%°_Z Darum bringt man die gegebene Gleichung auf die
g8 31g2 3

2 2x 2 (1-x)3 B 2
3/ \3 3

Esfolgt: 2x + 3(1 — x) =

Form

Losung: x =2
275. Die gegebene Gleichung wird auf die Form

vx+3) 2
2(“ zrx) Go1=2
gebracht.
Durch Exponentenvergleich erhilt man

, .
3Yx43 ) e ax—sYr—3=0.
. Vr&/x—1)
Man substituiert nun/x = z, wodurch die Gleichung iibergeht in
1

2722 —52-3=0 mit z =3; B

Die zweite Losung ist nicht brauchbar, da in \/;c = zgemiB den Bedingungen(I)
der Vorbemerkung zum Kapitel 2 der Wert z nichtnegativ sein muB. Also

bleibt nur z,, das, in z = \/ x eingesetzt, die Losung.x = 9 ergibt.
Losung: x =9

276. Man formt die gegebene Gleichung folgendermaBen um:

14 Vx+3 4
2 2vx = 2'x-1

Dann folgt:

JYxe3_ 4
2J§c VAR

und man erhilt 3x —_8\/x -3=0.
Setzt man hierin \/ x = z, so nimmt die Gleichung folgende Form an:

—

322=82~-3=0 mit z,=3; z,=—-.

w

162


















































































































