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Vorwort

Im mathematischen Unterricht der sowjetischen Oberschulen lernt der Schiiler die Eigenschaf-
ten von Ungleichungen sowie Methoden zu ihrer Losung in den einfachsten Fallen kennen
(Ungleichungen ersten und zweiten Grades).

In diesem Biichlein setzte sich der Autor nicht das Ziel, die grundlegenden Eigenschaften
von Ungleichungen darzulegen; er war lediglich bestrebt, die Schiiler der hoheren Klassen der
Oberschule mit einigen bemerkenswerten Ungleichungen, die in verschiedenen Teilgebieten der
hoheren Mathematik eine groBe Rolle spielen, sowie mit ihrer Anwendung auf die Bestimmung
von Maxima und Minima und zur Berechnung einiger Grenzwerte bekannt zu machen.

Es sind insgesamt 62 Aufgaben angefiihrt; 36 davon werden in aller Ausfiihrlichkeit vorgerech-
net. Darin besteht der wesentliche Inhalt des Heftchens; 26 Aufgaben werden am Ende der §§
1, 4, 5 (in Kleindruck) als Ubungsaufgaben gestellt. Die Lésungen der Ubungsaufgaben findet
der Leser am Ende des Biichleins kurz angegeben.

Die selbstandige Losung einiger schwieriger Aufgaben bringt dem Leser zweifellos groBeren
Nutzen als die Losung einer groBen Menge einfacher Aufgaben.

Daher empfehlen wir dem Studierenden, sich die Lésung einer Ubungsaufgabe erst dann anzu-
sehen, wenn er eine eigene gefunden hat; diese kann natiirlich von der Lésung, die der Autor
angegeben hat, verschieden sein (was sogar sehr gut ist).

Beim Beweis von Ungleichungen und bei der Losung der Aufgaben benutzte der Autor nur
diejenigen Eigenschaften von Ungleichungen und Grenzwerten, die zum Stoff der 9. Klasse der
Oberschule gehoren.

P. Korowkin




§ 1

Ganzer Teil einer Zahl x heiBt die groBte ganze Zahl, die x nicht tbertrifft (in Zeichen [z]).
Aus dieser Definition folgt die Beziehung [z] < z, da der ganze Teil von x die Zahl x nicht
ibersteigt. Da [z] die groBte ganze Zahl ist, die dieser Ungleichung genigt, ist [x] +1 > 1.
Somit ist [x] diejenige ganze Zahl, welche durch die Ungleichungen

[z] <x <[z]+1

definiert wird.
So folgen z.B. aus den Ungleichungen

17
B<m<d b< o <6 —2<—V/2<—-1; 5=5<6
die Beziehungen
17
M=% |3]=5% [VA=-% [Bl=5

Aufgabe 1: Man bestimme den ganzen Teil der Zahl

1 1 1 1
=1+—=+—F+—F=+—
AT AT AT VA

Losung: Wir benutzen die Ungleichungen

1 1
1<1<1 0,7§\£§0,8; 0,5§\/;§0,6;
O5<VT<06 04<¢T<05
) — 4_ )’ ) — 5_7

die sich beim Wurzelziehen mit einer Genauigkeit von 0,1 ergeben; durch Addition dieser
Ungleichungen erhalten wir

140,740,54+0,5+04<2<1+0,8+0,6+0,540,5
d.h. 3,1 <z < 3,4; folglich ist [z] = 3.

Aufgabe 2: Man bestimme den ganzen Teil der Zahl

1 1 1 1
r=1+4—4 —F—+—+ .. F——
V2 V3 V4 /1000000
Losung: Diese Aufgabe unterscheidet sich von der vorhergehenden nur durch die Anzahl der
Summanden; in der ersten sind es 5 Summanden, in der zweiten 1000000. Aber das allein
macht praktisch die Anwendung der vorhergehenden Losungsmethode unmoglich.
Zur Losung der Aufgabe untersuchen wir die Summe

1 1 1 1
g=1+—F2+-—F2+—F—+..+—

V2 V3 V4 v

Dazu beweisen wir die Ungleichungen

2vn + —2\/ﬁ<\/1ﬁ<2\/ﬁ—2\/n—1 (1)

+




In der Tat: wegen

2(v/n—1-— Y 1 2
vn+1+4/n vn+1+4/n
und v/n + 1> /n gilt
1
2Vn+1-2yn < ——
Damit ist die eine Halfte der Ungleichung (1) verifiziert; die zweite wird analog bewiesen.
Setzen wir in den Ungleichungen (1) n = 2,3,4, ..., n, so erhalten wir:
1
23 —2V/2 <—= < 2v2 -2
V2
1
24— 23 <= < 23 - 2V2
V3
2\/3—2\/Z<\}Z<2\/Z—2\/Z

2v/n + —2\/ﬁ<\/1%<2\/_—2\/n—1

Wir addieren jetzt diese Ungleichungen:

1 1
Wn+1—2V2<1+

1
\/_\/_\/_ﬁ

Addieren wir zu allen Teilen der so erhaltenen Ungleichungen die Zahl Eins, so bekommen wir

<2yn—2

1
2v/n + _2\/—+1<1+\f f f ﬁdﬁ_l (2)

Da 2v/2 < 3, aber v/n + 1 > \/n ist, folgt aus den Ungleichungen (2), dass

1 1 1 1

gilt.
Benutzen wir die Ungleichungen (3), so finden wir jetzt leicht den ganzen Teil der Zahl

1 1 1
+ .+

|
I -
Y 2 V3 VA /1000000

Setzen wir in den Ungleichungen (3) n = 1000000, so erhalten wir

1
24100000 — 2 < 1 + < 24/1000000 — 1
f f f \/100000

oder 1998 < y < 1999. Folglich ist [y] = 1998.

Aufgabe 3: Man beweise die Ungleichung




Losung: Wir setzen

2 46 100
Y735 7100
Wegen
L_2 8 4 5 _6 99 100
2 3 4 5 6 7 100 101
ist x < y und folglich
9 1 2 3 99 100 1
T <l‘y:7 ..... .

2°3°4 77100 101 101

Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so ergibt sich

1 1 1
T < < = —
V101 /100 10

Ubungen
1. Man beweise die Ungleichungen

1 1 1
2 1—-2 < o — <2 -2 —1
Vit =2vim < Smt gt D < 2V = 2Vm

2. Man beweise die Ungleichungen

1 1 1
+ tot —
V10000 ~ /10001 /1000000

3. Man bestimme [50z], wobei

1800 <

< 1800, 02

1 1 1
z= + ot ——
v/10000 /10001 v/1000000

Antwort: [50z] = 90000.

4. Man beweise die Ungleichung

135 2n—1< 1
2 4 6 7 2n T /3n+1

durch vollstandige Induktion.

5. Man beweise die Ungleichung

§ 2

Wir gehen jetzt zur Behandlung einiger wichtiger Ungleichungen tiber, die bei der Losung vieler

Aufgaben angewandt werden.

Aus der Ungleichung (z1 — x2)? > 0 folgt % + 23 > 22,24, wobei das Gleichheitszeichen nur

dann gilt, wenn z; = x5 ist.

Sind x1 und x5 positive Zahlen, so erhalten wir, wenn wir beide Seiten der letzten Ungleichung

durch z;x5 dividieren,




Unter Benutzung der Ungleichung (4) beweist man leicht, dass die Summe zweier positiver
Zahlen, deren Produkt gleich 1 ist, mindestens 2 ist.

Ist namlich zy = 1, so ist y = 1. Die Ungleichung z +y > 2, d.h.  + 1 > 2 folgt aus (4) fiir
1 =z und 25 = 1.

Wir beweisen jetzt einen Satz.
Satz 1: Ist das Produkt von n positiven Zahlen gleich 1, so ist ihre Summe mindestens n.

Mit anderen Worten, aus der Gleichung z1-25-23-...-x, = 1 folgt 1+ 29+ 23+ ...+ 2, > n
und zwar ist
T1+To+2T3+...+Tp >N

wenn die Zahlen x1, zo, x3, ..., x, nicht alle gleich sind.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch vollstandige Induktion [f]
Oben haben wir die Richtigkeit des Satzes 1 fiir den Fall zweier positiver Zahlen (n = 2)
gezeigt. Wir nehmen nun an, der Satz sei richtig fiir n = k£ > 2, d.h., die Ungleichung

Ti1+To+x3+ ... +x >k
gelte fir x1 - x5 - x3 - ... - 21 = 1, und beweisen ihn fir n = k£ + 1, d.h., wir beweisen, dass
$1+$2+$3+...+(L’k+l’k+1 Zk}—l-l

gilt, wenn xyxox3... vy = 1 ist, wobei x-0,29 > 0,23 > 0, ..., xx > 0, xx 1 > 0 sein
sollen.
Zunachst bemerken wir folgendes: Ist

T1X2X3.. TpLpy1 = 1

so sind zwei Falle moglich:
1. Alle Faktoren 1, o, x3, ..., Tk, Tr+1 sind gleich, d.h., es ist

T1=1T9 = ... =T = Thy1
2. Nicht alle Faktoren sind gleich.
Im ersten Falle ist jeder Faktor gleich Eins, ihre Summe ist also gleich k£ + 1, d.h.
1+ Tot+r3+ ... +aptrp=k+1

Im zweiten Falle gibt es unter den Faktoren des Produktes xixox3...x52k1 Zahlen, die groBer
und solche, die kleiner als Eins sind. (Waren alle Faktoren kleiner als Eins, so ware auch ihr
Produkt kleiner als Eins.)

Es sei z.B. 1y < 1, aber x;,; > 1. Es ist also

(l’ll’kJrl)Qfgl’g...iL'k =1
Setzen wir y; = 121, SO erhalten wir

Y1ToT3...Tp = 1

IDie Methode der vollstdndigen Induktion wird ausfiihrlich behandelt in dem Biichlein: 1.S. Sominski, Die
Methode der vollstandigen Induktion, 7. Auflage, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1966




Da hier das Produkt von k positiven Zahlen gleich Eins ist, kann (nach Induktionsannahme)
ihre Summe nicht kleiner sein als &k, d.h., es ist

Y1+ To+a3+ ... +ap >k
Es gilt aber

T1+xotr3+ .o+ ap =1+t xs+ .t xp) FTee — 1+ 2
>k+tap it =Gk+1) 4+ -y +a -1

Bedenken wir, dass y; = zix,1 ist, so erhalten wir

i+ Tyt azs+ .t aptapy > (E+1) 4z — vTp 21— 1
=(k+1)+ (zpp1 — (1 — 1)

Da x; < 1, aber a1 > 1ist, gilt (zx41 — 1)(1 — 1) > 0 und folglich
T+ a3+t tapn > (k+1)+ (vp — 1)1 —x1) >k+1

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Aufgabe 1: Man beweise, dass

Tp—1

T T2 e

—+ =+ ...+ +—2n

) T3 e T
gilt, wenn x1, 9, ..., x, positive Zahlen sind, und dass das Gleichheitszeichen nur dann gilt;
wenn rp = Ty = T3 = ... = X, ist.
Losung: Wegen

T T2 Tp—1 Tn -1

D T O

folgt die Ungleichung aus Satz 1. Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn

113'1_113'2_ _xn—l_xn_l
!E2_$3_m_ Ty _961 B
dh. x1 =29 =23 =..=x, ist.
Aufgabe 2: Man beweise die Ungleichung
2
2 o
2 +1
Losung: Offenbar ist
z* 42 41 1 1
= + =Val+1l+ ——=
Vaz+1  Va?+1 Va4l 2 +1

Da das Produkt der Summanden auf der rechten Seite der Gleichung gleich Eins ist, kann ihre
Summe nicht kleiner als 2 sein.
Das Gleichheitszeichen gilt nur fir z = 0.

Aufgabe 3: Man beweise, dass fiir a > 1 die Ungleichung

log,qa + log, 10 > 2




gilt.
Losung: Wegen log, 10 - log,,a = 1 gilt

> 9
log,pa —

log;,a + log, 10 = log,, a +

Aufgabe 4: Man beweise die Ungleichung

1.2

14 24

<

N —

Lésung: Durch Division von Zahler und Nenner der linken Seite der Ungleichung durch 22

erhalten wir
x? 1

1+t & +a?

Wegen 5 - 22 = 1 ist -5 4 22 > 2 und folglich

1 <1
S 422" 2

Definition: Die Zahl ¢ = /xix5...x, heiBt das geometrische Mittel der positiven Zahlen

: T+ To+ ...+ Ty . . . .
X1, X2, ..., T, und die Zahl a = ! 2 " ihr arithmetisches Mittel.
n

Satz 2: Das geometrische Mittel positiver Zahlen ist nicht groBer als ihr arithmetisches Mittel.
Sind die Zahlen x1, s, ..., x,, nicht alle gleich, so ist das geometrische Mittel kleiner als das
arithmetische.

Beweis: Aus der Gleichung g = /xi25...x, folgt

T1T2 Tp T1T2 Tp
N e —_— e —_—

d.h.

1<g= . .
99 9 99 9

=1
Da das Produkt dieser n positiven Zahlen gleich Eins ist, kann ihre Summe nicht kleiner als n
sein (Satz 1), d.h., es gilt
T i) Tn
—+—+..+—2=>n
g g g
Durch Multiplikation beider Seiten dieser Ungleichung mit g und Division durch n erhalten wir
T +xo+ ...+,

a= >4g
n

Wir bemerken, dass Gleichheit nur dann besteht, wenn
ity Iy
g g g

d.h. 1 = 29 = ... = x,, = g ist. Sind aber die Zahlen z1, zs, ..., x,, nicht alle gleich, so gilt
a>gq.

Aufgabe 5: Unter allen Quadern mit gegebener Summe der drei zueinander senkrechten Kanten
ist derjenige zu finden, dessen Rauminhalt am groBten ist.




Losung: Es sei m = a + b 4 ¢ die Summe der Kanten und V' = abc der Rauminhalt des
Quaders. Wegen

3
3 3 27
Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn a = b =c = %, d.h. der Quader ein Wiirfel ist.

Aufgabe 6: Man beweise die Ungleichung

1 n
n!<(";>, b>2 (5)
Losung: Unter Benutzung von Satz 2 erhalten wir
n n 142+ ... 1 1
Val— T2 LE2 et (ot ln nd
n 2n 2
Erheben wir beide Seiten der letzten Ungleichung in die n-te Potenz, so erhalten wir die

Ungleichung (5).
Definition: Die Zahl

1
B <a§Y +ay + .. +ag)a
Co =
n
heiBt Mittel a-ten Grades der Zahlen ay, as, ..., a,. Speziell ist

ay + as + ... + ay,
n

C1 =
das arithmetische Mittel der Zahlen aq, as, ..., a,; die Zahl’

1
(a%+a§+ —l—ai)Q
02: n

heiBt das quadratische und die Zahl

al'+ayt + a7 n
C_1 = n

das harmonische Mittel der Zahlen a4, as, ..., a,.

Aufgabe 7: Man beweise folgendes: Sind aq, as, ..., a, positive Zahlen und ist & < 0 < 3, so
gilt

Ca <9 <cp (6)
d.h., das Mittel n-ten Grades bei negativem Exponenten n ist hochstens gleich dem geometri-
schen Mittel; bei positivem Exponenten n ist es mindestens gleich dem geometrischen Mittel.

Losung: Wir benutzen die Tatsache, dass das geometrische Mittel positiver Zahlen das arith-
metische Mittel nicht Ubertrifft,

af +ad + ...+ a%
tagay..ax < - 2 -
n

Durch Potenzieren beider Seiten der letzten Ungleichung erhalten wir unter Beriicksichtigung

von i < 0 die Beziehung

1
a +ag +...+ap\ =
:Ca

g = Jaras...ap > (
n




Damit ist der erste Teil der Ungleichung (6) bewiesen; den zweiten Teil zeigt man analog.
Aus (6) folgt speziell, dass das harmonische Mittel ¢_; das arithmetische Mittel ¢; nicht
ubertrifft.

Aufgabe 8: Man zeige, dass fiir positive ay, as, ..., a,

1 1 1 )
(m+afh”+%)(++aw+>>n
ar G Qn

gilt.
Losung: Da ¢y < g < ¢ ist, gilt
< a+as+ ... +ay

n
1 4 1 1
a1+a2+...—|—an n

C_1 = = C1

Aus dieser Ungleichung folgt

) 11 1
n<(ag+as+..+a,) | —+—+..+—
aq Qo Qp,

Aufgabe 9: Man zeige, dass fiir beliebige positive Zahlen a,b (a # b) die Ungleichung

n+m<“++"1b
n

gilt.
Losung: Offenbar ist

—_—
a—l—b—i—b—l—...+b_ a -+ nb
n+1 on+1

"Wabn = | Jabb..b <

n

was zu zeigen war.

Aufgabe 10: Man beweise, dass mit wachsendem n die GroBen

1\" 1\"
T, = (1—|—> und zn:<1—>
n n

zunehmen, d.h. dass die Beziehungen

1 n+1 1 n+1
n < Tn =(1 5 n < Zn =(1-—
’ Tt < +n+1> - il ( n+1>

gelten.

Losung: Wir setzen in der Ungleichung der vorhergehenden Aufgabe a =1, b =1+ % und

erhalten:
/ 1\ l4+n 1—1—% 2 1
n+11.<1+> < ( ):n+ :1+
n n+1 n+1 n+1

Wir erheben beide Seiten der Ungleichung in die (n + 1)-te Potenz und erhalten
1\" 1 n+1
(1+2) <(1+—=5)
n n+1

10




d. h. z, < x,41. Die zweite Ungleichung beweist man analog.

1 n+1
e (i)
n

mit wachsendem n abnimmt, d.h., dass

1 n+2
Y Ynt (+n+1

Aufgabe 11: Man zeige, dass

gilt.
Losung: Offenbar ist

_ (4 N AN e 1 1
yn_( +n) _< n > _<L)n+1—(1_L)”+l_zn+1

n+1 n+1

(siehe die Bezeichnungen der Aufgabe 10). Da z,, mit wachsendem n wachst, fallt y,,.
In den Aufgaben 10 und 11 wurde bewiesen, dass

1\! 1\?2
x1:(1—|—1> :2<x2:<1+2) =22<r3< ... <2 < ...

1\2 1\3
yl—(1+1> —4<y2—<1—|—2) :3,375>y3>>yn>

gilt; andererseits ist

1\" 1 n+1
2:x1<xn:<1+) <<1+) =y, <y =4
n n

Die GroBe x,, hat also zwei Eigenschaften:
1. z,, wachst monoton mit n,
2. x,, ist nach oben durch 4 und nach unten durch 2 beschrankt.

Bekanntlich?] hat eine monoton wachsende und beschrankte Folge einen Grenzwert. Folglich
existiert der Grenzwert der Folge der x,,. Diesen Grenzwert bezeichnet man mit dem Buchsta-
ben e, also

1 n
e = lim z, = lim (1—|—>

n— oo n—oo n

Da sich die Folge der x,, ihrem Grenzwert monoton wachsend nahert, ist also z,, kleiner als
dieser Grenzwert; somit ist

1 n
n=(14+-) < 7
= (1y) < @)
Man priift leicht nach, dass e < 3 ist; denn fiir groBes n ist

1 6
T < Yo < Y5 = (1+5) — 2 985984

folglich auch
e= nh—>Holo x, < 2,985984 < 3

2\gl. W.1. Smirnow, Lehrgang der héheren Mathematik, Teil I, 7. Auflage, VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin 1966 (Ubersetzung aus dem Russischen), S. 48.
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Die Zahl e hat ebenso wie die Zahl 7 in der Mathematik eine groBe Bedeutung. Sie wird z.B.
als Basis eines Logarithmensystems verwendet, namlich als Basis der sogenannten natdrlichen
Logarithmen. Der Logarithmus einer Zahl N zur Basis e wird mit lnNE] bezeichnet (lies:
Logarithmus naturalis V).

Bekanntlich sind die Zahlen e und 7 irrational. Jede dieser Zahlen ist mit einer Genauigkeit
bis auf viele Stellen hinter dem Komma berechnet worden, und zwar ist

e = 2,7182818284590...
Wir zeigen jetzt, dass auch der Grenzwert der Folge der y,, gleich e ist. Zunachst ist
) ) 1 n+1 ) 1 n 1
hmyn:hm<1+) :hm<1+) -(1+):6-1:€
n n n

Da sich die y,, der Zahl e monoton fallend nihern (Aufgabe 11), gilt

(1+ ;)HH Se (8)

Aufgabe 12: Man beweise die Ungleichung

nl > (Z)" (9)

Losung: Wir beweisen die Ungleichung (9) durch vollstandige Induktion. Sie gilt fiir n =1 es

ist namlich
1 1
N=1> <>
e

Wir nehmen an, die Ungleichung (9) sei fiir n = k richtig, d.h.

k
k! > <k>
(&

Durch Multiplikation beider Seiten der letzten Ungleichung mit k& + 1 erhalten wir

(k+ Dk = (k+1)! > (’f)k(kﬂ) _ <k+1>’“+1 . e

e e —i—%)k

k
Da nach (7) die Ungleichung (1 + %) < e gilt, ist

o () e (se0)

(& € (&

d.h., die Ungleichung (9) ist fir n = k+ 1 bewiesen. Damit ist die Richtigkeit der Ungleichung
(9) fur alle natirlichen Zahlen n gezeigt.
Da e < 3 ist, folgt aus Ungleichung (9) die Beziehung

> (3)

3Im Original wird die nicht mehr gebriuchliche Bezeichnung log nat fiir In verwendet

12



Mit Hilfe der letzten Ungleichung lasst sich leicht zeigen, dass 300! > 1003 ist. Setzen wir
namlich n = 300, so ergibt sich

300
300! > (320) = 1003%

Genauso wie (9) beweist man die Ungleichung

e

Aufgabe 13: Man beweise fiir positive aq, as, ..., a,, die Ungleichung
najas...a, < ai +ay + ... +a, (10)

Losung: Da das geometrische Mittel hochstens gleich dem arithmetischen Mittel ist, gilt

a +ay + ...+ a’
ajas...a, = {/atay...a? < ! 2 - L

Durch Multiplikation beider Seiten dieser Ungleichung mit n erhalten wir die Ungleichung (10).
Aus (10) folgt

2 2 3 3 3 4 4 4 4
2a1a9 < ay + as; 3ajazas < aj + ay + ay; dajasazay < aj + ay + as + ay

d.h., das Doppelte des Produktes zweier positiver Zahlen ist nicht groBer als die Summe ihrer
Quadrate, das Dreifache des Produktes dreier Zahlen ist nicht groBer als die Summe ihrer
Kuben, usw.

§ 3

Bei der Losung der Aufgaben des vorigen Paragraphen verwendeten wir den Satz, dass das
geometrische Mittel positiver Zahlen ihr arithmetisches Mittel nicht Gbertrifft, d.h. die Bezie-

hung
$1+£L'2—|——|—x‘n

n

Yr1T9... Ty <

wobei das Gleichheitszeichen nur fir 1 = 25 = ... = x,, gilt.
Diesen Satz benutzen wir zum Beweis der wichtigsten Ungleichung dieses Paragraphen, die,
wie wir sehen werden, bei der Losung von Aufgaben oft angewendet wird.

Satz 3:Ist x > —1 und 0 < a < 1, so gilt

1+2)*<1l+4ax (11)
Ist aber z # 1, a < 0 oder a > 1, so gilt

1+x)*>1+ax (12)

Das Gleichheitszeichen in (11) und (12) gilt nur fir x = 0.
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Beweis: Wir nehmen an, « sei ein positiver echter Bruch. Ist = ™, m und n ganz und positiv
und 1 < m < n, so gilt

m
n

(1+2)*=(1+x)

::7ﬂ+waW7%:dﬂ+xﬂk+@mﬂ+xy1&-mﬂ

m n—m

< A+2)+Q+2)+.. +1+2)+1+1+..4+1 m(l+z)+n-—m

n n

n -+ max m
= =14+ —z=14+ax
n n

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn alle unter dem Wurzelzeichen stehenden Faktoren
gleich sind, d.h., wenn 1 4+ x =1, also x = 0 ist. Fir # 0 gilt

(1+2)* <14 ax

Wir haben somit den ersten Teil des Satzes fir den Fall, dass «v eine rationale Zahl ist, bewiesen.
Wir nehmen nun an, « sei irrational (0 < a < 1). Es sei 71,79, ...,7,, ... eine Folge echter
Briiche mit dem Grenzwert «. Aus den Ungleichungen

(14+2z)" <14 r,mz, x>1, n=123,..
die wir ja fur den Fall rationaler Exponenten schon bewiesen hatten, folgt

(I14+2)*=lim(1+2)" < lim (1 +7r2) =14 az

rn—Q rn—Q

Damit ist die Ungleichung (11) auch fiir irrationale Werte von « bewiesen. Es bleibt zu zeigen,
dassfirz #0und 0 < a <1
(1+2)* <14 ax

gilt, d.h., dass fiir # 0 in (11) nicht das Gleichheitszeichen steht. Zu diesem Zweck wahlen
wir eine rationale Zahl r, fir die a < r < 1 ist. Offensichtlich gilt

(1+2)* =[1+a)")
Wegen 0 < % < 1 gilt, wie bereits bewiesen,
(1+2)F <1+ -2
r

Folglich ist

Fir z # 0 gilt
a \" «
(1+:C) <l+r—z=1+ax d.h. (14+2)*<1l4ax
r r

Damit ist der erste Teil des Satzes vollstindig bewiesen. Wir kommen nun zum Beweis des
zweiten Teiles.

Es sei @ > 1. Ist 1 + ax < 0 (das ist fir z < 0 méglich; zB. @ = 4, z = —3, also

l+ar=1+4-(—1/2) = —1 < 0), so ist die Ungleichung (12) sicher erfiillt, da ihre linke
Seite nichtnegativ und ihre rechte Seite negativ ist.
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Ist 1 +ax >0, ar > —1, so gilt auf Grund des ersten Teiles des Satzes
1 1
(I+az)e <1+ —azx=1+z
o

wobei das Gleichheitszeichen nur im Falle 2 = 0 steht. Wir erheben beide Seiten der Unglei-
chung in die a-te Potenz und erhalten

I+ar<(1+x)°

Es sei jetzt o < 0. Ist 1 + ar < 0, so ist die Ungleichung (12) offenbar erfiillt. Ist aber
1+ ax > 0, so wahlen wir eine ganze positive Zahl n so, dass —2 >0 ist. Auf Grund des
ersten Teiles des Satzes gilt

« o 1

1 <]l - — 1 ">
+a 7 <1-Jo  (+)iz i 214]

(die letzte Ungleichung ist wegen 1 > 1 — %zxz richtig). Erheben wir beide Seiten der letzten
Ungleichung in die n-te Potenz, so erhalten wir

(1+x)*> (1—aar> > 1+nlz=1+ax
n n
Wir bemerken, dass Gleichheit nur dann moglich ist, wenn = = 0 ist. Damit ist der Satz
vollstandig bewiesen.

Satz 4: Sind a4, as, ..., a, positive Zahlen und ist v < 3, so ist ¢, < cg; dabei ist ¢, = ¢z nur
dann, wenn
aL =Gy = ... = an, gilt.

Beweis: Fiir den Fall, dass o und 3 verschiedene Vorzeichen haben, ist der Satz 4 oben bereits
bewiesen worden (siehe Aufgabe 7 des vorigen Paragraphen und die Definition des Mittels n-
ten Grades). Wir brauchen den Satz nur noch fiir den Fall zu beweisen, dass o und 3 gleiche
Vorzeichen haben.

Wir nehmen an, es sei 0 < o < 5 und setzen

k=c, =

<a§“+a§+...+ag>i
n

Dividieren wir cg durch k, so erhalten wir

1
o o ((B) () -+ (2))

k Co, n

Setzen wir jetzt

so erhalten wir

15



Wegen

1
d1+d2—|——|—dn «
n

(2)"+ (%) +..+ (k)a) 2

(a%+ag+...+ag)é_1 1
n

=
3

ist
di+do+...+d,
- —
Wir setzen nun d; = 14x1, dy = 142, ..., d,, = 1+x,. Aus der Gleichung dy+ds+...+d,, = n
folgt

1 5 d1+d2++dn:n

1+ +...+2,=0
Auf Grund des Satzes 3 (wir bemerken, dass £ > 1 ist) gilt

B
dy = (1+x1)§ > 1+ iml,

B
d2a = (1+ZL’2)§ > 1+§[L’27

8
= dg = (1+ )" Zl—i—éxn (*)
«
Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir
8 8 8 B
di +ds + ...+ dg Zn—l—a(:ﬁl—i—mg—i—...—i—xn):n (14)

Aus (13) und (14) folgt

1
Wir bemerken, dass nur dann c¢3 = k = ¢, ist, wenn in (*) iiberall das Gleichheitszeichen gilt,
d.h., wenn z; = ... = z,, = 0 ist (Satz 3). In diesem Falle ist d; = dy = ... = d,, = 1 und
daher
ag=ay=..=aqa, =%k

Sind aber die Zahlen aq, ao, ..., a, nicht alle gleich, so ist
Cg > Cq
Damit ist der Satz 4 auch fiir den Fall 0 < a <  bewiesen.

Ist « < B <0, soist 0 < g < 1. SchlieBen wir ebenso wie vorher, so erhalten wir in den
Ungleichungen (*) und (14) die umgekehrten Zeichen.
Da aber § < 0 ist, folgt aus der Ungleichung

B B B B B B %
df+d2°‘+...+dﬁ‘<1 dass s _ Ay +ds + ...+ dg .t
n - ' k n -

@|

=1

gilt, d.h. ¢ > k = ca. Damit ist Satz 4 vollstandig bewiesen. Fortan nennen wir das geome-
trische Mittel Mittel O-ten Grades, d.h., wir setzen g = .
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Wir bemerken, dass Satz 4 auch fiir diesen Fall richtig bleibt, da (Aufgabe 7,§ 2) ¢, < g = co
ist, sobald a@ < 0, und ¢f3 > g = ¢, sobald 3 > 0 ist.

Aus dem bewiesenen Satz folgt insbesondere, dass
c1<cp<c <

gilt, d.h., flr positive Zahlen ist das harmonische Mittel hochstens gleich dem geometrischen,
das geometrische hochstens gleich dem arithmetischen, das arithmetische hochstens gleich
dem quadratischen Mittel. Z.B. ist fir a; = 1, ay = 2, a3 = 4

ai' +ay +azt\ " 3 12
€-1= 3 17 i;1- 57 LT
1 2 4
00:\3/a1a2a3:\3/1'2~4:2
14244 7
— TR _ 93
1 4 3 3
2 .2, 92\3
:<+3+> _ 1+43+16:\/?<276“_

und somit
c1=1,7.<2=¢<2,3..=c1<2,7... =3

Aufgabe 1: Man beweise, dass 22 + 3% + 22 > 12 gilt, falls x +y + 2 = 6 ist.
Losung: Da das arithmetische Mittel das quadratische Mittel nicht lbertrifft, ist

(z4+y+2)?
3

rhy+z_ (2P yt+ 27
3 - 3

1

2
) dh. 2+ +22>
In unserer Aufgabe ist 22 + 3% + 22 > % = 12. Das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn
r=y=z=2Iist.

Aufgabe 2: Man beweise, dass fiir positive z, 3, z, welche der Bedingung 22 + y? + 22 = 8

geniigen, die Beziehung
2
4yt 42> 16\£

gilt.
Losung: Aus co < c3 folgt

<x2+y2+z2>5 - <x3+y3+z3>§
3 - 3

In unserer Aufgabe ist

1
23+ B+ 23\ 3 8 ‘ Sﬁ \F
=7 ) >4 /=  dh Sy 4+23>3.24/- =164/=
( 3 =\3 vyt =033 3

Aufgabe 3: Man beweise, dass fiir positive Zahlen ay, as, ..., a,, die Ungleichungen

(ar +ay + ... +a,)* <n* Haf + a§ + ... +a%), a>1 (15)
(a1 +az + ... +a,)* >n*"Ha +a§ + ... +a2), O<a>1 (16)
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gelten.

Losung: Ist o > 1, so gilt

1
a4+ as +...+a*\« _ a1 +a ..+ a,
Ca:(1+ 2+ +n> Z 1+ 2+ + — ¢

n n

Hieraus folgt leicht die Ungleichung (15). Genauso wird auch Ungleichung (16) bewiesen.
Speziell folgt aus den Ungleichungen (15) und (16)

(x+y)* <27 @ +y"), a=212>0y>0

(z+1)* <2 N2 +y), 0<a<l,z>0,y>0
Aufgabe 4: Man beweise, dass fiir positive x,y, 2, welche der Bedingung 2® + * + 2* = 81
geniigen, die Beziehung

r+y+2<9
gilt.
Losung: Aus
(x+y+2)?<32@*+9y*+2%=9-81="729
(Ungleichung (15)) folgt
rHy+2<V729=9

Aufgabe 5: Man beweise: Ist 0 > a > —1, so gilt

(TL + 1)a+1 _ na—i—l na—i—l _ (TL _ 1)a+1

<n® < 17
a+1 " a+1 (17)
Losung: Aus 0 < o + 1 < 1 folgt nach Ungleichung (11)
a+1 a+1
<1+1> IR (1—1> <1 ot!
n n n n
Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit n®*! ergibt sich
(n+ 1) <p**t o+ 10> | (n — 1) < ptt — a4 1n®
Aus diesen Ungleichungen folgt unmittelbar (17).
Aufgabe 6: Man beweise, dass im Falle 0 > o > —1 die Ungleichung
1 a+1l a+1 a+l _ -1 a+1
(n+1) m <ma+(m+1)°‘+...+na<n (m—1) (18)
a+1 a+1
gilt.
Losung: Wir setzen in (17) n =m,m + 1,...,n und erhalten
(m + 1)1+a _ mlfa N m1+a _ (m _ 1)1+a
<m <
1+ o 1+«
+92 1+a +1 l—a +1 1+a 1+o
(m4 2 ma ) m ) m
1+« 1+«
)+ _ 21— N 1+a _ 1)1+e
(a3 = (me D (2= )
1+« 1+«
(TL + 1)1+a _ nlfa N n1+a _ (TL _ 1)1+a
<n <
14+« 14+«

18



Durch Addition dieser Ungleichungen folgt (18).

Aufgabe 7: Man bestimme den ganzen Teil der Zahl
1 N 1 N 1 n 1

r=—+—=+—=+.. + ——

Vi V5 V6 /1000000

Losung: Wir setzen in (18) m = 4, n = 1000000, v = —3 und erhalten

_|_

10000015 — 43 10000005 — 33
5 <z < 5
3 3
d-h. 3 3 3 3
5 10000015 — 5 45 << 5 10000005 — 5 35
Da

3 3 3 3 3
5-1000001§ > 5-1000000§ = 510000 = 15000, 5\3/1— = /54 < 4, 5% =/8=3

ist, gilt 15000 —4 < 2 < 15000 — 3, d.h. 14996 < x < 14997. Aus diesen Ungleichungen folgt
[z] = 14996.

§4

In diesem Paragraphen wenden wir einige Ungleichungen, die wir frither betrachtet haben, auf
die Lésung von Extremwertaufgaberﬂ an.

Aufgabe 1: Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion
x?, a>0,x>0,a>1

Losung: Die Aufgabe lasst sich fiir den Fall, dass o = 2 ist, sehr einfach losen. Wegen

xz—ax—<x—a>2—(12
a 2 4

nimmt namlich die Funktion den kleinsten Wert fir 2 = 5 >0 an, und zwar ist dieser Wert
gleich —%.

Im Falle eines beliebigen o > 1 lasst sich die Aufgabe unter Benutzung der in Satz 3 bewiesenen
Ungleichung (12) 16sen. Wegen @ > 1 gilt

(14+2)*>1+az, 2> —1
wobei Gleichheit nur fiir z = 0 besteht. Setzen wir hier 1 4+ z = y, so erhalten wir
y>1+aly—-1), y'—ay>l-a, y=>0

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir y = 1 steht. Durch Multiplikation beider Seiten der
letzten Ungleichung mit ¢ ergibt sich

(ey)* —ac* Hey) > (1 —a)e®,  y>0

4Uber die Anwendung von Ungleichungen zweiten Grades zur Ermittlung von Maxima und Minima vgl. |.P.
Natanson, Einfachste Maxima- und Minimaaufgaben, 2. Auflage, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaf-
ten, Berlin 1965 (Ubersetzung aus dem Russischen).
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. _ a\ a—-1 _
Setzen wir x = ¢y und ac® ! = a, c = <> , so erhalten wir
a

[e3

a2 (-0 = (1w (4)7

e T,
a—

wo das Gleichheitszeichen nur fiir v = ¢ = (a) ' gilt. Also nimmt die Funktion
!

% —ar, a>1l,a>0,z>0

: . a\ a1 o
den kleinsten Wert fir z = <> an; es ergibt sich zu
o

@

0-a(2)”

Speziell nimmt die Funktion 22 — ax (o = 2) ihren kleinsten Wert fiir

(a>211 a
Tr = — = —
2 2

1-9(5)" -5

Dieses Resultat stimmt mit dem Schluss tiberein, zu dem wir frither auf anderem Wege ge-

an, und dieser ist gleich

7 371
kommen waren. Die Funktion 2% — 272 nimmt ihren kleinsten Wert fiir z = (3) R 3 an,
_3
und dieser ist (1 — 3) (2—37) = 54
Anmerkung: Wir vermerken fiir das Weitere, dass die Funktion

(e}

ar — 2% = — (2% — ax)

wobei o > 1, a > 0, x > 0 ist, ihren groBten Wert fiir:

1
a a—1
[0
a

o-n(2)”

Aufgabe 2: Aus einem runden Stamm ist ein Balken groBter Festigkeit auszusagen

annimmt; dieser ist

) r Losung: Es sei AB = x die Breite des Balkens, BC' = y; seine
Hohe und AC = d der Durchmesser des Stammes. Bezeichnen wir
mit .S die Festigkeit des Balkens, so erhalten wir

S = kay® = ka(d® — 2?) = k(d*x — 2°)

£
4 s Die Funktion d?z — 23 nimmt ihren groBten Wert an fiir

S\ d 2 d 7
= — = — :d2— 2:*d2 = —= 2: 2%14 = -
v (3) /3 SR \/3\/_ T2~ L dr = g

5Die Festigkeit eines Balkens ist direkt proportional dem Produkt aus seiner Breite und dem Quadrat seiner
Hohe.
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Also hat der Balken die groBte Festigkeit, wenn sich seine Hohe und seine Breite wie 7 : 5
verhalten.

Aufgabe 3: Man bestimme einen groBten Wert der Funktion y = sin x sin 2.
Losung: Da sin 2x = 2sin x cos x ist, gilt

2

sin zsin 22 = 2coszsin® & = 2cos x(1 — cos® ) = 2(z — 2°)

wo z = cosx, also —1 < 2z < 1 ist. Die Funktion z — 2% = z(1 — 2?) hat negative Werte fiir
—1 < 2<0. Fir 0 <z <1 nimmt sie nichtnegative Werte an.
Folglich wird ein Maximum der Funktion im Intervall 0 < z < 1 erreicht.

In Aufgabe 1 wurde gezeigt, dass die Funktion 2 — 2%, 2 > 0, ein Maximum fiir

SOREE

annimmt. Fir diesen Wert ist

in z sin 2z = 2z(1 — 2?) 2(1 1) 4
sinzsin2r =22(1 —2°)= —=(1— =) = —=
V3 3/ 33
Die Funktion y = sin x sin 2x nimmt also dann ein Maximum an, wenn z = cosx = % ist,
und zwar ist sein Wert ﬁ Der Verlauf der Funktion y = sin x sin 2x ist in Abb. 2 dargestellt.
¥
7
ar-

st

N RN

Aufgabe 4: Man bestimme einen groBten Wert der Funktion y = cosx - cos 2.

Losung: Die Funktion y = cosz - cos 2z wird nicht groBer als 1, da jeder der Faktoren cosx
und cos 2z die Zahl 1 nicht Gbertrifft. In den Punkten = 0, +27, +4m, ... ist aber

cosz-cos2x =1

Also nimmt die Funktion y = cos = cos 2z ihre groBten Werte in den Punkten x = 0, 27, +4m,
... an. Die graphische Darstellung der Funktion y = cos x cos 2z zeigt Abb. 3.

]

Aufgabe 5: Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion
%+ ax

fallsa >0, « <0, z > 0 ist.
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Losung: Da o < 0 ist, gilt nach Ungleichung (12)
1+2)*>1+az
wobei Gleichheit nur fiir 2 = 0 vorliegt. Wir setzen 1 + z =y, z = y — 1 und erhalten
y*>1+aly—-1), y=>0
wobei Gleichheit nur fiir y = 1 gilt. Aus dieser Ungleichung folgt:

y'—ay>l—a () —ac*(ey) > (1 —a)”

Q

Setzen wir a = —ac® !, x = cy, so erhalten wir

o

wobei das Gleichheitszeichen wieder nur fiir z = ¢ = <a> 7 gilt,

[e3

) ) ) ) ) . a \a-1 )
Also nimmt die Funktion 2% + ax ihren kleinsten Wert fir z = (> an, und zwar ist er
—
gleich

@

- ()"

1
— + 27x, x>0

Iz

Z.B. nimmt die Funktion

den kleinsten Wert an der Stelle

27, —— 1
Tr = é) 3 1 = ﬁ
an. Dieser Wert ist .
1\ 27 . —3
(1 + > T)iéil =4
3/ 3

Aufgabe 6: Man bestimme die sparsamsten MaBe eines zylindrischen GefaBes mit Boden und
Deckel (Konservendose) ]

Lésung: V' = mr2h ist der Inhalt des GefaBes, wobei r der Radius und h die Hohe des Zylinders
ist. Die gesamte Oberflache des GefaBes ist

F =2nr® 4+ 27rh

Wegen h = % gilt

V 2V
F =2mr® + 27r =omr? + ——
2712 r

Setzen wir x = %, so erhalten wir

Vv
F=2mx"24+2Vr=2n (x‘Q + ZL’>
T

5Die MaBe des GefiBes heiBen sparsam, wenn bei gegebenem Rauminhalt zu seiner Herstellung eine méglichst
geringe Menge Material erforderlich ist, d.h., wenn das GefaB eine moglichst kleine Oberflache hat.
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Die Funktion 272 + %3: nimmt laut Losung der vorigen Aufgabe ihren kleinsten Wert fiir

(07
- \27 Vv

Kehren wir zu unseren fritheren Bezeichnungen zuriick, so finden wir

I 27 3V _h o
;_ 7’ 7”_%7 7’—5’ h—27’—d

Also hat das GefaB die sparsamsten MaBe, wenn seine Hohe gleich dem Durchmesser seiner
Grundflache ist.

Ubungen

6. Man bestimme das Maximum der Funktion (6 — z)? fiir 0 < x < 6.
Hinweis: Man setze y = 6 — .

7. Aus einem quadratischen Blatt Papier mit der Seite 2a soll eine Schachtel ohne Deckel
hergestellt werden, indem an den Ecken Quadrate ausgeschnitten und dann die Gberstehenden
Streifen hochgebogen werden.

Die Schachtel soll groBten Rauminhalt haben (Abb. 4). Wie groB muss die Seitenlédnge der
auszuschneidenden Quadrate sein?

/A Z

: A

b Za

e 2g-2g
8. Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion 2% + 822 + 5.
9. Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion 2® — 822 + 5.
10. Man suche den groBten Wert der Funktion x® — ax, wenn 0 < aa < 1, a > 0, > 0.
11. Man beweise die Ungleichung
Vv < Z + 27

12. Man zeige, dass fiir n > 3 folgende Ungleichung gilt:

Yn> "Nn+1
Hinweis: Man benutze die Ungleichung (7).

18. Man bestimme die groBte der Zahlen
1,v/2,V/3,V4, ..., /n, ...

14. Man beweise die Ungleichung

2
Un <14 ——=
Un +\/ﬁ
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15. Man beweise die Ungleichung
(I+a)(14ag)...(14+a,) >1+a+as+ ... +ay
wenn die Zahlen a; gleiches Vorzeichen haben und nicht kleiner als -1 sind.
16. Man beweise die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(ayby + agby + ... + apby)* < (a3 + a5+ ... +a2) (b3 + b5 + ... +b2) (19)
Hinweis: Man beweise zuerst, dass das Polynom

(arz — b1)? + (agr — by)* + ... + (apz — by)? =
=2%(a? +ai + ... +a?) — 2x(arby + asby + ... + anby,) + (b3 + b3 4 ...+ b?)
nicht zwei verschiedene reelle Wurzeln haben kann.

17. Unter Benutzung der Ungleichung (19) zeige man, dass das arithmetische Mittel nicht
groBer als des quadratische Mittel ist.

18. Man beweise die Ungleichung

\/15<\/n—|—1—\/n—1

19. Unter Benutzung der Ungleichung aus Ubung 18 beweise man die Ungleichung
1 1
Vit l+vn—vV2>14 =+ —=+..+vn

20. Man gebe den groBten Wert der Funktionen

Q:?’

6 10
L T 0,6x

an. 3
Antwort: ——:0. 4.

4\/ﬁ,7

21. Fir welchen Wert a ist der kleinste Wert der Funktion /x + ;% gleich 2,57
Antwort: ¢ = 8.

§ 5

In diesem Paragraphen untersuchen wir noch einige wichtige Ungleichungen und zeigen ihre
Anwendung bei der Berechnung gewisser Grenzwerte.

Aufgabe 1: Man zeige, dass fiir p > 1, ]lu—i— % =1,z >0, y > 0 die Beziehung

p q
xy§£+yf (20)
p p

gilt.
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Losung: Zu Beginn des § 4 (Aufgabe 1) haben wir gezeigt, dass

a

z*—azr > (1—a) <>a"_1

«

gilt, wenn v > 1, a > 0, x > 0 ist.
Setzen wir in dieser Ungleichung o = p, a = py, so erhalten wir

_Db
py " 2
o (py)e > (1—p) (p) T (21)
1 1 _ .
Wegen st =1 gilt
1 1 -1
q D P p—1 q

Setzen wir diese Werte in die Ungleichung (21) ein, so erhalten wir
2P — pya > — Ly
q

Wenn wir alle Glieder der letzten Ungleichung durch p dividieren und die negativen Glieder auf
die andere Seite bringen, so erhalten wir die Ungleichung (20).

Aufgabe 2: Man beweise: Sind aq, as, ..., a, und by, bs, ..., b, positive Zahlen und genligen p
und ¢ den Bedingungen der Aufgabe 1, so gilt die Holdersche Ungleichung

3 =
Q=

(a1by + agbs + ... + anb,) < (af + a5+ ... +ab)? (b + b5 + ... + b) (22)
Losung: Wir setzen
al +adh+ ...+ af = AP, bi + b3 + ...+ b1 = BY
Dann erhélt die rechte Seite der Ungleichung (22) die Form
(A?)7(B%)s = AB
Jetzt setzen wir

aq :ACl, GQZACQ, ceey an:Acn
b, = Bdy,  by=Bdy, ... b, =Bd,

Wegen

AP =adi+ab+ .. +a =AP + S+ ..+ =A(F+H+...+ )

n

istcf +cb+ ...+ =1
Ebenso weist man nach, dass df + d3 + ... + d? = 1 ist. Benutzen wir jetzt die Ungleichung
(20), so erhalten wir

o di
CL1b1 = AB(Cldl) S AB <1 + 1) y
p q
q P q
p q p q
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Aus diesen Ungleichungen folgt

F+db+...+c2 d+d+.. . +d!
a1b1+agb—2+...+anbn§AB< 1ot +Cn+ 1+dy+ ..+ n)

p q

Wir erinnern daran, dass

11
—4+=-=1, d+d+..+cf=1, di+di+..+dl =1
P oq

ist. Damit ist gezeigt, dass die linke Seite der Ungleichung (22) hochstens gleich AB ist, also
ist die Ungleichung bewiesen. Es ist unschwer zu zeigen, wenn in (22) das Gleichheitszeichen
steht. In (21) gilt nur fir

Pl g
;(;:<py> :yznlflzyﬁ7 qu:yq
p
Gleichheit (siehe Aufgabe 1, § 4).
Ebenso kann das Gleichheitszeichen in jeder Zeile von (*) nur dann stehen, wenn
co=dl,co=d,....cn=di dh E=dl,E=di ... E=d
ist. Multiplizieren wir schlieBlich diese Gleichungen mit AP B4, so erhalten wir
Bi(Acy)P = AP(Bd,)? d.h.Blal = APbS

ay AP ay AP ab AP

@_Eagg_ﬁv"’aazﬁa

Daher steht in (22) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn
4 _d_
N )
ist.
Anmerkung: Setzen wir in (22) p = 2, ¢ = 2, so erhalten wir (19) (Siehe Ubung 15):

aiby + asby + ... + ayb, < \/(a% +a3+...+a2)B3+ 03+ ...+ 12)

Aufgabe 3: Man beweise die Ungleichungd]

1 1 1
<ln(l—|—) < — (23)
n+1 n n
Losung: Durch Vereinigung der Ungleichungen (7) und (8) aus § 2 erhalten wir

1\" 1 n+1
(1+) <e<<1+)

n n

"In bedeutet den Logarithmus zur Basis e
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Logarithmieren wir diese Ungleichungen zur Basis ¢, so finden wir schlieBlich

1 1
nln(l—i—) <lne:1<(n+1)ln<1—|—)
n

n

1 1 1
<1n(1+><
n+1 n n

Aufgabe 4: Man setze

ol L1 L1, 1 Lol 11
z1 = =+t 3=+ -+ -t ==+ -+ s+t -,
L T2y T3 T ps 3Ty "5 "™ 456 78
1 Lo,
Zn = — o+ —
n n-+1 2n

und bestimme lim .
n—oo

Losung: In der ersten der Ungleichungen (23) ersetzen wir n durch n — 1 und erhalten

1><1 n
1 n

1
<1n(1+
n— n—1

n

Daraus und aus der zweiten der Ungleichungen (23) folgt

n+1 1
<Iln—<In
n n n—1

In

Unter Benutzung der Ungleichungen (24) konnen wir jetzt die Ungleichungen ,

n-+1 1 n
In < —<In——r,
n n n—1
n -+ 2 1 n+1
In < <In ,
n+1 n+1 n
| n+3< ! <1 nt2
n n———
n+2 n+2 n+1’
2n + 1 1 2n
In — < In

2n 2n 2n —1

aufschreiben. Addieren wir sie und beachten wir, dass der Logarithmus eines Produktes gleich
der Summe der Logarithmen der einzelnen Faktoren ist, so erhalten wir

n+1(n+2)...2n+1) 1 1 1 n(n+1)(n+2)..2n
In <—+——+ ..+ —<In
n(n+1)..2n n n+1 2n (n—1)nn+1)..2n—1)
d-h. 2n+1 1 1 1 2
n n

1 < —F—4+ .+ —<1 25
ST n—{—n—i—l+ +2n 1 (25)

Wegen

2 1 1 2 1 1
nt =2+ — gilt limIn nt = lim ln<2+):ln2
n n

n n—oo n n—oo

Ebenso folgt aus
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die Beziehung

2n

lim In
n—oo n —

=1n2
1

Der linke und der rechte Teil (25) haben also denselben Grenzwert. Folglich hat auch der
mittlere Teil diesen Grenzwert, d.h.

) 1 1 1 .
lim (—i——l—...—l—) = lim z, =1n2
n—oo \ n n+1 on n—00

Aufgabe 5: Man setze

1 1 1 1 1 1 1
—laxso=1l——-a3=1—=-+—, .. o,=1——+-———+4 (=)=
1 y Lo 27‘7:3 2+37 s L 2_'_3 4+ +( ) n
und berechne lim z,,.
n—oo
Losung: Offenbar ist
SRS S S S SR
R R S L S ™
—(1+1+1+1+ + L +1) 2<1+1+ +1>
N 2 3 4 T 2m—1 2n 2 4 7 o
—(1+1+1+1+ +1+1) <1+1+1+ +1>
N 2 3 4 T o2m—1 2n 2 3 T n
_ ! +L+ +i
T n+1l o n+2 7 9

In der vorigen Aufgabe setzen wir

Lo 42
Zp = — e+ —
n n-+1 2n

Folglich ist x5, = 2, — % Nun ist aber nh_)ngo 2, = In 2 (siehe vorige Aufgabe). Somit ist

1
lim s, = lim (zn — ) =In2
n—oo

n—oo n

Wir bemerken noch, dass

1
Tont1 = Top + Y]
und folglich
lim Zgny = li ( . ) — 2
Ji o = Jim (2ot 57 ) =1
gilt. Also ist

lim z, =1In2
n—oo
Anmerkung: Die Zahlen
Ty =ay; Tp=a +a;, T3=a;+a+tas; ..; Typ=0a +ax+az+..+a,

heiBen Partialsummen der Reihe

ap+as +as+ ... +a, + ...
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Eine Reihe heiBt konvergent, wenn die Folge ihrer Teilsummen einen endlichen Grenzwert hat.
In diesem Falle nennt man die Zahl S = li_>m x,, die Summe der Reihe.

Aus Aufgabe 5 folgt, dass die Reihe

1 1+1 1+1 - 1 1+
2 3 4 5 o 2n—1 2n

konvergiert und ihre Summe In 2 ist.

Aufgabe 6: Die Reihe

L S S
STyttt ot

heiBt harmonische Reihe. Man beweise, dass die harmonische Reihe divergiert.

Losung: Nach Ungleichung (23) ist

1 n+1
—>1n
n n

Setzen wir diese Ungleichungen fiir 1,2, 3, ...,n an, so erhalten wir

1>12 1>13 1>14 1>lnJrl
B R R L Tk L P
Durch Addition folgt
1 1 1 1 1 2.3-4-..-(n+1)
n=l4+-—d-F 44 . F+->1 =1 1
x —|—2+3—|—4—|—5+ +n>n 1 9.3 n(n+1)

Aus dieser Ungleichung folgt

lim z, > lim (n+ 1) — o0

folglich divergiert die harmonische Reihe.

Aufgabe 7: Man beweise, dass die Reihe
I
5a t3at - e
bei beliebigem o > 1 konvergiert.

Losung: Die Folge der Teilsummen dieser Reihe wachst monoton:

Loy =14 ay =14 o R
1 = 1L, Ty = 2a,$3— 9a 3a,...7$n— 9a 3a e
d.h., esist
T < Ty <3 < ..Tp < ..

Andererseits hat bekanntlich eine monoton wachsende beschrankte Zahlenfolge einen endlichen
Grenzwert. Folglich wird die Konvergenz der Reihe (26) bewiesen sein, wenn wir zeigen kénnen,
dass die Zahlenfolge z,, beschrankt ist. Wir setzen

PR S S S 1
Y =T e T3 T T T T 2 — 1) (2n)e
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)G ()

ist Y2, < 1, da die Zahlen in jeder Klammer positiv sind. Es ist aber auch

1 1 1 1 1
T N G | GO B
:<1—|—1+1+1+.‘.—|— ! + ! )—2<1+1+1+...+ ! )
20 3> 4o (2n —1)>  (2n)> 20 4> G (2n)
:<1—|—1+1+1+...+ ! + ! )—2<1+1+1+...+ ! )
20 3x 4o (2n—1)>  (2n)° 2 20 3« (n)«
Aus
RS ST NI S
" 20 3¢ 4o (n)«
folgt
2
Yon = Top — 27[%
Da x5, > x,, Yo, < 1 ist, gilt also
1>y2n>xn—zxn: 20‘—2xn
20 20

Hieraus folgt
20&

20 — 2
d.h., die Zahlen z,, sind fir & > 1 beschrankt. Damit ist bewiesen, dass die Reihe (24)

[0}

Ty <

konvergiert und ihre Summe nicht groBer ist als 5a _ 5

Ist z.B. a = 2, so ist

1+1+1+ +1< z 2

Ty = =t =+ + =< =

22 32 n? 22 —2

S=1 =1 L ! ! <2
—ngnoloxn— +?+§+...+E+..._

In den Vorlesungen iiber hohere Mathematik wird gezeigt, dass

&ﬂ+i+i+m+i+m:ﬁ
22 3 n? 6
ist.
Ubungen
22. Man gebe die Summe der Reihe
&ﬂ—;+;—;+m+kwﬂé+m

an.

30



Hinweis: Man benutze die Gleichung (27).
Antwort: S = 7{—;

23. Man beweise die Ungleichung

a+1 1o¢+1
n <1+20+30+_.'+n0‘<u
a+1 a+1

, a>0

24. Man beweise fir z,, =1+ 2%+ 3%+ ... +n% und o > 0 die Beziehung

" 1

1m
n—oo pa+l a+1

25. Man beweise
(arbict + agbocy + ... + anbpc,)® < (ad +ay+ ..o+ a) (B 4+ by + .+ B3 (el e+ .+ D)

unter der Annahme, dass die Zahlen ay, by, ¢ positiv sind.
Hinweis: Man benutze die Ungleichung (10) und die Beweismethode aus § 5, Aufgabe 2.

26. Es sei
S SR S
n n+1 n+2 7 kn

wobei k eine ganze positive Zahl ist; man beweise

lim z, = Ink
n—oo

Hinweis: Man benutze die Lésungsmethode der Aufgabe 4 dieses Paragraphen.
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Losungen der Ubungsaufgaben

1. Wir setzen in den Ungleichungen (1) n=m,m+1,...,n

2v/m —2\/_<i 2v/m — 2/m

<2vVm+1-2ym
<2vVm4+2—-2vVm+1

H%

2vVm+2—-2vVm+1<
m+1

1
vm 4+ 2

2vVm+3—-2vVm+2<

2\/n+1—2\/ﬁ<\/15<2\/_—2\/n—1

Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir
1 1
Tt

2. Wir setzen in den Ungleichungen der Ubung 1 m = 10000 und n = 1000000 und erhalten

2Wn+1—2ym< <2vn—2vm —1

1 1 1
+ Fot ———
V10000 /10001 /1000000

24/1000001 — 24/10000 < < 24/1000000 — 24/19999

Wegen
24/1000001 > 24/1000000 = 2000, 2+/10000 = 200, 2v/9999 = /39996 > 199, 98

(die letzte Ungleichung kann man leicht nachpriifen, indem man die Quadratwurzel auf 2
Dezimalen genau zieht) ist

1 1 1
2000 — 200 = 1800 < + + o+ ———= < 2000 — 199, 98 = 1800, 02

v/10000 /10001 v/1000000

3. Wir multiplizieren die Ungleichungen aus Ubung 2 mit 50 und erhalten in unseren Bezeich-
nungen 90000 < 50z < 90001; hieraus folgt

[50z] = 90000
4. Fir n =1 gilt die Ungleichung
o1 1
27 V3-1+1 2
offensichtlich. Nehmen wir nun an, die Ungleichung sei fiir n = k richtig:
1 35 ...~2k_1§ 1 ()

246 2k V3k+1

wir beweisen ihre Richtigkeit fiir n = k + 1, d.h., wir beweisen

1 3 5 2k—1 2/<:+1< 1
2 4 6 2 2k+2 7 3k +4
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2k+1

T erhalten wir

Durch Multiplikation der Ungleichung (a) mit

2k -1 2k+1< 1 2k+1
2k 2k+2 7 /3k+1 2k+2

135
2°4°6

Zu beweisen bleibt
1 2k +1 - 1
V3k+1 2k+2  /3k+4
Wir multiplizieren diese Ungleichung mit (2k + 2)v/3k + 11/3k + 4 und erheben dann beide
Seiten ins Quadrat, das ergibt

(2k +1)*(3k +4) < 2k +2)*(3k +1)  d.h.

12K3 + 28k% + 19k + 4 < 12k> + 28k> + 20k + 4

Diese Ungleichung ist richtig, da & > 1 ist. Damit ist bewiesen, dass die Ungleichung

1 3 5 2n—1< 1
2 4 6 2n T \/3n+1

fur alle n richtig ist, da wir die letzten Schlisse in umgekehrter Richtung machen kénnen.

5. In der Ungleichung der Ubung 4 setzen wir n = 50 und erhalten

1 3 99 1 1 1 1
— = — < e < = —
2 4 100 v/3-50+1 /151 /144 12

6. Setzen wir y = 6 — x, also x = 6 — vy, so fihren wir die Aufgabe auf die Bestimmung des
groBten Wertes der Funktion

(6 —y)y* =6y° —y°

fiir 0 < y < 6 zuriick. Wir setzen ferner y? = 2 und erhalten die Funktion
62 — 22

deren groBter Wert (siehe Bemerkung am Schluss der Aufgabe 1 in § 4) gleich

3 6\ 2
—1> () 2 _—0,5-4%=32
(2 3)3-1

6\ T
2_<3>2 1:42
2

Die Funktion 6y? — y> nimmt ihren groBten Wert fiir y = y/z = 4 an. Dieser Wert ist gleich
32. Die Funktion (6 — x)? nimmt den Wert 32 an der Stelle z =6 —y =6 —4 = 2 an.

ist und an der Stelle

7. Der Inhalt der Schachtel (s. Abb. 4) ist
V=12(2a—27)*=4r(a—2)*, 0<z<a
Setzen wir y = a — x, y?> = z, so erhalten wir

V =4(az — 22)
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Der groBte Wert der Funktion az — 22 wird an der Stelle

(a> %1_1 (2a>2
Z=\|= =
3 3

erreicht. Folglich ist

2 2
yzﬁzg , x:a—y:a—gzg

Also ist der Rauminhalt der Schachtel am groBten, wenn die Seitenldnge des ausgeschnittenen
Quadrates gleich dem sechsten Teil der Seitenlange des gegebenen Quadrates ist.

8. Der kleinste Wert der Funktion 2% 4+ 822 + 5 ist gleich 5 und wird fiir = 0 erreicht.

9. Setzen wir y = 22, so fithren wir die Aufgabe auf die Bestimmung des kleinsten Wertes
der Funktion y® — 8y + 5 fiir positive Werte von y zuriick. In der Aufgabe 1, § 4 haben wir
gezeigt, dass das Minimum der Funktion 33 — 8y gleich

1= (5) - -2

ist. Der kleinste Wert der Funktion 3% — 8y + 5 ist

32/6
—f +5=-36..

10. Setzen wir y = x®, so erhalten wir die Funktion
1 1
y—ayclx:a<y—yclv>, a>0—>1
a «Q

Auf Grund der Aufgabe 1, § 4 ist das Maximum der Funktion %y — yé gleich

o

1
a

IGRECRICREE SO

1
«

Multiplizieren wir den letzten Ausdruck mit a, so finden wir gerade den groBten Wert der
1
Funktion a (%y — y5>, der folglich gleich

1

1-02 ()7 - a0 (&) -0 (&)

11. Die Funktion

ist.

Vr — 2z, r>0,a=

hat als groBten Wert den Wert
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Folglich ist fiir alle x > 0 die Ungleichung
8 8
@”—Zrzg d.h. y525+2x

richtig.
12. Wir schreiben die Ungleichung (7) aus § 2 in der Form

1 n
(n il > <e, (n+1)<en”
n

Ist n >3 > e, soist

(n+1)" <en™ <3n™ <nn" =n"t!

Erheben wir beide Seiten der letzten Ungleichung in die -te Potenz, so erhalten wir

1
n(n+1)
"Wn+1< n

13. Wegen 1 < V2 = /8 < /9 = /3 ist /3 die groBte der Zahlen 1, V2, ¥/3. Andererseits
haben wir in der vorhergehenden Ubungsaufgabe , gezeigt, dass die Zahlen \3/3, V4, ... n,
.. abnehmen. Folglich ist /3 die groBte der Zahlen 1, V2, /3, .. In, ...

14. Wir setzen {/n =1+ a,,, a,, > 0. Erheben wir in die n-te Potenz, so erhalten wir

"2
n=(1+an)" = [(1+a)?]
Nehmen wir n > 2, also £ > 1 an, so ist auf Grund des Satzes 3
n n 2 n? 2
(1—|—ozn)2>1+§an, n> (14 ) :1+nan+zan

Hieraus folgt

2
n- 9 2

4 2
n> e, @ <o, ap < Un=1+a,<1+—=
n

2
V' Vn

Anmerkung: Benutzt man den binomischen Satz, so kann man leicht sogar

2
Vn <144/=
n
beweisen. Es ist namlich

2\" 2 —1)2 —1)2
1+\[ :1+n\f+n(n>+...>1+n(n):n
n n 2 n 2 n

Hieraus folgt
/2
{l/ﬁ <14+ E

15. Fir n =1 und a; > —1 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt:

1—i—ai21+a1
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Wir nehmen an, die Ungleichung gelte fiir n = k, d.h., es sei
(1 + (11)(1 + ag)(l + (Zk) Z 1 “+ a + (05} + ...+ Qg
Multiplizieren wir beide Seiten der Ungleichung mit (1 + aj1), so erhalten

(1 + al)(l + (12)(1 + (Zk)(l + ak—i—l) Z (1 +ay+ag+ ...+ ak)(l + ak—i—l)
=1l4a+as+..+ap+ app1 + ar1apr1 + a20p1 + ..o + apQpyr

Da die Zahlen ay, as, ..., aj, ax+1 gleiches Vorzeichen haben, ist
10g41 + Q20441 + ... + apapyr =0
und daher
(I4+a)(1+ag)...(l+ap)(l 4+ ars1) > 14+ a1 +as+ ... + ag + ags1

d.h., die Ungleichung ist auch fiir n = k + 1 richtig.
Damit ist die Gliltigkeit der Ungleichung

I+a)(14az)...(l1+a,) >14+a+as+...+a,
fur alle n bewiesen.
16. Hat das Polynom
(arz — b1)? + (agr — by)?* + ... + (apz — b,)?
die reelle Nullstelle z = x¢, d.h., ist
(@121 — b1)? + (agw1 — b2)* + ... + (apay — by)* =0

so ist jede der Zahlen
a1y — by, axxy — b, ..., a1 — by

Null, d.h., es ist
by b b,

0:0/133'1—blz&gfﬂl—bgz...zanﬂfl—bn, T =—=—=..=—
ax az Qn

Damit haben wir gezeigt, dass das Polynom

(a2 — b1)? + (agx — by)?* + ... + (apz — b,)?
=2%(a? +ai + ... +a2) — 2x(arby + asby + ... + anby,) + (b + b3 4 ...+ b2)

nicht zwei verschiedene reelle Wurzeln haben kann; daher ist
(a1by + asbs + ...anbn)2 — (a% + ...ai)(b% + ..+ bi) <0
Hieraus folgt gerade die Ungleichung (19)

(arby + asby + ...anb,)? < (a3 + ...a?) (b2 + ... +2)




Wir bemerken, dass das Gleichheitszeichen nur dann steht, wenn das von uns betrachtete
Polynom eine reelle Nullstelle hat, d.h., wenn

a; as Qp,

a, E, ceey E
ist.

17. Benutzen wir die Ungleichung (19), so erhalten wir

) (a1+a2+...—|—an>2 o 1l 2
c = - - =" = Ry - = =
! n Vnyn Vnyn
2 2 2 2 2 2
a a a; 1 1 1 aiy +a;+...+ay,
§<1+2+...+) 4= =
n n n n n n n

n
Hieraus folgt ¢; < 9. Das arithmetische Mittel ist hochstens gleich dem quadratischen Mittel.

18. Aus der Ungleichung
(Vn+1+vn—1 =n+1+2Vn2—14+n—1=2n+2vVn2—1<2n+2Vn2=4n

folgt
Vn+1l+vn—1<2vn
1 _ 1 _ vn+1l—+/n—1 _Vn+1l—-yvn—1
2vn vVn+l+vn—-1 (Vn¥l+vn-1)Hn+l—vn—-1) 2

Durch Multiplikation mit 2 erhalten wir

\/15<\/n+1—\/n—1

19. In der Ungleichung der Ubung 18 setzen wir n = 2,3, ..., n:

\/1§<\/§—1,\}§<\/4_l—\/§7\}1<\/5_\/§"" 1n

Durch Addition der Ungleichungen erhalten wir

\}§+\}§+...+\/Iﬁ<\/n—+1+\/_—\/§—l

Wir addieren auf beiden Seiten der Ungleichung die Zahl 1 und finden

11 1
1+ﬁ+ﬁ+“'+ﬁ<m+\/—_ﬂ

Anmerkung: In § 1 wurde die Ungleichung

<vn+1l—+vn-1

B

1 1 1
1+ —=4+—4+..+—=>2vn+1—-2yn+1
V2 V3 NG Vi

bewiesen.
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Die Zahlen v/n + 14 /n — /2 und 2y/n + 1 — 2y/n + 1 unterscheiden sich voneinander um
weniger als 0,42. Jede dieser Zahlen kann als Naherungswert fiir die Summe

1 1
_'_7:271

1
1—1-%—1-%—1—... Jn

genommen werden.
Wir teilen ohne Beweis mit, dass die vn + 1+ /n — V/2 ein besserer Naherungswert fir z,
ist als 2y/n+ 1 —2y/n+ 1.

3

20. Die Funktion 1
=+

Werte annimmt, erreicht sie ihr Maximum fiir ein positives .
Da.

nimmt fiir negative x negative Werte an. Da sie fiir positive x positive

x3 1

s 5(%m+x*3)

ist, wird der groBte Funktionswert an der Stelle erreicht, an der die Funktion %x + 272 den
kleinsten Wert annimmt. Aus der Aufgabe 5, § 4 folgt, dass der kleinste Wert dieser Funktion

gleich L
o))

ist; der groBte Wert der Funktion éx + 273 ist also gleich

N

1 153 15 3

720 20¥/15  4V15
SETEN

Um den groBten Wert der Funktion 2% — 0, 621 zu finden, setzen wir y = 9. Es ist klar, dass
y > 0 ist. Die Funktion

10 10 10
y—0,6ys =076(6y—y6)

nimmt den groBten Wert (siehe Aufgabe 1, § 4)
10 AR
0,6 ( - 1) (&) o4
6 ©

21. Setzen wir hier y = x% so erhalten wir

els

an.

a
Vit =yt ay

Der kleinste Wert der Funktion y‘i + ay ist, wie aus Aufgabe 5 § 4 folgt, gleich

(1+7) )t = 5 4a)

=
=

Wir setzen %(4a)% = 2,5 und erhalten

(4a)s =2, 4a=32, a=38
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22.

1 1 1 1
SZl—ﬁ—f-?—E‘F?——F...

11 1 1 11 1
_@++2+++J—%+++J

2 "3 £ 2 " 42" ¢
11 1 1 2 11
:@+?+y+@+y+y—?@+?+y+q

——<1+ SR I e ) 1<1+ L )——1W2—7¥
—(l+mtmtptg+e ") =55 =

(Wir benutzten die Gleichung (27)).
23. Aus o > 0 folgt a + 1 > 1, und daher gilt

1y 1+ |
(1+) 149
n n

1 1+« 1
(1—) >1— ra
n n

Multiplizieren wir diese Ungleichungen mit n!™®, so erhalten wir
(n_'_ 1>1+a > n1+a + (1 + a>na ’ (n _ 1)1+a > n1+a _ (1 + a)na

Daraus folgt

pite (n _ 1)1—&—04 N (TL + 1)1+a — plta
<n <
14+« 14+«
Wir betrachten diese Ungleichung fiir n =1,2,3,....n:

1 1< olte _q
1+« 14+a ’
21+a -1 31+a _ 21+a
— <2<,
1+« 14+«
n1+a _ (n _ 1)1+o¢ N (TL + 1)l+a _ nl—i—a
<n <
14+« 14+«
Durch Addition erhalten wir
1+« 1 1+a 1 1 1+«
" <1+2°‘+3a+...+n°‘<(nJr ) <(n+ )
14+« 1+« 1+«

24. Aus den Ungleichungen der Ubung 23 folgt

1+«
1 <1+2“+3“h_+na<(1+%)
14+« nlta 1+«

Die linke Seite der letzten Ungleichung ist die konstante Zahl H% Die rechte Seite hat fiir
n — oo den Grenzwert co. Folglich strebt auch der Mittelteil der Ungleichung gegen diesen

Grenzwert, d.h.
142943+ . 4 n” 1
lim —
n—oo n1+a 1 _|_ o
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25. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

A =d+a+. . +ad, B=b4+b+..+0, C=S+d+..+

ay az an, by by b,
Ty = — Ty = —\ )Ty = —, =y = =Yy =
C1 Co Cp
A = By = e By = —
1 C7 2 C’ )
Auf Grund der Ungleichung (10) gilt
3 3 3
a1b101 = ABC.lelZl S ABCW,
v3 +ys + 2

CL2b2C2 = ABC.’L‘QZ]QZQ S ABC 3 y

oy + 2

anbnc, = ABCx,ynz, < ABC 3

Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir

+

3 3 3 3 3 3 3 3 3
+ i + + 5 + + s+
alblcﬁ@bzm...mnbncnSABC(% R g)

Benutzt man die eingefiihrten Bezeichnungen, so ist leicht zu erkennen, dass
ai +ay+ ... +ad A

A3 oA
Y+ ys oty =1, Bra+.+m=1

TP+ Al = =1,

gilt.
Folglich ist
1 1

1
alblcl + a2b202 + ...+ anbncn S ABC <3 + g + 3> = ABC

Wir erheben beide Seiten der Ungleichung in die 3-te Potenz und erhalten schlieBlich

(a1b101 + GQbQCQ + ...+ anbncn)?’ § ASB?)C?)
=(aj +as+..+a)B}+ b5+ ...+ )]+ + ...+ )

26. Wir schreiben die Ungleichungen (24) fiir verschiedene Werte von n auf:

n+1 1 n
< —<lIn
n n n—1
n+2 1 n+1

< < In
n+1 n+1 n

In

In

kn+1 <i<ln kn
kn kn kn—1

In
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Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir

In (m+1n+2)..(kn+1) 1 N 1 - 1 | n+1 kn
n(n+1)...(kn) n n+1l 7 kn n—1 n 7 kn-1
d.h.
k 1 1 1 1 1 k k
In n <ln<k+><+ R AR Y
n n n n+1 kn kn —1 n—1

Fir n — oo streben In (k + %) und In (k: + ﬁ) gegen denselben Grenzwert In k. Folglich

1
lim ( — + —i—...—i—)zlnk
nsoo\n  n+1 kn

ist auch
(1
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