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Additive Zahlentheorie

Die Zahlentheorie hat als urspriingliche Aufgabe die U t der Ei haften der ganzen

Zahlen. Als Wissenszweig der Mathematik ist sie sehr spit systematisch entwickelt worden. Einzel-
ergebnissc sind schon im Altertum bekannt, so bei EUKLID und DIOPHANT. Im 17.Jh. treten vor allem
in den Untersuchungen von FERMAT bemerkenswerte Entdeckungen von wissenschaftlicher Bedeu-
tung auf. GroBe Fortschritte brachten die zahlrexchen Arbeiten von EuLFR mit fruchtbaren weit-
tragenden Ideen Exst Gauss errichtete ein einh Lehrgebdude. 1801 erschi seine Dis-

ein les Werk, das in strengem Sinne die héhere Arithmetik be-

griindet hat.

Die Zahlentheorie ist heute eine weitverzweigte Wissenschaft, die in der algebraischen Zahlentheorie
die abstrakte Algebra heranzieht und in der analytischen Zahlentheorie tiefliegende Methoden der
Analysis benutzt. Dabei treten F: und neue Teilgebiete auf, die nur mittelbar von ganzen
Zahlen handeln.

Zum Unterschied von anderen Teilen der Mathematik sind viele Ergebnisse der Zahlentheorie dem
mathematischen Laien ohne Vorkenntnisse verstindlich. Es zeigt sich aber, daB die Beweise solcher
Sitze hiufig umfangreiche mathematische Hilfsmittel erfordern.

Man bezeichnet die Zahlentheorie oft als die Konigin der Mathematik, und GAuss sagte von ihr
1808 in einem Brief an seinen Jugendfreund BOLYAI: ,,Merkwiirdig ist es immer, daB alle diejenigen,

die diese Wi haft ernstlich di , eine Art Leid dafiir fassen.
Ring und Kérper. Die Grund hen der el en Zahlentheorie durfen als bekannt angenom-
men werden (vgl. Kap. 1.1. — EI Zahlentheorie, Kap. 1.5. — keit der Zerlegung

einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren). Aus der Teilbarkenslehre ist bekannt, daB ein Quotient
von ganzen Zahlen wieder ganz sein kann, z. B. 15:5 = 3, daB das aber keineswegs immer der
Fall ist, z. B. ist 15: 7 keine ganze Zahl. Zahlenbereiche, in denen die Operationen Addition, Sub-
traktion und Multiplikation unbeschrinkt ausfithrbar sind, heiBen Ringe, Zahlenbereiche, in denen
auch die Division, auBer durch 0, unbeschrinkt ausfiihrbar ist, nennt man Kérper, z. B. bilden die
rationalen Zahlen einen Korper (vgl. Kap. 16.2. und 16.4.). Im folgenden bezeichne 7 den Ring der
ganzen rationalen Zahlen 0, ;tl +2, ... und K den Korper der rationalen Zahlen. In K sind mithin
die vier Grundrech ten hriankt ausfihrbar, die Division durch 0 ausgenommen. Fiir /
trifft das nicht zu. Die Division zweier Zahlen a und b von 7 fiihrt nicht immer zu Zahlen von /.
Ist der Quotient b : a zweier Zahlen aus  fiir a == 0 wieder eine Zahl von 7, so heiBt b durch a teilbar,
oder man sagt: b ist Vielfaches von a oder a teilt b.

Ideal. Neben 7 werden andere Ringe R gebraucht, deren Elemente z. B. reelle oder komplexe Zahlen
sein konnen. Besonders wichtig sind solche Teilmengen m eines Ringes R, die die beiden Eigenschaften
erfillen:

1. sind a und b Zahlen von m, so gehort auch a — b zu m;

2. fiir jede Zahl A von R und jede Zahl a von m ist das Produkt Aa eine Zahl von m.

Diese Teilmengen m von R heilen Ideale in R.

Ist z. B. m eine natiirliche Zahl, so bildet die Gesamtheit der Zahlen 0, 4+m, 4-2m, 4-3m, ... ein
Ideal von I, also etwa 0, +3, +6, +9, ... (Abb. 31-1). Die Dlﬂerenz ganuahlxger Vielfacher von m
gibt ndmlich wieder ein ganzzahliges Vlelfachﬁ von m (1. Ideal haft), und jedes
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-6 -3 0 3 6 Vielfache einer Zahl aus m gehort wieder zu m (2.
7 5 4 2 1 7 2 4 5 7 Idealeigenschaft). Man schreibt in diesem Fall m = (m),
weil das Ideal m aus den Vielfachen der Zahl m be-
steht. Solche Ideale, die aus einem Element des Ringes,
hier m, erzeugt werden, heiBen Hauptideale. Es ist
leicht zu iiberlegen, daB jedes Ideal in J Hauptideal sein muB. Die simtlichen Ideale in / ergeben
sich danach, wenn man in (m) m =0, 1, 2, ... setzt.
Man hat auch fiir Ideale den Begriff der Teilbarkeit eingefiihrt. Ein Ideal a heiBt durch ein Ideal b teil-
bar, wenn jedes Element von a Element von b ist, wenn also die Mengenrelation @ Z b gilt. Der
naive Sinn des Wortes ,teilbar ist hier scheinbar ins Gegenteil verkehrt. Der Zusammenhang
mit der Teilbarkeitslehre 14Bt den Sinn dieser Bezeichnung jedoch sofort erkennen. Wendet man
diese Definition auf zwei Ideale @a= (m), b= (n) in I an, so folgt aus ihr, daB @ genau dann durch b teil-
bar ist, wenn m durch n teilbar ist; z. B. besteht das Ideal (2) aus den Zahlen 0, +2, 44, 4-6, +8, ...,
das Ideal (4) aus den Zahlen 0, -4, +8, +12, ... Es gilt also (4) S (2) als Mengenrelation, d. h
aber, das Ideal (4) ist durch das Ideal (2) teilbar, well 4 durch 2 teilbar ist. Es soll noch das Produkt
ab von zwei Idealen a und b erklirt werden, und zwar als das Ideal, das aus allen Summen je endlich
vieler Produkte ab besteht, wenn a ein beliebiges Element aus a, b ein beliebiges Element aus b ist.
Im Bereich I folgt ab = (mn), z. B. (2) - (4) = (8).
Der Idealbegriff ist beim Aufbau der algebraischen Zahlentheorie geschaﬂen worden. Die ldeal—
theorie untersucht die Struktur von Ringen und ihre Ideale. Um E
zu konnen, ist folgende Redeweise von Vorteil: Sind @ und b Zahlen des Ringes R und a ein Ideal
in R, so sagt man a = b (mod a) [lies a kongruent b modulo a], wenn a — b eine Zahl von a ist.
Die Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation. Sie erfiillt die bekannten Forderungen der Re-
flexivitdt, Symmetrie und Transitivitit. Auf Grund dieser Eigenschaften ist es moglich, alle Zahlen
von R in Restklasssen mod a einzuteilen, d. h. so, daB Zahlen, die mod a kongruent sind, in dieselbe
Klasse gehoren. Die Bedeutung der formalen Schreibweise liegt darin, daB die meisten Rechenregeln
fiir Gleichungen auch fiir Kongruenzen nach demselben Modul gelten.
Historisch gesehen ist der Begriff der Kongruenz zuerst von Gauss fiir den Ring 7 geschaffen worden:
a= b (mod m) bedeutet, daBl die Differenz der beiden ganzen Zahlen a und b im Ideal (m) liegt,
d. h.,a — b ist durch m teilbar oder @ und b lassen bei der Division durch m denselben Rest. Bei-
spiele: 88 = —10 (mod 14), weil 88 — (—10) = 98 durch 14 teilbar ist; 37 = 1 (mod 1093);
232 — 1 (mod 641).

31-1 Das Ideal (3) auf der Zahlengeraden

31.1. Ganze rationale Zahlen

Im Ring der ganzen rationalen Zahlen haben die Restklassen bestimmte Eigenschaften. Bei ihrer
Untersuchung spielt die Teilbarkeit der Zahlen eine wichtige Rolle. Man bezeichnet mit (a, b) den
gropten gemeinsamen Teiler (ggT) zweier Zahlen a und b und mit p eine Primzahl

Restklassenring mod m. Die Restklassen mod m lassen sich zu einem Ring ausgestalten. Man muf}
dazu Addition und Multiplikation zweier Restklassen mod m erkliren. Dies zeige ein Beispiel:
ry sei die Restklasse 2 mod 6. Sie besteht demnach aus den Zahlen ... —10, —4, 2,8, 14, ...; r, sei
die Restklasse 5 mod 6. Diese besteht aus den Zahlen ... —7, —1, 5, 11, ... Dann soll r, + r, die
Restklasse sein, in der 2 + 5 = 7 und damit auch 1 liegt, d. h., zu der alle Zahlen gehoren, die bei
einer Division durch 6 den Rest 2 + 5 = 7 oder 1 haben. Es gilt 2 4 5 = 1 oder in anderen Beispielen
540 33; 3 = 0. Das Produkt wird erklart durch 2 - 5 = [0 = 4. Weitere Beispiele mod 6:
5-0=0; -
Mit Hilfe dieser so deﬁmerten Addition und Multiplikation bilden die Restklassen mod m einen Ring,
den sogenannten Restklassenring mod m. Es gibt genaue Aussagen iiber die Struktur dieses Ringes.
Wenn m eine Primzahl ist, aber auch nur dann, ist der Restklassenring mod m ein Korper.
Gruppe der primen Restklassen. Wahlt man unter den m verschiedenen Restklassen 0,1,2,...,
m— 1 mod m diejenigen aus, deren Zahlen simtlich zu m teilerfremd sind, so erhélt man die primen
Restklassen mod m. Fiir m = 6 gibt es zwei prime Restklassen 1 und 5, fiir m = p aber immer p — 1
prime Restklassen 1,2, ...,p — 1.
Man bezeichnet dle Anzahl der primen Restklassen mod m mit der Eulerschen Funktion g(m).
Es ist ¢(6) = 2, ¢(p) = p — 1; @(m) ist eine zahlentheoretische Funktion, d. h. eine Funktion, die
fiir positive ganzzahhge Argumente erklart ist. Diese Funktion ist multiplikativ, d.h., p(ab)
= @(a) - g(b), wenn (a, b) = 1 ist. Man zihlt leicht ab, daB p(p*) = p*~!(p — 1) ist. Auf Grund der
angegebenen Gesetze 1dBt sich @(m) fiir jedes m berechnen z. B ist p(3240) = @(23) p(3*) @(5)
4

Mit der Multiplika‘tion als Verkniipfung bilden die primen Restklassen eine Gruppe G,,. Ihre Ord-
nung ist @(m). Es ist wichtig, die Struktur von G, fiir alle m zu untersuchen. Hier soll nur auf den
Fall m = p eingegangen werden. G, ist zyklisch, d. h., jede prime Restklasse mod p 148t sich als











































































































































































































































































































































































































































































