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Zur Benutzung des Buches

In diesem Buch ist der Unterrict ff, der im Math tikunterricht der
Abiturstufe behandelt wird, in knapper ubersichtlicher Form darge-
stellt.

Das Buch schlieBt eng an die Darlegungen im Buch »Mathematik in -

Ubersichten* an. Die dort enthaltene Z g des Stoffes bis
zur Klasse 10 der zehnklassigen allg inbildenden polytechnischen
Oberschule wird im ,,Wi peicher Math tik* fur die Klassen 11

und 12 weitergefihrt.

Das Buch gliedert sich in die Kapitel A, B, ..., G und weitergehend dann
in Abschnitte, die durch Nummern angegeben werden. In der duBeren
oberen Ecke einer jeden Seite wird durch Zeichen der Art — A2 bzw.
A2 « auf den jeweils auf dieser Seite behandelten Abschnitt hinge-
wiesen.

Des weiteren werden in di Buch folgende Kurzzeichen und Symbole
verwendet:
» Wichﬁge Sétze und Definitionen. Zur besseren Unterscheidung

werden hierbei die Worter SATZ bzw. DEFINITION jeweils vor
den Text gesetzt, und es werden die Definitionen mit einem
roten Raster unterlegt.

] Beispiele

7 Hinweis auf ein anderes Stichwort

Ma i Ub Mathematik in Ubersichten (Titel-Nr. 00 08 09)

Wiss Ph Wissensspeicher Physik (Titel-Nr. 02 17 03)

Wiss Ch Wissensspeicher Chemie  (Titel-Nr. 03 17 10)

Beweise wurden nur fiir einige Sdtze ungegel:;en, und zwar vorzugsweise
dann, wenn im Lehrplan fir die erweiterte Oberschule die Behandlung

des Beweises im Unterricht vorgeschrieben wird oder wenn mit Hilfe der
Beweise Beweisprinzipien veranschaulicht werden.




Zahlenfolgen A

A1 Zahlenbereiche

Obersicht Uber die Zahlenbereiche

N Bereich der natiirlichen
e e AT
Zahlen 0 7 2 3
G Bereich der ganzen X X . ) . X
Zahlen 3 - 0 7 > 3
R* Bereich der
gebrochenen Zahlen o s A
I 24 3
R Bereich der rationalen
Zahlen she=—t t t + t
. 7
-3 -2-% 4 0 %+ 7 24 3
P Bereich der reellen . - ]/g LE e .x
Zahlen + el + + e ——H4
-3 -2 -4 1 0 %1 24 3
7] /* Zahlenbereiche, Ma i Ob,
Seite 19 ff.
R
G
R*
Zahlenbereichserweiterung

41 te Rach 4

Zahlenbereiche werden erweitert mit dem Ziel,
uneingeschrankt ausfihren bzw. bestimmte Gleichungen im neuen Zuhlenberel:h
uneingeschrankt lésen zu kénnen.
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Eigenschaften der Zahlenbereiche

Die folgende Tabelle gibt Auskunft dariber,
betreffenden Zahlenbereich uneingeschrénkt |
Rechenoperation uneingeschrinkt ausfihrbar i

des jeweiligen Zahlenbereiches; ferner ist

Ziel: Auch xn = b ist uneingeschrénkt Iésbar (ne N; n > 0).

Ziel: Auch xn = b(b=0,ne N,n > 0) ist uneingeschrankt
r.

Ziel: Auch a + x = b ist uneingeschrankt Issbar.

Ziel: Auch a- x = b ist uneingeschrankt Iésbar (a = 0).

ob die jeweilige Gleichung im
osbar ist bzw. ob die jeweilige
st (a und b sind beliebige Zahlen
n€N und n>0). Im Falle von
Beschrdnkungen werden Beispiele angegeben.

Ausfishrbarkeit von Rechenoperationen; Lésbarkeit von Gleichungen

Jja ja ja ja ja
nein ja nein ja ja
54+x=3 54x=3

ja ja ja ja ja
nein nein ja ja ja
Tex=4|7-x=4

ja ja ja ja ja
nein nein nein nein ja
x2=2 x2=2 x2 = x2=2

nein nein nein nein nein
x2 = x2 = x2=2 x2=2 x2=—2
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Eigenschaften beziiglich der Ordnungsrelation
§ 6 R* ‘k R p

ja nein nein nein
(iberall (Uberall (Uberall
dicht) dicht) dicht)

ja nein nein nein
(iberall (Uberall (iberall
dicht) dicht) dicht)

nein nein nein nein

ja nein nein ja

/ Ordnung, Ma i Ub, Seiten 23, 33, 44 und 52
/ Satz von der oberen (unteren) Grenze, Seite 11

Nachfolger

» DEFINITION:
Es seien g, b El te eines b

‘keine Zahl c(c€ Z) mit a< c< b gibt.

Zahlenbereiches Z. b heiBt Nach-
folger von a innerhalb des Bereiches Z genau dann, wenn a < b ist und es

B 4 ist im Bereich N Nachfolger von 3. 4 ist im Bereich N nicht Nachfolger von
2; denn es gibt die Zahl 3 (3 € N), die zwischen 2 und 4 liegt.
4 ist im Bereich R nicht Nachfolger von 3, denn es gibt z. B. die Zahl 3,5

(3.5 € R), die zwischen 3 und 4 liegt.



= A1

Vorginger

> DEFINITION:
Es seien a, b El eines besti Zahlenbereiches Z. b heiBt Vor-
giinger von a innerhalb des Bereiches Z genau dann, wenn b< a ist und es
keine Zahl ¢ (c € Z) mit b< c< a gibt. 3

] 3 ist im Bereich N Vorgdnger von 4. 2 ist im Bereich N nicht Vorgédnger von
4; denn es gibt die Zahl 3 (3 € N), die zwischen 2 und 4 liegt.

Dichtheit eines Zahlenbereiches

» DEFINITION: 5
Ein Zahlenbereich Z heiBt beziglich der in ihm erklirten Ordnungsre-
lation Uberall dicht genau dann, wenn es zu zwei beliebigen Zahlen a, b
(a<b,a€Z,be Z) stets eine Zahl ce Z gibt, fir die gilt a< c< b.

] Die Zahlen des Bereiches R liegen iiberall dicht, denn seien a, b zwei beliebige
a+b a+b

€R, und es giltu<T<b.

/' Dichtheit des Bereiches der gebrochenen Zahlen, Ma i Ob, Seite 34

rationale Zahlen (a < b), so ist

Prinzip der kleinsten Zahl

| 3 DEFINITION:

In einem Zahlenbereich Z gilt das Prinzip der kleinsten Zahl genav dann,
wenn jede nichtleere Teilmenge von Z eine kleinste Zahl besitzt.

Schranken

> DEFINITION:
Eine Zah! § ist eine untere Schranke | Eine Zahl § ist eine obere Schranke
der Menge M genau dann, wenn fir der Menge M genau dann, wenn fir
jedes xc M gilt: S < x. jedes xe M gilt: x < S.

Hat eine Menge eine untere Schranke, so heiBt sie nach unten beschrénkt. Hat
eine Menge eine obere Schranke, so heift sie nach oben beschrénkt.

Ist eine Menge sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt (unbeschrdnkt),
so sagt man, die Menge ist beschrénkt (unbeschrénkt).

[ ] Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nach unten beschrank.
Die Menge der negativen ganzen Zahlen ist nach oben beschrankt.
Die Menge der rationalen Zahlen ist unbeschrénkt. :



Grenzen

>
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DEFINITION:

Eine Zahl G ist obere Grenze
einer Menge M genau dann,
wenn G die kleinste aller oberen
Schranken von M ist.

Eine Zahl G ist untere Grenze
einer Menge M genau dann,
wenn G die gréBte aller unteren
Schranken von M ist.

— 1 ist untere Schranke von R*, aber nicht untere Grenze, denn es gibt gréBere

1
untere Schranken von R*, z. B. T Die groBte untere Schranke von R* ist 0.

Also besitzt R* die untere Grenze 0.

Satz von der oberen (unteren) Grenze

Jede nichtleere, nach unten
beschrinkte Menge reeller Zahlen
besitzt eine untere Grenze, die
selbst wieder eine reelle Zahl ist.

'S SATZ:
Jede nichtleere, nach oben
beschrinkte Menge reeller Zahlen
besitzt eine obere Grenze, die
selbst wieder eine reelle Zahl ist.
Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.
Durch die im Satz von der oberen (unteren) Grenze ausgesagte GesetzmdBig-
keit ist der Bereich der reellen Zahlen gegeniber dem Bereich der rationalen
Zahlen abgegrenzt. Dieser Satz gilt ndmlich nicht fir den Zahlenbereich der
rationalen Zahlen. Im Zahlenbereich der rationalen Zahlen gibt es nichtleere,
nach unten bzw. oben beschrinkte Mengen, die keine untere bzw. obere
Grenze im Bereich der rationalen Zahlen besitzen.
a Q sei die Menge aller rationalen Zahlen x, fir die gilt x2 < 2. Diese Menge
ist nicht leer. Sie ist nach oben beschrdnkt, besitzt jedoch keine obere Grenze
im Bereich der rationalen Zahlen.
Intervall

Abgeschlossenes Intervall
a<x=b oder (a;b)

Menge aller reellen Zahlen x
mit a<x und x=<b.

Offenes Intervall
a< x<b oder (a;b)

Menge aller reellen Zahlen x
mit a<x und x<b.

Halboffenes Intervall
a<x<b oder {a;b)

Menge aller reellen Zahlen x
mit a<x und x<b.

Unendliches Intervall
—oo< x< 4+ o oder (—oo;+o0)
bzw. a < x< + oo oder {a;+ )

Menge aller reellen Zahlen x
ohne Einschrénkung bzw.

mit a<x.

1
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A2 Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion

Die volistindige Induktion (SchluB von n auf n + 1)

Das Verfahren beruht auf dem folgenden Satz.

SATZ':
Die Aussage ,Fir alle natirlichen Zahlen n(n > ng) gilt H(n)* ist wahr,
wenn die beiden folgenden Vor gen erfillt sind:

1. H (n) ist wahr fir n = ng
2. Fir beliebiges k(ke N; k = ng) gilt:
Aus der Giltigkeit von H (k) folgt die Giiltigkeit von H (k + 1).

Beweis:

Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen n mit n = no, fir die die Aussage
H zutrifft. Zu beweisen ist, daB unter den Voraussetzungen 1. und 2. des Satzes
diese Menge M gleich der Menge N’ der natiirlichen Zahlen n mit n = no ist
M =N < N).

Wir fihren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, es git M= N .
Sei M die Menge aller natirlichen Zahlen n e N’, auf die die Aussage H nicht
zutrifft (M N M = 0). Diese Menge M ist nicht leer, andernfalls wére M = N'.
Nach dem Prinzip der kleinsten Zahl (* Seite 10), das im Bereich der natiir-
lichen Zahlen gilt, besitzt M also eine kleinste Zahl m, auf die H nicht zutrifft.
Dann ist m == no, da nach Voraussetzung 1. H (no) wahr jst.

Da m = no, besitzt m einen Vorgdnger (m —1). Auf (m —1) trifft aber die
Aussage H zu, denn m war die kleinste Zahl, auf die H nicht zutrifft.

Wenn H auf (m —1) zutrifft, dann trifft H nach Voraussetzung 2. auch auf
den Nachfolger von m —1, also auf (m —1) + 1 = m zu.

Wir erhalten also aus der Annahme M == N’ die Aussage: H trifft auf m zv,
und H trifft auf m nicht zu. )
Das ist ein Widerspruch. Also mis wir die Annahme M == N’ fallenl 5
und es gilt folglich M = N'.

Beispiele fir Beweise durch vollistindige Induktion

12

Es ist der Satz zu beweisen:

2 n(n+1
Fir alle natirlichen Zahlen gilt H(n): T i = %
i=0
1 Bei der Anwendung dieses Satzes werden im allgemei folgende Bezeick gen ver-
wendet:
Indukti fang* fir Vor g 1.,
Indukti hritt** fir Vor 2.

winduktionsvoraussetzung* fiir H (k),a
niInduktionsbehauptung* fiir H (k + 1).
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Beweis:

1. Induktionsanfang:
Es ist zu zeigen, daB die Aussage H (n) fir n = 0 gilt, d. h. daB gilt

0

51220+
i=0 2 & )
Diese Aussage ist wahr, denn ¥ i = 0 und w;—” =0.

i=0

2. Induktionsschritt:

Es ist zu zeigen, daB fir jedes k € N gilt:
Aus der Giiltigkeit von H (k), d. h. von

k k (k

Ti= —(T+1—) (Induktionsvoraussetzung),
=0
folgt die Giltigkeit von H (k + 1), d. h. von
k41 k+ 1) [(k+1 1

T RN E N ——

1=0 2

Bewels des Induktionsschrittes:
k
Si= "_(“;J

1=0

+ K+ 1)

k
S i+ k+1) =KEED
=0 2

k+1 Kk

Ti=(k+1) —2-+1)

i=0

L _k+DIKk+ D +1]
Ti= e
=0

Das ist die Induktionsbehauptung.

Wegen der Giiltigkeit der beiden Voraussetzungen 1. und 2. des Satzes auf
Seite 12 gilt H (n) fir alle natirlichen Zahlen.

/' Summenzeichen, Seite 16

Es ist der Satz zu beweisen:

Die Anzahl D (n) der Diagonalen in einem konvexen ebenen n-Eck kann nach
der Formel

mm=%m_a.nga

berechnet werden.
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Beweis:

1. Induktionsanfang
Die Formel gilt fir n = 3, d. h., es gilt

3
D(3) = ?(3—3).
Die Aussage ist wahr, denn ein Dreieck hat keine Diugonule. also D (3) =0.

2. Induktionsschritt
Es ist zu zeigen, daB fir alle ke N, k = 3 gilt:

k
Aus der Giltigkeit von D (k) = 7 (k — 3) folgt die Giltigkeit von

D(k+1)=#[(k+1)—3].

Beweis des Induktionsschritfes:

Ein (k + 1)-Eck geht aus einem k-Eck dadurch hervor, daB ein weiterer
Punkt P41 als Eckpunkt hinzugefiigt wird.

Dann wird erstens eine Seite des k-Ecks selber zu einer Diagonalen des
(k + 1)-Ecks, und itens ko von di (k + 1)-ten Eckpunkt zv k — 2
Eckpunkten des konvexen k-Ecks Diagonalen gezogen werden. Die Anzahl
der Diagonalen des (k + 1)-Ecks ist demnach um 1 4 (k—2) = k—1 gréBer
als die Anzahl der Diagonalen des k-Ecks.

D(k+1) =D (k) + k—1
=;(k.—a)+k—1
_ k(k—3)+2k—2

2
k(k+1—3) + 2k —k—3 41
- 5 B
_ k(k+1—=3 4+ 1k+1—23)
= 2
- “:1 (k+1—3)

k-2 Diagonalen

Teil des (k+1)-Ecks

Da beide Voraussetzungen des Satzes auf Seite 12 erfillt sind, gilt die Formel
fir alle ne N mit n > 3.
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Mit Hilfe der Methode der induktiven Definition (auch rekursive Definition
genannt) lassen sich Funktionen definieren, deren Definitionsbereich die Menge
der natiirlichen Zahlen ist.

Die Methode der induktiven Definition beruht auf dem folgenden Satz.

Induktive Definition

SATZ:
Es gibt genau eine Funktion f mit der Menge der natirlichen Zahlen als
Definitionsbereich (sie besteht folglich aus geordneten Paaren [n; f(n)],
n € N), fir die folgendes gilt:
1. Der Funktionswert f (0) ist gleich einer bestimmten reellen Zahl y,
(f O = yo Yo€P)-
2. Mit Hilfe einer gegebenen Yorschrift 188t sich fir beliebiges ne N der
Funktionswert f(n + 1) aus dem Funkti t f(n) berech
Diese Vorschrift nennt man auch, wenn sie eine Gleichung ist, Rekursions-
gleichung.

Potenzen a" (@€ P, a < 0, ne N)! sind die Funktionswerte der Funktion f mit
den geordneten Paaren [n; f(n)] bzw. [n; o], fir die gilt:

1. f0) =1,

2.fn+1)=a-f(n) (a0

bzw., mit dem Symbol an geschrieben,

1. a=1,

2. antt =a-an.

Fakultdten n!(n e N) sind die Funktionswerte der Funktion f mit den geord-
neten Paaren [n; f (n)] bzw. [n; n!], fur die gilt:

1. f0) =1,

2.fn+1)=~f(n)-(n+1)

bzw., mit dem Symbol n! geschrieben,

1. 0t =1,

2. (n+1)!=n!-(n+1)

Durchdieseinduktiven Definitionen werden solche Plausibilitdtsbetrachtungen wie
gn=a-a-..a (neN,n=2)

s

n Faktoren
n=1:2:3-..-(n—1)-n (neN)
durch prézise Definitionen ersetzt. Dadurch erhdlt man eine exakte Grund-
lage fiir das Bewelisen von Sétzen, beispielsweise Uber Pot

Es ist der Satz zu beweisen:
Fir alle a, b e P (a % 0; b 4= 0) und alle n (n € N) gilt:
an-br = (a- by

1 Fir a = 0 gilt O = 0 fur alle n > 0; 00 ist nicht definiert.

15
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Beweis durch vollstdndige Induktion:

1. Induktionsanfang

Es ist zu beweisen:

an b = (a- b) gilt fir n =0, d. h., es gilt a®- b9 = (a - b)P.
Das ist eine wahre Aussage; denn es ist

@-0=1-1=1 und (@a-bP=1.

2. Induktionsschritt

Es ist zu beweisen:

Fir beliebiges k € N gilt:

Aus der Giltigkeit von

= (a- bk (Induktionsvoraussetzung)
folgt die Giiltigkeit von
ak+1 - bk+1 = (@ - b)k+1 (Induktionsbehauptung).
Beweis:
+1 .+ bk+1 = (a - ak) (b - b¥) (nach Rekursionsgleichung)
= (a - b) (ak - bk) (nach Kommutativgesetz und
Assoziativgesetz)
= (a-b)(a- by (nach Induktionsvoraussetzung)
= (a- b)k+1 (nach Rekursionsgleichung)

Damit ist nach dem Satz auf Seite 12 dieser Satz bewiesen.

16

Der griechische Buchstabe Sigma (Z) wird fur eine verkirzte Schreibweise von
Summen herangezogen.

DEFINITION:
n
h+hﬁ+ﬁu+~+nﬂ2qUmummmwnmmsm
-

(lies: Summe Uber g; fUr | gleich m bis n)

n
0+14+2+..+n=Xi
i=0

2 3
I 5°+ +_° Z T¥1°

T N S AR Cg
i=0

Einige Beispiele fir das Rech mit dem S ich

n q
T a=n-n (xkonstant) Ta=(@—p+1)a (9=p, «konstant)
i=p

i=1
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n n n n—1
Ta=a+ Xa Xa=3a+
i=0 i=1 i=0 i=0
n+k
X ai= I ai— (Indexverschiebung)
i=0 i=04k
1 n n
Zau:—zxz,“cu ( konstant) Ta+ X a=2Xa
i=k I=k i=l41 i=k
Binomialkoeffizienten
>
| | n\ _ n! _ n! =1
n) = nl-(n—n)! _ nal-0l
5 5! 5 0 n nt
2/ T GE—21 " 231 0/ 0l-(n—0) _ 1-nl
| 2 SATZ:
Fir allene N und alle ke N glit:
n n
O )-(,2) w=
n n n+1
@ (k>+ (k + 1)" (k 1) «<m

Beweis:

Aufgrund der Definition des Binomialkoeffizienten gelten fir alle neN und
alle ke N unter Bericksichtigung der Einschrdnkungen (k <n bzw. k< n)
die folgenden Umformungen:

i ( n )_ n! _ n! N n! n
M\ _i)= M—R'In—(—K]! (—k' k!l Kkl (n—K)! \k

" n) n )_ n! n!
()(k T+t "1 (n—k)!+(k+1)!(n—k—1)!

n! n!
S —k—=N =R T Kk F ) —k=1)!
n!'(kk+ 1)+ n!(n—k)
Sk —k—10)(n—k (k+ 1)
n!'(k+1+4+n—k)
Skik+ 1) -(h—k—1)!(n—k)

1 Sprechweise fiir <:) :,,n Uber k*

2 [(001713) 17
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_ n!(n+1)
T (k4 1) (n—kK)!
(n+ 1!
(k+ D!+ 1)—(+ 1))

_(n+1

“\k+1
Die Gleichung (1) bringt in gewisser Weise eine Symmetrie zum Ausdruck:
Schreibt man alle Bi lalkoeffizienten zu einer besti natirlichen Zahl n

in eine Reihe, dann sind stets die k-ten Binomialkoeffizienten von links und rechts
einander gleich.

Die Gleichung (2) ist in gewissem Sinne eine Rekursionsgleichung, nach der man
Binomialkoeffizienten (n + 1)-ter Ordnung aus Binomialkoeffizienten n-ter
Ordnung berechnen kann.

Pascalsches Dreleck

Das Pascalsche Dreieck kann zur Ermittlung der Koeffizienten, die bei der
Berechnung der binomischen Formeln

(a + b)2 = a? + 2ab + b2

“(a + b)® = @3 + 3a%b + 3ab? + b3

(a + b)% = ab + 4% + 6a2b? + 4abd + b

usw.
auftreten, herangezogen werden.

(a+b)°

(3
(a+b)’ ;

1 7
0 1
1

alila a n
7R R R

@ ) H

wa

(]
=

(@ .
1 N/ )
(a+b)™ A+l n+1 — n+1 S o5 n+1 n+l
7 (kﬂ ( n n+l)
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Der binomische Satz

>

SATZ:
Fir alle a, beP und fir alle ne N, n 5 0 gilt:

(a+byn= Zn: (',')on—lb‘.

/" Binomialkoeffizienten, Seite 17

A3 Zahlenfolgen

Zahlenfolge

4

2%

mmmmnmm.mmlmmm

Mmhmmmum gleich einer .dlhanlw N’
Vﬂl"h’.

Ist N’ endlich, so heiBt die Zahlenfolge endlich. :

Diese Funktion ,,Zahlenfolge* besitzt die geordneten Paare [k; f (k)] mit ke N
bzw. mit ke N'. !

Bei nicht endlichen Zahlenfolgen wird als Definitionsbereich N’ sehr oft die
Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Zahl Null gewdhlt.

Die Funktionswerte f (k) heiBen Glieder der Folge. Sie werden gewdhnlich
mit ak bezeichnet, d. h., die Zuordnung zu den natiirlichen Zahlen wird durch
den Index k zum Ausdruck gebracht.

Schreibweise fiirr Zahlenfolgen:

(ak), ke N oder ao, a1, az, ..., Gk, ...
bzw., wenn der Definitionsbereich die Null nicht enthdlt,

(a), keN, k>0 oder ay,a, ..., a, ...
(1—) keN (1), k>0; keN

k+1 k i
(Null gehért zum Definitionsbereich) (Null gehort nicht zum Definitions-

bereich)
ao, a1, az, as, ... a1, a2, @3, G4, ...
1, l,ll 1, 111__
2 3 4 2 3 4

/' Grenzwert einer Zahlenfolge, Seite 63
19
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Explizite Bildungsvorschrift fir Folgen

Mittels eines Terms a (k) wird die Bildungsvorschrift fir das allgemeine Glied
ax festgelegt.

ligemeines Glied | . Zahlenfolg
g, kEN (@), keN"  ag oy 0y ..., G, ...

_ 1 1 L1 1
ak‘k+1 k+1 ;?.?...-.k—_ﬂ....
a = (—1) (=1 1, =11 (=K .

1\k 1\k 1 1 1 1\k
O [T
a = k2 (k2) 0,1, 4 ..., k2, ...

a =3k + 2 Bk + 2) 2,58 ...,3%k+2 ...

Rekursive Bildungsvorschrift fur Folgen

20

Die Folge wird durch eine induktive Definition festgelegt.

a=0 a=a,a+0
ak+1 =14+ ak, keN Gk+1 = qak, keN,q =+ 0
0.1,23,4,..) (a, aq, aq?, aqd, aq4, ...)

Man kann in einer Relhe von Fdllen zu einer rekursiven Bildungsvorschrift eine
explizite Bildungsvorschrift angeben, durch die die gleiche Folge definiert wird.

(1) Rekursive Bildungsvorschrift (2) Explizite Bildungsvorschrifi
ag=a, a0
41 =9 keN,q=+0 an=a-q" neN, q+0

Beweis: (durch vollstdndige Induktion)

1. Induktionsanfang

a0 =a-q°

Diese Gleichung gilt entsprechend der rekursiven Bildungsvorschrift, da ¢ = 1
und folglich a0 = a.

2. Induktionsschritt

Fir alle ke N gilt:

Aus gk = a- gk (Induktionsvoraussetzung)
folgt ak+1 = a - gk+1 (Induktionsbehauptung).
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Beweis:

OGk+1 = q* Gk (rekursive Bildungsvorschrift)
= q-agk (entsprechend der Induktionsvoraussetzung)
= a-gk+!

/" Die vollistdndige Induktion, Seite 12

Graphische Darstellung von Zahlenfolgen

Benutzt man die Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinaten-
system, so erhdlt man als Graph von Folgen diskrete Punkte.

" G)) e

In der Abbildung wurden einige geord-
nete Paare dieser Folge dargestellt.

Hadufig stellt man nur die Glieder der Folge auf der Zuhléngeruden dar. Das
sind eigentlich die Funktionswerte, dargestellt auf der Ordinatenachse.

ay Qg
—_—
m .
0

(%))

ol
Tt B
S

1
6

Niw4

Monotonie von Folgen

» nmumoﬂ [t Lo :

Eine Zahlenfolge (a) ui' ElmmieMolgo (a.) heiBt
monoton wachsend genau dann, monoton fallend genav dann, wenn
wenn fir jedes k, ke N, gil' ag<dyyqe | fOr jedes k, ke N, gilt ax >ay 4.

21
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1\ 1 \k+1 1\k
Die Folge ((?> ) ist monoton fallend, denn fiir jedes ke N gilt (-2—) < (?) .

Die Folge (3k + 2) ist monoton wachsend, denn es gilt fir jedes k € N
Gt1—ak = 3> 0, also Gkt+1> a.

Die Folge ((— 1)) ist weder monoton wachsend noch monoton fallend, denn

—2 fir gerades k,
Okt — Ok =
% : + 2 fir ungerades k.

Schranken von Folgen

>

DEFINITION: 5 g

S heiBt obere Schranke einer S heiBt untere Schranke einer
Folge (a,) genauv dann, wenn Folge (a)) genau dann, wenn

fir jedes k, ke N, gilt ax < S. fUr jedes k, ke N, giltay=>S.

Hat eine Folge eine untere (obere) Schranke, so heiBt sie nach unten (oben)
beschrénkt.

Man nennt eine Folge beschrédnkt (unbeschrinkt), wenn sie nach unten und
oben (weder nach unten noch nach oben) beschrénkt ist.

/' Schranken, Seite 10

Grenzen von Folgen

>

22

DEFINITION: :
-G heiBt obere Grenze einer Folge (a,) | G heiBt untere Grenze einer Folge (ay).
genau dann, wenn G die kieinste genau dann; wenn G die grbBte aller

aller oberen Schranken von (ay) ist.

unteren Schranken von (ay) ist.

(@) = (yk), keN
R P 2

=1 0 1 2 3 4

DieFolgeistnach unten beschrénkt. Untere
Schranken sind alle negativen Zahlen.
Untere Grenze ist 0. Die Folge ist nicht
nach oben beschrankt.

(a) =(1—2k), keN Die Folge ist nach oben beschréankt. Obere
a ay a, a; . Schranken sind alle Zahlen S = 1. Obere
L i, Grenze ist 1. Die Folge ist nicht nach unten
-7 A 101 beschrdnkt.
. 3 Die Folge ist beschrdnkt. Obere Schran-
(@) = (7) » keN, k>0 ken sind alle Zahlen S > 3. Obere Grenze
apa, dg @ a ist 3. Untere Schranken sind alle negativen
k - L . . Zahlen. Untere Grenze ist 0.
11 £ 2 3
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Arithmetische Folge

B

DEFINITION:

Eine Folge (a;) -heiBt arithmetische Foige genau dann, wenn die Differenz
ier beliebi feinanderfolgender Glieder gleich einer Konstanten

(d. h. von k unabhéingigen) Zahl d P ist:
‘U4 — O = d.

a,a+d, a+ 2, ..., a+ nd, ...

Rekursive Explizite
Bildungsvorschrift Bildungsvorschrift

g=a ag,=a+nd (n=0,1,2..)
Gppq =0, +d

a=a g,=a+(—1Nd (n=1,2.)
Gpp1=0ap +d

Die geordneten Paare der Folge (a + nd), n € N, sind eine Teilmenge der Menge
der geordneten Paare der Funktion y = dx + a. Der Graph der Folge (a + nd),
n € N, besteht aus diskreten Punkten, die auf dem Graph der Funktiony = dx + a
liegen.

Falls d < 0, féllt die Folge monoton und ist nach oben beschrénkt.

Falls d > 0, wéchst die Folge monoton und ist nach unten beschrénkt.

Beisplele fUr arithmetische Folgen

Die Radien ri der Lagen auf einer Rolle Papier bilden eine arithmetische Folge,
denn rep1 — rk = s. (s ist die Stdrke des Paplers.) Wir denken uns die Papier-
bahn durch einzelne konzentrische Papierzylinder ersetzt.

Das allgemeine Glied ist

re=r1+ (k—1)s,

wobei ry der Radius der Trommel ist, auf der das Papier aufgewickelt ist.

Die Ldngen uk der einzelnen Lagen bilden auch eine arithmetische Folge, denn
Ukt — Uk = 2TCS .

Das allgemeine Glied ist ux = 2 r1 + (k—1) 27 s.

Beim freien Fall bilden die Fallgeschwindigkeiten nach 1s,2s, 3s, ..., ks eine
arithmetische Folge.
w=g-k g=1981ms2

Die Differenz der-Fallgeschwindigkeiten betrédgt 9,81 m s=2.
/ Fallbeschleunigung, Wiss Ph, Seite 98
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Geometrische Folge

> | DEFINITION: '
Eine Folge (ay), ay = 0, heiBt geometrische Folge genauv dann, wenn der

Quotient zweier beliebig sfeinand: g Glieder gleich einer kon-
stanten (d. h. von k unabhéngigen) Zahl q€P, q = 0 ist:
k41 _ o i
ax i
a, aq, aq?, ..., aqn, ...
Rekursive Bildungsvorschrift Explizite Bildungsvorschrift
g=a a,=a-q (n=01,2..)

Gpt1=q"a,

a=a a, =a-q-1 (n=1,2..)
In41 =" 0y

Die geordneten Paare der Folge (agn), n e N, sind eine Teilmenge der Menge
der geordneten Paare der Funktion y = agx. Der Graph der Folge (agn), n € N,
besteht aus diskreten Punkten, die auf dem Graph der Funktion y = ag~ liegen.

q a Monotonie Beschrénktheit | Obere Untere
Grenze | Grenze

q>1 a>0 monoton nach unten = a
wachsend beschrénkt

q>1 a< 0 monoton nach oben a —
fallend beschrénkt

0<g<1 a>0 monoton beschrankt a 0
fallend

0<qg<1 | a<0 monoton beschrénkt 0 a
wachsend

—1<q<0 | a0 alternierend? beschrénkt |a| —a|

qg< —1 a0 alternierend - unbeschréankt —_ —_

1 Eine Folge heiBt alternierend, wenn positive und negative Glieder einander abwechseln.

24
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P

iele fir g ische Folgen

Die Driicke, die jeweils nach einem Kolbenhub einer Vakuumpumpe im Rezi-
pienten herrschen, bilden eine geometrische Folge.

Es sei

Vo das Volumen des Rezipienten,
Vo das Hubvolumen der Vakuumpumpe,
pc der Druck im Rezipienten am Beginn des (k + 1)-ten Hubs.

Dann gilt nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte (unter Annahme konstanter
Temperatur)

pk* Yo = pr+1° (Yo + Vi)
Pi+1 Yo Vo

o = Vor W \Vor Ve ist fine von k unabhdngige konstante Zuhl).

Yo "
All ines Glied: px = ——+——| - =0,12..)
gemeines Glied: px ( Yo+ Vi ) po (k=0,1,2,..)

po ist der Druck im Rezipienten zu Beginn des Pumpvorganges.

/ Zustandsgleichung fir das ideale Gas, Wiss Ph, Seite 158 (Boylesches Gesetz)

Die jdhrlichen Produktionsmengen (gemessen in Stiick oder in Mark) eines be-
stimmten Warensortiments bilden eine geometrische Folge, falls eine konstante
jahrliche Zuwachsrate vorliegt.

Es sei

Go die Produktionsmenge in einem bestimmten Ausgangsjahr,
p der Prozentsatz der jahrlichen Produktionszunahme,
Gk die Jahresproduktion im k-ten Jahr nach ‘dem Ausgangsjahr.

Dann gilt
Git1 = Gk (1+ 1P
100
Gk+1 P P L
=14-— (14 ist bl 8
A + 100 ( + 100 unabhdngig von k

) ‘
Allgemeines Glied: Gy = Go (1 + %) k=012 .).

Die Anzahlen noch nicht zerfallener Atome eines radioaktiven Isotops zu den
Zeitpunkten, die gleich Vielfachen der Halbwertzeit nach einem bestimmten Aus-
gangszeitpunkt sind, bilden eine geometrische Folge.

Es sei

T die Halbwerfzeit eines radioaktiven Isotops,
No die Anzahl noch nicht zerfallener Atome zu einem bestimmten Anfangs-

zeitpunkt,
Nk die Anzahl noch nicht zerfallener Atome zum Zeitpunkt k - T nach dem be-
Aimten: Anif tounkt

S P
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Dann gilt
1
Nk+1 = ?Nk
Net1r 1
Ne 27

3
Allgemeines Glied: Nx = No (%) (k=0,1,2,..).

Partialsummen!
»> | DEFINITION:
; ln(-.),keﬂ.h> ]
Aulog heiBt Ec. dm Farﬂubummo der Mm(a.).fulb kel
Auudillo&mg lhr Null lm Ddlnlﬂomlnnldi dor Folge.
i Allgemolnu ,Gllod/ s quﬂchumm ;
Arithmetische Folge a=a+ (k—1)d L n(n—1
keN; k>0; a, deP k‘21°a="ﬂ+¥d
Geometrische Folge | g, = ag! L] —1 1—q"
. n = =a—
keN; k>0; a,qeP E“’k 9= 1—q
-
Folge der o = ki nn+1
natirlichen Zahlen keN kzok = %
Folge der a = k2 D n 1)(2n +1
Quadratzahlen keN 2 k2= M
k=0
Folge der o =k3 2 n(n+1) ]2
Kubikzahlen [ keN kzok"’ = g}
. Alle Formeln zur Berechnung der Partial der angegeb. Folgen lassen

sich mit Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen.
1 pars (lat.) - Teil
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Funktionen und Gleichungen

B1 Allgemeines iiber Funktionen

Existenz einer Nullstelle
/ Ma i Ub, Seite 61

Existenz eines Pols
/" Seite 43

Funktion ist gerade,
Funktion ist ungerade
/" Seite 28

Existenz des Grenzwertes
/' Seite 68

Periodizitat
/" Seite 29,
/ Ma i Ub, Seite 110

Stetigkeit
/" Seite 73

Stetigkeit
/" Seite 74

Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit

/" Seite 76 /" Seite 78

Lokale Monotonie Monotonie

/' Seite 89 / Ma i Ub, Seite 60

Lokale Konvexitat, Konvexitdt,

Lokale Konkavitdt Konkavitét

/' Seite 96 /' Seite 96

E eines Wendepunk Existenz des bestimmten Integrals
/' Seite 97 /" Seite 114

Existenz eines lokalen Extremums
/" Seite 92

Existenz des unbestimmten Integrals

/' Seite 117

27
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Gerade Funktionen

»> DEFINITION:

Eine Funktion f ist gerade genau dann, wenn fir alle x des Definitionsberei-
ches D gilt:

—xe€D und f(—x) =f(x).

Das Bild einer geraden Funktion ist symmetrisch zur Ordinatenachse.

L] y=;’5 V=008 X
J Y
1 7
n—— L -
=7 0 7 x -7 0 7 X

/' Symmetrie, Ma i Ub, Seite 152

Ungerade Funktionen

P | DEFINITION: :

Eine Funktion f ist ungerade genau’ dann, wenn fir alle x des Definitions-
bereiches D gilt:

—xeD und f(—x) =—f(x). 3

Das Bild einer ungeraden Funktion ist zentralsymmetrisch zum Ursprung des
Koordinatensystems.

[ ] Y= y:xi y=sinx
Yy Y
1+ 17+
om——_ 1 1 i —
X =7 0 7. x =7 0 7 x
-1+ -1+

/ Radiale Symmetrie (siehe zentralsymmetrisch), Ma i Ub, Seite 153
28
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Periodizitdt

b

DEFINITION:
Eine Funktion f (Definitionsbereich D) ist periodisch genau dann, wenn es
eine reelle Zahl p > 0 derart gibt, daB fur alle x € D gilt:

x +peD und f(x + p) = f(x).

Die Zahl p heiBt Periode von f. |

Da mit p auch k- p fiir jedes natirliche k > 0 eine Periode von f ist, hat eine
periodische Funktion unendlich viele Perioden. Falls unter ihnen eine kleinste
existiert, so gibt man i. a. nur diese als ,,die Periode von f* an.

7 Periodizitdt der Winkelfunktionen, Ma i Ub, Seite 110

Winkelfunktionen f(x+p)="Ff(x) kleinste Periode
y =sin x sin (x 4+ 2x) = sin x 2n

y = cos x cos (x + 2w) = cos x 27

y =tan x tan (x + ©) =tan x n

y = cot x cot (x +m) =cot x ™

y =X-—n
firns<x<n+1
negG;

—o L X< 0.
Es gilt
f(x+1)="f(x);
kleinste Periode
von fist 1.

Neubildung von Funktionen

Aus gegebenen Funktionen lassen sich neue Funktionen bilden

™
1. durch rationale Rechenoperationen ( Seite 30),
2. durch Bilden der Umkehrfunktion (,* Umkehrfunktion, Seite 33),
3. durch Verketten von Funktionen ( Seite 34).
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Rationale Operationen mit Funktionen

>

DEFINITION: ; : $

Es seien f und g Funktionen mit einem g il Definitionsbereich D.
Dann sind 5 i % : ;
Ms=f+g @d=f—g @) p=fg ud ®q=T

ebenfalls Funktionen, die aus der Menge folgender mm« Paare gebil-
det werden: 3

(1) s =f+ g mit [x; {(x) + g(x)] fUr jedes x D,

(2) d = f—g mit [x; f(x) — g (x)] fir jedes xc D,

@) p= f" g mit [;r(;f)(x) + g(x)] fir jedes x D,

¢ x; g

(b)‘q = mit [x.m—)-] fUr jedes x € D und ‘(X)*Of

Zuein

1
foy=—5x
—oo << x< 00

g (x) =sinx

—oo < X< 00
Gemeinsamer & i
Definitionsbereich feg: (y--}:x‘r&inx) .
—o< x< 00 : e
s(x) =f(x) + g (x) 1 '“L.‘
1 ) o R
En 7 x + sin x g 5 i
gilyesing)

ander inverse Funktionen

4

DEFINITION:

Zwei Funktionen f und f sind zueinander _invers'genau dann, wenn die bei-
den Mengen geordnefer Paare von f und f folgende Eigenschaft hab.
Fiir jedes geordnete Paar [a; b] gilt: [a; b] € f genau dann, wenn [b; a]  f.

30

Die Mengen geordneter Paare von f und f gehen demnach durch Vertauschen
der Komponenten jedes Paares auseinander hervor.

Die Graphen zweier zueinander inverser Funktionen f und f kénnen auf zwei
verschiedene Weisen in einem gemei 1 Koordinatensy dargestelit
werden.




1. Maglichkeit

B14¢m

Die Graphen von f und fsind
identisch.

Die Bedeutung der Koordinatenachsen
ist fir f und f unterschiedlich:

Die x-Achse entspricht

- fiir f dem Definitionsbereich von f,
— fiir f dem Wertebereich von f.

Die y-Achse entspricht

- fur f dem Wertebereich von f,

- fisr f dem Definitionsbereich von f.

=f

E x=F(y)
9
53 y=F(x)
:! g
88
g's
SR
88

[ba]

bei F_f [a;b]
fla)=b bei £

a=f(b)

Definitionsbereichvon f
Wertebereich von

2. Maglichkeit '

Die Bedeutung der Koordinat hsen
ist fiir f und Fgleich:

Die x-Achse entspricht

dem Definitionsbereich von f und 7.
Die y-Achse entspricht

dem Wertebereich von f und f.

Die Graphen von f und f'sind

nicht identisch Sie liegen axial-
symmetrisch zur Geradeny = x.

f(b)

fla)=b

[ba] / :
y=f(x)

y=fix)

/' Axiale Symmetrie, Ma i Ub, Seite 152
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~ Zueinander inverse Funktionen f und f

Definitions- | Gleichung | Werfebereich | Gleichung Wertebereich

bereich | vonf von f— von f von

von f Definitions- r
bereich von f

—_—00 < X< 00 —ao<:<oo_;7 —o<y< oo

—_—e L X 0 —w<£<m —oLy< oo

0= x< o O§z<oo 0Sy< o

—o00< x< 0 o<:,<ae —o<y<0

—o < X< 00 —o0 <y <00 —oy<oo
0Sx< oo

3 —o< x<0

xep g yePiy+0 yePiy+0

x=+=0 o xeP; x+0

0< x< o0 0<z<oo ; 0<y<oo

—oo X< o0 —o Ll y< oo

—o00 < X< 00 —o<y<

—_—oo X< 0o —ooLy< oo




B14¢m

<

| y=flx)=x3
xz0

y=Fx)=vx
x 20

1 ! L >

y=Fflx)=-vx
xz0

- =

y=f)=F(x»0)
[~ y=Fx)= xe0)

<

Umkehrfunktion

3

Die zu f inverse Funktion f heiBt auch Umkehrfunktion von f.

SATZ:
Zu jeder eineindeutigen Funktion f existiert die Umkehrfunktion f.

/' Mehrdeutige, eindeutige und eineindeutige Abbildungen, Ma i Ub, Seite 57

Funktionen, die nicht eineindeutig sind, besit keine Umkehrfunkti Denn
ist f nicht eineindeutig, dann gibt es in der Menge der geordneten Paare von
f mindestens zwei Paare der Form [a1; b], [a2; b] mit a1 == a2. In der Menge der
geordneten Paare, die durch Vert hen der Komp ten jedes Paares von f
hervorgeht, befinden sich dann die beiden Paare [b; a1}, [b; a2] mit a1 == a2, d. h.,
die Abbildung, die durch die Menge der geordneten Paare dargestellt wird, ist
keine Funktion, da diese Abbildung nicht eindeutig ist. Zum Beispiel besitzt die
Funktion f(x) = x2, — 00 < x < oo keine Umkehrfunktion, da jedem x des Defi-

nitionsbereiches, auBer x = 0, genau zwei Funktionswerte zugeordnet sind.

/" Umkehrbarkeit von Potenzfunktionen, Seite 49
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Gegeben sei die Funktion f mit der Gleichung y = 3x + 5 (—o0 < x < o0) .
Gesucht ist die Gleichung der Umkehrfunktion.

Lssung: Die Funktion f ist eineindeulig.

Die geordneten Paare von f haben die Form [a; 3a + 5] a€P.

Alle Paare der Umkehrfunktion f haben dann die Form [3a + 5;d] a€P.
Gehen wir nun zu den Ublichen Bezeichnungen iiber, indem wir fiir das Argument
(in unserem Fall 3a + 5) das Zeichen x und fir den Funktionswert (in unserem
Fall a) das Zeichen y setzen, so erhalten wir [3y + 5; y] = [x; y] und somit

X —

3y+5=x bzw. y= 2 als Gleichung fiir die Funktion f.

Regel fir die Gewinnung der Gleichung der Umkehrfunktion:
Ist die Gleichung einer Funktion f ben, y = f(x), und ist die Funktion um-

kehrbor, dann erhdlt man die Gleichung der Umkehrfunktion y = f(x), indem
man die Gleichung y =f(x) nach x, falls es moglich ist, auflést und die Be-

zeichnungen y und x gegeneinander vertauscht.

Verkettung von Funktionen

Das Verketten von Funktionen entspricht dem ,,Nacheinanderausfihren‘ oder
»Zusammensetzen* von Abbildungen.

DEFINITION:
Gegeben seien zwel Funktionen f und g: ]

Bezeichnung Gleichung : geordnete Paare

9 : z=g(x) [x; 2]

f y=1(2) ‘ [z y]
UMud;rduMVuummr ket gund f henden Funktion
y = f (g(x)) versf wir die Menge aller geord Paare [x; y], fir die

gilt: Es gibt ein x derart, daB [x; z] e g und [z; y]ef.
Munbudchndgnhlm!uﬂpbnulanchluﬂmlvm

Durch Verketten folgender Funktionen soll eine neve Funktion gebildet werden:
innere Funktion z=x+2 [z=g(X)] (—o0 < x< ),

duBere Funktion y=log2z, [y=F(2)], (0< z< ),

verkettete Funktion y = logz (x + 2), [y = f (g (x))], (—2 < x < o).

Genau fir die z mit 0 < z < oo existiert logz z. Also gibt es fir x + 2 > 0 bzw.
fur x> —2 ein z derart, daB gilt [x; zZleg und [z;ylef.
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Es ist die Funktion F(x) = (5x + 2)3 zu differenzieren.

F(x) = (5x + 23 innere Funktion z= g (x) = 5x + 2
F(x)=flgx)] gx)=>5
duBere Funktion f(z) =23
f'(z) = 3z2

f’[g(x)] = 3-(5)(+2)z

Fx)=flg)]-g (»
=3-(5x+ 225
=15 (5x + 2)2

/ Verkettung von Funktionen, Seite 34

Ableitung zueinander inverser Funktionen

| 2

SATZ:

Ist f eine eineindeutige Funktion, die in einer Umgebung der Stelle x, diffe-
renzierbar ist, und gilt f'(x,) = 0, so ist die zu f inverse Funktion f an der

Stelle f (x,) differenzierbar, und es ist t—" [f (x0)1 = ﬁ .

SinngemdB bedeutet das: Die Ableitungen f’ und f’ zweier zueinander in-

verser Funktionen f und f fir einander entsprechende Argumente sind zuein-
ander reziprok.

/' Zueinander inverse Funktionen, Seite 30
/' Reziprokes, Ma i Ub, Seite 34

Veranschavulichung des Satzes:

1. Moglichkeit B 2. Méglichkelt _
Die Graphen von f und f sind Die Graphen von f und f sind axial-
identisch. symmetrisch zur Geraden y = x.
LS
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£E & fla)=b
ss fla)b :
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fib)=a A%
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o
a=f(b) X a
Definitionsbereich von f g /

Wertebereich von F / /s
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C5 ¢

Die Ableitungen von f(x) = tan x und f(x) = cot x

>

SATZ:

Die Funktionen f(x) = tan x und f(x) = cot x sind fiir jede Stelle x ihrer
Definitionsbereiche differenzierbar, und es gilt

(tan x)' = e

» (cotx) =—

-
cos2 x

Der Beweis kann mit Hilfe der Definitionsgleichungen

sin x cos x
tan x. = . cot x = —
cos x sin x

(/" Seite 50)

und der Quotientenregel (,* Seite 79) gefihrt werden.

Die Ableitung von f(x) = log, x

| 2

SATZ:

Jede Logarithmusfunktion f(x) = logax (@a> 0, a+ 1, x> 0) ist fir alle x
mit x> 0 differenzierbar, und es gilt

f'(x)= % loga e.

Beweis :

Es sei xo eine beliebige reelle Zahl mit xo > 0, a > 0, a = 1. Als Differenzen-
quotient erhélt man:

f(xo + h) —f(x0) _ loga(xo + h) — loga xo
h - h

_1 | xo+ h (/" Logarithmengesetze,
L Ma i Ub Seite 106)

1 h

_1 X <1+h)
T h x0

. %,
T h
= 1— loga (1 + L) Substitution — = z
xo Xo X0
Dann gilt:

1 Wennh -0, soz— 0.

- 1
=—£Iog‘,(1 + z)

. f(xo 4+ h) — f(x0)
lim—

f’ (x0) =
(x0) Jiow b

1
lim 1—Ioga Aa+ 2=
20 X0
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