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Einiges iiber Folgen und Reihen 1 (SchiuB)

5. Reihen

Ein uraltes Tier kriecht fortwéhrend immer in einer Richtung.
Dabei legt es pro Zeiteinheit immer die H&élfte der vorher be-
wéltigten Strecke zurlick. Wie weit wird es kommen?

Wir kOnnen davon ausgehen, daB das Tier in der Anfangszeitein-
heit gerade eine Léngeneinheit (LE) zuriicklegt, in der folgenden
dann eine halbe Léngeneinheit, also insgesamt schon (1 + E)LE
dann kommt -LE hinzu, also (1 + " )LE usw. SchlieBlich gelangt
das Tier bis zum "Ort" 1 + % % ces + zfm1 + %a y den wir mit

8, bezeichnen.

| : Jo 135233
L L I 1)
0 -4 "*I ‘f#g&z 2

Die Skizze 1ldB8t vermuten, daB die Folge (s, ) der Aufenthaltsorte

n &esen 2 konvergiert. Um dies zu beweisen,‘suchen wir zundchst
eine geelgnete Darstellung von s. Wir subtrahieren zu diesem
Zweck wvon Sp die Zahl gs

& 2.1 1
8, = 1 + S+t oeee AW
1 _1 1 1 1
ZSB_E+TP+"'§H+§“‘-

Hieraus folgt:
5 15 =1 - 1
n_ 2°n 28+7  und somit

8y = 2 = %‘
Nun berechnen wir
s -2l =2 -Fr-2l = |-l =F<e

Die letzte Ungleichung ist erfiillt, wenn ot > % gilt. Das ist

aber fiir fast alle n richtig (davon iiberzeugt man sich durch
Logarithmieren dieser Ungleichung), und somit konvergiert s, &e-
gen 2. Wir erhalten also

lim (1 t X e +m) =2
Man muB allerdings bemerken, daB die obige Skizze hinreichend
gut Auskunft gibt iliber das anfangs formulierte Problem, zumal
das Tier nach einer gewissen (endlichen) Zeit kleinere "Schritte"
machen miiBte, als es in der Lage ist, d.h. es wird bereits nach

einer endlichen Zeit (anndhernd) 2LE zuriickgelegt haben und dann
dort verharren miissen. Unsere detaillierten ﬁberlegungen dienten
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vielmehr der Vorbereitung auf die folgende allgemeine Fragestel-
lung. Dazu zundchst eine
Definition:

Gegeben sei eine Folge (a,).

Der Ausdruck 8y t a4 + «.. + a, + ... heiBt Reihe,

a, heiflt das n-te Glied der Reihe und

’V‘ 8y t 84 + «.0 + 8 = Sh hei3t n-=-te Partialsumme
A der Reihe.

Die Frage besteht nun darin, ob bei einer solchen fortlaufenden
Summierung, wie es in einer Reihe geschieht, etwas sinnvolles
entsteht, d.h., ob "zum SchluB" etwa eine Zahl herauskommt.

Im einfiihrenden Beispiel hatten wir speziell die Reihe

B14: 1 + % + aee + %g # oo

betrachtet und stellten fest, daB die Folge der Partialsummen
(1 + % + o0e + %r) gegen 2 konvergiert. Wenn wir hingegen die
Reihe

B15: 1 4+ (=1) + 1 + ... + (—1)n + oo

betrachten, so ist 8g = &8y = 1, 84 = ag + a4 = 0, Sy = 1,

Sz = O usw. Bei der fortlaufenden Summierung entsteht immer ab-
wechselnd 1 und 0, die Folge (sn) der Partialsummen konvergiert
also nicht (vergleiche auch Teil II, B13).

Aus diesen beiden Beispielen ersehen wir, daB die fortlaufende
Summierung durch das Verhalten der Folge (s ) der Partialsummen
beschrieben werden kann. Deshalb treffen wir die folgende
Definition:

Konvergiert die Folge (sn) der Partialsummen der

Reihe 8y + 84 + «.e + a2, + ... gegen eine Zahl s, so

n
heillt die Reihe konvergent, s heiBt Summe dieser
Reihe, und wir schreiben 8y + 87 + o0 + 8L+ ... = 8.
Jetzt konnen wir also sagen, daB die Reihe B14 die Summe 2 hat:

1+ % + ses + %K + eee = 2

AbschlieBend beweisen wir eine notwendige Bedingung dafiir, daf
eine Reihe konvergent ist.

S a t z: Ist die Reihe 8y +t 84+ ce0 o8+ .0 konvergent,
so gilt lim & = 0.
n -y o

Beweis: Wir setzen voraus, daB die Reihe_aO t8g + e +a, .,
konvergent ist und s ihre Summe ist.

N



&, ist sozusagen der Zuwachs der Partialsumme im n-ten

Schritt: a, = 8, — 8,4 (n > 0).

Deshalb gilt
lay, = O

|Sn N sn—1|
= |Bn -8 = (sn_1 - s)l
s |sp - 8| +]| 8y q - 5.
Die Folge (sn) der Partialsummen konvergiert aber nach
Voraussetzung gegen s. Somit gilt zu einem vorgegebenen
e > O fir fast alle n die Beziehung |s, - 8| < %+ Dadurch
gilt auch fiir fast alle n Isn_1 - 8| < % und folglich
fiir fast alle n |a, - O] < €.
Also konvergiert (an) gegen Null, und der Beweis ist be-
endet.
Aus diesem Satz folgt direkt, daB die Reihe B15 nicht konvergent
ist, denn fiir sie ist a, = (—1)n, und (an) konvergiert nicht ge-
gen Null.
K.Fleischmann

Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

Preisaufgaben (Serie 1/70)

(B1) In einem Dreieck sei im Inneren ein Punkt P gegeben. Zieht
man durch P Parallelen zu den drei Seiten, so wird das
Dreieck in 6 Teile geteilt, wovon drei Teile Dreiecke sind.
Man bestimme aus den Fladcheninhalten dieser Dreiecke den
Fldcheninhalt des urspriinglich vorgegebenen Dreiecks.

(B2) Man zeige, daB die Menge aller komplexen Zshlen a mit

. o T
a=ekq (x ganz) eine endliche Gruppe beziiglich der Mul-

tiplikation bildet.

(B3) Man ermittle ohne Benutzung der Differentialrechnung den

kleinsten Wert der Funktion

200 = 5

(x =2 0).

(B4) a) Man bestimme die Summe der Reihe

I 7+%+-§1—+...+%,r+...

b




b) Man entscheide, ob die Reihe

1 2 n
§+3+E+.-“+m+ b
konvergiert.

(B5) Man bestimme die Summe der Reihe

sin.% sin 2% sin n%
1 + 2 - % seas +T—+oco
2 2 2

(B6) Wieviel Lésungen besitzt die Gleichung
X 2

sinx=m

Fir jeden vollsté&ndigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
féllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns ein-
gesandten Losungs-bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
sein miissen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht berlicksichtigt werden.

Achtung: Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem geson-—
derten Blatt einzuschicken.

Buntes Allerlei

Auflosung sus Nr.11/69

Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion zur Bestimmung des
Gesamtwiderstandes bei der Parallelschaltung von Widersténden:

Nach dem Strahlensatz gilt

a+b_b /

R4 Ry Rz
. ”,
a+b _ %x Ry L
2 = 5
Daraus folgt a+ b o B3 b_a - b
R, R R™R
1 2 X X
und

il
-5
+
o] LY
N
1]
}fl."l =

\n



Onkel Fritz besitzt einen sehr wertvollen Kalender aus dem vori-
gen Jahrhundert. Nach wieviel Jahren stimmen Daten und Wochenta-
ge dieses Kalenders mit denen des betreffenden spéteren Jahres
iiberein?

Die drei Zahlen 12 5 2 wurden nach einer best%mmten Rechenvor-
schrift gebildet. Nach der gleichen Vorschrift wurden die Zahlen
27 x 11 gebildet. Wie lautet dann x?

—

Wir stellen vor: Dozent Dr. habil. Walter Wallisch

Dr. habil. Walter Wallisch ist Dozent an der Sektion Mathematik
Aer Friedrich-Schiller-Universitédt Jena, gleichzeitig Leiter

des Bereichs Numerische Mathematik
und stellvertretender Direktor fir
Forschung. Am 5.Mérz 1922 wurde er ge-
boren. Er besuchte in Aussig die Ober-
schule und legte dort 1941 sein Abitur
ab.

Von 1948 bis 1954 studierte er in Je-
na. AnschliefBlend arbeitete er als wis-
senschaftlicher Assistent am damaligen
Institut fir Angewandte Mathematik

und Mechanik, seit 1962 als Oberas-
sistent am Institut fiir Mathematik.
Hier promovierte er 1965 mit der Ar-
beit "Ein Abbildungsprinzip der Elasto-
mechanik und seine Anwendung auf pris-
matische Stébe". Zwei Jahre spidter habilitierte Dr. Wallisch.
Seit 1968 ist er Dozent an der Sektion Mathematik.

Numerische Mathematik |l
2. Absoluter und relativer Fehler:
Es sei X der exakte oder "wahre'" Wert einer Zahl, und x ein
(z.B. durch Messung oder ungenaue Rechnung gefundener) Néherungs-
wert fiur diese Zahl. Die Differenz
A=x-X (1)
wird dann als absoluter Fehler bezeichnet zum
Unterschied zu dem noch zu besprechenden relativen Fehler.
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BEs liegt in der Natur der praktischen Problemstellungen, da8 der
absolute Fehler eines Néherungswertes nicht genau bekannt oder
zumindest nicht durch einen endlichen Dezimalbruch darstellbar
ist. Damit iiberhaupt eine quantitative Fehléranalyse moglich ist,
muB wenigstens eine Schranke s fiir den Betrag |Al des absoluten
Fehlers (positiv gerechneter Wert der Differenz x - X) bekannt

sein: |Al ss, d.h. |A| nicht gréBer als s. (2)

Schreibt man (1) in der Form X = x - A und beachtet (2), so er-
kennt man, daB der exakte Wert X zwischen x — s und x + 8 liegen

mulB: X-8sXsx+ 8,

wofiir man insbesondere in der physikalischen Literatur abkiir-
zend schreibt X=x2s.

So kdnnte man fiir die Zahl m z.B. schreiben m = 3,14 X 0,002, da
der unendliche Dezimalbruch fiir * mit 3,141... beginnt.

Bei den Néherungswerten von irrationalen Zahlen, die durch die
iibliche Rundung gewonnen worden sind, weiB man jedoch wvon vorn-
herein, daB eine halbe Einheit derjenigen Dezimalstelle, auf der
die letzte mitgefiihrte Ziffer steht, eine Fehlerschranke s dar -
stellt. Z.B. steht die letzte Ziffer von 3,14 auf der Dezimal-
stelle 102, und es ist daher 5+10"> = 0,005 eine Schranke fiir
den absoluten Fehler des Néherungswertes.

Da diese Fehlerschranke allein schon aus der Dezimalbruch-Dar-
stellung des gerundeten Ndherungswertes hervorgeht, ist es eine
allgemeine ﬁbereinkunft, diese Schranke nicht noch einmal expli-
zit anzugeben. Die Angabe m = 3,14 wird vielmehr als gleichbedeu-
tend mit = = 3,14 ¥ 0,005 angesehen.

Bel gerundeten Zahlen ist es demnach nicht einerlei, ob man
hinter die letzte Ziffer eines Dezimalbruches noch Nullen an-
hé&ngt oder nicht. So ist die Angabe m = 3,140 falsch, weil n
eben nicht zwischen 3,140 - 0,0005 und 3,14 + 0,0005 liegt.
Ebenso ist die Angabe 1000m = 3140 falsch. Richtig wére z.B.
1000 = 3,14-‘103 oder 31,4-102 oder irgend eine andere Darstel-
lung, bei der 4 die letzte mitgefiihrte Ziffer in einem Dezimal-
bruch ist.

Beim Rechnen mit N&herungswerten ist die Gleichheit also anders
zu verstehen, als man es .sonst gewohnt ist. Dieser Sachverhalt
wird oft nicht beachtet. So folgt z.B. aus m = 3,14 und /2=1,41
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nicht nv/2= 4,4274, sondern das Ergebnis wird erst rich-
tig, wenn man auf e i n e BStelle nach dem Komma rundet:
Te/2 = 4,4, |

(Der unendliche Dezimalbruch der irrationalen Zahl m.:+/2 beginnt
mit 4,4428...). .
Ebenso wird oft nicht daran gedacht, daB die Um f ormun g
eines Rechenausdruckes, der irrationale Zahlen enthdlt, fiir die
numerische Auswertung schwerwiegende Folgen haben kann. Die Um-
formung kann vorteilhaft, aber auch nachteilig flir die Genauig-
keit des Resultats sein.
Betrachten wir z.B. den Ausdruck X = GJG?-ﬂ)s, s0 konnen wir
ihn durch "Auspotenzieren" umformen in X = 99 - 70-1/51 Beim
Einsetzen des N&herungswertes 1,41 fiir /2 erhZlt man jedoch
zwel stark voneinander abweichende Werte, nédmlich auf vier Stel-
len nach dem Komma gerundet:

xq = (1,41 = 1)® = 0,0048

Xy = 99 = 701,41 =0, 3000.
Die Frage, welcher der beiden Werte X4 und X5 der bessere Néhe-
rungswert flir X ist, und ebenso die Frage, auf wieviel Stellen
ein numerisches Resultat zu runden ist, um "richtig" im Sinne des
Rechnens mit N&herungswerten zu sein, fiihrt auf das Problem der
Fehlerfortpflanzung bei den Grundrechenoperationen.
Zur Anslyse dieses Problems ist es zweckm&Big, vom Begriff des
relativen Fehlers auszugehen. Dieser Fehler - weiter-
hin mit & bezeichnet - miBt die "Glite" eines Nédherungswertes
oder einer Messung, indem er den absoluten Fehler auf die Grofe
des anzundhernden Wertes X bezieht:

5 =54 = X% (3)
Wir wollen den absoluten und relativen Fehler in einem Beispiel
einander gegeniiberstellen.
Wird eine Strecke von 1 km auf einen Meter genau ausgemessen,
so ist der ab s o1 ut e Fehler wesentlich grofer als bei
der Messung einer Strecke von 10 m auf einen Zentimeter genau.
Trotzdem sind beide Messungen von gleicher Glite, denn der r e -
lative Fehler betrégt in beiden Féllen & = X 0,001 oder
in Prozenten ausgedriickt 1006% = X 0,1%.

Dozent Dr. habil. W.Wallisch



Aus der Sektion Mathematik

Wir wollen an dieser Stelle iliber die FDJ-Arbeit an unserer Sek-
tion schreiben. Es soll versucht werden, die vielseitigen Aufga-
ben der FDJ=-Studenten darzulegen. Um nicht abstrakt ilber diese
Aufgaben zu schreiben, wollen wir eine FDJ-=Gruppe zu Wort kom-
men lassen. Wir stellen vor die

FDJ-Gruppe Mathematik-Diplom, 4. Studienjahr (Abt. Numerik)

Unsere FDJ-Gruppe besteht aus 7 Studentinnen bzw. Studenten

und wurde Anfang des
#

6.5emesters, also im b

v
™

Marz 1969 gebildet.
Zu dieser Zeit fand
die Aufteilung unse-
res Studienjahres

auf die einzelnen
Abteilungen statt.
Aus den vormals zweil
Seminargruppen wur-
den entsprechend den
Abteilungen 4 Gruppen
gebildet. Mit der Aufteilung begann auch die Fachausbildung, d4.h.
fir uns die verstdrkte Ausbildung in Numerischer Mathematik.
Soviel vielleicht zum Entstehen unserer FDJ-Gruppe. Jetzt wollen

wir auf unsere Aufgaben als ¥FDJ-ler eingehen.

Im Studium kann man keine Trennung zwischen rein fachlicher Aus-—
bildung (d.h. nur dem Studium der Mathematik) einerseits, sowie
der Ausbildung in anderen Fachern, insbesondere der in Marxismus-
Leninismus durchfiihren. Erfiillung des vor jedem Studenten stehen-
den Studienauftrages kann auch nicht nur bedeuten, gute bzw. sehr
gute Leistungen in allen F&chern zu erreichen. Eine wesentliche
Seite unseres Studienauftrages bildet die FDJ-Arbeit. Die wich-
tigste Aufgabe dabel ist natiirlich wiederum die Erzielung hoher
Studienleistungen. Zur FDJ-Arbeit gehdrt aber noch einiges mehr.
'ber dieses "noch einiges mehr" sollen einige Punkte unseres
diesjéhrigen Arbeitsplanes Auskunft geben.

Nach AbschluBl des 4.Studienjahres findet filir alle Studenten die
Staatsexamensprifung im Fach Marxismus-Leninismus statt. Unsere



Gruppe wird eine schriftliche Arbeit anfertigen unter dem Thema
"Stand der Verwirklichung der dritten Hochschulreform an der
Sektion Mathematik". Das ist eine sehr umfangreiche Arbeit und
sie setzt ein gutes Wissen in Marxismus-Leninismus und die
Fahigkeit‘zur schopferischén Anwendung dieses Wissens voraus.
Fiir uns sehen wir dabei etwa folgende Aufgaben: Griindliches
Studium der Materialien zur dritten Hochschulreform und der zu
ihrer Verwirklichung herausgegebenen Bestimmungen bzw. gefalten
Beschliisse und Vereinbarungen. Es stehen dabei Probleme wie
- Notwendigkeit des Vierjahresstudiums, damit verbunden eine
inhaltliche Neukonzeption der Ausbildung in allen Phasen,
Wissenschaftlich-technische Revolution und reale Basis in
der DDR,
- Praxisbezogenheit des Studiums,
- Stellung der Studenten und Wissenschaftler zur Ausbildung
in Marxismus-Leninismus.
Diese genannten Punkte kdnnen natiirlich nicht von uns allen er-
schdopfend behandelt werden. Unsere Aufgabe kann es dabei nur sein,
an einzelnen Problemen mitzuarbeiten und ansonsten die reichen
Erfahrungen bzw. Arbeitsergebnisse der letzten Zeit unter diesen
Gesichtspunkten auszuwerten. An unserer Sektion beschd&ftigen sich
Arbeitsgruppen z.B. mit der Ausarbeitung einer Praktikumsordnung
fiir das Berufspraktikum, mit der Neukonzipierung der Fachausbil-
duneg, mit der Studienwerbung (dazu gehdrt unter anderem die
"furzel"). Diese Arbeitsgruppen zeigen, daB sich Wissenschaftler
und Studenten gleichermaBen verantwortlich fiihlen fiir die vor
uns stehenden Aufgaben. Fir unsere Gruppe besonders aktuell ist
dabei die exakte Erarbeitung eines Fachstudienplanes fiir die Aus-
bildung in Numerischer Mathematik und die Durchfiihrung 'des Be-
rufsoraktikums im Februar 1970.
Diese Staatsexamensarbeit ist gleichzeitig unser Beitrag zum
I1I.Karl-Marx-Seminer im Mai 1970 an der Friedricn-Schiller-
Universitéat.
Als einen konkreten Beitrag zum Leninaufgebot werden wir die zum
100.Geburtstag Lenins erscheinende Sondernummer der "fYurzel"
inhaltlich gestalten. In den Artikeln der Sondernummer wird auf
Zusammenhénge zwischen Philosophie und Mathematik, auf die Zu-
sammenarbeit unserer Mathematiker mit der Sowjetunion und even-
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tuell auf mathematische Arbeiten Lenins eingegangen.

Zu einen inhaltsreichen und vielseitigen Grupvenleben gehdren
natiirlich auch kultu-
relle und sportliche
Veransteltungen. Die
wichtigste Aufgabe auf
kulturellem Gebiet war
flir das gesamte 4.S5Stu-
dienjahr und damit

auch fir unsere Grup-
pe die Vorbereitung
und Durchfiihrung des
Mathematikerballes. Da-
zu gehdrten die rein
organisatorischen Fra-

gen, die Ausgestaltung

(unser Bild zeigt eine Karikatur mit Mitarbeitern der Abteilung
Numerik), eine Ballzeitung und ein Ballprogramm.

7anderungen (Das Bild auf Seite 9 ist bei einer Wanderung auf den
Jenaer Jenzig aufgenommen) und Sport (Tischtennisspielen an un-
cserer Sektion, siehe
Titelbild) bilden einen
erholsamen Ausgleich zum
Vorlesungsbetrieb. Ge-
meinsam besuchen wir Ver-
anstaltungen (z.B. am
24,11.1969 Gisela May im
Nationaltheater Weimar).
Diese kulturelle und
sportliche Betétigung
trégt auch zum gegensei-
tigen Versténdnis in der
Gruppe bei. Der Kollek-

tivgeist in einer Gruppe
ist wesentlich hoher, als wenn sich die Gruppenmitglieder nur aus
der fachlichen Arbeit kennen. FDJ-Versammlungen unter entsprechen-
den VerhZéltnissen durchgefiihrt (Bild oben) werden von keinem Stu-
denten als "notwendiges Ubel" angesehen.
FDJ-Gruppe Mathematik-Diplom 4 (Abt. Numerik)
11



In eigener Sache

Der Arbeitsbereich "Aufgabenteil"

Fir den Aufgabenteil der "/urzal" sind die Studenten Hartwir
Zckner (1.3tudienjahr, Mathematik-Divlom), Wolfganeg Kiefer
(2.5tudieniahr, Mathematix-Phy:ik-ILehrer), Reinhard Lorenz
(2.8tudienjahr, liathematik-Diplom) - auf unserem 3ild v.r.n.l. -
und Sigrid Miller {3.7tudienjahr Mathematik-Physik-Lehrer) ver-
antwortlich, 3ie er-
arbeiten gemeinsam
die Serienaufgaben,
wobel sie interes-
sante Probleme aus
dem Vorlesungsstoff
aufgreifen oder sich
aus zahlreichen so-
wjetischen Sammlungen
geeignet=> Aufgaben
heraussuchen. Die

eingesandten Losun-
gen dieser Aufgaben werden aann Korrigiert und guite Losunsen i
der "Ylurzel" vercffentlicht. Gehen jedoch zu einer Aufzabe kei-
ne Losungen ein, so mubk der Arbeitsbereich selbst eine verdi{fent-
lichun=swiirdi e LAsune finden.

Zu den 3erienaufraben werden seit einigen Monaten wvon diesem Ar-
beitsbereich auch Scherzaufgaben veroffentlicht, die zur Auf-
lockerung der Zeitschrift beitragen sollen.

Im Zusammenhan® mit der Korrektur der eingesandten Losungen

fiihrt die Arbeitsgrupoe eine Jertpunkt-ilartei. Erreicht ein
Schiiler 5 Jertopunkte, so bekoumt er eine Nachricht davon, und
darf sich einen Buchpreis aussuchen, der ihm dann zugesandt

wird. ﬁbrigens brauchte noch kein Preistréger ausgelost zu wer-
den, d.h., in keinem %onat gab es mehr als drei Einsender mit
fiinf Yertpunktern,.

In diesem Zusammennang welsen wir unsere Leser darauf hin, dafl
auch fiir eingesanduie Aufgaben (wenn sie in der "Vurzel" al:s
Preicaufygaben vordffentlicht werden) 7ertpunkte vergeben werden.
Dias2 Auf.aben wissern wmit ausfiihrlicher Lisunz eingesandt wer-
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Lésungen — BE_—

(A67):

(Losung von P.Kannemann, EOS Schleusingen)
Die gesuchte Zahl sei z und bestehe aus n Einsen.
zZ = 11100.1

1 0

z =102 ¢ 1022 4 ... + 10" + 10

10% = 1 _ 10" - 1
z2=1 =7 == 39

Nun soll gelten
z =0 (mod 173)
10" - 1 _
—9— =0 (m0d 175)

10" -1:=z0 (mod 173)
Da 10 und 173 teilerfremd sind, gilt der kleine Satz von
Fermat P11 _1:=0

(mod p); wenn a und p teilerfremd
sind.
Somit gilt also
10172 2120  (mod 173).
Da auch 9 und 173 teilerfremde Zahlen sind, muB eine
Zahl 2z, die aus 172 Einsen besteht, durch 173 teilbar sein.

(AG8):

Es gilt die Ahnlichkeit folgender Dreiecke
AEBF ~ AABC 0
AHGD ~ AACD,
da diese in den drei Winkeln
iibereinstimmen. Aus der Ahn-
lichkeit folgt jetzt
EF | AC und HG || AC
und somit EF || HG.
Analog dazu beweist man, daB
auch EH || FG gelten muB.
Damit ist bewiesen, daB das
oFEFGH ein Parallelogramm ist.

A g <)

(469): Ist o« + B + Yy = O, dann gilt

e ——————

A = ag + 82 + Y2

und auch
A+ % = (32+%a+%) + (B

+ %(m +B +y) 20

2,2 .1

38+5) + (Y24ly+g) =
13



= (o + %)2 + (B + %)2 + (y + %)2 2 %

Mit der Sbustitution a = o + %, b= + %, c =y + %

ergibt sich a2 + b2 + 2 2 %

a+b+c=o+ % + B + % +y + % = 1

y, wenn gilt

(Nach einer Einsendung von Roland Engelmann, EOS Saalfeld)
Umn einen geeigneten Erweiterungsfaktor zu finden, erweitert

(A70)

man mit einem Trinom der Form

a+ bV +c¥F

und bestimmt a, b und ¢ durch ein Gleichungssystem:

59 a2+ bV + YU _
1+ 3¥2-2¥F a+b¥Y7 + %

_ 59(a + b¥ 2 + cYH)
(a -04b +6c) +3 2(3a +b = 4c) + YE(=2a + 3b + ¢)
Damit der Nenner rational wird, muB gelten:
(1) 3a+b=-4c =20
(2) -2a + 3b + ¢ 0
(3) a=-4b + 6¢c =p (p beliebig, rational)
Dieses Gleichungssystem hat folgende Losungen:

a = %8'pi b = BE'P! C = %%'Po

Setzt man p = 59, so erhdlt man
a=13% b=5, c¢= 1.
Der Erweiterungsfaktor lautet also

1% + 5472 + 11V%.

Man erhdlt

59 _59(13 + 542 + 11YH) _
1+ 3%r§ - 2% 29

=13 + 592 + 11Yw

A : Der Spieler A kann entweder O Streichhdlzer oder 1
Streichholz in die Hand nehmen und unabhdngig davon die
Zshlen 0, 1 oder 2 nehmen. Er besitzt also 2+3 = 6 Strate-
gien und zwar (es bedeutet [g] A nimmt a Hélzer in die
Hand und nennt die Zahl b):
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1 =[8]. S2’[9I]’ ®3 =[S]. Su‘[g]' S5 =[:11] S =[.12]
Der Spieler B kann ebenfalls O Streichhblzer oder 1
Streichholz in die Hand nehmen. Da er jedoch eine Zahl
nennen mufB, die von der von A genannten Zahl verschieden
ist, geniligt es nicht, nur eine der drei Zahlen 0o, 1, 2
anzugeben, sondern B hat zu jeder Zahl eine von zwei mog-
lichen Ersatzzahlen zu nennen, falls A schon diese Zahl
geraten hat. Damit besitzt B 2:3.2 =12 verscheidene

Strategien:
[0 0] [o- 0] 0] 0]
t, ={0|, t of, tz =|1{, £, =|1]|, t= =]2|, t. =2
BN R = A (] A | R Y G b
'1] I“A‘lﬂ [1' 17 .,I.l .1.
tn =10, tg =|0], tq = [1]y tin=|1, tas=]2], t.i-=]2
7ot 8t 9 o) 10T o) T G)r Mg

m B nimmt m Streichhdlzer und nennt die Zahl
( [n| bedeutet: n, wenn A nicht n genannt hat, und p, wenn
A n angegeben hat).

Die Gewinnmatrix fiir A sieht dann so aus:

1717171 1 1-1 0-1-1 0 0

-1-1-1 0 0 0 1 1 1 1 1 1
-1=-1 0 0 - O 0-1-1 0
0O-1 0 0 -1 -1

0O 0 0-1-1-1
0O 0 0 0 0 O

1 94 1 1 1

_ 0
A=1_1 0-19-1 0 0
1

0 0-1 0 -1 -1

Wie man leicht sieht, ist das kleinste Element in Jjeder
Zeile -1, das groBte Element einer Spalte jedoch immer 1,
so daB die Gewinnmatrix A keinen Sattelpunkt besitzen
kann,

(A72): In der gesuchten Permutationsgruppe [G,:] muB das Eins-

elemen: enthalten sein, n#émlich (qggﬁ) « Weiterhin miissen
die Produkte

(1520-G229)-(1224). wna
1623)(1520)=(132%) somte
123 48\-1_ /12 3 4
1423 T\134 2)

Elemente von [G,+] sein,
Diese 6 Elemente, die mindestens in [G,+] enthalten sein
miissen, bilden nun gerade eine Gruppe. Diese Gruppe 1st

15



sogar isomorph zu ﬂT ], wie man leicht zeigen kann, da
in allen Permutatlonen von [G,+] die Eins in sich abge-

bildet wird und die Gruppe als Permutationsgruppe
von drei Elementen aufgefallt werden kann.

AB2): Es muB gezeigt werdem, daB fiir alle € > O und fast alle
n gilt lan' < e

. _ 2 5n+1 5n+1
Bs st mun  |ay| = | g5 (-7 = |55y [0 -
3 311112 fir n > 1
Damit bleibt zu zeigen, daB fiir fast alle n gilt:

2
Zn-f €

Es gilt aber dann fir n > 1
2 < &(3n-4)

4eg+ 2
[3

n>3+gs
Fiir jedes beliebige € gibt es aber nur endlich viele n,
die die Ungleichung nicht erfiillen.
Damit ist gezeigt, daB (an) eine Nullfolge ist.

n >

Zum Titelbild:
Eine Erlduterung zum Titelbild finden Sie im Artikel "Aus der
Sektion Mathematik", Seite 11.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.

Redaktion: Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel
Mitarbeiter: H.Eckner, R.GroBmann, W.Kiefer, N.EKuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald,

I.Zenner ——
Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR €9 Jena

Helmholtzweg
"Wurzel'"-Redaktion

V-14-6 7 4803 M 175-00
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Gruppentheorie und Geometrie |

Jeder Schiiler weiB, was Geometrie ist, und jeder "Wurzel"-Leser
weiB - sofern er die Hefte 5, 6 und 7/8 des Jahrgangs 1969 gele-
sen hat - was Gruppentheorie ist. Nun soll in dem hier vorlie-
genden und spéter erscheinenden Beitrégen an Beispielen gezelgt
werden, daB es enge Beziehungen zwischen diesen beiden mathema-
tischen Disziplinen gibt, und auBerdem soll deutlich werden, von
welcher Beschaffenheit solche Beziehungen im konkreten Fall sein
konnen.
Zur Erinnerung und fiir diejenigen Leser, die die obengenannten
Nummern der "Wurzel" nicht kemnen, geben wir die Definition fir
den Gruppenbegriff noch einmal kurz an:
Eine Gruppe ist eine Menge O, fiir deren Elemente eine Ver-
kniipfung * (auch Multiplikation genannt) erxlért ist, so daB
gilt:
1) Fiir zweli beliebige Elemente a und b aus ® ist a * b wieder
ein Element von ©
2) Es gilt stets (a * b) *c=a * (b * ¢c)
3) Es gibt ein Element e (Einselement), so daB fiir alle a
gilt: a *e=¢e *a=a
4) Zu jedem Element a gibt es ein Element a] (Inverses), SO
daB a * a~ ' = &~ ' * a= e gilt.
Die Anzahl der Elemente von ® nennen wir die Ordnung der Gruppe,
sie kann eine endliche Zahl oder unendlich sein. Unter einer Un-
tergruppe von ® versteht man eine Teilmenge von ®, die fiit sich
eine Gruppe bildet.
Fiir die Geometrie sind besonders sogenannte A b b il dung s-
gruppen wichtig, das sind Gruppen von Abbildungen (Trans-—
formationen) der Ebene oder des Raumes, bei denen als Verkniipfung
die Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen genommen wird. So
bilden zum Beispiel alle Parallelverschiebungen eine Abbildungs-
gruppe, denn fiihrt man zwei Parallelverschiebungen hintereinan-
4 der aus, so ergibt sich wieder
eine Parallelverschiebung, wo-
mit Eigenschaft 1) bewiesen ist;
das in 2) formulierte Assozia-
tivgesetz ist bei Abbildungen
immer richtig (vgl. auch Figur),
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als Einselement e (Eigenschaft 3)) fungiert die identische Ab-
bildung, bei der jeder Punkt auf sich selbst abgebildet wird,
und schlieBlich ist das inverse Element (Eigenschaft 4)) zu ei-
ner Parallelverschiebung r diejenige Verschiebung, die den glei-
chen Betrag wie T, aber die entgegengesetzte Richtung hat. Die
Gruppe aller Parallelverschiebungen hat unendlich viele Elemente.

Eine andere Abbildungsgruppe wird von der Menge & aller der-
jenigen Drehungen im Raume gebildet, die eine Kugel als Ganzes
in sich iiberfiihren (Um MiBverstdndnissen vorzubeugen, betonen
wir, daB wir unter Drehung nicht einen physikalischen Drehvor-
gang verstehen, bei dem womdglich Geschwindigkeit, Zwischensta-
dien u.#. interessieren, sondern daB wir sie als Abbildung im
mathematischen Sinn verstehen, und eine solche Abbildung ist
festgelegt, wenn uwan fiir jeden Punkt weiB, wo sein Bild liegt.
Eine Drehung kann also durch Angabe der Drehachse und des Dreh-
winkels vorgegeben werden.). Um zu beweisen, daB8 O eine Gruppe
ist, ist zundchst Punkt 1) der Gruppendefinition zu beriicksich-
tigen und zu zeigen, daB die Hintereinanderausfiihrung (das Pro-
dukt) zweier die Kugel in sich iiberfiihrender Drehungen wieder
eine derartige Drehung ist. DaB das Produkt zweier solcher
Drehungen die Kugel iliberhaupt als Ganzes in sich iliberfiihrt, ist
klar. Um zu zeigen, daB es sich bel dem Produkt um eine Drehung
handelt, geniigt es nachzuweisen, daB bei der Produktabbildung
mindestens ein Punkt auf sich abgebildet wird, mit ihm muB auch
der ihm diametral gegeniiberliegende Punkt festbleiben, und durch
beide geht dann die Drehachse. Nun ist es aber nicht allzu
schwer, einen Punkt zu finden,
der beim Produkt zweier Drehun-
gen auf sich abgebildet wird,
wir gehen folgendermaBen vor:
Die beiden Drehungen mégen Dreh-
achsen haben (diese gehen selbst-
verstédndlich durch den Kugelmit-
telpunkt), die in z, und z, und
ihren diametral gegeniiberliegen-
den Punkten die Kugeloberfléche
durchstoBen. Ist Z, = Zyy 8O stimmen die Achsen iiberein, und
diese Achse ist zugleich Drehachse der Produktabbildung.
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Ist 24 = 2, 80 legen wir durch z4, %, und den Kugelmittelpunkt
eine Ebene e, . Fermer legen wir durch z, und den Kugelmittel-
punkt (also durch die erste Drehachse) zwel Ebenen e, und ej der-
art, daB sie miteinander den Drehwinkel der ersten Drehung ein-
schlieBen und symmetrisch zur Ebene e, liegen. Ebenso legen wir
durch z, und den Kugelmittelpunkt zwel Ebenen e, und eé so, daB
sie miteinander den Drehwinkel der zweiten Drehung einschlieBen
und symmetrisch zur Ebene e, liegen (siehe Figur). Alle finf Ebe-
nen e,, €4 a%, €59 eé gehen durch den Kugelmittelpunkt, daher
schneiden sich je zwei von ihnen in Geraden, die durch den Ku-
gelmittelpunkt gehen. Wir interessieren ums fiir einige Durch-
stoBpunkte dieser Geraden mit der Kugel:

e, und eé schneiden sich auf der Kugeloberfléche in P, e% und e,
in Q. Da e4, ea bzw. e,, €} symmetrisch zu e, liegen, ist das
Bild von P bei der ersten Drehung Q, und das Bild von Q bei der
gweiten Drehung P. Also ist das Bild von P bei der Hintereinan-
derausfiihrung der beiden Drehungen wieder P, die Gerade durch P
und den Kugelmittelpunkt kann somit als Drehachse fiir das Pro-
dukt der beiden Drehungen genommen werden. :

Um den Beweis dafiir zu beenden, daB § eine Gruppe ist, miissen
wir noch die Punkte 2) bis 4) der Gruppendefinition untersuchen.
2) ist sicher erfiillt, 3) auch, da ja die identische Abbildung,
als Drehung mit dem Drehwinkel 0° aufgefaBt, die Kugel festléBt
und somit zu & gehdrt, und fiir den Nachweis von 4) braucht man
nur zu bedenken, daB mit jeder die Kugel festlassenden Drehung
auch die Drehung mit derselben Achse, aber entgegengesetztem
Drehwinkel die Kugel festl&Bt und mit der ersten zusammen als
Produkt die identische Abbildung ergibt.

Die soeben charakterisierte Gruppe © hat sicher unendlich viele
Elemente, denn es gibt ja unendlich viele Drehachsen und -winkel.
Eine interessante Frage ist nun diese: Hat & Untergruppen, die
aus nur endlich vielen Elementen bestehen, und wenn ja, welche
geometrische Bedeutung haben diese endlichen Untergruppen? Bei
der Losung dieses Problems kommt die Gruppentheorie entscheidend
zu Wort, das Ergebnis fiihrt u.a. auf die regelméBigen Polyeder.
Auf Einzelheiten dieser Fragestellung soll in einer Fortsetzung
dieses Beitrags eingegangen werden.

Dr. W.BOrner
wiss. Mitarbeiter an der Sektion
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Preisauigaben (Serie 2/70)

i

Man zeige, daB fiir alle natilirlichen Zahlen n gilt:
19 ist Teiler von (52n+5 + 3”*3-2n).

B8)

Man beweise, daB in einem beliebigen Dreieck die Schnitt-
punkte der Hdhen, der Seitenhalbierenden und der Mittel-
senkrechten auf einer Geraden, der sogenannten Eulerschen
Geraden, liegen.

B9

Man bestimme Real- und Imagindrteil der komplexen Zsahl

z=a+ bi.

B10

Man untersuche die Konvergenz der Zahlenfolge (an) mit

den Gliedern sin n + (cos n)3

an = n

B11)

Man zeige, daB sich (72 - 1)n fiir alle natiirlichen Zahlen
n in der FormV m + 1 - \/E‘, wobei m eine natiirliche Zahl
ist, darstellen 1&Bt.

Hinweis: Vollsténdige Induktion.

B12)

Fiir welches a hat folgende Ungleichung genau eine Ldsung x:

\/]ax - 3 + éjs a?

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fi1lt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post—
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns ein-
gesandten Idsungs— bzw. Aufgabenblédtter mit dem Nemen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
sein miissen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht beriicksichtigt werden. Wir bitten unsere Leser, jede
Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Buntes Allerlei

In einer alten Zeitung war folgende Meldung zu lesen: "M.H. aus
der 4%.StraBe hatte in der letzten Nacht einen folgenschweren
Traum. Er trdumte, er wiirde von einem Lowen verfolgt, sprang aus
dem Bett, riB das Fenster auf und sprang in Todesangst aus dem
6.Stock auf die StraBe. Er war sofort tot". Was ist falsch an
dieser Notiz?
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Raten und Rechnen (jedes Kdstchen bedeutet eine Ziffer, gleiche
Kédstchen bedeuten gleiche Ziffern):

Y + [ATd - L&
AP M= [&F4

44 - (4AK] = [dX]

Peter, Klaus und Frank trainieren gemeinsam auf der 100-m-Strek-
ke. Nach jedem Lauf notieren sie sich den Einlauf und stellen am
Ende der Saison fest, daB Peter doppelt so oft vor Klaus im

Ziel war wie Klaus vor Peter, daB Klaus Frank doppelt so oft ge-
schlagen hat, wie Frank Klaus und schlieBlich, daB Frank doppelt
so oft besser war als Peter wie Peter besser als Frank war.

Ist das iberhaupt mdglich?

Numerische Mathematik Ill (SchiuB)

3, Fehlerfortpflanzung bei den Grundrecheoperationen
Wir betrachten zunéchst die Multiplikation und Division. x seil
ein Ndherungswert von X mit dem relativen Fehler <5,.I und y €in
Néherungswert von Y mit dem relativen Fehler &,. Wie aus (3)
folgt, gilt dann

x = X(1 + 6q) y = Y(1 + 62). (4)
Bezeichnen wir den durch 64 und 62 hervorgerufenen relativen
Fehler des Produkts xy mit 65 und den relativen Fehler des Quo-
tienten x/y mit &y d.h. setzen wir

xy = XY(1 + 65) x/y = (X/Y)(1 + 8,), (5)
so folgt aus (4) und (5)

65 =84 + 8, + 848, 5y = (61 - 62)/(1 + 62). (6)
Ist demnach r, bzw. r, eine obere Schranke fiir den Betrag von
61 bzw. 62, so stellt .

Tz = Tq + Tp + Ty°Tp Ty = (rq + T)/(1 = 1) (7)

eine obere Schranke fiir den Betrag von 55 bzw. &, dar.

Hierbei muBten wir in ('7)2 voraussetzen, daB L kleiner als 1
ist, d.h. daB der relative Fehler von y weniger als 100% betréagt.
Diese Forderung ist beim praktischen Rechnen so gut wie immer
erfiillt. Bei physikalisch-technischen Rechnungen sind die in die
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Rechnung eingehenden MeBdaten mit Fehlern von héchstens einigen
Prozenten behaftet, so daB man in der Praxis keinen groBen Feh-
ler begeht, wenn man die Formeln (7) ersetzt durch

rz = T, + T, T, =T, + Ty . (8)

Wir merken uns daher die Faustregel: "Bei der Multiplikation
und Division addieren sich die Schranken der relativen Fehler".
In unserem Beispiel (Numerische Mathematik II, Abschnitt 2)
X=mn, Y=~/2, x= 3,14; y = 1,41 betrégt der relative Fehler
von x und y weniger als ein halbes Prozent, also der Fehler
von xy lberschlagsm&Big ein Prozent. Hierdurch wird die Angabe
n-*y@?: 4,4 gerechtfertigt:
me~/2 = 4,4(1 £ 0,01) bzw. me~2 = 4,4 * 0,05.

Bei der Addition und Subtraktion sind die Verh&ltnisse jedoch
anders. Setzen wir anstelle von (5)

x+y=(X+Y)( + 55) X -3
so ergibt sich aus (4) und (9)

(X -Y)(1 + 66)' (9)

65 = P44 + P8, 5 = 84 - B, (10)
| Py = Y/(X + YD Q= Y/(X - 1)

Nehmen wir an, daB X > Y > O ist, so lauten die (8) entsprechen-
den Formeln fiir die Fehlerschranken

r5 = D4T4 + PoT, Tg = QT4 + QT5 (12)

Bei der Addition und Subtraktion addieren sich nicht einfach die
Fehlerschrenken, sondern sie sind noch mit "Gewichts'-Faktoren
behaftet. Da Pq und | fir positive X und Y kleiner als 1 aus-
fallen, wirkt die Addition "fehlerddmpfend". Die Subtraktion da-
gegen kann den Fehler stark "anfachen", némlich dann, wenn X und
Y nashezu gleichgroBe Zahlen sind. Wie man sich leicht iiberlegt,
kﬁnnen.q1 und Q bei entsprechender Wahl von X und Y sogar belie-
big groB ausfallen. Da hierbei die fiihrenden Ziffern von Minuend
und Subtrahend gleich sein miissen,und sich daher gegenseitig weg-—
heben, spricht man von "Ausldschung". Diese ist besonders beim
automatischen Rechnen, wo man den Rechenvorgang selbst nicht be-
obachten kann, eine der gefiirchtetsten Erscheinungen, da sie zu
vollkommen falschen Rechenergebnissen fiihren kann.
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Die Wirkung der Ausldschung kdnnen wir an einem der Beispiele
in Numerische Mathematik, Abschnitt 2, studieren. Dort hatten
wir die Identitédt
(VZ - 1) = 99 - 70./Z

und die N&herungswerte

x, = (1,41 = 1)® = 0,0048

X, = 99 - 70.1,41= 0,3000 betrachtet.
Der relative Fehler von X, betrédgt nach der Faustregel (8) etwa
das 6-fache des relativen Fehleérs, der entsteht, wenn man
~ 2 - 1 durch 0,41 annéhert. Da dieser letztgenannte Fehler et-
wa 1% betrigt, erhdlt man fiir den relativen Fehler von x, iiber—
schlagsméBig 6%; in Wirklichkeit betrdgt dieser relative Fehler
weniger als 4%.
Dagegen ergibt sich aus (12), mit X = x = 99; rq = 0
Y = 70.v25 y= 701,415 v, = 1 - 1,81/+/2 =~ 0,003;
a = 70.~2/(99 - 70.V2) =~ 2.10* eine Abschétzung fir den rela-
tiven Fehler von X in der GréBe von 6000%!
Man erkennt hieraus, daB identische Umformungen auf vollkommen
verdnderte numerische Verhédltnisse und damit eventuell auf voll-
kommen falsche Rechenergebnisse fiihren konnen.
4, Die Methode der Iteration
Die Untersuchung der Fortpflanzung von Fehlern bzw. deren Ab-

schitzung ist nur eine der Aufgaben der Numerischen Mathematik.
Eine weitere wichtige Aufgabe besteht - wie schon friher be-
merkt - darin, gangbare Wege, d.h. praktische Verfghren und Al-
gorithmen zur zahlenméBigen Ldsung mathematischer Probleme zu
entwickeln.

Viele dieser Algorithmen der Numerischen Mathematik weisen die
Struktur einer "Iteration" auf (iterum iterumgue, lat., immer
wieder (dasselbe)).

Es wird eine Folge X » Xq» Xp» ecey Xpy «e. VOR Werten berech-
net, wobei immer wieder - unabhingig von der laufenden Nummer n

- dieselbe Rechenvorschrift angewandt wird, um aus dem vorher-
gehenden Wert x den folgenden Wert x 4 2Zu ermitteln. Diese al-
gorithmische Struktur ist fir den Einsatz von Rechenautomaten
besonders zweckmiéBig, ja sie macht deren Einsatz iiberhaupt erst
lohnend. In der "Wurzel"-Nr.11/68 ("Einfiihrung in die Rechentech-
nik IV") wurde bereits das aus einem einzigen Zyklus bestehende
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FluBbild fiir eine solche Iteration angegeben. Hieraus ist er-
sichtlich, wie der Rechenautomat mit Hilfe weniger Befehle ver-
anlaBt wird, eine groBe Zahl sich sténdig wiederholender Serien
von Rechenschritten auszufiihren.
Die Methode der Iteration kann man auch als eine Methode des
"gystematischen Probierens" ansehen. Das "Probieren” ist hier
selbstversténdlich nicht im Sinne des Sprichworts "Probieren
geht iiber Studieren" gemeint, sondern es handelt sich grob ge-
sprochen darum, mit.Hilfe von fortwéhrend durchgefiihrten Ein-
setzproben zu immer besseren Néherungswerten fiir eine gesuchte
Zahl vorzudringen.
Wir wollen diese Methode an einem einfachen - aber fir das
praktische Rechnen durchaus wichtigen - Beispiel studieren, né&m-
lich an der Berechnung der positiven Quadratwurzel aus einer po-—
sitiven Zahl a. Hierzu denken wir uns irgendeinen positiven N&-
herungswert z fiir /& gegeben. Dieser kann z.B. durch eine Uber-
schlagsrechnung oder durch Ablesen vom Rechenstab gefunden sein;
er kann aber auch vdllig aus der Luft gegriffen sein (nur erfor-
dert dann die nachfolgende Verbesserung umso mehr Arbeit).
Diesen Wert z wird man selbstversténdlich erst einmal "auspro-
bieren", indem man sein Quadrat mit a vergleicht. Hierbei kon-
nen 3 Fédlle eintreten:

Az zz>- a B: z2< a C: 22= a.
Im Fall C ist man am Ziel, so daB dieser Fall im weiteren un-
interessant ist.
Den Fall B kdénnen wir folgendermaBen auf A zuriickfiihren. Setzen
wir z'= a/z, so folgt aus z <-/@ die Ungleichung a/z'< /&
oder z'> /&, so daB wir z' an die Stelle von z treten lassen
konnen und damit den Fall A herbeigefiihrt haben.
Wir konnen also den Fall A mit 225' a voraussetzen. BEs zeigt
sich, daB wir dann immer sofort einen besseren Ndherungswert an-—
geben kdnnen, der sogar die Eigenschaft hat, daB er zusammen mit
z die gesuchte Zahl +/ a einschlieBt. Ein derartiges EinschlieBen
ist beim numerischen Rechnen stets anzustreben, leider aber
nicht immer erreichbar. Im vorliegenden Fall ergibt sich die
EinschlieBung aus der Voraussetzung z2>- a, wofiir wir auch
z > a oder 1/z <1/+/2 schreiben kdnnen. Multipliziert man die
beiden Seiten der letzten Ungleichung mit a, so folgt a/z < V&'
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und damit insgesamt a/z < +/a < z.
v & liegt also im Intervall (a/z, z).
DaB a/z niher an /& liegt als z selbst, folgt aus der SchluB-
kette 0 < (z — V&2, folglich 0 < z° - 22T + a,

also z-fa?-a<zz-z a2 , somit v& - a/z < z - +/ a.
Wihlt man daher als nidchsten Ndherungswert die Intervallmitte

y = %(z + a/z),

so liegt y néher bei +/ & als der urspringliche Wert z, wie aus

Abb. 1 zu ersehen ist. ‘Intervallmitte
— ;
a/z & y 2
Damit haben wir ein Prinzip gefunden, das es uns gestattet, aus-
gehend von einem beliebigen N&herungswert sukzessive immer bes-
sere Ndherungswerte zu konstruieren. Bezeichnen wir den urspring-
lichen Néherungswert mit x,, die Intervallmitte von (a/x, xo)
nit x,, die Intervallmitte von (a/x4, x,]) mit X, u.s.w., SO er-
halten wir die Zahlenfolge
xq = 0,5(x, + a/x,)
X, = 0,5(%q + a/xy)

X1 = 0,5(1{]1 + a/ll'n)

n+

LI

Abb.1

Thre Bildungsvorschrift besitzt die eingangs beschriebenen Eigen-
schaften einer Iteration.
Sollte x, gleich +/ @ sein, so wiederholt sich dieser Wert sténdig.
In allen anderen Féllen, also gleichgiiltig ob x groBer oder klei-
ner als+/@ ist, fdllt x, groBer als v & aus. In dem oben
erwidhnten "Wurzel"-Artikel findet man das Zahlenbeispiel

a=2 Xy = 1 '
Xq = 1,500000; x5 = 1,416667; X3 = 1,414216; X, = 1, 414214,
x, gibt die Quadratwurzel aus 2 bereits auf 6 Stellen hinter dem
Komma genau an.
Das Bild der Iteration auf der Zshlengeraden hat qualitativ fol-
gendes Aussehen:

| s i e

1 L] v L

Vo X X3 X X, Abb. 2
Jeder folgende Ndherungswert liegt ndher bei a als der vorherge-
hende. Hieraus darf man jedoch nicht ohne weiteres schlieBen, daB
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die N#herungswerte mit wachsender Nummer n dem Wert -/ a beliebig
nahekommen. Es konnte sein, daB sie einen gewissen Mindestabstand
von -/a nicht iliberschreiten (siehe hierzu auch den "Wurzel"-Ar-
tikel iiber Folgen und Reihen!). Bei unserer Iteration ist jedoch
garantiert (was hier nicht gezeigt werden soll), daB sich die
Zahlen x, mit wachsendem n dem Wert -/ & unbeschridnkt anndhern.
Man sagt dann, /& sei der Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge
oder die Zahlenfolge konvergiert gegen a.

Hierbei ist aber zu beachten, daB der Wert /& niemals selbst
unter den Zahlen der Iterationsfolge vorkommt, sofern x, ¥ V&
ist. 4/@ liegt n&mlich nach unseren obigen Uberlegungen stets
links von den Intervallmitten! Dieser schwer vorstellbare Sach-
verhalt, daB man sich einer Zahl immer mehr n&hern kann, ohne sie
selbst jemals zu erreichen, hat schon vor unserer Zeitrechnung
die Gemiiter bewegt. Inbesondere waren es die auf der genannten
Schwiche unseres Vorstellungsvermdgens aufbauenden Paradoxien
griechischer Philosophen, welche ein solches Aufsehen erregten,
daB man die Auswirkungen noch heute beobachten kann. Wir werden
weiter unten das Paradoxon "Achilles und die Schildkrote", das
man dem griechischen Philosophen Zeno von Elea (um 450 v.u.Z.)
zuschreibt, ngher betrachten.

Vorerst wollen wir jedoch die Methode der Iteration noch von
einem anderen Gesichtspunkt aus beleuchten.

Wenn wir den Grenzwert der Zahlenfolge Xp4q = %(xh + a/xn) ein-
mal als gesuchte GroBe mit x bezeichnen, so muB er offenbar der

Gleichung x = %(x + a/x) (13)
geniigen. Multipliziert man mit x durch, so folgt x2 = x2/2 + a/2
oder einfach x° = a (14)

Die Gleichung (13) ist also fiir x ¥ O inhaltlich gleichbedeutend
mit (14). Man sagt, (13) ist eine iterierféhige Form von (14).
Die Gleichung (13) kann man nun folgendermaBen geometrisch
interpretieren: Gegeben sind die Funktionen f(x) = x und
g(x) = %(x + a/x); gesucht ist der Schnittpunkt der zugehdrigen
Kurven. Dann lassen sich ausgehend von irgendeinem Punkt X, auf
der positiven x~Achse die Punkte Xqs Xoy oo mit Hlife eines
achsenparallelen Streckenzuges wie in Abb. 7 angegeben konstru-
ieren. Man sieht hier anschaulich vor sich, wie die Iterations-
folge gegen \/a strebt. Allerdings muB man sich davor hiiten, der
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Anschauung allzusehr zu vertrauen.

4\ £
——

g (x)
| Abb. 3
!

| | | |

x‘_fl_ll | -
o G x Xy ;

7. B. konnte man auf die Idee kommen, die Gleichung (14) ein-
fach durch Division durch x auf die iterierféhige Gestalt x =a/x
zu bringen und mit Hilfe der Iteration
Xn4q = 8/%

zum Wert v a zu gelangen. Aus der zugehbrigen Figur mit f(x)=x
und g(x) = a/x kbnnte man nur bei sehr genauer Zeichnung entneh-
men, daB die Folge nicht gegen V/a konvergiert, sondern daB

gilt x4 = a/xo, Xy = Xy Xz = Xqy e u.s.w. (Man mége die Zeich-
nung selbst anfertigen!).
Selbstverstidndlich kann man auch hdhere Wurzeln iterativ berech-
nen. Eine Tterationsformel fiir die k-te positive Wurzel aus der

positiven Zahl a lautet
Xpeq = BC(k = DXy + &/ ).

AbschlieBend wollen wir nun das Paradoxon von Achilles und der
Schildkrdte untersuchen. Es lautet (nach Dirk J.Struik, "Abrissse
der Geschichte der Mathematik" Seite 40):

Achilles und eine Schildkréte bewegen sich geradlinig in der-
selben Richtung. Achilles lduft viel schneller als die Schild-
krdte; aber um sie einzuholen, muB er zuerst denjenigen
Punkt P, erreichen, von dem aus die Schildkrote gestartet ist.
Wenn er nach Po gelangt ist, hat sich die Schildkréte nach ei-
nen Punkt Py vorwdrtsbewegt. Achilles kann sie nicht einholen,
ehe er nicht P, passiert hat, aber die Schildkrdéte hat_ inzwi-
schen einen neuen Punkt P, erreicht. Wenn Achilles in P, ange-
langt ist, hat die Schildkrdte wieder einen neuen Punkt P; er-
reich{, usw. Folglich kann Achilles die Schildkréte niemals
einholen

Wir nehmen an, daB sowohl Achilles als auch die Schildkrote mit
konstanter Geschwindigkeit laufen, sagen wir Achilles mit der

Geschwindigkeit v,, die Schildkrdte mit der Geschwindigkeit v .
Bezeichnet x die Zeit, und ¢ den Vorsprung, den die Schildkrote
zur Zeit x = O hat, so ist der in der Zeit x zuriickgelegte Weg
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von Achilles durch £(x) = v,X, der Weg der Schildkrite (gemessen
vom Standpunkt des Achilles) durch g(x) = a + Vv X gegeben.Be-
zeichnen wir fernmer die Zeitpunkte, zu denen Achilles die Punkte
Po,‘Pq, P2, ..+ erreicht, mit Xgr Xq9 X5y +eey 80 kdnnen diese
Zeitpunkte geometrisch an Hand der Figur von Abb. 4 konstruiert

werden:
s Wey £ex)
§(x)

| Abb. &
l | | |
l [ 11

| — 2 os¥
X3 e xx aﬁ""y]

Msn erkennt, daB der von Zeno beschriebene Vorgang gedeutet wer-
den kann als iterative Berechnung des {iberholzeitpunktes

151/(?,1 - vo). Die Paradoxie steckt in der Tatsache, daB der
Grenzwert der Folge der Zeitpunkte in dieser Folge selbst nie-
mals auftritt.

Dozent Dr. habil. W.Wallisch

Leiter des Bereichs Numerische Mathem.
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jens

Lésungen

(ABO): Jede komplexe Zahl a 14Bt sich bekanntlich in der Form
a= |a|-ei¢ darstellen.
Es gilt: a = |a.|.'_-ej“p = |a|-e1(¢ + 2len) k=0, ¥1, %¥2,...
(weil e'? = cos @ + ie8in ¢ = cos(p + 2km) +
+ iesin(e + 2kn))
Falls a, = |ao|-ei°° eine Ldsung der Gleichung
a® = b ist, ist somit auch
8y = |a°|-ei(¢° + 2km/n) oine ILosung dieser
Gleichung, weil
e oy Pe(et 0 2R/

- laoln,ei(mpo + 2kn) _ laoln.ei(l'#o) -

= |ag|® (™) = &) ist.
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