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Die Sdhiilerzeitschrift ,,Wurzel" - Trdger des Jugendobjekies
wSludienwerbung - Studienvorbereitung"

Zielgerichtete Orientierung, Studienwerbung und Studienvorberei-
tung sind die Grundlagen fiir den erfolgreichen Beginn eines Stu-
diums an einer Universitédt, Hoch= oder Fachschule in unserer Re-
publik. Dieser erfolgreiche Beginn bildet aber die Grundlage fiir
den weiteren Verlauf des Studiums.
An unserer Sektion wurde im Jahre 1967 die "Wurzel" geschaffen,
ein Publikationsorgan, welches vor allem auf die Hebung des
mathematischen Niveaus an unseren Schulen gerichtet war, nicht
gber direkt auf die organische Verbindung von Studienwerbung
und Studienvorbereitung. _
Es ist auch kein Geheimnis, daB sich die Zahl der an unserer
Sektion immatrikulierten Studenten jdhrlich vergrdBert hat und
sich auch in Zukunft vergroBern wird, um den'sténdig wachsenden
Anforderungen der gesellschaftlichen Entwicklung gerecht zu wer-
den. Deshalb wurde es notwendig, der Studienwerbung und Studien-
vorbereitung groBere Bedeutung beizumessen.
So stellt sich ab Januar 1971 die "Wurzel" als Tréger des Jugend-
objekts "Studienwerbung-Studienvorbereitung" vor.
Dieses Jugendobjekt wurde der Redaktion unserer Zeitschrift zur
Wahlversammlung der FDJ-Grundorganisation unserer Sektion am
11. 11. 1970 vom Sektionsdirektor Prof. Dr. Pietsch iipergeben.
Im Rahmen dieses Jugendobjekts werden schrittweise alle Formen
der Studienwerbung und Studienvorbereitung und der Bestenfdrde-
rung auf Bezirksebene in Zusammenarbeit mit der Abtelilung Volks-
bildung des Rates des Bezlrkes Gera koordiniert.
Der "Wurzel"™ kommen in diesem Zusammenhang folgende Aufgaben zu:
1. Mit der "Wurzel" wollen wir bei den Schiilern der 11.
und 12. Klassen das Interesse an der Mathematik wecken
und begabte Schiiler dazu anregen, sich mehr mit Mathe-
matik zu beschéftigen.
2. Die "Wurzel" dient der Studienwerbung und der Vorberel-
tung auf ein Mathematikstudium.
Damit ist unsere Tédtigkeit in eine neue Etappe eingetreten.

Die Redaktion



Mengen, Relationen, Funktionen Il

Die Potenzmenge einer Menge

Wir betrachten die Menge M = {0, {0}, {1,2,3}}. M hat die Eigen-
schaft, daB als Elemente von M auch Mengen auftreten.
Frage: Welche der folgenden Aussagen sind wahr:
OeM, {0} sM, (0} emM, {0,1,2,} sM, {1,2,3)}) €M
1TeM?

Antwort: Die vierte und die letzte Aussage sind falsch, alle
anderen sind wahr.

Denn 1¢ M, weil die einzigen Elemente von M durch O, {0}, und

{1,2,3} gegeben sind. Wire {0,1,2} < M, so miiBte nach Defini-

tion 1 z.B. 1 € M sein, was eben als falsch erkannt wurde.

Aufgaben:1. Es sel A = {x: 3x = 6}. Ist A = 27

Antwort: nein ! Begriindung!

2. Welche der folgenden Mengen sind gleich:

{0},2, {#}s {Z{#)}}s (A0} 2

Antwort: Keine zwel sind einander gleich, Begriindung!

3. Es sei A = {2,4,{4,5}}. Welche der folgenden Aus-

sagen sind wahr?

{#,5} <4, {4,5)} €4, {{#,5}} s 4, 5 €4, {5} €4

(5} ca 2

Antwort: Nur die 2. und 3. Aussage sind wahr. Begr.!

Wir haeben jetzt genligend Erfahrung, um folgende Definition als
sinnvoll anzusehen.
Definition:
Fa) 5 {X: X s 4)
P (A) heiBt Potenzmenge von A.
In Worten:
Die Potenzmenge der Menge A enthé&lt genau alle Unter—
mengen von A.
Beispiele: 1. Es sei A =({1,2,3}. Dann hat P (A) folgende
Elemente:
B
{1}, {2}, {3} {Einermengen)



{1,2}, {1,3}, {2,3} (Zweiermengen)
{1,2,3}

2.R(@) = {#} . Die Potenzmenge der leeren Menge ent-

hdlt also gensu ein Element, némlich die leere Mengel

Das Beispiel 1 deutet bereits einen Beweis fiir folgen-
den Satz ani

Satz:4: Wenn A n Elemente enthdlt, so enthﬁltp.(k) 2" Elemente.

Beweis: Es gibt n =(?) Einermengen, (S)Zweiermengen,
(g)Dreiemengan, ces g @) Mengen mit k Elementen,
sae (ﬁ) Mengen mit n Elementen 111?(&) . Dazu
kommt die leere Merige. Insgesamt enthélt also

R A +(§|L)+(121)+ ..o+(D)= ..%u (JD:L)

Elemente (hierbel istlg) = 1 benutzt worden).
Nach dem binomischen Lehrsatz ist andererseits

2% - (1+D)® ..E“(;] 1k 4k E;“. ().

Also gibt es 2" Elemente in& (a).

Ein anderer Beweils fiir Satz 4 ohne Benutzung

des binomischen Lehrsatzes:

Wir ordnen die Elemente von M in folgender Weise
Xqy Xpy eve 2%y - ;

Nun bilden wir dadurch eine Untermenge von M,
daB wir einige Elemente unterstreichen und da-
nach die unterstrichenen Elemente zu eilner Un-
termenge zusammenfassen. Offenbar kann jede Un-
termenge von M auf diese Weise erzeugt werden
und je zwei verschiedene Unterstreichungen
liefern verschiedene Untermengen. Um eine solche
Unterstreichung herzustellen, hat man fiir jedes
Element x; 2zu entscheiden, ob es unterstrichen
wird oder nicht. Insgesamt hat man also n von-
einander unabhiéingige Zwelerentscheidungen zu
treffen und daher gibt es 2” verschiedene Mdg-




lichkeiten, also 22 Untermengen.

Die Bedeutung des Satzes 4 liegt darin, daB man durch den {bergang
von einer Menge zu ihrer Potenzmenge zu einer Menge gelangt, die
mehr Elemente als die Ausgangsmenge enthélt. Dabei hat man keine
andere Menge zu Hilfe nehmen miissen.

Eine andere wichtige Eigenschaft der Potenzmenge besteht darin,
daB sie abgeschlossen ist bezliglich Vereinigungs-, Durchschnitts-
und Differenzbildung. Das bedeutet, daB fiir beliebige X,Ye J(A)
auch X NY, X UY und X \Y zu R(A) gehdren.

Geordnete Paare und Mengenprodukte

Da fiir eine Zwelermenge {x,y} die Beziehung (x,y} = {y,x} gilt,
hat es keinen Sinn, von einem ersten und einem zweiten Element
einer solchen Menge zu sprechen. Es besteht aber die Notwendig-
keit, neben solchen ungeordneten Paaren auch sogenannte geord-
nete Paare zu besitzen. Das sollen Gebilde sein, die von 2 Ele-
menten abhéngen, wobel ein wohlbestimmtes erstes und ein wohlbe-
stimmtes zweites Element dieses Paares existiert, d.h. im Gegen-
satz zu einer Paarmenge sollen die Elemente eines geordneten
Paares hinsichtlich ihrer Stellung und Zugehdrigkeit wohlunter-
scheidbar sein.,

Wir bezeichnen die Menge {{x}, {x,y}} nit [x,y] . In dieser Be-
zeichnung kommt zum Ausdruck, daB diese Menge eigentlich nur wvon
X und y abhéngt.

Beispiele: [1,2]= {1, {1,2}}, [a,b]- {a,{a,b}} usw.

Die Art, wie x und y in dle Menge [x,y] eingehen, ist aber unter-
schiedlich., Wéhrend {x} & [x,y] ist, ist {y} ¢ [x,7]. Diese Tat-
sache ist ausschlaggebend fiir den folgenden

Satz 5: [x,7] = [u,7]hat X = u und y = v zur Folge.

Beweis: [x,y] = [u,v] bedeutet {{x}, {x,7}} = {{u}, {u,v}}.

Also muB jedes Element der linken Menge auch Element

der rechten Menge sein uns umgekehrt. Es gibt zwei

Félle:

1.Fall {x} = {u} und {x,5} = {u,v}
Hieraus folgt, daB * @« U Und y = v. Wire némlich
Y $ VvV, 80 miBte y w u und v = x sein, woraus we=-
gen X = u ebenfalls y = v folgte. Widerspruch!



2.Fall: ({x} = {u,v} , {x,7} = {u}
Hieraus folgt x = u=v undu=xX=y.
AlsO X = U=y=V.,.

Folgerung: Ist x ¢ y, so ist [x,y] +[y.x].
Damit besitzen diese Mengen genau die Eigenschaften,
die wir von geordneten Paaren gern haben wollen. Da
wir bisher noch nichts weiter iliber geordnete Paare
wissen, konnen wir diese Mengen zu geordneten Paaren
erkléren.

Definition 8:
[x,y] =p¢ {{x}s {x,7})} nennen wir geordnetes Paar von

x und y. x helBt erste, y zweite Komponente des Paares.

Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, daf wir neben Men-
gen nicht noch den Begriff des geordneten Paares als weiteren
Grundbegriff in die Mengenlehre einfiihren miissen. Geordnete
Paare sind einfach ganz bestimmte Mengen. Fiir das folgende ist
es aber génzlich unwichtig zu wissen, wie diese Menge aussieht.
Ausschlaggebend fiir das Arbeiten mit geordneten Paaren ist nur
ihre in Satz 5 angesprochene wichtige Eigenschaft.

Definition 9:

AIBT)f{[a,'bI: a€ AADbe B)
A x B heiBt das Produkt von A und B.

In Worten: Das Produkt von A und B besteht aus allen geordneten
Paaren, deren erste Komponente in A und zweite Kompo-
nente in B liegt.

Beispiele: 1. A= {1,2} , Ba{a,b,c}
AxB= {EI,aJ, [1,b], [1,c], (2,8], [2,‘0], [Z,c]}
Bxa={[1, 2, .1, B.2], .11, [.3)
2. Axf=PxA=gp

Folge en: 1. Im allgemeinen ist Ax B Bx A
2. Hat A n Elemente und B m Elemente, so hat A x B
nem Elemente. Daraus erklért sich die Begzeichnung
Produktmenge.



Aufgaben:
1. Man beweise, daB Ax (Bu C) = (AxB) u (A xC) gilt!

2. Man beweise, daB Ax (B nC) = (AxB) n (A xC) gilt!
3. Ist A g B, so gilt fiir beliebige C auch A x C ¢ B x C,

Relationen

Im téglichen Leben und in der Mathematik kommen héufig Bezie-
hungen zwischen verschiedenen Objekten vor. Beispiele solcher
Beziehungen (oder,wie man auch sagt, Relationen):

a ist mit b verheiratet,

a steht mit b im Briefwechsel,

der Mensch a kennt die Stadt b,

der Punkt P liegt auf der Geraden g,

die Geraden g und h sind zueinander orthogonal,

die Murmeln a und b haben die gleiche Farbe,

die natiirliche Zahl n teilt die natiirliche Zahl m,

die reelle Zahl x ist groBer als die reelle Zahl y,

x ist Element der Menge X

usw,

Wir greifen nun eine dieser Bezlehungen heraus, etwa die
letzte, und studieren sle genauer.

Dazu sezten wir A = {1,2} , B =p, R (a) = {#, {1}, {2}, {1,2}}

und lassen nur Elemente aus A und Mengen aus B zu.

Um einen (berblick iiber diese Beziehungen zu bekommen, stellen
wir alle diejenigen Paare [Elanent. lenge] zusammen, fiir die
diese Beziehung zutrifft. Damit erhalten wir die Menge

Bape { [xX]: x e AA X e Bax e X},
durch die unsere Relation vollsténdig beschrieben wird.
Es gilt ndmlich - und so haben wir E gerade definiert -
[x,X] e Ee> x e XA x € Aa X ¢ B,

d.h. [x,x} € E genau dann, wenn x und X in der betrachte-
ten Beziehung stehen.
In unserem Beispiel ist

E={ [, [, 2.@] 2.n2]),



Wir fassen das Ergebnis dieser Betrachtung nochmals zusammen:
Unsere Beziehung zwischen Elementen von A und Elementen von B
hat in eindeutiger Weise zu einer Untermenge E von A x B ge-
fihrt, die diese Beziehung genau beschreibt.

Dieses Resultat 1&Bt sich sofort verallgemeinern: Jede Beziehung
(Relation) zwischen Elementen einer -Menge A und Elementen einer
Menge B legt eine eindeutig bestimmte Untermenge von A x B fest.

Auf Grund dieser Bemerkung haben wir keine Veranlassung mehr,
zwischen Untermengen von A x B und Relationen zwischen A und B
zu unterscheiden. Daher ist folgende Definition berechtigt:
Definition 1o

1. S heiBt Relation zwischen A und B e S gsAxB

2. Ist A = B, 80 sprechen wir von einer zweistelligen
Relation auf A.

3. Ist [x,y] €S, 80 sagen wir auch " x steht in der
Relation S zu y " und schreiben dafiir abkiirzend
auch x S Yy

Folgerung: Die Menge der Relationen zwischen A und B stimmt ge-
nau mit R (A x B) iiberein. Also gibt es 2™ ver-
schiedene Relationen zwischen A und B.

Beispiele: 1. Es seli A ={1,2,3}. Wir betrachten die Relation
U'Df {[1'2]' [1:3]' [2-3]} €A x A und stellen

z.B. fest: 1 steht mit 2 in der Relation U, aber
nicht 2 mit 1. Man sieht, daB U genau die ¢ -Be-
ziehung auf A darstellt.

2. Bs sei A ={1,2,3}. Vap. {[1,2], [2,1, h.3,

.21, 33}

In diesem Beispiel ist es im Gegensatz zum vorigen
nicht leicht, irgendeine natiirliche Deutung zu
finden.

Aufgabe: Es sind alle 24- 16 2-stelligen Relationen auf der

Zweiermenge A= {a,b} wirklich anzugeben.

Dr. G. Wechsung
Dozent an der Sektion Mathematik der

Friedr.-Schiller-Universitédt Jena



Preisaufgaben Serie 1/71

(C 1) Man pestimme die Menge
Me= 0,1+ Dafo, 1 e hnfo,14+d 0o 3 ...
wobel [a,b) = {x: x reeile Zghl a & x < b} sein soll.

(C 2) Man 16se das folgende Gleichungssystem:
*x(x+y+32) = a-yz
Y x+y+2) = b-xz
zZ(x + y+2) - ¢ =Xy

wobei a,b,c gegebene reelle Zahlen sein sollen.

(C 3) In der Ebene seien fiinf Punkte gegeben, von denen keine
drei auf einer Geraden liegen. Man zeige, daB man vier
Punkte davon so auswihlen kann, daB dlese die Eckpunkte
eines konvexen Vierecks sind.

(C 4) Aus einer Menge M seien die Wahrheitsfunktionen
non ( = ), et ( . ) und vel ( + ) definiert und es muB
fiir alle x,y,2 € M gelten:
Aus X:y= Xz und x + y=x + 2 folgt x = z.
Dabel gelten die Rechenregeln (1) bis (9') fiir das
Rechnen mit normierten Booleschen Ausdriicken.
(siehe dazu Wurzel 9/10/70 S.141).

(C 5) Es selen n und p natiirliche Zahlen mit n,p > 1.
Man zeige, daB dann gilt:

1 1 1 1 1__4
7+ o p+ 1@+ 172 toowe VTR @ piz “a"n+p-

(C 6) Man stelle den Durchschnitt zweier Mengen A,B durch das
Eomplement und die Vereinigung dieser Mengen und der
daraus entstehenden Mengen dar.

Fir jeden vollstéindigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhélt
der Einsender einen Wertpunkt. Fiir zehn Wertpunkte erhélt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender
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zehn Wertpunkte haben, entscheidet das ILos (unter AusschluB
des Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f#llt, nimmt er sutomatisch an der nichsten Auslosung
tell. Die Lisungen sind bis zum 1o. des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisauf-
gaben" an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, da8 alle uns eingesandten LOsungs— bzw.
Aufgabenbléitter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schuls versehen sein miissen. Einsen-
dungen, bei denen diese Angaben fehlen, ktnnen nicht beriick-
sichtigt werden. — Wir bitten unsere Leser, jede LSsung auf

einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Losungen
_LBF'-'.ﬁls 84 und g, seien die belden gegebenen Geraden.

Voraussetzung: g4 N g = y

Behauptung: Es gibt eine Ebene e, in der g, liegt und
zu der g, parallel verléuft.
(g € eund gy ne=g).

Bewels:
Bildet man gy und g, in senkrechter Parallelprojektion
auf eine Ebene e, ab, die senkrecht zu g, liegt, so er-
hélt man folgendes Bild:
Die Projektion von g4 ist ein
Punkt, die Projektion von g,
ist a) der Punkt g}
b) die Gerade g5 -

(7
Nach Voraussetzung gilt: 7

gq N 8, = f, daraus folgts g} N g} = g
a) Durch g} gibt es unendlich viele Geraden e' mit

e' ngl=4g.
b) Durch g} gibt es genau eine Gerade e' mit e' n g} = g.

Diese Gerade e' wird als Bild einer Ebene e aufgefaBt,
wobel e.l.e, gelten muB.

Auss}lee'folgbﬁee und
auagéne'-ﬂfolgtgane-ﬂ.

Somit ist e die gesuchte Ebene. Im Falle a) gibt es un-
endlich viele solcher Ebenen.




Es gelten fiir die neuen Rechteckseiten die Gleichungen
e = a cosy +b sinx
f = asging + b cosx ‘
Damit ergibt sich der Fldcheninhalt des umschriebenen
Rechtecks zu
e.f = (a cosag + b sinx)(a sing + b cosx)
= a’sinacosa + b2singcosy + db(ainau + cos
= g(a2 + b2) sin2y + ab
da sin2x = 2sinxcosx

2&)

Nach Voraussetzung sollte gelten

g(a2 + bz) sin2x + ab = 12 oder
stn 2x - A )
a ;b

DagiltOSasjzr,folgt 0s sindy < 1

2
Damit ergibt sich 0 s 2B, —8b)

a *+b

0s m2 - ab

N oy

2
2(m -dbs
und . < 1

2-? - 2ab < a? +b2

om? s (a+ b)°

m <athb
e5by2
Die Aufgabe ist also fiir alle m mit

+
abs ms 22 15sbar.



Pddagogik und Mathematik

vou Roswitha Kdhler, Assistentin der Sektion
Erziehungswissenschaft

Sie haben sicher schon oft von der Mathepatisierung der Natur-
wissenschaften gelesen, und Thnen ist die Bedeutung mathema-
tischer Methoden fiir die naturwissenschaftliche Forschung klar-
geworden. Wie sieht es aber in den Gesellschaftswissenschaften,
speziell in der Péddagogik, mit der Anwendung der Mathematik aus?
Um diese Frage beantworten zu konnen, miissen wir uns etwas mit
den Grundziigen der p&dagogischen Forschung und ihren Besonder-
heiten gegeniiber der naturwissenschaftlichen Forschung vertraut
machen.

Wenn die Wissenschaften Erscheinungen nicht nur beschreiben,
sondern auch erkléren und voraussagen wollen, bendtigen sie Ge-
setzmédBigkeiten, die sowohl die qualitative wie auch die quan-
titative Seite der Erscheinungen widerspiegeln. Diese Gesetz-
méBigkeiten werden aus der Untersuchung der Praxis abgeleitet
und missen an ihr uberprift werden. Fir diese beiden grundlegen-
den Prozesse (Ableitung und Uberpriifung) liefert die Mathematik
Hilfsmittel, ohne die beide nicht mdglich wéren.

Welche Besonderheiten weist nun die pédagogische Forschung auf?
Ich méchte zwei nennen:

Wéhrend ein Naturwissenschattler seine Untersuchungsobjekte
"préparieren", von der Umwelt isolieren kann und damit die Mog-
lichkeit hat, Storfaktoren weitgehend auszuschlieBen, hat es der
Piadagoge mit lebendigen Menschen zu tun, die er nicht aus ihrer
natiirlichen gesellschaftlichen Umwelt herauslésen kann. Er darf
den pédagogischen ProzeB nicht einmal zu sehr beeinflussen,
(ein Naturwissenschaftler kann den zu untersuchenden ProzeB

oft in ganz bestimmte Bahnen zwingen), weil damit das Schicksal
von Menschen verknilipft ist.

Zweltens ist jeder pddagogische ProzeB einmalig, da er von sehr
vielen Fektoren abhdngt, subjektiven und objektiven, die - wie
wir bereits sahen - nicht ausgeschlossen werden konnen. Charak-
teristisch ist dabei, daB im pddagogischen ProzeB der Zufall
eine groBe Rolle spielt. Dadurch wird bewirkt, daB ein solcher
ProzeB nicht eindeutig verl&@uft. Sie haben selbst schon oft
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feststellen konnen, wie unterschiedlich eine Unterrichtastunde
(Pédagogischer ProzeB) auf verschiedene Schiiler wirkt, obwohl
doch eigentlich alle dasselbe gehdrt und gesehen haben. Und man
kann nicht einmal sagen, dgB alle guten Schiiler das gleiche in
der Stunde gelernt haben. So ist vielleicht einem ganz zuféllig
ein Versdumnis eingefallen, und dariiber hat er einen wichtigen
Gedanken des Lehrers verpaBt. Sie kinnten hier sicherlich noch
viele andere Beispiele nennen. Wir =ehen aus ihnen, daB der Zu-
fall in p&dagogischen Prozessen wirklich ein wesentlicher Faktor
ist. Aber selbst zur Beschreibung zufdlliger Prozesse hat die
Mathematik Mittel gefunden: die Wahrscheinlichkeitstheorie und
die Methoden der mathematischen Statistik. Aus dem Charakter
der piédagogischen Prozesse folgt, daB diese beiden Disziplinen
den Schwerpunkt bei der Mathematisierung der Pédagogik bilden.
An dieser Stelle miissen wir uns vor Augen halten, daB die
Mathematik nicht die einzige "Fremdwissenschaft" ist, die in die
Pddagogik eindringt. Kybernetik, Informations- und Kommunika-
tionstheorie und Operationsforschung helfen mit ihren Methoden
bei der Entdeckung neuer GesetzmédBigkeiten im ProzeB der Bildung
und Erziehung mit. Sie konnen dies, weil ihre GesetzméBigkeiten
auch im Bereich der péddagogischen Wissenschaften gelten und
weill sie sozusagen Denkformen bereitstellen, die einzelne Aspek-
te der Wissenschaft besonders deutlich hervortreten lassen.

Wir wollen uns nun ider Frage zuwenden: Wie lassen sich
Ergebnisse p&ddagogischer Prozesse messen, d.h. zahlenmdBig aus-
driicken? Die einfache Mdglichkeit kennen Sie bereits: Die Lei-
stungen einer Klasse in einer EKontrollarbeit kann man durch den
Leistungsdurchschnitt ausdriicken. Dieser Durchschnitt stellt
das arithmetische Mittel aus den Noten der einzelnen Schiiler
dar. Wir haben uns damit eine MaBzahl geschaffen, mit deren Hil-
fe wir die Leistungen verschiedener Klassen in dieser EKontroll-
arbelt vergleichen kdnnen. Die Verhdltnisse innerhalb einer Klas-
se werden aber damit nicht differenziert widergespiegelt, Man
kann zum Beispiel nicht sagen, ob alle Noten dicht um den Mit-
telwert gruppiert sind oder ob sie stark streuen. Das wire jedoch
wichtig, um Aussagen iliber die Anzahl der leistungsstarken bzw.
der leistungsschwachen Schiiler und das "Mittelfeld" der Klaase

12



machen zu ktnnen. Hierfiir ist folgendes Verfahren besser geeig-
net: Wir tragen iiber den einzelnen Noten H&ufigkeiten (H) auf,

mit der sie vorkommen. Damit erhalten wir eine Verteilungskur-

ve. In der Abb. 1 haben wir einige Mdglichkeiten in idealisier-
ter Form zusammengestellt.

H o rt‘
o 2 a) b) ") c)
‘\

L e [ [
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64 4 ‘| 64 R , \ b N
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o1 2 3 ¢ > 1 2 "y ¢ 1 2 4
Abb. 1: Leistungsprofile dreier Klassen in einer Kontrollarbeit

Der Mittelwert (Leistungsdurchschnitt betrédgt in allen Féllen

3, aber auf den ersten Blick ist zu sehen, wie unterschiedlich
die Leistungsprofile der Klassen sind: im Fall a) ist ein star-
kes Mittelfeld ohne ausgepridgte Leistungsspitze vorhanden, im
Fall b) gruppieren sich die Leistungen besonders um die Noten

2 und 4, wédhrend im Fall c) eine Leistungsspitze einem breiten
Feld mittlerer bis schlechter Leistungen gegeniibersteht.

In diesem Beispiel haben wir ein Verfahren der beschreibenden
Statistik kennengelernt. Mit ihm kann sich der Lehrer einen
detaillierteren Uberblick iiber die Leistungen seiner Schiiler
verschaffen. Das geniligt aber noch nicht, um gezielte Erziehungs-
und BildungsmaBnahmen einzuleiten. Wie wir bereits gesehen ha-
ben, sind die Ergebnisse pddagogischer Messungen immer mit dem
Wirken des Zufalls behaftet, und dieser EinfluB muB als erstes
eliminiert werden. Dazu muB der  Lehrer weitere Messungen (Lei-
stungskontrollem, weitere Kontrollarbeiten, Beobachtungen, usw.)
durchfiihren. Die Mathematik gibt ihm in Form der Priifstatistik
Methoden in die Hand, um festzustellen, ob eine bestimmte Ein-
schidtzung (z.B. "Hans hat die schlechtesten Noten")wirklich ge-
rechtfertigt und nicht zufallsbedingt ist. Der Lehrer weiB dann,
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wo er in seiner Erziehungsarbeit ansetzen soll. Was er damit aber
noch nicht weiB, ist das Wie. Dazu muB er erkennen, warum z.B.
Hans die schlechtectan Noten hat und wie er am besten beeinfluBt
werden kann., Das ist der schwierigere Teil der Arbeit des Leh-
rers, und dabel kann ihm die Statistik nicht weiterhelfen.

Noch etwas komplizierter liegen die Verhdltnisse in der pé-
dagogischen Forschung. Wir unterscheiden hier drei Phasen:
a) Aufstellen einer Hypothese .
b) Messungen und Auswertung (Entscheidung iiber die Giiltigkeit

der Hypothese)

c) Interpretation der Ergebnisse

In der ersten Phase besteht des Hauptproblem darin, geeignete
GréBen zu finden, die die zu untersuchenden Seiten des pddago-
gischen Prozesses meBbar widerspiegeln. Diese GrdoBen kdnnen nur
durch eine psychologisch-péddagogische Analyse des entsprechen-
den Prozesses bzw. der entsprechenden Erscheinung gewonnen wer-
den. So kann uns die Mathematik z.B nicht sagen, wodurch man
die Lerneinstellung der Schiiler messen kann. Ist der zu unter-
suchende Prozef auf diese Weise modelliert worden, so beginnt die
zwelte Phase, in der durch Versuche die tatsichlichen Werte der
MeBgroBen bestimmt werden. AnschlieBend muB der EinfluB des Zu-
falls aus den MeBwerten eliminiert werden und es ist zu priifen,
ob die erhaltenen Erlebnisse eine Bestédtigung oder eine Ableh-
nung der anfangs aufgestellten Hypothese bedeuten, Bei all die-
sen Operationen in der zweiten Phase ist die Anwendung mathema-
tischer Methoden unerl&Blich, um die Aussagekraft der péddagogi~
schen Messungen zu sichern. In der dritten Phase kommt es darauf
an, SchluBfolgerungen fiir die weitere pédagogische Arbeit abzu—
leiten. Auch hierbei treten wieder die inhaltlichen Fragen in
den Vordergrund.

Mit diesem Exkurs in die p&dagogische Forschung sollte noch ein-
mal deutlich werden, daB sich die beiden Methoden der Untersu~
chungen pddagogischer Erscheinungen - die logisch-mathematische
Analyse und individuell-inhaltliche Untersuchung - sinnvoll er—
génzen., Wéhrend auf dem Gebiet der inhaltlichen Untersuchung be-
reits langjéhrige Erfahrungen vorliegen, steht die pidagogische
Forschung noch am Anfang ihrer Mathematisierung.
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Mengen, Relationen, Funktionen

mﬂ_

Die Theorie der zweistelligen Relationen wird dadurch sehr viel
iibersichtlicher und interessanter, daB es gelingt, jede endliche
zwelistellige Relation geometrisch zu veranschaulichen. Mit jeder
Relation R auf der Menge M ist némlich ein sogenannter Graph eng
verkniipft.

Definition 11:

G = [M,8] heiBt orientierter oder gerichteter Graphs,.

1. M ist eine Menge
2. Rg Mx M

Die Elemente von M heiBen Knoten oder Ecken von G,
die Elemente von R heiBen Kanten oder Bdgen von G.

Graphen mit endlicher Knotenmenge konnen folgendermaBen durch
geometrische Figuren (die man auch manchmal einfach®Graphen
nennt) veranschaulicht werden: Den Elementen von M werden Punk-
te der Ebene beliebig, aber so zugeordnet, daB zwel verschiede-
nen Elementen von M verschiedene Punkte entsprechen. Der dem
Element x zugeordnete Punkt wird ebenfalls mit x bezeichnet.
7wei dieser Punkte, x und y, werden genau dann durch einen wvon
x nach y verlaufenden Pfeil verbunden, wenn [x,7] € R gilt.

Beispiel: 1. Der Graph [}.@] , der der Relation des vorletzten
Beispiels des vorigen Abschnitts entspricht, hat.
das Diagramm '

1.—-_—'_———2-‘--"""'.
3
2. Das letzte Belsplel des vorigen Abschnitts liefert
den Graphen [A,V] , der durch folgendes Bild darge-
stellt wird.

18



Bemer : In der Definition 11 ist die Schreibweise [M,R]als
geordnetes Paar aufzufassen. Graphen sind also nichts
anderes als ganz bestimmte Mengen! Relationen sind
ebenfalls nur Mengen. Dasselbe wird auf Funktionen
gutreffen . Damit werden wir das in der Einleitung 2zu
dieser Artikelserie gestellte Ziel erreicht haben,
wichtige mathematische Grundbegriffe auf mengentheore-
tischer Grundlage zu definieren.

Abbildungen und Funktionen

In Priifungen spielt sich hidufig ein Gespréch folgender Art ab:

Priifer: Was verstehen Sie unter einer Abbildung?

Student: Eine Abbildung ist eine Zuordnung.

Priifer: Was ist eine Zuordnung?

Student: Eine Zuordnung liegt dann vor, wenn jedem Element ein
anderes zugeordnet wird.

(Diese Antwort ist ausgesprochen unbefriedigend, weil
der Student versucht, den Begriff der Zuordnung durch
sich selbst zu erkléren.) '

Priifer: Komnnen Sie genau prézisieren, was Sie unter "zuordnen"
verstehen wollen? Wenn dieses Wort undefiniert bleibt,
mu8 man sich darauf verlassen, daB alle Menschen sich
genau dasselbe darunter vorstellen. Auf einer solchen
vagen Grundlage kann man jedoch keine Mathematik be-
treiben.

Wir wollen nun annehmen, daB der Student, der anfangs nicht ge-
rade erfreulich reagiert hat, nun doch die Antwort findet, die
der Priifende bereits nach der ersten Frage erwartet hat. Sie
kdnnte etwa so lauten:

Wir gehen vom Begriff der Relation zwischen zwel Mengen aus
(vgl. Definition 10) und fiihren einfach folgende neue Sprech-
welse ein:
Definition 12:

1. F heifBit Abbildung aus A in B =t

F & AXB (d.h. F ist Relation zwischen A und B)
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2. Ist [a,8] € F, 80 sagen wir, daB F dem Element a
das Element b zuordnet, oder auch, da8 a durch F
suf b abgebildet wird.

3. F(a) =p, {y: [a,7] € ¥} heiBt Bildmenge von a.
4, ¥ () =, (x:[x,8 € ¥} heiBt Urbildmenge von b.

Man beachte,daB das Wort "szuordnen"™ durch Punkt 2 der Definition
12 einen ganz prézisen mengentheoretischen Sinn erhalten hat.
Beispiel: A= {1,2,3} , B= {a,b,c,d}

F={ E‘l,a_] » [1id'] s [3!“] ? Drd] }

Eine Veranschaulichung des Graphen [A U B,F] liefert
folgendes Bild:

fo—7T °° )= {a}, F(2)= §,

ob F(3)- {c’d}
lo F ' (a) = {1}
°c )= ¢

3o e
od F~ '(e) = {3}
F1(a) = {1,3}

Wir filhren nun noch ganz wichtige Sorten von Abbildungen ein:

Definition 13 3
Eine Abbildung F aus A in B heiBt eindeutig=p,

I VeV V7' (x5 e Fa[ny]e P —> y=7')

EBindeutige Abbildungen heiBen auch Funktionen.

In Worten: Eine Abbildung aus A in B heiBt ‘Funktion, wenn Jedem
Element aus A hichstens ein Element zugeordnet wird.
Es gilt also der

Satz 6t F ist genau dann eine Funktion aus A in B, wenn fiir

jedes x € A die Bildmenge F(x) hdchstens ein Element
enthilt.

Belspiel: Das F= {[1,a], [2,a], [3,¢]} 1st Punktion aus
A= {1,2,3} in B = {a,b,c,d}. Das sieht man auch am

Bild, well von jedem Element von A h8chstens ein
o A

Pfeil ausgeht: ! 0‘/_’/ "
o
2e o C
/ od
3
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Definition14:

Eine Abbildung F aus A in B heiBt eindeutig umkehrbar
e V x¥x' Vy([x,3] € P A [x's7] e F— x =x")
in Worten: Eine Abbildung F aus A in B heiBt genau dann eindeutig

umkehrbar, wenn niemals verschiedene Elemente aus A
dem gleichen Element aus B entsprechen. Offenbar gilt:

Satz 73 F 1st genau dann eine eindeutig umkehrbare Abbildung
aus A in B, wenn fiir jedes y € B die Urbildmenge F~1(y)
hochstens ein Element enthilt.

Beispiel: F = { [1,..] . [1,b] 5 [2,5] ; [E,d]} ist eindeutig umkehr-
bare Abbildung aus A in B. Im Bild wird das dadurch
deutlich, daB in jedem Knoten aus B hdchstens ein Pfeil

einléuft: ,,__ —>»—"*%

—p—0 b
P
1 o0 od
Diese Abbildung ist jedoch nicht eindeutig.

Definiert man
Definition15:

' = {[xy5]: [ysx1 € F } heiBt inverse Abbildung von

F oder Umkehrabbildung von F,

80 gllt der

Satz 8: _F ist genau dann eindeutig umkehrbar, wenn F1 ein-
mdoutig ist.

Eindeutige Umkehrbarkeit bedeutet also, daB die Umkehrabbildung
eindeutig ist.

Def.inition16:

Eine Abbildung, die eindeutig und zugleich eindeutig
umkehrbar ist, heiBt eineindeutig oder umkehrbar ein-
deutig.

Beispiel: F = {[1,a], [2,c], [3,b] } ist eineindeutig.
10 — va

ob
i D7—4°c
30 od
SchlieBlich filhren wir noch folgende Sprechweise ein:
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Definition11?7:

1. F heiBt Abbildung von A in B =, Dp = A
(D =pe {xs 3y([x,5] € F)} (Definitionsbereich von F))

. 2. F heiSt Abbildung sus A auf B =, By = B

(Bp =pe {y: 3x([x,¥] € F)}(Bildbereich von F))
Beispiel: 1, F = {[a,1], [,2]), [c,1], [4,2]} ist Abbildung von

Bin A
o 1
ol
EEEEE °3

2, 6= {[a,3], [b,2], [c »1], [ 4,2]} ist Abbildung von

B auf A a e ot
co
do °3

3, H= {[a,3], [cy1, [8,3]} ist Abbildung aus B auf A

a

o1
Ceo
do LB

Im Falle einer eindeutigen Abbildung F wollen wir an Stelle wvon
F(x) = {y} kiirzer F(x) = y schreiben.

Man kann solche Funktionen selbstversténdlich auch in Form von
Wertetabellen aufschreiben.

Beispiel: F = { f1,a], [2,¢], [3,b], [4,c]} hat die Wertetabelle

x 1 2 3 4
M(x)lla ¢ b ¢

Die im Schulunterricht behandelten Funktionen sind sé@mtlich
Belsplele fiir den hier dargelegten Funktionsbegriff,

a0 o f
o a0 o0

Eritik der naiven Mengenlehre

Wir haben gesehen, wie wichtige Grundbegriffe der Mathematik
bel néherem Zusehen sich als mengentheoretisch streng definier-
bar erwelsen. Wenn damit der Mengenbegriff eine zentrale Stel-
lung in der Mathematik einnimmt, so ist dle Frage berechtigt,
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was eigentlich eine Menge ist. Georg Cantor (1845-1918), der als
der Schipfer der Mengenlehre angesehen werden kann und der ganz

bedeutende Leistungen auf diesem Gebiet vollbracht hat, hat fol-
gende Festlegung des Mengenbegriffs vorgeschlagen:

"Eine Menge ist die Zusammenfassung bestimmter wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens,
die wir die Elemente der Menge nennen wollen, zu einem
Ganzen."

Wie B. Russell bemerkt hat, kSnnte man danach such die Menge R
aller Mengen bilden, die sich nicht selbst als Element enthalten
(z.B. 1st die Menge aller natiirlicher Zahlen selbst keine na-
tiirliche Zahl und daher nicht in sich selbst als Element enthal-
ten.). FMir R gllt also

R = {x: X ¢ X}, d.h.

1. X €Re—»X ¢X

Wir fragen nun, ob R € R gilt. Aus 1. folgt sofort der Wider-
spruch

R € Re—=R ¢R,

der als Russellsche Antinomie bekannt ist.

MuB angesichts dieses Widerspruchs die Mengenlehre und demit die
Mathematik iiber Bord geworfen werden? Wenn es nicht gelingen wiir—-
de, dliesen oder andere Widerspriiche durch einen korrekten Auf-
bau der Mengenlehre auszuschalten, sténde die Mathematik in der
Tat vor einem ernsten Problem. Es gibt aber bisher schon mehrere
verschiedene Mdglichkeiten elner sogenannten axiomatischen Be-
griindung der Mengenlehre bei denen diese Widerspriiche vermeid-
bar sind, von denen allerdings bis heute noch nicht feststeht,
ob sie nicht vielleicht andere Widerspriiche enthalten. Auf die
Darlegung dieser interessanten Probleme muB hier jedoch verzich-
tet werden.

Dr. G. Wechsung

Dozent
an der Sektion Mathematik der

Friedr.-Schiller-Universitédt Jena
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Preisaufgaben (Serie 2/71)

(¢ 7)

(C 8

)

Es sei dle Menge M durch
M= {z: 2= O+ 3x&y - 5x3y2- 151233+ 4134+ 12y5,

X,y ganze Zahlen} gegeben.
Man beweise, daB gilt 33 ¢ M.

Durch einen gegebenen Eckpunkt A eines konvexen Vier-
ecks () ABCD ist eine Gerade so zu konstruieren, da8
sie den Flécheninhalt F des Vierecks halbiert.

(C 9) Es sei pnmit 00 =< E 80 gewdhlt, daB sinp= g .

(C10

(c11

s

(c12

A

Man beweise, daB gilt: 8in25¢ = 525 s wobel p eine gan-

ze Zahl ist, die zu 525 teilerfremd ist.

Die unendliche Summe ‘1+%+%+...+;‘—1+...(nna—
tiirlich) wéchst liber alle Grenzen. Man zeige, daB dage-
gen die unendliche Summe der Reziproken aller natiirli-
chen Zahlen, dle keine Ziffer 9 enthalten, nicht grdBer

als 28 ist.

Gegeben sel ein Rechteck[Z1 ABCD mit AB = a und BC = b,
in dessen Innern n Parallelen zu AB und m Parallelen zu

BC liegen. Wie viele Moglichkeiten gibt es dann, auf den
Kanten der entstandenen Rechtecke von A nach C zu gelangen,
wenn der Gesamtweg nicht gréBer als a + b sein soll?

Gegeben sel eine reelle Zahl r = 0,100 000 000 100 saase
(die Einsen stehen an 1., 10., 100., ..., 10%., ...Stel-
le nach dem Komma).

Man bewelse, daB sowohl die Zahl r als auch r2 nichtperi-
odische Dezimalbriiche sind.

Fiir jeden vollsténdigen LOsungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir zehn Wertpunkte erhélt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender zehn
Wertpunkte haben, entscheidet das Los ( unter AusschluB des
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Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Gewinner
féllt, nimmt er automatisch an der nichston Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stenpels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben”" an unsere
Adresse einzuschicken,

Wir welsen darauf hin, daB alle uns eingesandten LGsungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriicksichtigt wer-
den.

Wir bitten unsere Leser, jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Berichtigung zur Nr.12/70

Leider unterliefen uns bei der Anfertigung der "Wurzel" Nr. 12/70
einige Fehler, die der aufmerksame Leser sicher schon gefunden
hat:
Die Definition 5 auf S. 179 ist in Definition 4a umzubenennen.
Auf Seite 180 unten muB es heifien (A \ B) u B= A u B (Der
gleiche Sachverhalt tritt uns nochmals in der Zusammenfassung
auf S. 183 entgegeny. Man verdeutliche sich dies an folgenden
Punktmengen:

ANB k4

Der Fall (A\ B) U B= A tritt genau dann ein, wenn BS A.

Im Bewels zum Satz 1 auf S. 181 lautet die Aussage richtig:
Yx(x€ g—ox € A).

Wir bitten alle Leser um Verstédndnis.

Die Redaktion
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Wissenschafilich-produktives Studium in der Diskussion

Die Verwirklichung der 3. Hochschulreform erfordert von Lehrkér-
per und Studenten, daB neue Wege der Ausbildung gesucht und ge-
funden werden. Dabei arbeiten wir alle an einem Hauptziel:
Durchsetzung des wissenschaftlich-produktiven Studiums an unse-
ren Universitéten und Hochschulen. Dazu veranstalteten wir, die
Lehrerstudenten des 3. Studienjahres unserer Sektion, eine Stu-
dienjahreskonferenz. Vertreter aller an der Ausbildung betelilig-
ten Sektionen und Bereiche, der Sozialistischen Einheitspartel
Deutschlands und der Freien Deutschen Jugend sprachen gemeinsam
mit den Studenten auf dieser Versammlung iiber folgende Themen:
1. Theoretische Aspekte des wissenschaftlich-produktiven
Studiums %
2. Das System der Wissensvermittlung fiir unser Studienjahr
%, Die Verbesserung der Zusammenarbeit zwischen Studenten und
Lehrkorper
Die Veranstaltung wurde von den Sekretéren fir WPS (Jede Seminar—-
gruppe hat in ihrer Leitung einen Sekretdr fiir WPS) organisiert.
In der Vorbereitung erfolgte eine Analyse des Systems der Wis~
sensvermittlung fiir unser Studienjahr. In einer aufgeschlossenen
und freimiitigen Atmosphére diskutierten Studenten und Lehrkdrper
gemeinsam Fragen des wissenschaftlich-produktiven Studiums und
seiner Durchsetzung in unserer Ausbildung. Auf jeden unserer Aus-
bildungsbereiche, das sind Mathematik-, Physik-, Marxismus-Leni-
nismus- und Methodikausbildungbgingen wir einzeln ein. Dabel
wurden Méngel in der Einstellung zum Studium, Méngel in der Aus-
bildung und Vorschlége zur Verbesserung diskutiert. Es ist vor
allem die groB8e Zahl der Vorschlédge und Anregungen hervorzuheben,
die im Ergebnis dieser Konferenz 2zu verzeichnen ist. Eine Arbeits-
gruppe wird die Anregungen bearbeliten und an die Kommission fiir
Lehrerbildung zur Priifung und Beratung weiterleiten. So gesehen
war diese Studienjahreskonferenz ein wirkungsvoller Bestandteil
der Gesamtbemiihungen um die Durchsetzung des wissenschaftlich-

produktiven Studiums.
B. Wéchter

Student im 3. Studienjahr Ma/Ph
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Lésungen

(B44): Es geht um das Problem der absoluten Permutationen,
(absolute Permutationen sind eindeutige Abbildungen end-
licher Mengen auf sich selbst).

Wir bezeichnen die Anzahl der absoluten Permutationen
von n Elementen mit a,.

Eine absolute Permutation von n Elementen erhélt man,
indem man an eine absolute Permutation von (n-1) Elementen
ein weiteres Element anfiigt und dieses nacheinander mit
den (n-1) Elementen vertauscht. Es ergeben sich (n—‘l)an_1
absolute Permutationen. AuBerdem kann man aus den
(n—1)anF2 Permutationen von (n-=1) Elementen, bei denen

genau ein Element @ auf sich selbst abgebildet wird, absolu-
te Permutationen von n Elementen erzeugen, indem man das
n-te Element mit dem einen Element e vertauscht. Damit

sind alle Moglichkeiten zur Bildung von absoluten Permu-
tationen erfaBt.

Also a = (n=1)a,_4 + (n-1)a,_»
By = (o-1(a,_4 + &, 5).

bzw.

Die Anfangsglieder ay = 0O und a,= 1 s8ind leicht be=-

stimmbar, so daB sich durch Rekursion jedes beliebige
a, berechnen 1l&8t.

(B53): a) Die Wahrheitswerttabelle hat folgendes Aussehen:

x| y1l37 | x3 H (XeF)+y X+y
ofo}]1 0 0 0
ol1]o 0 1 1
11011 1 1 1
111]o 0 1 1
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b) Es ist (xeF) + y = (x+y) «(F+y) nach (7')

= (x+y)*(y+7) nach (5 )
= (x+y)+(1) nach (4 )
= X+y nach (1')

(B

28

9): Die gesuchte Zahl sei n. Da ne' 9-stellig ist, muB gelten:

108 ¢ n® <10 5 6 3
darsus folgt: 10° ¢ (1-5 < 10

2
sowie 10 s(, ;(,,’g < 10
Folglich muB gelten: 20 < n < 40 (1)
Die Quersumme von ns ist 45.
Somit gilt 9/116 und 3/n5. Daraus folgt:_3/n (2)

Aus (1) und (2) folgt: ne {21; 24; 27; 30; 33; 36; 39}
Da n° die Ziffern 1; 5; 6 nicht enthdlt, gilt
6a. ] ] -
n $ 5 (mod 10) . AuBerdem kann n"== O (mod 10) nicht
6
6

gelten. Dann wiirde némlich n~ sechs Nullen enthalten.)
Aus der folgenden Tabelle entnimmt man:

o

] n= 0123456789 o440
ngp5 (mod 10) e

3 = 0149656941

Somit kann nur gelten: n ¢ {27; 33}

Nun wird noch der Fall n 2 33 ausgeschlossen:
3325 89 (mod 100)
8928 21 (mod 100)
8972 69 (mod 100)

3353 69 (mod 100)

Somit wiirde n6 die Ziffer 6 enthalten,

Ergebnis: Die gesuchte Zahl kann m.u- 27 lauten.
Man priift leicht, daB 2'7 = 387420489 den Be-
dingungen der Aufgabe geniigt.



(B56)3

Es ist cossx = (1 - sinex)3
=1 = 331!121 + 5sin4x - sinex

Damit wird f(x) = sinsx + coasx

= - 35in®x(1 - 8in®x) + 1

= - 3(8in x -« cosx_)2+1
Wegen s8in x » co8 x = %-sinzx gilt

f(x) m - %-sinazx + 1
Fiir alle reellen Zahlen x ist nun
0 s sin®2x 5 1, wobei sin°0 = O und sin2.% = 1
Daraus ergibt sich
1m=20+122x)2-21+1=7
6

Der maximale und der minimale Wert von f(x) = sin X + CO8S X
ergibt sich also zu £(0) = 1 und f(zl-_) = TF

Erhebt man die Gleichung

Va + T+ Va-VT-W

in die dritte Potenz, so ergibt sich
: ]
a+ Vx + 3 a+V_) +33\/;+V_(2Va-'\(-)
+ a-"x =b
3 3 iv
oder 2&+3‘\/§+V_'Va- Vx (Ya+ Vx+ Va- Yx)=D

Nach Voraussetzung gilt dann

2a+3Va -x'\l_-

I

b—2a

3 3
az_x -gb-2a23
i ”&2_@-2&23

Damit dielusga.ngsgleichung eine Losung besitzt, mul

3
a2 - -&Efra)— 2 0 sein,

da Vx nur fir x 2 OeinenSinn hat.
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(B58): Zu zeigen ist:
Wenn (ai) arithmetische Folge und (bi) geometrische Folge
mit ay = b, > 0 und a, = b2 und beide Folgen streng mono-
ton wachsend sind, dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen
n > 2: a, < bn.
Losung:
Nach Voraussetzung ist

a, = a; + (n - ‘1)(a.2 - aq), mit a, - 84 > 0

a

und bn-aﬂ(a—f)n'q , mit 2:»'I
Beweis durch vollsténdige Induktion:
Induktionsanfang: n = >

zu zelgen ist az < b3, d.h.

ay + 28y - 8y) < 8q( 52 )P
dann muB gelten: a2
2
28, -~ & < g,

2 2
Saq8p ~ & = @3
2
0 < af - 2008, + a3 = (8 - 8p)°
Da a4 ¥ a, und Quadrate immer positiv sind, ist diese
Bedingung erfiillt. Daraus folgt 8z < b3.

Induktionsschritt:

Zu zeigen: Wenn a, < bn' dann ist auch 841 < hn+ﬁ’

Beweis: Es ist a 4 = a, + (8, - 84)

-
und b4 = b, *( 3, )

Wegen a, < b, gilt: a .4 < b, + (8, = aq)-
a
Es geniigt also zu zeigen: b+ (& = a4) < b ( E% )
Falls das erfiillt ist, muB auch gelten
aqby + aq(a; - 8q) < azby
bzw.: 0 < b (a, - a4) - a4(a; - 84)
0 < (b, - aq)(a; - 8q)
Wegen der strengen Monotonie der Folgen ist jeder der
beiden Faktoren positiv, also auch das Produkt.
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Daraus folgt:
Falls a, < bn, dann ist auch 8,41 < bn+1.
Nach dem Prinzip der vollstédndigern Induktion folgt damit

die Richtigkeit der Behauptung.

(B60): Es seien Aq, S A6 die Eckpunkte des regelmé&Bigen
Sechsecks, M Schnittpunkt der Diagonalen Aun, AEAB' A
und R = MA;.

Die Konstruktionsbeschreibung

lautet dann folgen-
dermaBen:

Man verbinde A4 mi%
A; und erhdlt auf
ﬁ%; den Schnittpunkt
P,. Die Streckg BPE
hat die Lé&nge 5.
Verbindet man nun

P2 mit Aq, s0 erhidlt
man auf ﬁI; den
Punkt P3, mit der
Eigenschaft ﬁ@; = %
(Der Beweis wird an-
schlieBend gefiihrt.).
Die Konstruktion verléduft analog weiter. Der jewellige
Punkt P; wird mit dem Eckpunkt Ai+2(falla i+2 > 6, s0 ist
unter A , der Eckpunkt A; 5 . 3zu verstehen,

1 s i+2-6n s 6, n natiirlich) verbunden. Auf dem Radius
HII:; , der von dieser Strecke geschnitten wird, erhdlt
man den Schnittpunkt P, , und es gilt

w— R
i+1 = I

345

Bewels der Richtigkeit dieser Konstruktion:
Dieser Bewels wird durch vollsténdige Induktion gefiihrt.

Induktionsanfang: Es gilt 1 _.%
> =

Der Beweils ist trivial, da P2 nach Konstruktion
Schnittpunkt der Diasgonalen im Parallelogramm
AﬂA2A3H ist.
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Induktionsschritt:
Es sei WP = §

R
Dann ist zu zeigen MP; , = 737

Es ist ; o Hiea | "
3 PyMA; 5 = 120 Proe e
¥ PMP, 4 = 60°

3 Py qMAy,, = 60° M

Fir die Flécheninhalte
APy qMA;, > &1l%

F1 = F2 - F3

o o
HIi+2-EPI-ain120 = EP1+1.EPI.31n50 +

(o]
+ mi+2 .wi+1 . 811160

oder, da 8in60° = sin120°,
MA; o MP; = WP, WP, + WE; --WP

i+2 i+1
R.2 =W, 5.8 4RW0
T = iv1° 1 i+1
R.§ =W &
7 =W ,F+R)
Re ¥
T RO T Py 41
1
R o
1+ = i+1
R
WP, =7

ie Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Eilnzelbestellungen konnen auch direkt an unsere
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Uber geometrische Konstruktionsaufgaben

Geometrische Komstruktionsaufgaben sind ein beliebtes Mittel,
Freunde der Mathematik gum EKnobeln ansuregen. Mehr als beil
vielen Aufgaben anderer Art kommt es bel den geometrischen Auf-
gaben darauf an, eine fiir dle LOsung entscheidende Idee zu ha-
ben; eine solche Idee kann darin bestehen, geeignete Teile
einer Figur in Beziehung zu setzen oder aber eine giinstige Hilfs-
linie eingzufilhren. Es kann allerdings auch leicht geschehen,
deB man sich beim ISsungsversuch auf einea Gedankenweg verirrt,
der nicht zur ILdsung fihrt. Jeder, der sich mit geometrischen
Konstruktionssufgaben befaBt hat, wird wohl eine solche Situa-
tion kennen, man kann sich aus ihr meist nur durch Beginn eines
neuen LOsungsversuches retten.
Es entsteht daher die Frage, ob man einen allgemeinen Weg zur Li-
sung geometrischer EKonstruktionssufgaben angeben kann, der beil
Jeder Aufgabe zum Ziel fihrt und bel dem es nicht darauf ankommt,
ob mean eine giinstige LOsungsidee hat oder nicht. Bevor zu dieser
Frage etwas gesagt wird, muB aut'folgendaa geachtet werden:

Es gibt auch Konstruktionsaufgaben, bel denen jeder L&-
sungsversuch in die Irre geht. Das sind Aufgaben, die mit den
im jeweiligen Aufgabentext angegebenen EKonstruktionsmitteln
(meist sind es Zirkel und Lineal) nicht l&sbar sind. Es handelt
sich hierbel um eine besondere Art von"Unldsbarkeit™ . Zur Ver-
deutlichung selen zwei.nicht-guometrinche unldsbare Aufgaben
genannt:
1. Die Gleichung 1 + x(a - 1) = 0 s0ll fir a== 1 nach x

aufgeltst werden.
2. Mit einem Zwei-Liter-Gef&B sollen 17 Liter Wasser abgemessen
werden.

Die erste Aufgabe ist deshalb unldsbar, weil keine Zahl x exi-
stiert, die der Gleichung 1+ x-0= 0 geniigt.
Die zweite Aufgabe ist deshaldb unlésbar, weil man mit einem
Zwel-Liter-Gef&iB nur Wassermengen geradsahliger Literzahl ab-
messen kannjsie ist nicht deshalb unldsbar, well es keine Was-
sermengen von 17 Litern gidbe. Diese zweite Art der Unldsbarkeit
liegt nur bel manchen geometrischen Konstruktionsaufgaben vor.
Ein beriihmtes Beispiel ist folgendes:
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