o8 @
es ™
- :
. . b
L] .
° e
-
. L ]
B ac -
- . .
. ° s
. . =
. . . N
4 T
-
. o0 e -
e = e Ll ] L
er oo o e
i . . e
e @ ¢ 4l
se- se *ee
oo @ 2L e
9 @ . -8
. .
* 0 @ -
a0 @
sece 28 0
o
- g4 e .
ee+ se
. asm
e o8
e - @ e 900
. s
o @ s
a8 a8 P4
[T R e
e
- -0 .
o9
se- .
-
LI ®

PSRNV ODRRRRRND & SOGORARS
L ]
L ]
sase

essssceoee oo
LL L] L] .

® O0 & 0 080 SFP # 0 0 © © 0 S G0 SEBED U P 8 ® sde
" eee o aee @ .e e0s omves aee @ LL R ]

L N N N R R TR

saeas LA R L (L L]}

. acee

29 ecscscnetsevenn

Herausgegeben vom Ju-
| gendobjekt Studienvor-

bereitung der Sektion

Mathematik an der

. (1] o 2 .I 5 :
zelfschrift fiir mathematik an B

_ : 9. lahrgang
ober- und spezialschulen Index 33 873

Preis: 0,20 M

(1] e seve se

L (L] L ] LL L] L
S8sds0000® saese L L B

(EXIIT TR L L]



Abstrakte Automaten 2

Von der Mausefalle zum Addierautomat (1)

Was haben Mausefalle und Addierautomat gemeinsam? Wir werden se-
hen, daB sich belde als sogenannte "Zustandssysteme" betrachten
lassen, als Beispiele fiir den Begriff des abstrakten Automaten.
Diese abstrakten Automaten werden innerhalb der mathematischen
Kybernetik untersucht. Die Theorie der abatrakten Automaten dient
der Modellieruug der Arbeitswelse elektronischer Rechenanlagen,
und zwar auf einer mdglichst abstrakten Ebene mittels rein mathe-
matischer Methoden. DemgemidB sind Untersuchungen iiber konkrete
Automaten (wie Fermsprechautomaten, Geldwechselautomaten, Ver—
kehrsampeln, Spielautomaten oder auch Computer) kein unmittel-
barer Bestandtell der Theorie der abstrakten Automaten. Ein Ziel
dieser Theorie ist es jedoch, die abstrakt gewonnenen Aussagen
liber "Zustandssysteme" fiir die Konstruktion konkreter Automaten
oder fiir die Erforschung realer Zustandssysteme (wie etwa des
menschlichen Organismus - die Medizin spricht vom Zustand des
menschlichen Organismus, insbesondere von seinem Gesundheitszu=-
stand; oder des Schachspiels - der aktuelle Zustand wird hier
durch die Position aller auf dem Brett befindlichen Figuren ge-
geben) anwendbar zu gestalten. Wir kinnen derartige reale Mecha-
nismen oder Systeme zur Veranschaulichung des Begriffs des ab-
strakten Automaten heranziehen. Dem WURZEL-Leser sind aus Heft
6/73 und aus Heft 1/74 bereits zwei Typen abstrakter Automaten
bekannt - die TURING-Maschine und der MEDWEDJEW-Automat.

Die Mausefalle

Wir betrachten die Mausefalle als "Zweizustandssystem" mit Ein-
gabe und Ausgabe. Folgende zwei Zustdnde sind fiir die Falle mog-
lich = die Feder ist gespannt (dies sei der Zustand zo) oder die
Feder ist nicht gespannt (dies sei der Zustand z4). Als mogliche
"Eingaben" betrachten wir "eine Maus berilhrt den Mechanismus der
Feder" (wir bezeichnen dies kurz als Eingabe 1) und "der Mecha-
nismus der Feder wird nicht berilhrt" (als Eingabe 0), Ale Ausga-
be 1 nehmen wir den Fall "eine Maus wird erschlagen" und als Aus-
gabe 0 "keine Maus wird erschlagen". Der kritische Leser wird be-
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merken, daB wir im weiteren die Arbeitsweise der Mausefalle etwas
idealisieren,

Die Feder der Falle werde nun im Zeitpunkt t = 0 gespannt, Wir
betrachten die Falle nur zu diskreten Zeitpunkten t, d. h. fir

t sind genau alle nichtnegativen ganzen Zahlen moglich. Mit z(t)
wird der Zustand der Falle im Zeitpunkt t bezeichnet. Die Eings-
be bzw. Ausgabe zum Zeitpunkt t sei x(t) bazw. y(t). Pir z(t) = 2
(de h. zum Zeitpunkt t ist die Feder noch gespannt) und x(t) = O
folgt z(t+1) = z, und y(t+1) = 0 - wir warten weiter auf die
Maus. Fir z(t) = z, und x(t) =1 ist z(t+1) = z, und y(t+1) =1
- die Maus ist tot. Fir z(t) = z4 ist sowohl fiir x(t) = 1 als
auch fiir x(t) = 0 stets z(t+1) = z, und y(t+1) = 0 = die Peder
ist neu zu spannen.,

o

Der Briefmarkenautomat

Der Automat gebe 10-Pfennig-Marken aus. Mit E bezeichnen wir die
Eingabe, daB ein 10~Pfennig=-Stiick eingeworfen wird. Mit K bezeich-
nen wir die Eingabe, daB kein Einwurf erfolgt. Die moglichen Aus-
gaben des Automaten sind: m - Ausgabe einer Briefmarke, r - Riick-
gabe des 10-Pfennig-Stiickes, k - keine Ausgabe. Mit {E,K} ist
folglich die Menge der mtglichen Eingaben gegeben, mit {m,r,k)

die Menge der mdglichen Ausgaben. Zu dem Zeitpunkt t = O wird der
Automat neu mit 10-Pfennig-Marken aufgefiillt. Die Anzahl sei n.
Mit z(t) wird der "Zustand" des Automaten im Zeitpunkt t bezeich-
net, wobei wir als mdgliche Zustdnde die Menge {zo,z1....,zn}
betrachten. Dabei bedeutet "der Automat befindet sich im Zustand
z;" (fiir Osisn), daB im Automat noch genau i Briefmarken vor-
handen sind. Die Eingabe bzw. Ausgabe zum Zeitpunkt t seien x(t)
bzw. y(t). Befindet sich nun der Automat im Zeitpunkt t im Zu-
gtand z(t) = z; mit 1sisn und erfolgt die Eingabe x(t) = E, so
wird im néchsten Zeitpunkt vom Automat eine Marke ausgegeben, d. h.
es ist y(t+1) = m und z(t+1) = zs_qe Fir z(t) = z, und x(t) = E
ist y(t+1) = r und z(t+1) = z,+ Fur beliebigen Zustand z(t) folgt
auf die Eingabe x(t) = K die Ausgabe y(t+1) = k, und der Automat
bleibt im Zustand z(t), d. h. es ist z(t+1) = z(t).
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Der abstrakte Automat

Unter einem abstrakten Automaten wollen wir hier ein System

QA = [2,x,Y,f,g] verstehen, wobei Z,X,Y (nichtleere) Mengen
gind, £f : Zx X —> Zund g : Z X X — Y sind Punktionen,
die auf der Menge Z X X definiert sind (zur Erinnerung:
Z*X=po{ [2)x]:2€2AxeX}). Mit Z ist die Menge der Zu-
stdnde gegeben, mit X die Menge der Eingaben und mit Y die Men-
ge der Ausgaben., Die Punktionen f bzw. g werden Uberfilhrungs=-
bzw. Ausgabefunktion des Automaten L genannt.

Die "Arbeiteweise" dieses absirakten Automaten kann folgender-
maBen beschrieben werden: Der Automat beginnt seine "Arbeit"
zum Zeitpunkt t = O, Zu diesem Zeitpunkt befinde er sich im Zu-
stand z(o) € Z, dem sogenannten Anfangszustand. Der Automat wird
nun zu beliebigen (nichtnegativen) ganzzahligen Zeitpunkten t
betrachtet. Zum Zeitpunkt t bekomme der Automat die Eingabe
x(t) € X, wdhrend er sich im Zustand z(t)€ Z befindet. Als Resul-
tat dieser Situation geht 4L iiber in den (micht notwendig neuen)
Zustand

z(t+1) = £(z(t),x(t)) € 2Z.

Wahrend dieses Uberganges gibt Al die Ausgabe
y(t+1) = g(z(t),x(t)) € Y,

Wie wir hier den abstrakten Automaten definiert haben, wurde er
erstmals von dem Kybernetiker G. H. MEALY betrachtet. Ihm zu Ehren
wird dieser Typ des abstrakten Automaten MEALY-Automat genannt.

Beispiel 1:

Wir geben einen abstrakten Automaten Ol vom Typ "Mausefalle" an.
Hierzu setzen wir

Z =Df {30!51} »
Y =Df {0i1} .

Die Uberfiihrungsfunktion f und die Ausgabefunktion g werden in
folgender Tabelle angegeben:
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[z,x] [z0,0] [Zo !1] [z4,0] [24,1]
£(2z,x) Zo Z1 Zq Z4
g(2z,x%) 0 1 0 0

Beispiel 2:

Piir den abstrakten automat Ul vom Typ "Briefmarkenautomat" wird

Z =Df {50,21’.-0’213 ?
X =pe {EK
Y =pp {mr,k}

und

gesetzt. Die Uberfihrungsfunktion f und die Ausgabefunktion g
werden hierbei durch folgende Tabelle gegeben:

[z,x] [20,E] [20,K] [z4,E] [z ,K] Tzn,E] [2zn,K]
iP(z,x) Zg Zg Zo Zq Zn -1 Zon
g(z,yx) T k m k m k

Darstellung von MEALY-Automaten

Fiir den abstrakten Automaten (1= [Z,X,Y,f,g] gelve Z={Z0yeeuy2n}
und X = (X y.-.9¥m}. Dann koénnen wir {l durch alleinige Angabe der
folgenden Ubergangs—Ausgabe-Tabellen vollsténdig charakterisieren:

f ZO LR ] Zj_ - Zn

Xp T(209%0) oo f(25,%) ... f(2q,%)
XJ f(Zo,Kj) L] f(Zi.XJ) .0 f(znng)
Xm f(ZosXm) eee £(Zi3Xm) «e¢ £(2ZnyXn)
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g Zg es e Zy s e e Zp

Xo B(Z0yX0) e+ B(Z14Xo) oo 8(2ZnsXo)
X3 B(ZosX3) oo B(ZiyX3) .. g(znixj)
Xm 8(2oyXm) oc¢ B(ZL9Xm) oo g(2Zn yXm)

S0 wird durch die Tabellen

flzo 2 g | 2o 24

0 Zp 21 0 0 0

1 24 2 1 1 0

vollsté@ndig der "Mausefalle"-Automst beschrieben, ebenso der

"Briefmarkenautomat" durch folgende Tabellen:

Zg 21 Zz ] Zn_‘] Zn g ZO 21 Zg e 0 Zn_1 Zn
ZO ZU Z1 L) Zn_z Zn._1 g m m e m
Zg 29 2 e+ Zp-q Zp k k k s K

eispiel 3:

Wir betrachten den abstrakten Automaten R mit

4 = {ZO!Z"HZZ}! X = {a’b}i Y= {3!5!7}s

T = {[20,8,21],[20sDy21]5[21,8,22],[21,Dy22], [22,28,24], [22 yDy22]},
g = {[309&:3]’ [Zo 1bv5] :[2-1 y8y 7]y [21,+D43], [22 sa'BJ ’ [2'2 !b!5]}'

Hierzu sind folgende Tabellen &quivalent:

Tt 20 24 22 g Z0 Zq Zp
Zq Zo 24 a 5 7 5
| 24 22 2z b5 3 5

Neben dieser Darstellung von MEALY-Automaten mittels Tabellen
erscheint die folgende graphische Angabe abstrakter Automaten
als besonders instruktiv.
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Fiir den MEALY-Automat M= [Z,X,Y,f,g] wird mit

Ot

ausgesagt, daB Ol bei Eingabe von x € X aus dem Zustand z; € Z
in den Zustand z; € Z Ubergeht, wobei y € Y ausgegeben wird.
Dies bedeutet also, daB f(zj,%) = 24 und g(z;,%x) =y gilt.

Der "Mausefalle"-Automat besitzt demnach die graphische Darstel-

lung 0,0
141
0,0@ ’ o 24 1,0

Fir den "Briefmarkenautomat" erhalten wir:

Kk K,k K,k
L., JE,m @ E,m e

Fir den Automat asus Beispiel 3:

_ a,7
E——E 7w )
a,
Ubungsaufgabe 1:
Geben Sie die graphische Darstellung des folgenden Automa-
ten an:
flzg 24 2z 23 Z4 B |20 29 22 23 7
A2z, 24 29 Zy 24 A|5 7 4 4 8
B |23 29 Zo Zu 2 B|8 4 3 4 7
Clzo 24 22 Zp 24 c|7 5 9 5 8
D |2y Z3 Zy 2Zq 2 D4 3 9 7 5

Reinhard Klelte
Assislent im Bereich
Mathematische Kybernetik

(Wird fortgesetzt)
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Preisaufgaben 1/75

(G 1

@

)

Von einem Punkt S einer Kugel mit dem Radius r gehen
drei gleichlange Sehnen sus, von denen jeweils zwel den
gleichen Winkel o einschliefen.

Man berechne die Lé&nge dieser Sehnen.

(G 2

)

Men 16se in den komplexen Zahlen das Gleichungssystem
z>2 +w =0
2wt = 1 .
Hierbei bedeutet v die zu v konjugiert komplexe Zahl, die
durch v = a8 - bi, falls v = a + bi, definiert ist.

Man beweise, daB der geometrische Ort aller Punkte, fiir
die das Verhdltnis ihres Abstandes zu zwel gegebenen Punk-
ten A und B gleich einer vorgegebenen Zahl s $ 1 ist,

ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt auf der Verbindungs-
geraden der Punkte A und B liegt.

——

Innerhalb eines gegebenen Dreiecks A ABC ist dexr Punkt O
so zu finden, daB sich die Fladcheninhalte der Dreiecke
A AOB, A AOC und A BOC wie 1:2:3 verhalten.

Gegeben sei eine Funktion f(igp), — o <@ < + « , mit

£(i(p+¢)) = £(i9)-£(i¢) , ¢,¢ reell.

Die Zerlegung der komplexen Zahl f(ip) in Real- und Imagi-
ndrteil seil

£(ip) = g(ie) + 1i-h(iep) ; g(i¢), h(ip) reell.
Man beweise

g(i(ep +¢)) = g(i9)-g(i¢) - h(ip)-n(id)
und h(i(p+ ¢)) = g(ip)+h(id) + h(ip).g(id) .
Ferner zeige man, daB die Additionstheoreme (18) und (19)
aus dem Artikel "Komplexe Zahlen" (WURZEL 12/74)
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sin @pecos ¢ + sin ¢ecos ¢ 18) ,
cos @+cos ¢ - sin @esin ¢ (19)

sin(o + ¢)
cos(o + ¢)

Spezialfdlle dieser Formeln sind. Wie hat man hierbei
f(ip) zu wéhlen?

(¢ 6) HalTu BCe BemeCTBEHHHE 3HAUEHMA & U b, NPH KOTODHX
(:) yPaBHEHUA '
x3 + ax? + 18 0
x2 +bx + 12 =0

MMEDT JB& OOMMX KOPHA, ¥ ONpeXeJuTh ITU KODHM.

BemMEeCTBEHHH) - reell
oo - gemeinsam, allgemein
KOpeHb - Wurzel

Fir jede vollsté&ndige Ldsung erhdlt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl., Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abeelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Einsendeschlufl: 1. 3. 1975

* Ok Kk % K * k &k % Kk k k *k k *k % ok

Im vergangenen Schuljahr erhielten wir von insgesamt 59 Schiilern
bzw. Mitgliedern unseres NVA-Zirkels Losungen zu unseren Preis-
aufgaben zugesandt, und wir mdchten an dieser Stelle die filunfzehn
Punktbesten beim Ldsen der Preisaufgaben E 43 bis F 42 vorstellen
(die angegebenen Klassenstufen beziehen sich auf das vergangene
Schul jahr):

Norbert Schieweck Blumenberg 10. Klasse 85 Punkte
Friedhelm Schieweck  Blumenberg 10. Klasse 84 Punkte
Meinhard Mende Tunzenau 12. Klasse 62 Punkte
Jiirgen Socolowsky Bergfelde 12. Klasse 55 Punkte

Uwe Risch Burg 10. Klasse 54 Punkte



Joseph-Louis Lagrange 10

Hans-Ulrich Frommer Peckatel 11. Klasse 571 Punkte
Roger Labahn Anklam 10. Klasse 41 Punkte
Lothar Wenzel Berlin NVA 41 Punkte
Dittmar Kurtz Friedrichsrode 8. Klasse 38 Punkte
Hans-Ge2org Martin Jena 10. Klasse 38 Punkte
Detlef Rutz Neubrandenburg 11. Klasse 33 Punkte
Klaus Altmann Berlin 11. Klasse 30 Punkte
Frank Burghard Prankfurt/Oder 10. Klasse 24 Punkte
Marcus Kasner Templin 10. kKlasse 24 Punkte
Peter Mathe Parchim NVA 23 Punkte

OC-0-0-0 -0 -0-0-0-0=-0-C0=-0-0-0=-0=0=0

Joseph-Louis Lagrange

Jo~L. lagrange wurde am 25. 1. 1736 in Turin geboren. Bereits

im Alter von 19 Jahren wurde er Mathematikprofessor an der Turi-
ner Artillerieschule. In den folgenden Jahren beschidftigte er
gich mit Fragen der Variationsrechnung, der Losung algebraischer
Gleichungen des Grades nm, n >4, gab eine teilweise Losung des
Dreikdrperproblems und erzielte auch in der Zahlentheorie wich=-
tige Resultate. So stammt der Satz, daB jede natilirliche Zahl als
Summe von hochstens vier Quadratzahlen dargestellt werden kann,
von Lagrange.

1766 wurde Lagrange von Friedrich II..nach Berlin eingeladen, wo
er bis zum Tode Friedrichs im Jahre 1786 wirkte. Spadter kehrte
er nach laris zuriick.

1788 erschien eines seiner wertvollsten Werke, die '"Mecanique
analytique". In diesem Buch wird die neuentwickelte Analysis

auf die Mechanik der Punkte und der starren Kdrper angewendet. )
Die im 18. Jahrhundert vorliegenden Resultate (von Euler, d'Alembert
U. a.) wurden eingearbeitet und weiterentwickelt. Noch heute
existiert in der Physik dor Begriff der Bewegungsgleichung in
verallgemeinerten Koordinaten in der "Lagrangeschen" Form.
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1795 wurde Lagrange als Professor an die Kcole Normale und 1797
an die dcole Polytechnique berufen.

In den folgenden Jahren verfaBte er noch zwei grundlegende Werke
liber Funktionen. Allerdings lehnte er die von Newton angedeutete
und von d'Alembert begriindete Theorie der Grenzwerte ab und ver-

suchte vielmehr, die Infinitesimalrechnung auf die Algebra zu-
riickzufiihren. Diese abstrakte Behandlung der Funktionen bedeu-
tete trotz ihrer Méngel bezliglich der Infinitesimalrechnung und
unzureichender Konvergenzuntersuchungen von Lagrange einen gro-
Ben Fortschritt in der Mathematik. Diese M&ngel wurden in den

spdteren Jahren (etwa 1825) von Caucny und anderen Mathematikern

beseitigt. Der Taylorsche Satz in .er reellen Analysis verwendet

noch heute die von Lagrange begriindete Schreibweise der Ablei-

tungen und die Lagrangesche Form des Restgliedes.

Am 10. 4, 1813 starb Lagrange in Paris.

Pfitelbild: Joseph-Louis Langrange. Ausg der Bildserie "3Berihnte

hgthematiker"i Sammlunq Karger—Decker. Berlin.
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58209
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23846
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06647
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34461
48610
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91953
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66430
17176
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34301
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85863
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42522
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20920
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52724
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71342
58537
44181
49951
30825
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92787
59561
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53311
09277
81942

50288
86280
50582
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13293
96282
13841
81932
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34674
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59813
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88235
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55381
24972
68617
01671
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61179
79381
247357
S1846G
96091
92279
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27855
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34211
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94151
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73637
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26193
766971
93757
21642
82303
835479
88907
98488
46767

37510
70679
08128
38196
19091
41273
36436
16094
18548
94912
21798
05132
17372
89255
09960
51859
11831
47503
95778
01989
01952
13151
50983
24012
83744 o,
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Losungen

Aufgabe ‘F 39

Ist a = b = 0, so ist das System fiir beliebiges ¢ ldsbar: man
setze x = arc tan c und y =1 + x.

Sei also a° + b° > 0., Es sei (x,y) eine Losung des Systems. Setzt
man EEI = 8 und 551 = d und verwendet man die bekannten Formeln
fiir die Summe zweier sinus- bzw. cosinus-Werte, so lautet das

System

gin s - cosd =a
coe 8 +» cosd=>L (1)
tan x + tan y =2 ¢

Durch Quadrieren und Addieren der ersten beiden Gleichungen er-

gibt sich
cos® d = a® + bz, (2)

und hieraus ergibt sich durch Einsetzen in die quadrierte erste
und zweite Gleichung:

a’ b2

aina=ﬁs coss=m . (3)

Die dritte Gleichung von (1) kann mit Hilfe von Additionstheoremen
so umgeformt werden:

2 gin §x+zz
CO8 X COB ¥ 2c

gin 2 8

2 ¢ cos (s+d) * cos (s=d)

2

gin s cos 8 c (00525 cos°d - sins sinzd)

Einsetzen von (2) und (3) ergibt

2
ab b 2,2 a 2 2
—2——2—=c—2-—z-(a+b)-—2—-2-(1-a-b)
a“+b a +b a +b ’
d.h.
ab = c((8.2+b2)2 - a2) . (4)

Diese Gleichung und die aus (2) folgende Bedingung
0<a®+b°s1 (5)

sind notwendig fiir die Ldsbarkeit von (1). Sie sind aber auch

hinreichend, denn wegen (5) gibt es eine Zahl d so, daB
~/ a2 + b

cos d = ¥ igt, und bestimmt man mit diesem d sin s
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und cos 8 80, daB die ersten beiden Gleichungen von (1), also
auch (3) erfiillt sind, so ergibt sich aus (4) durch Riickwirts-
schliefSen und unter Verwendung von x =8 +d, y =8 = d, daB
auch die dritte Gleichung von (1) erfiillt ist. Also ist in die-
sem Falle (1) und somit auch das Ausgangsgleichungssystem 1&s-
bar.

Insgesamt igt das Gleichungssystem also genau dann l¥sbar, wenn
0<a’+b? s 1 und ab = c((32+b2)2—a2) gilt, oder wenn a = b = 0
ist.

Zu den Losungen der Serie 9/74

Unter den zu dieser Serie eingesandten Losungen befanden sich
ungewChnlich viele fehlerhafte. Der Druckfehler in der Aufgaben-
stellung F 47, "a? + b2" an Stelle von "a* + b*", wurde von einem
groBen Teil der Einsender bemerkt und korrigiert. Dieser Pehler
vereinfachte zudem den Beweis erheblich, da unter der in der
Aufgabenstellung formulierten Bedingung bereits a2 +b2>4 gilt.

Die Fehlerschwerpunkte bei den ilibrigen Ldsungen waren im einzelnen:

F 43: Der Wert x ='%(4-+\/3“) wurde nicht aus der Ldsungsmenge
ausgeschlossen.

F 44: Der Fall, dall der Mittelpunkt der beiden Kreise im Innern
des Quadrates liegen kann, wurde nicht beriicksichtigt, und
der Hinweis, daB die fiir R und r gefundenen Bedingungen
auch hinreichend sind, fehlte oft.

F 48: Die mit Hilfe der Kombinatorik gefiihrten Beweise waren
richtig, wdhrend die Induktionsbeweise Méngel aufwiesen.

Aufgabe F 43 (nach Hans-Ulrich Prommer, Peckatel, 12. Klasse)
1 x=1 |
=g = x> =

Zundchst muB x # 0 gelten, da x im Nenner auftritt, 2

De die Radikanden nicht negativ sein dirfen, mus %=1 » o
gelten,

Daraus ergibt sich:

le Fir x < 0 :

=150, x°s51, -l1sxsi

—» =-1=5x<0 (1)
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2. Fir x> 0 :

x2-120, x221, also x <=1 oder x:=1
— 1x3x (2)

Aus (1) oder (2) erhidlt man auch stets
x=1 1
T =1 = E 2 0.

Somit ergibt sich aus der Ausgangsungleichung

2
=1 x=-1
g- = >0
-"2 L

x =1 S -

X x .

Da beide Seiten groBSer als Null sind, konnen wir quadrieren:

x2—1 > x=1
x x 2 2
Betrachten wir x-Werte mit -1<x <0, so folgt x°=-1 <x=-1, x“<x

und somit x >1, ein Widerspruch zu =1 sx<0,
Ist x>1, so folgt x°=1>x=1, x>1 (kein Widerspruch).

M

Damit entfdllt (1), und es bleibt als notwendige Bedingung x >1.
Unter dieser Voraussetzung formen wir die Ungleichung &dquivalent

\/i-i _st:l > x=1
X X b4

Wir ktnnen quadrieren, da beide Seiten grdBSer als Null gind:
X 4+ 2 = 2/ > 1:;_’1
x2+x+1—2x'\/x+1 >0
(x =V x+1 )* >0

Das ist fiir alle x >1 erfiillt, falls x$ ~/x+1 , d. h.

x° - x =14 0 gilt.

Es ergibt sich x  # ¥ 1/5 und, da nur $(1+3/5°) >1 ist, die
Losungsmenge der Gleichung als

L= {x:x reell, x>1, x+%(1 +/5)} .
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Aufgabe F 44| (nach Hans-Georg Martin, Jena, 11. Klasse)

Es sind 2 Fdlle moglichs

A
A _ﬁﬁ\\\
a
R R
0
T
:
0

Offensichtlich gilt:
O=at/ -F und W=~k -§F nitR>r
Wir erhalten die Gleichung
R?2 - %2 = (a N2 - %)z’

einige Umformungen fiihren auf 2a* - 2a2(x2 + R?) + (R2 - 2 2= O,

d. he o2 = %(Ie t R AN T 2N-0® - 2)2) 1)
oder a¢ = -g-(:t'2 + R M/BRE - T - R*) .

Aus (1) wird ersichtlich, daB beide Werte fiir a2 positiv werden,
wenn der Radikand nichtnegativ ist, da R > r gilt. Wir erhalten:

R +1r2 22 (R - 12) ’
— (1 +2)2REH - 1)

— 1 < %; < %75,342% =3+ 2/2

= TP T =1+ (2)
Da in (1) a? immer positiv ist, wenn (2) gilt, so ist fiir R und
r nur die Einschrénkung (2) notwendig und auch hinreichend.
Lésbar ist die Aufgabe also fir B s 1 + \/2', eindeutig ldsbar

T
fir 2 = 1+ /2.
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[Aufgabe F 45|(nach Roger Labahn, Anklam, 10, Klasse)

Nach Substitution sim?x = a undcdﬁgw:z b --(a',ﬁ > 0; a+b = 1)

erh&lt man mit (b —-})2 20
720 -1 =b(1-b)=bea
— =5 2 16 _ (1)
und 2v? +2b+£—zO' R

g-sbz+bz—2b+"l=132+(’I-—‘t:r)2=b?+¢=.L2 2) .
(1) und (2) liefern:

a2 + p2 +%—bi2122

&
bzw.
a2+2+%2-+b2+2+%2-2§25-,
112 12, 2
ds L (a+3) +(b+3)a-—22 (3) .

Gleichheit gilt dabei fiir a = b = % )

Weiterhin ist
12 + %esin y < 12,5 (4) .

Mit (3) und (4) erhalten wir:
1Y\ 112 Vi
12,5 s a+g) + b+-5- = 12 + sesin y < 1245
d. h., in (3) und (4) gilt Gleichheit. Damit muB gelten:

sin y = 1

% oder |sin x| =£

sin?x
2

Man erhdlt:
y = % + 2k, X = E + EaLTE (ky ykp ganzzahlig)
BEine Probe bestédtigt die Richtigkeit der Ldsung.
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Von der Mausefalle zum Addierautomat(ll)

Ein bindrer Addierautomat

Es ist ein bindrer Addierautomat (Dualaddierer) zu konstruieren,
d. he ein Automat, der folgendes leistet: Der Maschine werden
gleichzeitig zwei Dualzahlen eingegeben, der Ausgang der Maschi-
ne soll die Summe dieser beiden Zahlen in Dualdarstellung ange-
ben.

Als Beispiel einer Eingabe betrachten wir die Zahlen
30201111000000 oo

(da 30 = 0-2° + 1.21 4+ 1.22 4 1.23 4+ 1:2% + 027 + ...)
und

1945 2100110011110 see o

Wir fihren die duale Addition durch:

0. Stelle: O + 1 = 1, Ubertrag: O
1. Stelle:: 1 + O = 1, Ubertrag: 0
2. Stelle: 1 + 0 = 1, Ubertrag: 0
3. Stelle: 1 + 1 = 0, Ubertrag: 1
4, Stelle: 1 + 1 (+ Ubertrag 1) = 1, Ubertrag: 1
5. Stelle: O + O (+ Ubertrag 1) = 1, Ubertrag: O usw.

Als Ergebnis folgt 1 110110111182 1975.

Der zu konstruierende Automat kann als "Zweizustandssystem" be-
trachtet werden - der Zustand Z, bedeute "Ubertrag 0", der Zu=-
stand z, bedeute "Ubertrag 1". Wir setzen also Z =p, {2,524}
als Zustandsmenge. Zur Addition an einer Stelle fassen wir die
Ziffern beider Zahlen an dieser Stelle als Eingabe zusammen.
Die Addition des jeweiligen iUbertrages von der vorhergehenden
Stelle wird durch den Zustand, in dem sich der Automat gerade
befindet, realisiert. Unsere Eingabemenge sei demnach

X =pe {00,01,10,11} . Die Ausgabemenge ist Y = {0,1} . Wir er-
halten die Tabellen:

£ | 00 01 10 11 g | 00O O1 10 M1

2g| %o Zg Zg 24 Zo 0 1 1 0
Z4 29 Zq Zq 24 Zq 1 0 0 1
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Betrachten wir den Automat fiir unser gewdhltes Zahlenbeispiel.

Es ist z(0) = z,, da natiirlich zu Beginn der Addition kein tiber-
trag (d. h. genauer: der Ubertrag O) vorliegt. In den Automat
wird nun, beginnend in diesem Anfangszustand z(0), die
Eingabefolge

x(0) = 01, x(1) = 10, x(2) = 10, x(3) = 11, x(4) = 11, x(5) = 00,
eeeyx(10) = 01, x(11) = 00 ..o

eingegeben. Wir erhalten die Ausgabefolge

y(1) =1, y(2) =1, y(3) =1, y(4) =0, y(5) = 1,..., y(11) =1,
¥(12) = Oye00y

wobei der Automat nacheinander die folgenden Zusténde annimmt:
z(1) =2z, 2(2) =z, 2(3) =24, z2(4) = z,, 2(5) =2
z(11) = z, 2(12) = 2 y00e »

.-.’

01'

Zechnische Realisierung der Addifion

Fir den technisch interessierten Leser wollen wir kurz auf Mig-
lichkeiten eingehen, die Addition von zwei positiven Zahlen a
und b ohne jedwede Berechnung durchzufiihren (in dem sehr ver-
stdndlich geschriebenen, interessanten Buch von F. J. Budden
nZahlensysteme und Rechenautomaten", Teubner 1972, findet der
Leser auch eine genaue Anleitung zur technischen Realisierung
des angegebenen bindren Addierautomaten).

Betrachten wir eine sehr einfache Methode der Addition:

In einen Glaszylinder A gieflen wir a cm3 Wasser, in einen Glas-
zylinder B werden b cm3 Wasser gegossen. Fiillen wir Zylinder A
in Zylinder B um, g0 konnen wir bei B auf einer Skala die Summe
a+b ablesen.

Ebenso einfach arbeitet folgende "Addiereinrichtung":

A1,A2,A3 seien Amperemeter . Wird bei A, der Wert 2,4 A gemes~—
sen und zeigt A, den Wert 1,9 A an, so konnen wir bei A3 den

Wert 2,4 A + 1,9 A = 4,3 A ablesen.

Etwas komplizierter kSmnen wir die Addition an der
Wheatstone'schen Briickenschaltung nachvollziehen.
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R, R, Aus dem Physikunterricht ist dem
Leser bekannt: FlieBt in dem als
"Null"-Instrument benutzten Gal-
vanometer kein Strom, dann stehen
R4 2 die vier Widerstédnde im Verhiltnis
R1 s R2 = R3 : R4.

I Sind z. B. R1, R2, R.3 bekannt,

|| go ist
R4- (Rz'RB) =R1
10 1Q ablesbar, wenn die Briicke im Gleich-

gewicht ist. Verdndern wir die
Briickenschaltung, wie nebenste-
hende Abbildung zeigt, so gilt
B Rs 1:1=(R +Ry) : Ry,

R, falls die Briicke im Gleichgewicht
| ist. Dies bedeutet aber
IF R3=R1+R.2.

Stellen wir also R1 auf a Q
ein, R2 auf b  , s0 ktnnen wir bei R3 die Summe a+b ablesen,
wenn R3 derart verdndert wird, daB die Briicke im Gleichgewicht
ist.

Ubungsaufgabe 2:

Wie kann mittels der Wheatstone'schen Briickenschaltung die Sub-
traktion, Multiplikation und Division realisiert werden?

Zur technischen Realisierung der dualen Addition betrachten wir
die nebenstehende Schaltung. Mit B 1,

1 wird der Fall bezeichnet, das  —(——o" > ~~o—
die Lampe brennt, mit O der Fall, 0 0
daB die Lampe nicht brennt. Die- Il

se Schaltung ist dann durch fol=- |
gende Tabelle zu charakterisieren:

Schalter A o o0 1 1
Schalter B o 1 0 1
Lampe | o 1 1 o

Dies entspricht der dualen Addition, wobei jedoch bei 1+1 = 0
der Ubertrag 1 zu beachten ist.
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Was wird in der Theorie abstrakter Automaten untersucht?

Einleitend zu diesem kleinen Artikel wurden bereits einige Be-
merkungen iiber die Aufgaben der Theorie der abstrakten Automa-
ten gemacht. DemgemdB sind die zuletzt angestellten Betrach-
tungen liber die technische Realisierung gewisser Rechenprozesse
kein Bestandteil der Theorie abstrakter Automaten, In dieser
Theorie werden ausschlieBSlich Fragen rein abstrakter Natur be-
handelt, wie etwa: Man gebe einen Algorithmus an, der zu einem
beliebigen vorgegebenen MEALY-Automaten Al einen MEALY-Automa-
ten O' konstruiert, so daB die Automaten Ol und OI' "dasselbe
leisten" und der Automat AI' eine minimale Anzahl von Zustdnden
hat. So sind z. B. unsere Betrachtungen iiber den bindren Addi-
tionsautomaten in die Theorie der abstrakten Automaten einzu-
ordnen, jedoch nicht Fragen seiner technischen Realisierung.

ﬁ'bungsaui‘ gabe 3:

Konstruleren Sie einen (abstrakten) Additionsautomaten fiir
Zahlen im Oktalsystem!

Der Zahl 60435 z. B. entspricht im Oktalsystem die Zahl
166023, also die Eingabefolge 32066100... , da

60435 = 380 4 2487 4 0482 4+ 683 4 6484 + 1485 4+ 086 4+ ...

Reinhard Kletie
Assistent im Bereich
Mathemalische Kybernelik

Preisaufgaben 2/75

(G 7) Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, wenn die
Hypotenuse ¢ und die Winkelhalbierende w, des rechten
Winkels gegeben sind!

(G 8) Konstruieren Sie einen (abstrakten) Additionsautomaten
@L fiir Zahlen im Oktalsystem (siehe obigen Artikel)!

(G 9) Man berechne den Ausdruck ~/71...77T - 22...22"
[1]] (n - natiirliche Zahl)! g %
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(G 10) Man 1l6se das Gleichungssystem

sin(x - %)-cos(y - %) =g
X +:y = 2 arc sin (a + %) .

11) Man weise die Divergenz der unendlichen Reihe ) (=1)Vw

v="1
nach!

~
{7p]
S’

HaltTu cTOpORy HamGonbmero U3 KBaXpaTOB, BHYTDEHHNE
TOYKM KOTODHX HAXOJATCA BHYTDHM NMpPaBMABHOI'0 MECTUYTOJb-
HMKA CO CTOPOHOY a.

CTOpOHA - Seite

NpaBUJIbHHA MECTHyTONBHUE — regelméBiges Sechseck

(]
-
n
~
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EinsendeschluB: |31. 3. 1975

René Descartes (31.3.1596-11.2.1650)
- Zum 325. Todestag des Gelehrien -

Die Bedeutung einzelner groBer Gelehrter fiir die Entwicklung
einer Wissenschaft einzuschétzen, fdllt nicht immer leicht. -
Aber es gibt in der Reihe bekannter Wissenschaftler immer wieder
solche Persdnlichkeiten, deren Wirken der Ausgangspunkt war fiir
eine Wende in der Entwicklung einer Wissenschaft.

Solch eine Perstnlichkeit war fiir die Mathematik René Descartes,
auch wenn - oder gerade deshalb, well seine mathematischen Ideen
uns heute vielfach selbstverstédndlich erscheinen.

René Descartes war ein Philosoph, der aus der Touraine stammte,
das Leben eines Edelmannes fiihrte, eine Zeitlang in der Armee
von Moritz von Oranien diente, viele Jahre in den Niederlanden
lebte und in Stockholm, wohin er von der Konigin von Schweden
eingeladen worden war, starb.

Als Rationalist suchte er gleich vielen anderen groBen Denkern
des 17. Jahrhunderts nach einem allgemeinen Denkverfahren, das
es ermoglichen sollte, Entdeckungen zu erleichtern und die
Wahrheit in den Wissenschaften zu erkennen. Uber die Mechanik,
die damals die einzige bekannte Naturwissenschaft mit einem
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einigermaflen zusammenhéngenden systematischen Aufbau war, kam er
zur Mathematik, die ihrerseits mit ihren iiberzeugenden Aussagen
selbst ein glénzendes Beispiel dafiir war, daB in der Wissenschaft
Wahrheit gefunden werden konnte. Descartes und seine Anhdnger -

die Cartesianer (Cartesius ist der latinisierte Name fiir Descartes)-
die an eine allgemeine auf Vernunft gegriindete Methode glaubten,
sahen ghnlich wie die Anhidnger Platons in der Mathematik die
Kénigin der Wissenschaften.

Dieser Zusammenhang des philosophischen Wirkens von Descartes mit
dem mathematischen kommt auch darin zum Ausdruck, dafB sein mathe-
matisches Hauptwerk "La G&ométrie"™ als Anhang zum "Discours de la
Méthode" (Abhandlung von der Methode) erschien, worin Descartes
sein rationalistisches Herangehen an das Studium der Natur er-
kldrte, Hier schrieb er:
"Wer auch immer meine Gedanken aufmerksam priifen wird, der wird
bemerken, dafl ich eine Wissenschaft im Auge habe, ganz verschie-
den von der Mathematik. Eher konnte die Mathematik ihre Hiille
gein ale ein Teil von ihr."
Descartes wird gemeinsam mit Fermat als der Begriinder der analy-
tischen Geometrie angesehen; und die Entstehung der Methoden der
analytischen Geometrie charaskterisiert zusammen mit der Heraus-
bildung der Methoden der Differential- und Integralrechnung den

Ubergang zur modernen Mathematik.

Die Geometrie der Antike, insbesondere Euklids, ist synthetiseche
Geometrie, Betrachtet werden hier die Inzidenz von Punkten und
Geraden, Anordnungsfragen und Kongruenzprobleme. Der Grundgedanke
der analytischen Geometrie besteht darin, daf geometrische Unter-
suchungen mit rechnerischen Methoden gefiihrt werden, d. h., hier
stehen der Zahl- und Koordinstenbegriff sowie das Arbeiten mit
algebraischen Operationen im Mittelpunkt.

Descartes konnte diesen Schritt von der griechischen Wertung der
Geometrie zur snalytischen Betrachtung gehen, da fiir ihn die
Arithmetik und die Algebra - die im 17. Jahrhundert hoch entwickelt
war - der Geometrie rein logisch vorangehen und ihr asuBerdem noch
sachlich libergeordnet sind. - Lassen wir Descartes selbst sprechen:

"Alle Probleme der Geometrie konnen leicht auf einen solchen Aus-
druck gebracht werden, daf ee nachher nur der Kenntnis gewisser
gerader Linien bedarf, um diese Probleme zu konstruieren. Und
gleichwie sich die gesamte Aprithmetik nur aus vier oder finf
Operationen zusammensetzt ... so hat man auch in der Geometrie,
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um die gesuchten Linien so umzuformen, daf sie auf bekanntes
fiihren, nichts anders zu tun, als andre Linien ihnen hinzuzufi-
gen oder von ihnen abzuziehen; oder aber, wenn eine solche gegeben
ist, die ich, um sie mit den Zahlen in nghere Beziehung zu brin-
gen, die Einheit nennen werde und die gewohnlich ganz nach Belie-
ben angenommen werden kann, und man noch zwei andre hat, eine
vierte Linie zu finden, die sich zu einer dieser beiden verhdlt
wie die andre zur Einheit, was dasselbe ist wie die Multiplikation;
oder eber eine vierte Linie zu finden, die sich zu einer der
beiden verhdlt wie die Einheit zur anderen, was dasselbe ist wie
die Division. Oder endlich eine oder zwei oder mehrere mittlere
Proportionalen zu finden zwischen der Einheit und irgendwelchen
andern Linien *), was dasselbe ist wie das Ausziehen der Quadrat-
oder Kubikwurzel usw. - Und ich werde mich nicht scheuen, diese
der Arithmetik entnommenen Ausdriicke in die Geometrie einzufiihren,
um mich dadurch versténdlicher zu machen ... Hierbei ist zu be=-
merken, daB ich unter a’ oder b? oder dergleichen nur einfache
Linien verstehe, und daB ich nur, um mich der in der Algebra ge-
brauchten Bezeichnungen zu bedienen, dieselben als Quadrate,
Kuben usw. benenne."

Wir haben absichtlich so umfangreich aus der "Geometrie" zitiert,
weil hier die algebraische GroBtat Descartes' - das wichtigste
Koordinierungsprinzip: das Prinzip der Zuordnung einer Lénge zu
jeder Zahl, egal wie diese Zahl entstanden ist - deutlich wird.
Jetzt erst war die Koordinatengeometrie mdglich. Eine algebra-
ische Gleichung wurde zu einer Beziehung zwischen Zahlen - ein
neuer Fortschritt der mathematischen Abstraktion, der fir die

allgemeine Behandlung algebraischer Kurven notwendig war.

{brigens stellt man fest, daB bei Descartes das Wort "Koordinaten"
noch nicht zu finden ist. Es war vielmehr eine erst von Leibniz
geprdgte Bezeichnung flr das, was Descartes "Fundamentallinien"
nennt. Auch das rechtwinklige nach ihm benannte Cartesische
Achsenkreuz gebraucht er im Prinzip nicht. Er arbeitet mit ver-
schiedenen verkappten schiefwinkligen Koordinaten. Dabei erfolgt
aber die Koordinierung bereits durchasus in unserem Sinne.

Descartes befaBte sich sehr eingehend mit dem Studium und der
Klagsifizierung algebraischer Kurven, Er stellte sich hierbei
stets auf den Standpunkt der dynamischen Erzeugung (man sagt auch
phoronomischen Erzeugung) der Kurven, d. h., die Kurven sollten
durch eine stetige Bewegung oder durch mehrere aufeinanderfolgende
golche Bewegungen erzeugbar sein. Ein schones Beispiel filir seine
Methode liefert die folgende Skizze:

*) X1 ,Xz249...,%n Sind mittlere Proportionale zwischen a und b
genau dann, wenn gilt a:!x = Xq 13X = X% ! X3 = ... = X, : b
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Es geht Descartes um die Bestimmung
der Gleichung der Kurve EC, die be-
schrieben wird durch den Schnittpunkt
des Lineals GL mit der Verléngerung
der Seite CNK des rechtwinkligen Drei-
ecks NKL, dessen Seite KL sich entlang
der gegebenen Geraden BA bewegt, wenn
das Lineal im Punkt G gedreht wird und
es dabel std&ndig durch den Punkt L
verlduft. Unter der Voraussetzung, dal
GA, die Senkrechte zu BA, gleich g,

KL = b, NL = ¢ seien, dab AB die x-
Achse und A den Koordinatenursprung
darstellen, bezeichnet Descartes die "unbestimmten und unbekann-
ten GroBen" CB mit y und BA mit x. Dann folgt aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke CBK und NIK einerseits und der Dreiecke CBL und GAL
andererseits schnell die Gleichung der Kurve ECG.

Yy = oy = % Xy + ay — ac . 3)

(Descartes schrieb noch yy statt y*, obwohl er sonst y fir yyy,
y* filr yyyy usw. schrieb.)

In Descartes' "GE€om€trie" findet sich auBerdem noch eine Theorie
der Gleichungen, wobei er sich schon vollkommen klar ist ibexr die
Tatsache, dal der Grad der Glesichung die Anzahl der Losungen be-
dingt. Am bekanmntesten diirfte hier die nach ihm benannte Zeichen-
regel zur Bestimmung der Anzaghl der Nullstellen eines Polynoms in
Abhdngigkeit von der Anzshl der Vorzeichenwechsel der Koeffizien-
ten sein (siehe z. B. Kleine Enzyklopddie Mathematik, S. 142). Im
Voriibergehen fiihrt er hier auch noch die Ausdriicke '"reell" und
"imagindr" ein. - Bei der Diskussion von Kurven finden wir ebenso
in vollster Allgemeinheit das Problem der Tangenten, Normalen,
Subtangenten und Subnormalen aufgerollt. Er mul erkannt heaben,
daB Tangenten und Normalen faktisch die Gesetzgeber der Kurven sind.

Descartes war sich seiner GroBe voll bewuBt. In seiner "GE€om&trie"
lesen wir:

"Und ich hoffe, daBl unsere Enkel mir nicht nur fiir die Dinge
Dank wissen werden, die ich hier auseinandergesetzt habe, son-
dern auch fir diejenigen, die ich absichtlich libergangen habe,
um ihnen das Vergniigen zu iiberlassen, sie zu erfinden." %)

Egberi Creutzburg
Forschungsstudent

M Zitiert in: Colerus, Von Pythagoras bis Hilbert, Rowohlt,
Reinbeck b, Hamburg 1969, S. 136

2} Zitiert ebenda, S. 129

3 pufgabe und Skizze aus JCTOpUA MaTemaTuru, u3x. "Hayka",
Mocksa 1970, S. 105

4) Zitiert in: Colerus, Von Pythagoras bis Hilbert, S. 135
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Unendliche Reihen ()

Die unendlichen Reihen besitzen sowohl fiir den inneren Aufbau

der Mathematik als auch fiir praktische Anwendungen groBe Bedeu-
tung. Auf der Theorie der unendlichen Reihen begriinden sich man-
nigfache numerische Methoden. Zum Beispiel wird die Zahl e, die

als 1lim (1 + %Jn definiert ist, wesentlich schneller und be=-
n-00

quemer durch die unendliche Reihe v?ﬁ{h ndherungsweise berech=
net. Gleiches gilt fir Logarithmen- und Winkelfunktionen. Noch
vor 200 Jahren war der Begriff der Summe einer unendlichen Reihe
in der mathematischen Theorie nicht gekldrt. So kann man die
Schluifolgerung

' - 1 = (1-1 1
TR P R PRI _{(1_1)+(1 L

0 — also besitzt

—t
——
i
.
.
.
(]

finden. Viie wir spdter sehen werden, divergiert diese Reihe,
besitzt also keine Swnme,

Zunichat miissen wir den Begriff der unendlichen Summe erkliren.
Zur verkiirzten Schreibweise einer endlichen Summe verwenden wir
den griechischen Buchstaben L.

“ . - - L]
véqa“ ist eine Abklirzung fiir 8q+8s+esetd o

Eine Summation iiber endlich viele Summanden ist im Korper der

reellen Zahlen induktiv definierbar.
[+ a]

Was bedeutet aber nun E1 ay ?
V=

Die Summation unendlich vieler Summanden ist rein algebraigch
nicht erklirbar bzw, fiihrt zu keinem Resultat. Das Symbol vg‘av

n
wird als Abkiirzung fur den Grenzwert!}%g “21 &y verwendet.
it dieser Deutung werden wir une im weiteren beschiéftigen. Da=-
zu gtellen wir zuerst einige Grundbegriffe der Theorie der un-
endlichen Zahlenfolgen zusammen. Diese findet man z. B. im Lehr=-
buch der 11. Klasse oder zum Teil im Fachartikel "Konvergente

Zahlenfolgen" (WURZEL 4/74).
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1» Zahlenfolgen

Definition 1

Eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl VvV eine reelle
Zahl a, zuordnet, nennt man eine Zahlenfolge.

Wir werden Zahlenfolgen in der Form {a‘,}f_., schreiben,

Definition 2

Die Zahlenfolge {av}:?:., heiBt konvergent, wenn es
eine reelle Zahl a mit der folgenden Eigenschaft gibt:
Zu jeder positiven reellen Zahl € gibt es eine natiir-
liche Zahl v , so daB

lay - a] < €
fur alle natiirlichen Zahlen v mit v > v, erfiillt ist.
Die Zahl a heiBt Grenzwert der Folge {av}fﬂ., .
(Schreibweise: 1im a, = a)

V=00

Satz

1
s seien {ay},_, , {by}s., zwei konvergente Zahlenfole-

gen, fir die gilt: lim a, = a, liolzl by = b. Ferner sgseien
V=00 V=

« und B zwei reelle Zahlen.,
Dann ist die Zahlenfolge {cy}5, ,
Cv =p¢ ®+8y + Beb, fiir alle v , wieder konvergent,
und es gilt fiir den Grenzwert:
lim (x-ay, + B*by) = aea + B+b .

V=00

S atz 2 ¢
00

Es seien {ay},_, und {b\,}f_, zweil konvergente Zahlen-
folgen mit I‘L‘inoln ay = a , lionol by = b . Dann ist auch
— V=
die durch dy =, a,+b, definierte Zahlenfolge {d,}>.,
konvergent, und es gilt:
lim (a,-+by) = a*b .
V=00
Satz 3 s
| Es seien {ay)s,,, und {b,)}".. zwei konvergente Zahlen-

v=1

folgen mit %}3 a, = a , \l’_.‘:_g by = b . Ferner sei b40,
Dann existiert eine natilirliche Zahl v*, so daB fiir v> v*
gilt: b, % 0.

Die durch e, =Df %: fir v> v*, e, =Df 1 fir 1sv sv*
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gilt: lim ey = ¢ .

V=00

I definierte Zahlenfolge {ey},_, ist konvergent, und es

Satz 4 s
o0

Die Zahlenfolge {a,},_, sei gegeben durch a, = ¥ fir
alle v. Ist |q| <1, so gilt lima, = O .

V=00

ition 3

Eine Zahlenfolge {a\.}f_1 heiBt beschrinkt, wenn es

eine reelle Zahl L gibt, so daB fiir alle v |a,| sL gilt.

QIllll:s

ition 4 -

o

n
IEine Zahlenfolge {av}v.1 heiBt monoton wachsend (fal-

lend), falls fiir alle v die Ungleichung &y < 8.1
(av .?_ a\..,_q) gilt.

5 ¢

Eine monoton wachsende (fallende) Zahlenfolge {&v}?=1
konvergiert genau dann, weunn sie beschrinkt ist.

Definition 5 1

{avy)ias heiBt Teilfolge von {ay}y., , falls {v.},_,
eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen
iS't (d.o hc falls \J1 < \,2 < U3 < .ll).

Sa‘taz 6
Es sei {ay}yan eine konvergente Zahlenfolge mit
lim ay = a. Dann ist auch jede Teilfolge {a\,u}:_1
V=00 -
eine konvergente Zahlenfolge,und es gilt &im avu = B
=+ CO
Beigpiel:
00 . d
{av}v=1 mit ay =Df v . o
Eine Teilfolge hiervon ist zum Beispiel lav hyo, mit vy = 2%,

/ie man sich iliberzeusen kann, sind die Bedingungen der Definition
erfullt.
Schreiben wir unsg die ersten Glieder beider Zahlenfolzen auf,

8o erhalten wir 1, %, %, %, %,... und %, %, %. }g, L
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2. Unendliche Reihen
e e e e
Definition 6 :

Gegeben sei eine Zahlenfolge {a\,}(:;1 i

8, = E ay hei3t die n-te Partialsumme der unendli-
ve1
o0
chen Reihe E, a, .
Ve

00
Die unendliche Reihe Eqav konverziert gegen die Zahl
V=

8, falls die Folge der Partialsummen {sn]dL=1 gegen s

konvergiert, d. h. lim 8, =8 gilt.
n=-00

Die Zahl s heiBt Summe der unendlichen Reihe (3chreib-

oo
weise: T a, = s ).
v=1

Hat die unendliche Reihe eine endliche Summe, so heiBt
sie konvergent, andernfalls (wenn die Summe gleich e
ist bzw. nicht existiert) nennt man die Reihe divergent.

Beispiele:

(:) Betrachten wir zuerst das in der Einleitung angegebene Bei-
spiel 1=-1+1=1+ osee & ©
Kurzer konnen wir fiir diese unendliche Reihe \"31(--'1)""'I
schreiben,
Berechnen wir jetzt die einzelnen Partialsummen, so kinnen wir
feststellen, daB 8o = 0 und 8oy = 1 fir beliebige netiirli-
che Zahlen k gilt,
{s2x)y., und {s2x-q)y_, sind beides Teilfolgen der Folge
der Partialsummen {s,)}n.q . Nach Satz 6 wiirde sich aus der
Konvergenz der Folge {s,)pet die Konvergenz der Teilfolgen
(s2x }icm1 {82k-1 }na1 ableiten lassen, wobei zusidtzlich noch

1im Sk = 8 = 1lim S2 k=1 (*)
k=00

k=00
gelten miiBte,
Wie wir aber festgestellt haben, ist 8o = 0 fiir alle k und
somit %}3 8y = 0 und S5k-q = 1 fir alle k und somit
%{g 85kaq = 1o Damit ist die Bedingung (+) verletzt, woraus
folgt, daB {an }:;1 nicht konvergent sein kann. ligch ungerer
Definition 6 ist dann aber die unendliche Reihe JE, (v

divergent und besitzt gomit keine Summe.
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@ Eine Folge {b,}5.. heiBt geometrische Folge, falls eine
reelle Zahl q existiert, so daB fir alle lolgenglieder
by, = q*by.q gilt.
Aus dieser Rekursionsformel kdnnen wir sofort die Beziehung
by = qVeb, ableiten.
Palls q § 1 ist, erhdlt man fir die n-te rartialsumme der
geometrischen Reihe “EO bo+q¥ den Ausdruck

- qn+1
8p = E bo q" = bo’lﬂl__gq_ .

v=0
Unter Verwendung der Satze 1, 3 und 4 und unter der zusdtzli-
chen Voraussetzung |q| <1 (wesentlich fiir die Anwendung von

Satz 4!) konnen wir den Grenzwert von {sn }°:,]=1 berechnen:

a 1 - gn+1 l_j.-g (1 = g°+1) 1
}}gsn—}}g(bo‘ﬂ'd—_q )=%§}g T =9 =b0‘7|__qs

d. h, fiir | q] < 1 konvergiert die geometrische Reihe

. . 1
und begitzt die Summe b0 T—:a- 5

U auch iiber unendliche Reihen der Gestalt

@ Yy R g 1 =3 1
v§1 (V) " v§1 57 (x feste reelle Zahl), vE‘I BT

Konvergeunz= bzw. Divergenzaussagen treffen zu kounen, werden
wir im 3. Abschnitt dieses Artikels einige wichtige Siitze iber
unendliche Reihen und im 4. Abschnitt drei Konvergenzkriterien
fir unendliche Reihen mit positiven Gliedern angeben und be-

weisen,
Hons-Gerd Leopold

Forschungsstudent
im Bereich Analysis

A e R I e e N e T e e,

Titelbild: René Descartes. Aus der Sammelbildserie
| "Berlihmte Mathematiker" des VEB Verlag Bild und
Heimat Reichenbach. Sammlung Karzger-Decker, Berlin.
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Losungen

Aufgabe F 52

Bs sei ABC ein beliebiges Dreieck mit AB = ¢, BC = a, CA = b,

I als littelpunkt des Inkreises, G als Schwerpunkt, A' als Ilitte
von BC.

Ferner gelte s = % (a+b+c), T
Dann gilt:

ATC=AB=5

IM = NI (r - Inkreisradius).
A

B M A c
Ferner erhdlt man unter Verwendung der Tatsache, daB die Tanzen=-
tenabschnitte von einem Punkt an einen Kreis gleichlang sind
(es gilt also BN = BN etc.), sofort die Beziehungen:

AN = s-a und B = s=b.

Wenden wir auf die Dreiecke BA'A und A'CA den Kosinussatz an, so
erhalten wir:2

AR 4+ %— =ct = asAAT+cosq BA'A (1)

2 —2 a2

b = AL - 5 = - asAAT-cos ¥ AA'C (2)
Es gilt:

JBA'A + XAA'C = T

und somnit
cCos<4BA'A = - cos<€AA'C .

Wir erhalten aus (1) und (2)

2

W2+%—-02=b2—me-%—
B o= Y2007 4 c®) - a® (+)

Weiter gilt: VAT = I% - (s-b)l = _I..tlgil.
und IAT = x-‘2+(l:'-§-(i)2 (+)
IAY = Vr2 + (s-a)° . (*)
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Die Seitenhalbierenden schneiden sgsich im Dreieck im Verhdltnis
2:1. Daraus folgen die Beziehungen

m=§m ; GF:%H’ i (+)
In den Dreiecken A'GI und GAI liefert der Kosinussatz:
TA'2 = IG° + A'G° - 2K7G-TG.cos <A'GI (3)
T2 = TG° + AG® - 2XG .TG.cos«IGA
= G2 + AG° + 2AG +TG-cos <A'GI (4)

(auf Grund gleicher Uberlegungen wie vorhin).

Wir multiplizieren (3) mit 4G und (4) mit A'G und addieren die
entstehenden Gleichungen.,

TL2.AG + TE°.57G - TG(AG + A'G) = AG-A'G(AG + AT®)

lach Voraussetzung der Aufgabe (Inkreis des Dreiecks geht durch
den Schwerpunkt) erhalten wir IG = r.
Damit und mit den Gleichungen ( * ) folgt:

r° = fﬂz"ﬁﬁ;'+ fﬁ72'i§§f'- AG * AG'

2 [r2+(s_a)2].%_ +[r2+(1_:2-3)2],%_ - % .} 71[ . [2(b2+02)_a2]

r2 = r2 + %-[2(a2+b2+c2) - 332]

332 = 2(ae+b2+02)

2

5(a2+b +cz) = 6(ab + bc + ac)
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