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Einfilhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (1)

4. Die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten den Begriff des
Ereignisses und den der Washrscheinlichkeit kennengelernt. Oft
ist nun die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A in
bezug auf bestimmte Ereignisse C1, csey Cn leicht zu ermitteln.
Wir fragen uns Jjetzt, ob man mit Hilfe dieser bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(A) berechnen kann bzw. welche Bedingungen
die Ci erfiillen miissen, damit dies mdglich ist.

Es seien A ein zufdlliges Ereignis und Cq, Gy Cn Ereignisse
mit den Eigenschaften
Ci n Cj =@ fir 1 # 3,
C,] U see u Cn = .S
und P(Ci) > 0, i = 1,..-, Ne

Dann gilt die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

P(a) = .E P(A / Gi) . P(Ci)'

i="1
Der Beweis flr diese Formel ergibt sich co:
n : n
Aus £ = U (A NnC,;,) erhdlt man P(4) = Z P(ANC,), und
=1 - i=1 Ll

nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist dies
gleichbedeutend mit - :
P(A) = T P(A /Cy) - P(Cy).
i=1

Wir bringen jetzt eine Anwendung der Formel fiir die totale
Wahrscheinlichkeit:

[ﬁéispiel: Von drei vor uns liegenden Gewehren wihlen wir auf
gut Glick ein Gewehr aus und schieBen mit diesem auf ein be-

stimmtes Ziel. Die Wahrscheinlichkeit, das Ziel mit dem i-ten
Gewehr zu treffen, bezeichnen wir mit p;, und es sei p, = 0,7,
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py = 0,9 und py = 0,95

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Ziel getroffen
wird? :

"Das Ziel wird getroffen."

Es sei A =
Ciz "Das i-te Gewehr wird ausgewdhlt."
Dann ist

Da bei der Auswahl der Gewehre keines bevorzugt wird, gilt

P(C,) = B(C,) = P(Cy) = %. |
Damit erhalten wir aus der Formel fiir die totale Wahrschein-

lichkeit '

P(4) = 0,7-“3 +0,9+ 340,95+ 3 = 0,85

Wie aus dem angefiihrten Beispiel zu entnehmen ist, bewdhrt
sich die Anwendung der Formel fiiz die totale Wahrscheinlich-
keit, wenn der zufillige Vorgang in mehreren Etappen hinter-
einander ablduft. Insbesondere haben sich bedingte Wahrschein-
lichkeiten bei der Untersuchung von zufdlligen Systemen in
ihrem zeitlichen Ablauf als vorteilhaft erwiesen.

5. Zufdllige Irrfahrt

Wir markieren auf der reellen Achse die Punkte O, ¥ 1, + 2,e04
und fiithren folgenden Versuch aus:

Auf den Punkt O stellen wir ein Teilchen und werfen eine Minze.
Liegt das Wappen oben, so setzen wir das Teilchen um einen Teil-
strich nach links, liegt die Zahl oben, so setzen wir es um
einen Teilstrich nach rechts. Nun werfen wir die Minze zum zwei-
ten Male, zum dritten Male usw. und setzen jedesmal das Teil-
chen entsprechend dem Resultat des Wurfes. Bewegt sich ein Teil-
chen auf den ganzen Zahlen in der oben beschriebenen Weise, so
sagt man, das Teilchen fiihrt eine zufidllige Irrfahrt auf den
ganzen Zahlen aus. '
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Man kann annehmen, daf die bteiden Mcglichkeiten eines Wurfes
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, und aus diesem Grund ist
bei jedem Wurf die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Teilcher
nach links bewegt wird, genauro groR wie die Vahrscheinlich-
keit, daB es nach rechts bewegt wird, nimlich gleich ;. Wir be-
trachten nun fir k € {¥1, 7, ...} die Ereignisse

Ap = "Das Teilchen erreicht irzendwann den Punkt k."

Weiter sei

Ay = "Das Teilchen kehrt irgendwznn zum Punkt C zurlick (d.h.,
es befindet sich zu einem anderen Zeitpunkt als dem
Beginn im Nullpunkt)."

Der folgende Satz gibt einen Einblick in den Mechanismus der
zufdlligen Irrfahrt:

S8t 2z
Fihrt ein Teilchen die oben beschriebene zufillige
Irrfahrt aus, so gilt fiir alle k¥ ¢ {0, ¥1, I7,...}
Puk)zﬂ.
Beweis:

Jir setzen zur Abkiirzung X, = P(Ak). Da alle Punkte vollkommen
gleichberechtigt sind, ist X, uberhaupt die wWahrscheinlichkeit
dafiir, daf ein Teilchen von (k-1) ausgehend irgendwann den
Punkt k erreicht. Genauso ist x_, die Vshrscheinlichkeit dafiir,
dal ein Teilchen von (k+71) ausgehend irgendwann k erreicht.
Wir nehmen an, daB das Teilchen vom Punkt O ausgeht, und be-
trachten die Ereignisse |

B

1 "Das Teilchen gelangt beim ersten Schritt zum Punkt 1."

B,
e

"Das Teilchen gelangt beim ersten Schritt zum Punkt -1."

Nach der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit gilt

P(Ao) = P(AO/B,]) * P(B,) + P(Ao /BE,) . P(B':_).
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Ist das Ereignis 31 eingetreten, so befindet sich das Teilchen
nach einem Schritt im Punkt 1. Damit unter dieser Bedingung
das Ereignis Ao eintritt, ist es notwendig, daB das Teilchen
von 1 aus irgendwann O erreicht. Die Wahrscheinlichkeit hier-
fiir isk x_,. Somit gilt
und analog erhdlt man
P(AOIBE) = Xqe
Ferner ist P(B,) = P(B,) = s.
Werden diese Werte in die obige Formel eingetragen, so erhalten
wir
1 1

Infolge der Symmetrie ist x_, = X43 also gilt

XO = x,].
Wir wenden Jjetzt die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit
auf das Ereignis A, an und erhalten

Gelangt das Teilchen in-:einem Schritt zum Punkt 1, so gelangt
es auch irgendwann zum Punkt 1. Also gilt B1 [~ A,1 und damit

P(44/34) =-%:jw = %’%—;‘% = T

Weiterhin ist P(A,/B,) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das
Teilchen von -1 aus irgendwann nach 1 gelangt. Wir berechnen
diese Wahrscheinlichkeit:

Es sei D = "Das Teilchen erreicht von -1 ausgehend irgendwann
1." T

F = "Das Teilchen erreicht von -1 ausgehend irgendwann
O."

Dann gilt offensichtlich F N D = D und somit
P(D) =P(FN D) = P(D/F) « P(F).
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Nun ist jedoch P(F) = X, und P(D/F) = X,+ Deshalb ergibt sich

2
P(A,/By) = P(D) = Xy .

Setzen wir diesen 'Wert in die Formel fiur die Wahrscheinlich-
keit von Aq ein, so erhidlt man
1 2 1

](,-':1 -2+x,| 02
oder

c

X5 —_Exq +1 =20

(]{,]—'])2 =O,

woraus x, = 1 und somit x, = 1 folgt. Wegen x_, = x; ist auch
:X_,-l = II.

ﬁir zeigen jetzt, daB sogar Xy = 1 flir alle k gilt. Dabei konnen
wir uns auf den Fall k > O beschrénken. Der Beweis erfolgt
durch vollstdndige Induktion: Fir k=1 ist unsere Behauptung

auf Grund des obigen Resultates x,=1 richtig. Wir nehmen an,

die Behauptung sei filir k=n bewiesen, und zeigen, daB sie dann
auch fir k=n+1 gilt,

Dazu betrachten wir das Ereignis

Apyq = "Das Teilchen erreicht irgendwann den Punkt (n+1)."

Offensichtlich ist

Angr = A 0 Apyqe
Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt des-
halb

P(h, 1) = PC4, /A ) * P(A).

Nun ist aber nach Induktionsvoraussetzung P(An) = X, = 1 Wir
hatten bereits festgestellt, daB die Wahrscheinlichkeit, von n
ausgehend irgendwann (n+1) zu erreichen, nicht von n abhingt

und den Wert x1=1 hat. Damit folgt
P(An+1) =1,

und die Behauptung P(Ak) = 1 ist fir alle k bewiesen. -

Dr.F. Liese
Oberassistent
im Bereich Wahrsdheinlidhkeits-
rechnung und Mathematische
Statistik



7 David Hilbert

Wir miissen wissen.
Wir werden wissen.

David Hilberi
23.1.1862-14.2.1943

"Wer von uns wiirde nicht gern den Schleier liiften, unter dem

die Zukunft verborgen liegt, um einen Blick zu werfen auf die
bevorstehenden Fortschritte unserer Wissenschaft und in die Ge-
heimnisse ihrer Entwicklung wdhrend der kiinftigen Jshrhunderte!
Welche besonderen Ziele werden es sein, denen die fiihrenden ma-
thematischen Geister der kommenden Geschlechter nachstreben?
Welche neuen Methoden und neuen Tatsachen werden die neuen Jahr-
hunderte entdecken -~ auf dem weiten und reichen Felde mathema-
tischen Denkens?" 1)

Mit diesen Satzen begann David Hilbert am 8. August 1900 seinen
berihmten Vortrag anldBlich des 2. Internationalen Mathematiker-
kongresses (Paris 6. - 12. 8. 1900). Weder vordem noch danach
gelang es einem einzelnen Mathematiker, in einer wissenschaft-
lichen Arbeit oder in einem Vortrag die Probleme der Mathema-
tik im Ganzen zu umfassen. In seinem Vortrag, der ein klassi-
sches Beispiel einer wissenschaftlichen Prognose darstellt,
formulierte Hilbert nach einem einleitenden Teil, in dem Fra-
gen der mathematischen Problemstellung, der mathematischen
Strenge und des Zusammenhangs der Mathematik mit anderen Natur-
wissenschaften behandelt wurden, 23 zur damaligen Zeit ungeldste
Probleme aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik.

Uber diese 23 Hilbertschen Probleme schreibt H. Weyl, ein lang-
jdhriger Kollege Hilberts in GO6ttingen, im wissenschaftlichen
Nachruf auf Hilbert "David Hilbert and His Mathematical Work":
"Ein Mathematiker, der eines von ihnen geldst hatte, riickte dar-

1) D. Hilbert: Mathematische Probleme, 1900. Zitiert nach [1] ,
S. 22
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um ein in die Ehrenklasse der Gemeinschaft der Mathematiker".z)

Mehr iiber diese 23 Probleme, die teilweise fiir die mathema-
tische Entwicklung des 20. Jahrhunderts richtungsweisend wurden,
findet man in dem sehr interessanten Buch "Die Hilbertschen
Probleme", in dem neben den Problemformulierungen auch die bis
1970 bekannten Ldsungen vorgestellt werden.

Wer aber war David Hilbert, ein Mathematiker, der mit 39
Jahren einen solch umfassenden Uberblick liber das Gesamtgebiude
der damaligen Mathematik besaB, ohne den dieser bedeutende Vor-
trag nicht moglich war?

David Hilbert wurde am 23. Januar 1862 in Wehlau bei Kdnigs-
berg geboren. Er besuchte in Konigsberg verschiedene Gymnasien,
legte 1880 das Abitur ab und begann an der heimatlichen Univer-
sitédt zu studieren. Er fand hier vorziigliche Lehrer und lernte
H. Minkowski kennen. Es entstand eine herzliche Freundschaft
mit dem bereits in jungen Jahren international bekannten Min-
kowski. Dieser hatte in Berlin studiert,und durch ihn lernte
Hilbert die in Berlin von E. E. Kummer, L. Kronecker und K.
Weierstral vertretene strenge Auffassung der Mathematik kennen.
Mit dem Problem der Notwendigkeit der Strenge in der mathemati-
schen Beweisflihrung beschiaftigte sich Hilbert intensiv, so

auch in seinem Vortrag 1900 in Paris, und setzte sie in seinen
Arbeiten durch. Jean Dieudonné schreibt hierzu in seinem Arti-
kel "David Hilbert": "Moglicherweise hat Hilbert die mathema-
tische Welt am tiefsten durch die Art seines Denkens beein-
fluBt, und zwar mehr noch als durch seine genialen Entdeckungen;
er hat die Mathematiker axiomatisch denken gelehrt, d. h. da-
nach zu streben, jede Theorie auf ihr strengstes logisches
Schema zu reduzieren..."5

2) H. Weyl: David Hilbert and His Mathematical Work, 1944.
Zitiert nach [1] , 8. 15
3) J. Dieudonné: David Hilbert, 1962. Zitiert nach [3]
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Nach der Promotion in K6nigsberg 1885 folgten Studienauf-
enthalte bel F. Klein in Leipzig und Ch. Hermite in Paris.
Im Jahre 1886 schon habilitierte sich Hilbert in Kodnigsberg
und wirkte hier bis 1892 als Privatdozent und bis 1895 als
ordentlicher Professor fiir Mathematik. 1895 erfolgte seine
Berufung an die Universitédt Gottingen. Trotz weiterer ehren-
voller Berufungen blieb Hilbert Gﬁttingen bis zu seinem Tode
treu. Um ihn sammelten sich hier viele bekannte Mathematiker
wie E. Landau, H. Weyl, R. Courant, O. Blumenthal, E. Noether
Ue8e _
Er wurde 1930 emeritiert, hielt aber erst 1934 mit 72 Jahren
seine letzten Vorlesungen.
In seiner Forschung wandte sich Hilbprt trotz seiner groBen
Universalitit nacheinander recht scharf getrennten Gebieten
zu. Diese waren

1885 -~ 1893 Invariantentheorie

1893 - 1898 Theorie der algebraischen ZahlenkOrper

1898 -~ 1902 Grundlagen der Geometrie

1902 - 1912 Integralgleichungen

1210 - 1922 Physik

1922 -~ 1930 Grundlagen der Mathematik im allgemeinen.u)
Auf all diesen Gebieten und nicht nur hier erreichte Hilbert
hervorragende Ergebnisse, die in einer Vielzahl von Verdffent-
lichungen und Monographien, die er allein oder als Mitautor
verfaBte, ihren Niederschlag fanden. In dem bereits zitierten
wlssenschaftlichen Nachruf auf Hilbert von H. Weyl heiBt es
unter anderem: "Kein Mathematiker von gleichem Format ist aus
unserer Generation hervorgegangen!"5

Ein anderer Mitarbeiter Hilberts schreibt im Vorwort einer
Hilbertbiographie 1969: "David Hilbert war einer der wirk-
~lich groBen Mathematiker seiner Zeit. Sein Werk und seine
begeisternde Wissenschaftlerpersonlichkeit haben die Entwick-

4) nach H. Weyl: David Hilbert and His Mathematical Work, 19u4#4.

In [2] , s. 245 £,
5) Ebenda, S. 245
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lung der mathematischen Wissenschaft bis zur Gegenwart stark
beeinflullt." "
Zeit seines Lebens trat Hilbert gegen Jjeglichen Agnostizismus
in der Wissenschaft auf. Er vertrat die These der Losbarkeit
jeder mathematischen Aufgabe im weitem Sinne des Wortes, d.h.
durch Angabe der Losung, einen Unmdglichkeitsbeweis oder den
Nachweis der Unentscheidbarkeit.

Am 14, Februar'1943 starb David Hilbert in Gottingen. Auf
dem Gedenkstein an seinem Grab sind seine eigenen Vorte zu

lesen:
Wir miissen wissen.
Wir werden wissen.
Hans-Gerd Leopold
Forschungsstudent
im Bereich Analysis
Literatur:

[1] Die Hilbertschen Probleme. Akademische Verlagsgesellschaft
Geest & Portig Leipzig 1971

[2] Constance Reid: Hilbert. Springer Verlag Berlin/Heidel-
berg 1970

[3] D. J. Struik: AbriB der Geschichte der Mathematik.
VER Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin 1972

Titelbild: David Hilbert. Aus der Sammelbildserie "Berihmte
Mathematiker"; Sammlung Karger-Decker, Berlin.

Preisaufgaben 1/76

(H 1) Fir welche Werte a besitzt das System
1 . X -y=a
2(cos 2x + cos 2y) =1 + &cose(x -y)

eine Losung ? Man gebe diese Ldsung an.

(H 2)

Man konstruliere ein Dreieck aus der Hohe hc auf c, der

(1) Seltenhalbierenden S, von ¢ und dem Umkreisradius r.
™
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(H 3)

Gegebén ist eine regelméBige Pyramide mit sechseckiger
Grundfliche. Die Winkel an der Pyramidenspitze zwischen
den einzelnen Seitenkanten sind gleich « . Entlang der
groBten Diagonalen der Grundfliche wird eine Schnitt-
ebene durch die Pyramide gelegt, deren Winkel zur Grund-
flache gleich B ist.

Man gebe das Verhéltnis des Flacheninhalts der Schnitt-

fldache mit der Pyramide zum Flicheninhalt der Grund-
fldche an.

Man 16se die Funktionalgleichung
f(x)f(x + y) = [f(y)-f(x - y)]2o2y b4
(siehe Wurzel 10/75 , 11/75)!

Gegeben seien 5 Kédsten mit roten und blauen Kugeln.

Dabei enthalten 2 Késten je 2 rote Kugeln und je 1 blaue
Kugel, 2 Késten je 3 rote Kugeln und je 2 blaue Rugeln
und 1 Kasten 8 blaue Kugeln. Man wdhlt auf gut Gliick
einen Kasten aus und entnimmt ihm eine Kugel. Wie gro8
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 diese Kugel rot ist?

JloKasaTe, YTO €CIM CyMMa
ajcos(aq+x) + acos(ap+X) + ... + 8,cos(a, +x)

mpu x = O M x = % # kn (k 1enoe) o6pamaeTcs B HYJB,
TO OH8 DPABHA HYJNKN NDM BCAKOM X.

(oCpamaTeca — sich verwandeln, BCAKUA — jeder beliebige)

Fur jed
entspre
jahres

e vollsténdige Losung erhalt der Einsender die bei der
chenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im

abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-

dern mi
reichte
Die Los
versehe

t weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
n Punkte fiir das nachste Schuljahr gutgeschrieben.

ungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
n mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -

unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben'" an uns zu senden.

EinsendeschluBl:

1. 3. 1976
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Die FDJ-Organisation der Sektion Mathematik der
Friedrich-Schiller-Universitiit kimpft um den Ehren-
namen nWilhelm Piedk«

Am 3. Januar 1976 begeht das Volk der Deutschen Demokratischen
Republik den 100. Geburtstag des unvergessenen Wilhelm Pieck.
Sein Name ist filir immer in die Geschichte eingegangen als der
eines hervorragenden Kimpfers gegen Imperialismus, Militaris-
mus und Faschismus, eines unermiidlichen Streiters fir die
Einheit der Arbeiterklasse, fiir Frieden, Demokratie und Sozia-
lismus. In Wilhelm Pieck verehren wir den groBen Patrioten,
der so entscheidendes fiir die Entwicklung unseres Vaterlandes
leistete, und den wahren Internationalisten, den treuen Freund
der Sowjetunion.

Wilhelm Pieck ehren,\heiBt in erster Linie ,sein Verméchtnis
erfiillen, in seinem Sinne an dem Platz, den man in unserer
Gesellschaft einnimmt, mit aller Kraft fiir die Stédrkung unse-
rer DDR, fiir die unverbriichliche Freundschaft mit der SowJjet-
union und den anderen sozialistischen Staaten, fiir den Vor-
marsch des gesellschaftlichen Fortschritts im WeltmaBstab ein-
treten.

Daher formulierte die FDJ-Delegiertenkonferenz der FDJ-Orga-
nisation der Sektion Mathematik am 5. 11. 75 in ihrer Ent-
schlieBung auch: "Ieben und Wirken Wilhelm Piecks ... sind uns
Ansporn und Verpflichtung zugleich, durch hohe Leistungen im
sozialistischen Wettbewerb unsere Republik allseitig zu starken”.

Die FDJ-Organisation beschlof konkrete Mafnahmen, um das
Niveau der sozialistischen Klassenerziehung durch die FDJ an
unserer Sektion entscheidend zu verbessern, indem sie sich
konkrete Schwerpunkte setzte filir die Herausbildung soziagli-
stischer Grundhaltungen, wie z. B. das Verstidndnis der fiih-
renden Rolle der Arbeiterklasse und ihrer Partei oder die Aus=-
prégung kommunistischer Moralnormen, die sozialistische Ar-

beitshaltung und die Gestaltung der sozialistischen Lebens-
weise.
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Als zentralen Bestandteil in der Erfiillung des Vermichtnisses
von Wilhelm Pieck erkannte die FDJ-Organisation, sich noch
konsequenter zu bemiihen um hohe Leistungen auf allen Gebieten
der fachlichen und géesellschaftlichen Arbeit und die Qualltat
der gesamten Arbeit entscheidend zu erhdhen.

Dazu setzte man sich Schwerpunkte, wie z. B.

- Erhéhung der Gualitét der massenpolitischen Arbeit, insbe-~
sondere hinsichtlich der Diskussion aktuell-politischer Pro-
bleme.

- Verbesserung der Ergebnisse des marxistisch-leninistischen
Grundlagenstudiums, wobei die Vorbereitung auf die Seminare
unter FDJ-Kontrolle gestellt wird.

- Die Erziehung hoherer fachlicher Leistungen, wobei die FDJ
sich auch verstidrkt solchen Fragen wie Liebe zum Fach, Stu-
dienmotivation und Berufsbild zuwenden muB.

Mit ihrem Kampfprogramm - aus dem wir einige Schwerpunkte an-
deuteten - nimmt die FDJ-Organisation unserer Sektion den

Kampf auf um den Titel "FDJ-Organisation Wilhelm Pieck" und be-
antwortet so den Aufruf des ZK der SED zum 100. Geburtstag von
Wilhelm Pieck.

GewiB ist es wichtig, groBen Revolution&ren wie Wilhelm
Pieck durch Verleihung ihrer Namen an hervorragende Kollektive
ein Denkmal zu setzen und das BewuBtsein an sie, an ihre Lei-
stungen und damit das BewuBtsein iiber die Entwicklung unserer
Gesellschaft' wach zu halten bzw. zu entwickeln, denn nur so
kann man das, was wir erreichten, richtig werten und die GroBe
der vor uns liegenden Aufgaben erkennen. Dennoch: Vorbilder
ehrt man, indem man ihnen nacheifert. - So kann die Namensver-
leihung "Wilhelm Pieck" an unsere FDJ-Organisation, wofiir wir
kédmpfen, erst dann ihrer vollen Bestimmung geniigen, wenn wir
sie so auffassen, sté@ndig im Geiste Wilhelm Piecks zu 1eben und
zu arbeiten. Das haben wir uns %sst vorgenommen.

Egbert Creutzburg
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Losungen

Aufgabe G 50

Wir geben einen Beweis fiir den Fall AB #' CD an. Liegt die
Strecke AB auf der Geraden 1 und CD auf der Geraden m, so be-
steht der gesuchte geometrische Ort aus den vier Seiten des
Parallelogramms PCRS, in dem 1 und m die Diagonalen sind und
in dem die Lage der Ecken P, Q durch die'Beziéhungen

hp + 0D =a° , by IB = a° (1)

bestimmt wird. (hP, hQ sind die Abstande der Punkte P, Q von
den Geraden m bzw. 1l.)

1

Beweis: Es geniigt, den Fall zu betrachteﬁ, bei dem A, C mit dem
Schnittpunkt der beiden Geraden m, 1 zusammenfallen, denn bei
fixiertem 1 und m wird der gesuchte geometrische Ort nur durch
a und die Lénge der Strecken AB, CD bestimmt, nicht aber von
der Lage der Strecken auf 1 bzw. m (der Fl&cheninhalt der Drei-
ecke ABM, CMD #ndert sich nicht, wenn AB auf 1 und CD auf m
verschoben werden).

Sei M ein Punkt des gesd@hten geometrischen Ortes, der im
Innern des Winkels 2¢ BAD liegt.
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Es gilt:

2

Enmup = [ Faams + Facup - Faamp| = |a - Eagmp| (@) -

Aus (2) folgt, daB der Abstand des Punktes M von der Geraden
BD nicht von seiner Lage auf P abhingt. Fiir P,Q gilt (1)
trivialerweise.

Ist andererseits M ein beliebiger Punkt auf PQ und 'sind
P, Q nach (1) bestimmt, so folgt aus

= T 2 F 2
AP _‘AAPD _ _a CQ _ _ACQB _ _a

BB Eupp Faapp ' GD  TacDB  TaABD
'K:P = % 9 d. h- m " E o

AB ©D

Deshalb gilt:

' 2
E FaaBp * Famup = Faamp = Fappp = 2 -

aMB * Facup = + F

ABPD

Folglich gehdrt der Punkt M zum gesuchten geometrischen Ort.
Die Ubrigen Seiten des Parallelogramms PQRS ergeben sich durch
die Vereinigung der anderen Eckpunkte der Strecken AB, {CD,

namlich: ®

GR durch: B = C, RS durch: B = C und SP durch: A = D .

Aufgabe G 53 | (nach Friedhelm Schieweck, Blumenberg)

Behauptung: Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4n-1.

Beweis: Wir nehmen an, es gébe nur endlich viele Primzahlen
der Form 4n-1, und Py sei die groBte von ihnen. AuBer p=2
konnen alle Primzahlen nur die Form 4n-1 oder 4n+1 haben. Alle
Primzahlen bis zu Py seien der GroBe nach geordnet:

P1=21 P2=31 P3=5: ceey Dy
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Dann gilt:

p, = 2 mod 4

P, = 1 mod 4 mit D,
oder p, = -1 mod &4 mit p,

4n+1

}v = 2,3,000 N 4
4n-1

also Pq.* Py eeetDy = 2 mod 4
oder p, * Dy ese* Py =-2 mod 4 .

Hieraus folgt Dq * Py eee*Pg + 1= -1 mod 4 (1) .

Die Zahl p = Pq * Pp eeerDy + T 1ist entweder selber Primzahl
(und da p = -1 mod 4 gilt, erhalten wir sofort den Wider-
spruch zur Annahme, daB Py die groBte Primzahl der Gestalt
4n-1 ist), oder p ist das Produkt von Primzahlen grdBer als
Py denn p ist durch keine der Primzahlen p&, Py s Dy teil-
bar. #

Ware ﬁ = J]; Py ein Produkt, das nur aus m Primzahlen der
Form 'f)'k = 4n+1 besteht, so ist aber p = (41 ¥=1 mod 4, was
ein Widerspruch zu (1) wire. Also ist p durch eine Primzahl
Pq > Py teilbar, die die Form 4n-1 hat. Das ist aber ein
Widerspruch zu unserer Annahme, daB Py die groBte Primzahl
der Form 4n-1 ist. D. h., es gibt unendlich viele Primzahlen

der Form 4n-1.

Ein Hauptanliegen der WURZEL ist es, Ihnen, liebe Leser, Gele-
genheit zur Vorbereitung auf ein Mathematik- oder ein natur-
wissenschaftliches Studium zu geben. Immer wieder stehen viele
Studenten gerade zu Beginn ihres Studiums vor groflen Schwierig-
keiten. Wir mSchten deshalb in einem der ndchsten Hefte bgson-
ders auf die Probleme eingehen, die erfahrungsgemdB beim Uber-
gang von der Schule zur Universit&@t auftreten, und auch Ein-
driicke und Erfahrungen einiger Studenten des 1. Studienjahres
von ihrem Studienbeginn weitergeben.

Sicher wird dies das Interesse vieler Schiiler und zukinftiger
Studenten finden. Wir bitten Sie, uns Thre Fragen und Meinungen
zu diesem Problemkreis bis zum 1. 3. 1976 mitzuteilen, damit
sie mit bérﬁcksichtggt werden konnen,

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg

Chefredakieur: Waltraud Werner

Redaktion: R. Jeske, H.-G. Leopold, E. Reuter .

Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitétshochhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45 '

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postdmter entgegen.
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Differentialgleichungen . 18

Gew&lhnlidlo Differentialgleichungen (I)

1. Problemstellung

Bevor wir die mit gewdhnlichen Differentialgleickungen verbun-
denen Aufgabenstellungen genau formulieren, ollen wir zwei
Beispiele betrachten.

Orthogonale Trejektorien

Fir jede positive Zahl c¢ wird durch die Gleichung

X“+ 7T = ¢ (1)

-

#ir verden uns davon liberzeugen, dal es colche Kurven sibt.

furven, die alle Kurven ciner pegevencn Kurvenzchar ~enkrecht

=chneiden, helien "orthogonale Trajektorien", Crthoponale Tra-
jektorien sind ‘n unserem Beispiel dis /echszen = = & und v = J.
Zur Festimpung. weiterer orthoronsler Trajektorien erinnern wir

ung daran, éa8 sich zwel Kurven » = {(x) und @ = o(x) penau

dann in Punkt xo,:_) gepkrecht =chreiden, —orn

O

i =~ ~ - - 1 anilElERE Y - .
(20 = 6lxy) =3, und g'(x,) = ik S |

r;ilt. Durch Differentiation der Glaichuny (%) «rkili man

cn % Hewt =-0
und damit ?
v
= -, )
> = Tt e - - 2 e - : oo L 5 By S . - = - T
dehe im Funkt (x,%) iat der ‘nstieg ¢or entiprechenden Mllipas
- = wr X o b ; Y CIER) B e . P = oo, = Ty e =
= () gleich — =— + Dor inntiep dor [o-uchten Xurve v = o(x)
- B

mUflte == =sin. Fiir dié gecuchte Funkition 7 = £(x) pilt =l=zo
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(Im Unterschied zu (2) miiBte man ausfihrlicher

g'(x) = S8 (4)
schreiben.)
Gleichung (3) iet eine Differentialgleichung. .J/ir werden sviter
sehen, wie man cie 18st, d.h. »ie man sintliche differenzier-
baren Funktionen v = g(x) bestimmt, die fiir alle x der Gleichung
(4) genligen. Ferner werden wir schen, @a3 die L8sung durch eine
zundtzliche ‘nfangsbedingung

£(x,) = ¥,

(xo und v fest vorgegeben) eindeutipg beotimmt ist.

6]

Lizthematizches Pend

Ein Pendel der Mas-e m und der Linge 1 «<ci zum Zeitpunkt
to un den winkel ©_ ~us der Ruhelage auspelenkt. Die liar-o
denken wir uns punktfirmip am Pendelerde konzentriazrt.

MR =xh das Pendel - ieh molbhat
ulie?1A8t, “ird 2+ ~leh zinfehat

‘nfolpe der .chmwgruraft in Rich-
tung Ruhelage bevepren. Vie groR
iet die Auslenkung ¢4 in einem
teliebigen spiteren Zeitpunkt 1,7
Die ir NMa-=rengunkt angrellentie
ehvorireft P = fie vrird In Jie
Honmponenten I, und F. zerlect
(ibb. 1). Die in Tanéentenrich-

tung virkende Kraft ua2rechnet

zich ~us peometri-chen Griinden
curch
P, = - Psing = - mgsing

und ruft nsch dem Prinzip

greft = llnr e » Beschleunigung
eine Tangentialbeschleunigung
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(s(t) ist die Bogenlénge des Weges, den der Massenpunkt be-
schreibt) hervor. Die Koordinate s(t) hingt mit dem Winkel
p(t) (BogenmaB) durch

s(t) = 1p(t)

und damit auch

8(t) = 1§(%)
zusammen. Eingesetzt ergibt sich

o(t) = - § sin o(t) . (5)
Das ist wieder eine Differentialgleichung, die man jedoch mit
elementaren Methoden nicht 1dsen kann. Wenn man nur kleine
Auslenkungen zul&Bt, kann man aber den Sinus des Winkels durch
den Winkel selbst ersetzen, ohne einen gréBeren Fehler zu
machen. Es entsteht die Differentialgleichung

6(t) = - § o(t). (6)

£in wesentlicher Unterschied gegeniiber der Differentialglei-~
-chung unseres worigen Beispiels besteht darin, daB man hier
. zur -eindeutigen L&sbarkeit neben der Bedingung ¢(to) =
auch noch die Jinkelgeschwindigkeit im Anfangszeitpunkt

o

é(to) = W, vorgeben muB. Physikalisch ist das plausibel,
denn ein zusdtzlicher S5toB beim Loslassen des ausgedenkten Pen-
dels beeinfluBt natiirlich den Bewegungsablauf.

Unsere Differentialgleichung zur Bestimmung der orthogonalen
Trajektorien hatte die Struktur

P )
y' = a S (7)
Differentialgleichungen sind z. B. auch
¥' = ay + bx (8)
y' = sin y ' (9)
y' = x° (10)

. (171)
cos = (12)

L
]
W)
=
Mo
O
(0]
“d

d
]
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Differentialgleichungen

De finition:

Eine gewﬁhnliphe Differentialgleichung erster Ordnung
ist eine Gleichung der Form

' = F(x,y) ,
wobei F eine stetige Funktion von zwei Variablen
ist. Eine Losung der Differentialgleichung ist eine
differenzierbare Funktion y = f(x) mit

£1(x) = F(x,f(x)) (13)
flir alle x.
Bemerkung:
1. Es kann vorkommen, daR die Funktion F von zwei Variablen

2e

nicht in der gesamten Ebene definiert ist

( (7): x =0, (11): y= G, (12): vy = 0).

Dann ist die Bedingung (13) natiirlich nur fiir Zahlen x sinn-
voll, fiir die der Punkt (x,f(x)) im Definitionsbereich von
F liegt.

Wir sprechen hier von gewdhnlichen Differentialgleichungen
im Gegensatz zu partiellen, bei denen Funktionen f von _
mehreren Variablen gesucht sind und durch die Differential-
gleichung eine Verkniipfung von Variablen und partiellen
Ableitungen gegeben ist.

Eine gewOhnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung ist eine Gleichung der Form
v'' o= F(x,y,v") ,
wobei F eine stetige Funktion von drei Variablen
ist. Eine Losung der Differentialgleichung ist
eine zweimal differenzierbare Funktion y = f(x) mit
£rYo(x) = F(x,f(x), £'(x))
fir alle x.
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Das Anfangswertproblem einer

Differentialgleichung erster

Ordnung besteht im Aufsuchen
Anfangsbedingung

f(xo)
mit fest vorgegebenen Zahlen

Das Anfangswertproblem einer

einer Ldsung, die die zus#tzliche

=.‘?0

X, und y, erfiillt.

Differentialgleichung zweiter

Ordnung besteht im Aufsuchen
Anfangsbedingungen

f(xo) =y, und
mit fest vorgegebenen Zshlen

\

einer LOsung, die die zusdtzlichen

erfillt.

und z

2. Die Methode der Trennunﬁ der Variablen

Wir wollen nun versuchen, fiir einige einfache Typen von Diffe-
rentialgleichungen Losungen zu finden. Dazu betrachten wir fol-

gendes Beispiel:

S
V' s ———

y+ 0. (14)

Das ist eine Differehtialgleichung erster Ordnung. Wenn wir

eine solche Losungsfunktion y
Punkt (x,,v,) = (3,4) geht (d. h. fiir x_ =

£(x,) =

= f(x) suchen, die durch den

o 3 soll

Ve = 4 seidL'dann liegt ein Anfangswertproblem vor.

#ir formen die Gleichung (14) zuniichst so um, daB auf der

einen Seite nur x, auf der anderen Seite nur vy und y' vor-

kommen. Dabei erhalten wir
¥y = 1 - 2x.
Eine LOsung y =

(15)

f(x) muB neben (14) such (15) und alle folgen-

‘den Umformungen befriedigen. Um die Ableitung von y zu kom-

pensieren, bilden wir {iber beide Seiten das bestimmte Integral

von X, = 3 bis zur variablen

X

¥ 32y'dx = f (1 - 2x) ax
3 3

oberen Grenze x:

(16)

Die rechte Seite ist leicht. zu berechnen, es ergibt sich

[x-—x%§'=x -~ X

o

2

-3+9=6+X-X.

Links mlissen wir erst y substituieren und erhalten wegen
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dy = y'dx (dabei auch die Grenzen beachten,x = 3 hat y = 4
zur Folge!)

X "
} 32 dy = § (1 - 2x)ax = 6 + x - x° ,
4 3
3 =f52 4 3x - 3x° .

Natirlich muB nun noch die Probe gemacht werden. Fir x = 3
ist tatsdchlich die Anfangsbedingung erfillt:

v =3J82 4+ 3.3 = 3.3 =3f82 + 9 -2 =a.
Nun zu quichung (1). Einerseits gilt

- } (3-6y) - 1-2x

;2/k82+3x—3x2)2' -ZJ(82+31—312)2'

andererseits ist

1 - 2% -2X

1
2, = >
R 2/ 2+5x-5x§)

und somit das gestellte Anfangswertproblem richtig geldst.

Ubungsaufgabe 1: Man 18se die Differentialgleichung

'-Y'='_'}1(’ ,}I;{O
mit den Anfangswerten (x

) = (2,3) !
Ubungsaufgabe 2: Man 1ldse die Differentialgleichung

0o

v' = 2v cos X
mit den Anfanguwrerten (xo,xo) = (E, Te) !

Ubungsaufgabe 3: Man 18se die Differentialgleichung

¥' = 6 + 3x cY - XYy

mit den Anfangswerten (xo’yo) - (2'3_2_8—8) !

Ubungsaufgebe 4: Man 16se die Differentialgleichung
2X3y' = 1 4 yz
| mit den Anfangswerten (zo,yo) = (=£,1) 1

Mit der beschriebenen Methode, die man Trennung der Variablen
nennt, konnen such die im Abschnitt 1 angefiihrten Beispiele (7),
(¢), (10) und (11) behandelt werden.

Dr. Oloff, Dr. Schwarz
Bereich Analysis
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Preisaufgaben 2[76

(H 7) Es sind die beiden Geraden g, und g, vorgegeben. Auf

g, liegt das Punktetripel A,, A5,Z, (das Punktepaar
A A, ist in der Reihenfolge der Indizes gerichtet).
Auf gy liegt das Punktetripel B,,B-,Z, (das Punkte-
paar B,B, ist ebenfalls gerichtet).
Unter Anwendung der Definition: "Ein orientiertes Paral-
lelgeradenpaar ist ein B a n d ." sollen zwel Bénder

- eines durch A4A,, das andere durch B,]B2 - gefunden wer-
den, so daB der Schnitt der beiden Bé&nder, XY, auf der
Geraden durch Z und Zb liegt.

Man driicke cos o und sin B durch A und B aus, falls gilt

sirrx= A =in B und tana = B tanB .

Man veweise: Falls fiir eine geometrische Folge 84985,

eevy8pye0. und fiir eine arithmetische Folge b,,b,,
eeeasbgeee die Ungleichungen

a

2
erfiillt sind, 5o existiert eine Zahl ® , so daB
loga &, - bh.nicht von n abhingt.

(H 10) Gegeben sind n gleichfdrmige zylindrische Gefile.
Das erste ist bis zum Rand mit reinem /Alkohol gefiillt,
die lUbrigen (n-1) Gefidlte bis zur Hdlfte mit einem

Gemisch aus Wasser und Alkohol. Dabei ist die Alkohol-
konzentration in jedem GefiR um % mal geringer als in
dem vorhergehenden. Mit dem Inhalt des ersten GefédRes
wird Jjetzt das zweite GefiB bis zum Rand aufgefiillt,
danach mit dem Inhalt des zweiten Gef#Btes das dritte
GefaR bis zum Rand usw.

Man gebe die im n-ten GefiR entstandene Alkoholkonzen-
tration an!

o el

(H 11) Man 18se die Ubungsaufgabe 1 (Seite 23)!

L~
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H 12) HafiTu 0GBEM TPEeyronbHON NMUpAMMAH, €CHM MIOmazu €€ rpaneit
PaBHH Sg, Sq, S;, Ss 8 AByIPaHHHE YIJH, NpUIexamue K
I'PaHM C MIOMAZEH Sp , PABHH MEXZy COGOif.

I'DaHp - Rand, Grenze, Fléche .
ABYI'PAHHHE JTNH — 2zwelkantige Winkel (Winkel zwischen
zwel Begrenzungsfléchen)

EinsendeschluB: | 31. 3. 1976

Auch in diesem Jahr méchten wir die besten Einsender des ver-
gangenen Schuljahres vorstellen (Preisaufgaben F 43 bis G 48).
Die angegebenen Klassenstufen beziehen sich auf das Schuljahr
1974/75. Insgesamt erhielten wir von 75 Schiilern und Mitglie-
dern unseres NVA-Zirkels Ldsungen zugesandt. Der allgemeine
Punktdurchschnitt liegt bei 17,64 Punkten.

Norbert Schieweck Blumenberg 11. Klasse 87 Punkte
Friedhelm Schieweck Blumenberg 11. Klasse 84 Punkte
Hans-Georg Martin Jena 11. Klasse 69 Punkte
Dittmar Kurtz Friedrichsrode 9. Klasse 54 Punkte
Meinhard Mende (NVA) 51 Punkte
Reiner Lindemann Cottbus 11. Klasse 45 Punkte
Gunter Gerbeth Greiz 10. Klasse 43 Punkte
Roger Labahn Anklam 11. Klasse 42 Punkte
Michael Schaper Magdeburg 11. Klasse 39 Punkte
Norman Bitterlich Karl-Marx-Stadt 12. Klasse 39 Punkte
Lutz G&rtner Wismar 10. Klasse 38 Punkte
Eiglert Riewald (NVA) 38 Punkte
Marcus Kasner Templin 11. Klasse 37 Punkte
Roland Bemowski Anklam 11. Klasse 35 Punkte
Bernhard Liitzke (NVA) 32 Punkte

O =00 =-0=-0-0=-0-0=-0=-0-O0-0=-0-0-0-0-=-0

Es gibt die erstaunliche Mdglichkeit, daB

man einen Gegenstand mathematisch beherrschen
kann, ohne den Witz der Sache wirklich erfafit

zu haben. Albert Einstein
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Der Horner-Algorithmus

Wir wollen den Wert des Polynoms

Pn(x) = anxn + a.n_ﬂ:tn_’1 +oeee +a4X + 8,

fir x = X, mit méglichst wenig Rechenaufwand ermitteln.

Pn(x) 1léBt sich darstellen in der Form

Pn(x) = (x - xo)Qn—'T(x) +R,
wobei R = Pn(xo) gilt. Wir bestimmen R als Rest, den die Divi-
sion von Pn(x) durch (x—xo) 1éB8t. Das sei hier an einem Polynom
4, Ordnung ausgefiihrt:

(Bux* + 83X + @, x® + 81X + 89 ): (XX )= a/ x> +adx® +af x+af + xftxo
-( 8, X -Xo 8 X3 ) |
aix® + 8, %

-(aix3-x5a{x® )

alx® + aqX
-(ad % =¥ 8d X)
a‘x + gy
-(a{x-xXoad )
ad = R
aj,...98{,8] ergeben sich aus
a] = &y
aj = a3 - Xay
al = 8 - Xpa3
af = a4 - Xa/
aj = 8 - Xpaf =R .

Man bendtigt offensichtli¢h fiir den gesamten Divisionsvorgang
nicht mehr als die Bestimmung dieser 5 Koeffizienten a/,...,8].
Die Berechnung der a 1&8t sich sehr einfach in dem folgenden
Schema ausfiihren,welches nach dem englischen Mathematiker
William George HORNERI(ﬂ786 - 1837)benannt ist:
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8, a3 8 81 &9

x= x = 8, Xgaj 8 Xgaf
= ,jﬁ > ;:P =
| ad” a7 & et “|ag =R

Diese ﬁberlegungen sind leicht auf Polynome beliebiger Ordnung
zu ibertragen. Man schreibt die Koeffizienten a; des Polynoms
in absteigender Folge der x-Potenzen hintereinander (fehlende
Potenzen durch Koeffizienten Null beriicksichtigen!), multi-
pliziert jewells af,, mit x,, trédgt diesen Wert unter a; ein,
addiert a; und erhélt a.

|Beispiel:

Es ist zu untersuchen, ob x, = 2 Nullstelle des Polynoms
Ps(x) = 3%x5 - 2x* + x¥® - 7x - 4 ist. Nach dem Hornerschema
ergibt sich:

3 2 0 1 =7 -4
x=2|- 6 8 16 34 ©54

|32 4 8 17 27 50 = R = Pg(2)

Xg = 2 ist somit keine Nullstelle.

Wie Sie leicht selbst mit Hilfe des Hornerschemas nachpriifen
konnen, ist auch xp = =1 keine Nullstelle von Ps, denn Ps(-1)= -1
Nach dem Zwischenwertsatz muB zwischen -1 und +2 (mindestens)
eine reelle Nullstelle liegen, denn Ps wechselt in dem Intervall
[-1,2] das Vorzeichen.

Durch Berechnung der Funktionswerte eines Polynoms an ausgewahl-
ten Stellen kdnnen wir uns einen Uberblick iiber Verlauf der
Funktionskurve und Lage der Nullstellen verschaffen, und mit
Hilfe des Hornerschemas gestaltet sich dieses Aufstellen einer
Wertetabelle mit minimalem Rechenaufwand. Doch die Anwendung des
Horner-Algorithmus beschrénkt sich nicht auf ein "Durchtesten"
nach vorhandenen Nullstellen des Polynoms, sondern mit seiner
Hilfe 1&Bt sich die iterative Bestimmung der Nullstellen nach
dem Newton-Verfahren (vgl. WURZEL 4/75) wesentlich vereinfachen
und gestattet eine automatische Durchfiihrung der Rechnung.

Gregor Weske

(Wird fortgesetzt) Assistent im
Forschungsbereich ,Stochasfik”
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Losungen
Aufgabe G 54 (nach Klaus Altmann, Berlin)
Wenn fiir eine ganze Zahl n die Periode der Funktion y = sln oX
sin £x
n

m ist, so gllt fiir alle x aus dem Definitionsbereich:
E&E.%LE:}Tr _ sin E; . Fir x = x_ = n_E ergibt sich:
sin n(x+31t) sin <x

n

gin (nx+dmn) _ sin nX _ i) py. Daraus folgt

sin (5% ) gin Sk

>+ = e .
sin (nx+37n) _ _. 1 m
sin nx e (_I%T["'E)'

is gilt fir o € R: sin(a+ n) = sin(x-m) = -sin (- ®) =

1]

-sin o -
Also ist sin(1§1: + E) = ¥ 1, und daraus folgt:

ZrsfeEn+d , KeiZ.
Da K € Z ist, ergibtsichlgez fiirn € Z .

Daher kommen fir n nur die Zahlen -15, -5, -3, -1, 1, 3, 5, 15
in Frage.
Die Probe zeigt, daB fiir alle @ Fdlle und fiir alle x die

Gleichung SiZ g(x+3“) = S0 DX o111t ist, denn es gilt
sin ﬁ(x+31t) sin 2x

sin(nx+3ntn) = sin(nx+mn ) und

s:l.n(%x + 1% m) 3

sin n(x+3 7 )

c
sin 2(x+37 )
da 1% ungerade ist, folgt
) 15ny - o
gin(zx + —g ) = = 8in gx

Somit gilt y(x) = y(x+3m ) in allen 2 Fillen. Also sind die
werte ¥1; E 3; i5; 15 die einzigen LOsungen.

Aufgabe G 59 (nach Friedhelm Schieweck, Blumenherg, 1Z.
Klasse)

Ein Dreieck ist aus den positiven SeitenliZngen Xq19XpyX4 genau
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dann konstruierbar, wenn gilt
(x1+x2+x3)(xq+x2~x3)(x1+x3-x2)(x2+x3-x1) > 0 (*)
Beweis: Wenn das_Dreieck BUS Xq9X5yXq konstruierbar ist, so
folgt unmittelbar aus den Dreiecksungleichungen durch Multi-
plikation die Gleichung (*) (wegen X; >0 gilt offensicht-
lich auch X +XotX 5 > 0).
Es sei nun o0.B.d.A. x, die groBte der drei positiven Zahlen
X19¥p9X g0 Dann gelten sicherlich die beiden Dreiecksunglei-
chungen x,+X,-%X3 > O und x1+x3-xé>._0‘ﬁnd trivialerweise auch
X 4Xo4X 5 > 0, also nach Multipiikation'(x1+x2fx3)(xq+x2~x3)
(xq+x3-x2) > 0. Gilt aber (‘),.sp mu 3 darau?hin,notwendig auch
Xo+X =X, > O erfiillt sein. Eg gelten damit zlle drel Dreiecks-
ungleichungen.

Nach dem Vietaschen ilurzelsatz erhalten wir aus der Gleichung
x3+px‘+qx+r=8

P ~(xq+x2+33) »
C = XgXp + KgXq + XX,

—Xq X%
Wir formen die linke Seite der Ungleichung (*) um. "
-xﬁ - xg - xg +2x§x§ +2x§x§ +2x§x§ >0

<

Unter Verwendung vonpa-ém = x§+xg+x3

LN

r

& 2.2 .22 2
¢ ~Zrp= x4x5+x1x§+xgx§

ergibt sich die Bedingung
~(p=2q)? 4 4(q°-2rp) > 0
4(g°-2rp) > (p°-2¢)°
Diese Bedingung ist notwendig und sinreichend dafiir, daB aus
den gegebenen Xq92X>9Xz ein Dreieck konstruiert werden kann.

Bemerkung: Da x1,x2,x3 sémtlich positiv sind,-gilt ~P=X4+X~+X
und damit p<0 '. Hiermit 1%Rt cich die angegebene Bedingung
noch vereinfachen

3

D° - 4pg + 8r> O . | ]

3)-
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Aufgabe G 52 [ (nach Norbert Schieweck, Blumenberg)

Fir ein Polynom P(x), das fiir alle x der Gleichung
x P(x-1) = (x-23) P(x) {*)

genligt, gilt:
(1) Aus P(x)
(2) Aus P(x)

Fir x = O folgt aus (*) 0s» P(-1) = -23» P(0) und damit
P(0) = 0. Wenden wir nun die Aussage (1) 22 mal hintereinander

o folgt fiir x # 22 stets P(x+1) = O.

o folgt fiir x # o stets P(x-1) = 0.

an, so erhalten wir
P(O) = P(1) = «aa = P(22) =0 (3)_

Wir zeigen nun, daB es filir alle Polynome mit endlichem Grad
(aufier fiir P(x) = 0), die (*) erfiillen, nur die Nullstellen
Xy = O, 1y, 2, eee, 22 geben kann.

Dezu nehmen wir an, x, ¢ {0, 1, ... , 22} sei eine Null-
stelle von P(x), d. h. P(xo) = O Ist X, keine ganze Zahl, so
gilt stets x  + k # 22 (k nat. Zahl), so daB wir (1) unendlich
oft anwenden konnen, d. h., das Polynom hitte unendlich viele
Nullstellen und damit keinen endlichen Grad. Fir X, sanze Zahl
gilt offenbar X, < O oder X, > 22. Fir X, = 22 ist stets

X, o+ K # 2z (k nate Zahl), so daB wir durch (1) wiederum un-
endlich viele Nullstellen erhalten. Im Fall Xy < O ist stets
x, -k # o (k nat. Zahl), so daB wir durch (2) ebenfalls unend-
lich wviele Nullstellen erhalten.

Damit ist gezeigt, daf alle Polynome, die (*) erfiillen, genau
die Nullstellen Xy = Oy 1y eeey 22 besitzen (auBer P(x) = 0).
Mir P(x) ergibt sich also zunichst die Form:

-

- 9
P(x) = ¢o» o (x=k) ¢ bel. reell
k=l a, nat. Zahl, a, # 0

=

Wir werden jetzt die Verte der I bestimmen.
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Nach (*) gilt

' 22 ay 22 ay
Xecell (x-1-k) = (x-23)«c 1 (x=k)
23 _ 23 a
ce I (X-k)ak 1 = GC- (x=k) k wobei a ,=a8.-="1
k=0 k=0 =123

gesetzt wird.

Fir c=0 ergibt sich das Polynom P(x) = O, welches offensicht-
lich (*) erfiillt. Fir ¢ # O und x¢ {0, 1, ... , 23} erhalten
wir die Gleichung

23 a,-a

0 (e=k) = B g, (4)

k=0

Annahme 1: Es gibt ein k. € {0, 1, «es o 23} mit a, - a < O.
R e e i X fo) k k -1
e ° 0
o

8
Dann gilt: lim (x—ko) 0

=S o0
x—-ko ,
und wegen
a,- a a,- a
lim (x-k) £ 5T ook F T 40
X—tko

fiir k €{0y.00423} \ {k}
erhalten wir'dann

"k k-1 _

3
lim 0 (x=k) = cvoo £ 1,

x—+k0 k=0

ginen Widerspruch zu Gleichung (4).

Somit muB also stets a, - a,_,20 k €{0,1y.44423} gelten.

Annahme 2: Es gibt ein k_€{0y1y.+4423} mit a, - a s 0
el o k. k=1

. &, - a
Dann gilt: lim (x-k,) fo %=1 -0,

x—+k0
und wegen
. a, —-a a, =-a
lim (x-k) £ ¥ 2 (-0 F T - f'coo
x—rko
fiir k €{0y.04423} \ {x,}
erhalten wir dann
23 a, - a
lim 1T (x=k) £ k=1 .o £,

X—*ko k=0

einen liderspruch zu Gleichung (4).
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Insgesamt erhalten wir damit a, - 8e_q = O «

Es sei kE{O,ﬂ,...,EE}. Auf Grund von a_q = 1 ergibt sich
84 = 8, = 8; = ees = a22 = 833 = 1« Es muB also fiir ein
Polynom, das (*) erfiillt, notwendigerweise gelten

22

P(x) =.ce 1 (x=k) .

Andererseits erfiillen diese Polynome auch die Gleichung (*) .

Damit sind alle Polynome, die dieser Gleichung geniigen, ge-
funden.

Bemerkung: In den meisten Einsendungen zu dieser Aufgabe wurden

nur die Nullstellen des Polynoms bestimmt und hieraus auf
die Darstellung

P(x) = ¢ « (x=1) (x=2) oo (x=-22) ¢ reell
geschlossen. Trotz richtiger Angabe der Losungsmenge wurde
nicht der Nachweis gefiihrt, daB damit alle méglichen Lo=-

- sungen der Gleichung erfaBt werden, wie das in der abge-
druckten Losung geschehen ist. ]

"Mengenlehre — einmal anders" (WURZEL 12/75, S. 191):
. Es sitzen 1% Mé&nner am Tisch.

"Zahlenrdtgsel im Oktalsystem" (WURZEL 12/75, S. 185):

5126 : T = 52
- x +
126 + 46 = 174

5000 - 4532 = 246
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Differentialgleichungen 34

Gewohnliche Diﬂérenlialgleid\ungen an

Am SchluB des ersten Teils haben wir anhand eines Beispiels
die Methode der Trennung der Varisblen kennengelernt. Im all-
gemeinen gelangt man mit dieser Methode immer deann zum Ziel,
wenn die vorgelegte Gleichung die Gestalt

y' = g(x)+ h(y) mit h(y) # 0 17

hat, wobei g(x) und h(y) irgendwelche stetigen Funktionen wvon
X bzw. y sind. In unserem Beispiel war g(x) = 1 - 2x und
h(y) = 12 « Wir miissen aber wissen, da8 es auch Differential-

¥y
gleichungen gibt, die man nicht auf diese Weise 1ldsen kann
(z« Be (8) und (12) aus Abschnitt 1) und darunter sogar solche,

" deren Lésung iiberhaupt nicht explizit aufgeschrieben werden
kann.

Die Differentialgleichung (17) wird mit den Anfangswerten
(xo,yo) gelost, indem man wie oben "die Variablen trennt",
d. h. auf folgende Weise umformt:

Er%% = g(x) .

Durch Integration ergibt sich dann

und nach der Substitution von y mit dy = y' dx

X
{ e(x) ax, (18)
X

0

-

Y 1 X
J‘- E-(-'Y—)' d‘? = I g(]{) dx .
:?0 xO

Wenn es gelingt, die Integration durchzufiihren und die Glei-
chung nach y aufzuldsen, dann hat man die explizite Ldsung
des Anfangswertproblems gefunden.





























































































































































































































































































































































































































































































