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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (1)

In der Natur gibt es Vorgidnge, deren Ausgang ungewiB ist. Das
heiB%y wenn der Vorgang unter bestimmten Bedingungen ablduft, so
kann man nicht mit Bestimmtheit vorhersagen, welches Ergebnis
eintritt. Man sagt auch, daB der Vorgang zufdllig abléuft. Ein
einfaches Beispiel fiir einen solchen zufdlligen Vorgang ist das
Wirfeln mit elnem Wiirfel. Der Wiirfel wird in einen Wiirfelbecher
gelegt, dieser wird mehr oder weniger stark geschiittelt, und zu-
letzt wird der Becher umgestiilpt. Das Ergebnis eines solchen
Vorgangs wird durch die Augenzahl bestimmt, die auf der Obersei-
te des Wiirfels zu sehen 1ist. Unter den oben beschriebenen Um-
stdnden ist es nun unmglich, mit Bestimmtheit vorherzusagen,
welches Ergebnis eintritt. Das bedeutet nicht, daB der Vorgang
an sich zufdllig ist, denn nach den Gesetzen der Mechanik 1HBt
sick bel genauester Kenntnis der Umstinde, unter denen das Wiir-
feln stattfindet, das Ergebnis eindeutig vorhersagen. Es ist al-
80 hier die Unkenntnis eines Teils dieser Umstdnde, die uns zwin-
gen, den Vorgang als zufdllig zu betrachten.

Die Wehrscheinlichkeitsrechnung beschdftigt sich mit der mathe=-
matischen Beschreibung solcher zufd@lligen Vorginge. Was mathema-
tische Beschreibung ist, wird in folgendem klar werden.

Das Elementarereignis

Als Elementarereignis bezeichnen wir ein mégliches Ergebnis des
zufédlligen Vorgangs. Beim Wiirfeln ist jede der Zahlen 1, 2, 3,

‘4, 5, 6 ein Elementarereignis. Wir sagen auch: Die Menge der Ele=-
mentarereignisse ist E = (1,2,3,4,5,6). Die erste und leichte-
ste Aufgabe bei der mathematischen Beschreibung eines zufdlli-
gen Vorgangs ist die Bestimmung der Menge E der Elementarereig-
nisse. Beim Wiirfeln hat die Menge E endlich viele Elemente.

Das muB nicht unbedingt der Fall sein. Wenn wir zum Beispiel
die Brenndauer einer Glithlampe untersuchen (indem wir diese
Brenndauer als zuféllig ansehen), so kommen im Prinzip alle mog=
lichen Zeiten in Betracht. Die Menge E enthiélt hier unendlich
viele Elemente. Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Das Zie-
hen der 6 Zahlen bei der Wettart "6 aus 49" ist ein zufdlliger
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Vorgang. (Von der Zusatzzahl sei hier einmal abgesehen.) Ein
Elementarereignis 1st hier jede Auswahl von 6 Zahlen aus 49 Zah-
len. Die Reihenfolge, in der die Zahlen gezogen werden, spielt
hier keine Rolle. Folglich kbnnen wir ein Elementarereignis
durch eine Menge der folgenden Form kennzeichnen:

e ={ n1.n2,n3,n4,n5,n6} wobel die n, ganze Zahlen sind und

Ts ny =49 gilt. Die Menge E besteht also aus Elementen der
Form e. Diese Elemente e sind selbst auch wieder Mengen. Nach
den Rechenregeln der Kombinatorik kann man ausrechnen, daB die

Menge E [469-) -l '4?'_7:4f'. 243 . 13 983 816 Elemente hat.

Das Ereignis

Wir kommen wieder auf des Beispilel des Wiirfels zuriick. Man kann
zum Beispiel beobachten, ob die Augenzehl kleiner oder gleich

3 1st. Das tritt ein, wenn das Ergebnis eine 1, eine 2 oder
eine 3 ist. Anders ausgedriickt: Wenn wir das Ergebnis eines Wiir-
felvorgangs mit e bezeichnen, so beobachtet man, ob e zur Menge
A (mit A ={1,2,3} ) gehbrt. Man stellt also die Frage: Ist

e€ A? (lies: ist e Element von {1,2,3} ?). Wir stellen fest,
daB die Menge A enthalten ist in der Menge E. Das soll nichts
weiter bedeuten, als daB jedes Element von A auch ein Element
von E ist. Man schreibt auch AS E (lies: A enthalten in E).
Zum Beispiel ist 1€ A und auch 1€ E,

Definitdon:
Jede Menge A, die in E enthalten ist (AS E), heiBt
ein Ereignis.

Wir sagen nun, daB bei einem zufidlligen Vorgang das Ereignis A
eingetreten ist, wenn das Ergebnis des zufdlligen Vorgangs ein
Element von A ist, !

Mit dem Begriff "Ereignis" verbindet sich folgende Vorstellung:
Man kann jeden beliebigen Tatbestand, den man an dem zufdlligen
Vorgang beobachten will, dadurch beobachten, daB man feststellt,
ob das Ergebnis des zuf#lligen Vorgangs in einer bestimmten Men-
ge A< E liegt. Wenn man zum Beispiel beobachten will, ob die
Augenzahl beim Wiirfeln eine gerade Zahl ist, so beobachtet man,
ob das Ergebnis in der Menge A = {2, 4, 6 } liegt.

Die Elementarereignisse sind ebenfalls Ereignisse (im oben de-
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finierten Sinn). Es gilt nimlich {2} € E = {1, 2, 3, 4, 5, 6)
oder {5)s E. Allgemein: {n})S Emit 1S nS 6 .

W. Radedke

Wiss. Assistent im Bereich
Wahrscheinlichkeiisrechnung

Der Sieger von Palermo (1),

ZcS en
Im Jahre 1225 wurde vom deutschen Komig Friedrich II in Palermo
ein Wettstreit der Mathematiker organisiert,'der Sieger hieB
LEONARDO von PISA (1175 - 1250), der auch unter dem Namen
LEONARDO FIBONACCI (FILIUS BONACCIJ, der Sohn des BONACIO) be=-
kannt wurde. FIBONACCI gebilhrt vorrangig der Verdienst, deas
indisch-arabische Zahlensystem in Europa bekanntgemacht zu ha-
ben. Sein im Jahre 1202 geschriebenes Buch "Liber abaci'" beweist
selne umfangreichen Kenntnisse der klassischen Mathematik der
Antike. Eine im Jahre 1228 angefertigte Abschrift der "Liber
abaci™ blieb bis in unsere Zeit erhalten.

Die Zeit von etwa 1100 bis zur Mitte des 14. Jh. war in Europa
die Bliitezeit des Feudalismus. Im 12. Jh. wurden eine Reihe von
Universitdten gegriindet. Durch umfangreiche fbersetzungen wurden
die grundlegenden wissenschaftlichen Arbeiten der Antike verbrei-
tet. Diese Arbeiten wurden zum groBen Teil durch die im 11. Jh.
erfolgte Zerschlagung der Maurenherrschaft in Spanien zugdnglich.
Die maurischen Herrscher hatten in Spanien umfaessende Bibliothe-
ken anlegen lassen, besonders bekannt ist die unter Xalif

Hakam II. im 10. Jh. in Cbrdobas gegriindete Bibliothek mit Uber
400000 Biénden. So wurde die antike Wissenschaft vielfach auf

dem Umweg iiber arabische Ubersetzungen in Europa eingefiihrt,

ein Ubersetzungszentrum befand sich in Toledo. Mit der Skonomi-
schen und politischen Entwicklung des Feudalismus erhielt die
Entwicklung der Wissenschaften neue Impulse und Moglichkeiten.
Auf mathematischem Gebiet sind dabei die Leistungen von FIBONACCI
mit an erster Stelle zu wiirdigen.
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1. Die Fibonaccischen Zahlen

Wir betrachten in diesem Artikel eine von FIBONACCI in seinem
Buch "Liber abaci" ersitmals aufgefiihrte beriihmte Folge ganzer
Zahlen. Er stieB auf diese Folge bei der Betrachtung der Ver-
mehrung von Kaninchen. Hierzu nehm er an, daB Kaninchen belie-
big lange leben und daB jedes Kaninchenpaar monatlich genau ein
neties Paar wirft, welches nach zwel Monaten wiederum ein neues
Paar wirft. Der Yerauch beginnt mit einem neugeborenen Paar im
ersten Monat. Im zweiten Monat wirft dieses Paar noch kein neues
Paar. Im dritten Monat sind zwei Paare vorhanden, im vierten
Monat 3 und im fiinften Monat 5. Wir bezeichnen mit fn die Anzahl
der Kaninchenpaare im n-ten Monsat.

nlo 1 2 3 4 5 6 7T 8 3 10

¥ | O 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Diese Folge {fn}::o wird in der Literatur unter dem Begriff
"Fibonaccische Zshlen" gefiihrt. Vier Jahrhunderte nach dem Er-
scheinen der "Liber abaci" sprach JOHANNES KEPLER (1571 = 1630)
aus, was sicher auch FIBONACCI bereits bemerkt hatte:

- Die Summe zweier aufeinanderfolgender Glieder dieser Folge ist
gleich dem niéichsten. Die Folge ist daher durch die Rekursions-
formel

(1) £, =0, £,=1, £ +f

ntf peq =f

n+2
volletdndig bestimmt.

Es ergibt sich nun die Frage nach einer expliziten Formel fiir

diese Folge; eine derartige Formel wurde 1843 von J.P.M. BINET
entdeckt. Wir werden diese Formel spater in diesem Artikel an-
geben und beweisen. Doch zunéchst sollen zwei Beispiele ange-

geben werden, welche auf die Fibonaccischen Zaghlen fiihren.

Beispiel 1: Alle Zahlen von 1 bis n sollen so auf zwei Zeilen

verteilt werden, daB nicht mehr als zwei aufeinanderfolgende
Zahlen auf einer Zeile stehen. Die Zahlen 1, 2, 4, 5 kdnnen al-
80 z. B. nicht gemeinsam auf einer Zeile stehen, ebenso kdnnen
die Zshlen 1, 2, 3 nicht gemeinsam auf einer Zeile stehen. Mit
v(n) werde die Anzahl der moglichen Verteilungen angegeben. Da=



Der Sleger von Palermo 6

bei werden Verteilungen, die durch alleiniges Vertauschen der
beiden Zeilen ineinander iUberfiihrt werden konnen, als identisch
angesehen. Ebenso ist die Reihenfolge der Zahlen auf den einzel=
nen Zeilen unwesentlich.

n 1| 2 3 4 5

Zeile 1 | 1[1,2|{1(1,2]|1,3|2,3({1,2,4|1,3,4 1,2]|1,3]|1,4 1,2,4 13,4
Zeile 2 2| 3|2 |1 3 2 |3,4(2,4(2,3|3,5 |2,5
v(n) 112 3 5 8

Im Jahre 1960 bewies R. SCHNEIDERREIT die Identitdt
(2) vin) = fn+1 § " fiir n 21.

Dabei ging er von einer allgemeineren Fragestellung aus: Die

Zahlen von 1 bis n sollen so auf die zwei Zeilen verteilt wer=-
den, daB hdchstens m aufeinanderfolgende Zahlen suf einer Zei=-
le zugelassen 8ind. Zu einer Zahl m> 2 sei dann vm(n) die An-

zahl der mdglichen Verteilungen. Fiir L erhdlt man die Rekur-

sionsformel

5 v (n)=2""1, falls 1snsm und fir n>m gilt

vm(n)-vm(n-1)+vm(n-2)+...+vm(n-m).

Flir den Spezialfall m=2 ergibt sich hieraus v2(n)=v(n)=f
fir n21.

n+1?

Beispiel 2: Die Buchstaben a und b werden in Wortern aus diesen
beiden Buchstaben entsprechend ersetzt durch B und AB. Die Buch-
staben A und B werden durch b und ab entsprechend ersetzt. Die=
se Ersetzungsvereinbarungen sind kurz durch die Schreibweise

a8 —eB, b——=AB, A—-=b, B-—-=ab
zu symbolisieren. Wir beginnen nun mit dem Wort a und wenden
hierauf fortlaufend diese Ersetzungsregeln an, wobei alternie-
rend {A,B}-Worte und {a,b} -Worte erzeugt werden sollen. Zuerst
wird a durch B ersetzt, dann B durch ab, dann ab durch BAB,
dieses durch abbab usw.
@—»B —=ab—=BAB——=abbab ——=BABABBAB—-=gabbabbababbab ces

Mit 1(n) sei die Linge des an n-ter Stelle in dieser Reihenfolge
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erzeugten Wortes bezeichnet. Die Ldnge von a und B ist jewells
1, also gilt 1(1) = 1(2) = 1. Insgesamt folgt

(4) 1(n) = fn ’ fiir n21,

Bezeichnet B(n) die Anzshl der B oder b in dem an n=ter Stelle
erzeugten Wort, so gilt

(5) B(ﬂ) - fﬂ.—1 ’

Derartige Erzeugungen.von Worten durch Buchstabenerahtzuhgen

fiir n 21.

sind z. B. geeignet, die Teilungsprozesse biologischer Zellen zu

beschreiben. Das hier betrachtete Beispiel wurde 1973 von
A. SALOMAA angegeben.

Bevor wir uns nun der genaueren Untersuchung der Fibonaccischen
Zahlen zuwenden, sei der Leser auf ein sehr interessantes Blich=

lein verwiesen. 1971 erschien im VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften Berlin von dem Leningrader Professor N.N. WOROBJOW
das Blichlein "Die Fibonaccischen Zahlen". In diesem findet der
Leser Untersuchungen zum Gegenstand, die weit iiber die im vor-
liegenden Artikel geschilderten hinausgehen. -

Dr. F. Kroger

Institut fiir Informalorik der
Tedhn. !.lniversil&l Miinchen

Preisaufgaben 1/78

K 1 Man 16se das System
y > x°
x> 32 .

K 2 Man 19se dle Gleichung

log(vx+1 +1
log =V x=40

= 3,
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K 3 Man beweilse die Gleichung

sin 47° + sin 61° - sin 11° = sin 25° = cos 7°,

K 4 Man 18se das Gleichungssystem

2

xtx+y+z) = a
y(x+y+2) = b2
z(x+y+z) = ¢ a>0, b>0, ¢>0.

Man bestimme die unendliche Summe
S =14+ 3q + 6q2 + 1Oq3 + 15q'4 +ooot (n+2)(n+1) qn+ vee
wobel 0 S q € 1.

JloxkasaTh, YTO B HOPAMOYI'ONBHOM TDPEYTONBHUKE O,4 < ﬁ— <0,5
c

TZe h, = BHCOTA TPeYTrONBbHAKA, ONYWEHHAA HA T'UIOTEHya3y,
& r = Daauyc BIMCAHHO}# B TPEYT'OJBHUK OKPYXHOCTH,.

Fiir jede vollsté@ndige Ldsung erhdlt der Zinssnder die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl.Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender,die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte errsichten.REinsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nichste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name,Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Einsendeschluf: 01.03.1978
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Scherz-Ecke

Darf er sie kilssen?

Ein junger Mann setzt im Bus und schaut zum Fenster hinaus. Da
sieht er auf einmal seilne Freundin. Sie geht gerade die StraBe
entlang, trifft einen anderen Mann, der sie freundlich begriiBt
und ihr einen KuB gibt. Der junge Mann ist dariiber ganz aufge-
bracht und verdrgert. Beim n#chsten Wiedersehen mit seiner Freun-
din fragt er sie gleich als erstes, wer dieser (fiir ihn noch)
fremde Mann war, der sie gekiiBt hat. Sie antwortet: "Dieses
Mannes Mutter ist meiner Mutter Schwiegermutter." Daraufhin
verzeiht er ihr., Warum?

Gliick im Rechnen:

Ein Mann kommt in ein Lotteriegeschdft und fragt, ob er das
Los Nr. 48 haben ktnne. Er besteht darauf, nur diese Nummer
oder gar kein Los kaufen zu wollen. Der lLotterieeinnehmer fin-
det unter seinen noch vorhandenen Losen die Nr. 48. Nach vier
Wochen kommt die Nr. 48 mit einem Hauptgewinn heraus.

"Wie haben Sie das nur ahnen konnen, Sie Gliickekind?" fragt
der Lotterieeinnehmer, "ich erinnere mich noch ganz genau, daB
Sie unbedingt Nr. 48 haben wollten."

"Das ist doch einfach", erkldrte der Gewinner, "ich habe drei
Tage hintereinander nachts getrdumt: 6 mal 7, 6 mal 7, 6 mal 7.

Na, da habe ich mir gesagt: 6 mal 7 ist 48, das Los kaufst du
dir."
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Aufgabe J 43

10844 1 (~x) (sin % + s8in %?) =1
Aus der Definition des Logarithmus folgt, daB

gin (=x) > 0
sein muB.
Speziell gilt: sin (=x) % O.
Daraus folgt aber x ¢ kn , k ganzzahlig. (1)

Indem wir die Definition des Logarithmus anwenden, ktnnen wir
die Gleichung in folgender Weilse umstellen:

gin % + sin %? = gin (=x)

Flir den Sinus gilt: sein (=x) = = sin x
gin 3y =3s8iny - 4 sinBy
. sin 2y = 2 s8in y cos y.
Wir setzen y = § und erhalten:

gin y + 3 siny = 4 BinBy = «2 8in y cos y.

Umgestellt ergibt sich: \
2einy (2 =2 sinzy + cos y) = O.

Wir untersuchen jetzt dle mdglichen Fdlle:

i T siny =0
y =km
x = 2km , k ganzzahlig

Diese ISsung entfdllt wegen der Bedingung (1).

2, 2 =2giny +cosy =0
Es gilt:ainzy = ] - coszy
2 - 2(1-coszy) +cosy =0
200323 + -cosy =0
cos y(2 cos 3+1)J 0

Es erfolgt nun wiederum eine Fallunterscheidung:

2.1. cos y = O

2k
ya—-étl‘ﬂ'

x = (2k+1)x
Diese Losung entfdllt ebenfalls wegen (1).
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2.2, COB §J = = %

y -%Tl_?+ 2KT

X = %n:+ 4kw » k ganzzehlig

Wir tiberpriifen jetzt die Bedingung sin(-x) > O:
gin(=x) = sin (- %'rr - 4kmw ) = -sin(%w + 4kw ) =
= =gin %TI:- cog 4kmw -~ sin 4kw - cos %11' =

w3T . 1 = 0 wdfT>0.

Damit erhalten wir die Losungen der Gleichung: -

X = %‘n‘ + 4kmw , k gaunzzahlig.

Aufgabe J 44

Da die Losung dieser Aufgabe recht umfangreich und mit einige;
Zeichnungen durchzufiihren ist, mdchien wlr an dieser Stelle nur
die Konstruktion der Berechnung anfilhren. Wir hoffen, daB dies
ausreichend ist.

Zunéchst zelgt man, daB das Dreieck ABC mit den Eckpunkten in

den Beriihrungspunkten der Kugeln mit der Ebene P gleichschenk=-
lig ist. Dies ist allein durch die Konstruktion der Aufgabe klar.
Sind A und B die Punkte, in denen die beiden gleich groBen Ku-
geln die Ehene beriihren, so ist klar, dal der Winkel bei C gleich
150° sein muB. Weiterhin ist klar, daB die Spitze der Pyramide
nur auf der Hhe hc oder deren Verldngerung iiber C hinaue lie-
gen kann; das folgt aus der Symmetrie. Indem man Jjetzt mehrere
Schnitte durch die Konstruktion legt und Beziehungen zwischen
Winkeln, Dreieckseiten, Redien und dem Abstand der Pyramiden-
spltze von A, B und C mit Hilfe von Winkelfunktionen bzw. Strah-
lensdtzen aufstellt, kann man berechnen, daB der Koslinus des Win-
kels zwischen der Mantellinie und der Ebene P gleich % ist. Die-
gse Losung ist unabhéngig davon, ob die Pyramidenspitze inner-
halb oder auBerhalb des Dreiecks ABC liegt.
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Aufgabe J 45

Wir beweisen die Gleichung mit 'dem Prinzip der vollstdéndigen
Induktion.
Zundchst zeigen wir die Richtigkeit der Beziehung fiir n = 1.

17 « 1 = T%'12 . (141)2.(2.1242.1=1) = T% shelisd = 4 =

Wir nehmen an, die Gleichung gelte fiir alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis einschlieBlich (n-1).
Demzufolge gilt:

12 4eeet (=1 = b (1=1)2 02 [2(2-1)2 + 2(n-1) - 1 =
- % (;é-2n+1) n? (2n%-2n~1)
= 171; (2n®- 6n5+5n4 n%).
Folglich gilt auch:
| 15 tooot (n-‘!)5 + n? -1-2_, (2n6-6n5+5n4-n2) + n5 =
= T% (2n6+6n5+5n4-n2) R

Andererseits gilt aber:
-1-% n? (n+1)2 (2n2+2n-1) = T; (2n6+6n5+5n4-n2) .

womit nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die Gleichung
fiir beliebige natiirliche Zahlen n bewiesen wire.

Aufgabe J 46

3=x > x=2 _
Wie leicht zu sehen ist, muB stets gelten
3-x2 0.
Darsus folgt =x <& 3.
Wenn diese Bedingung nicht verletzt wird, die rechte Seite aber
negativ wird, so ist die Ungleichung erfilllt. Wir untersuchen
also den Fall x=2 £ 0,
Wir erhalten somit L3sungen im Intervall
- X S 2,
Wir miissen jetzt noch den Fall x > 2 untersuchen:
|3-x | > (x-2)2.
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Unter der Voraussetzung x < 3, die gemacht werden muB, gilt
| B-xl = 3J=X,

J=Xx > x2-4x+4
x2=3x+1 < 0
12-3::4- % - %+1<0

(x= %)2-% <0
(x- $)°< 3
== 2] < 2%
Wir miissen jetzt noch zwei Fdlle unterscheiden:
Te X % 20 , x 2 g
x- 4 < 2v5
1
x<-§+§€
Daraus ernalten wir die Ldsungsmenge % € x< % + %'\[?
2. X = %( 0 ’ x £ %
3-x< 3w
1 3
-x< 3Y5 -5
1 ™=
2 %-§V5
Wir erhalten die Losungsmenge: 2 < x < % .

Zusammen ergibt sich die Ldsungsmenge:

-—mdx(%ﬂ

Aufgabe J 47

Durch Aufltsung der Klemmern in der zweiten Gleichung erhidlt mﬁn

x2+32+22+3xy+3xz+3yz=1

oder ,
(x+:f+z)2 + Xy + X2 +yz =1,
Wenn man jetzt die erste Gleichung benutzt, nach der x+y+z = 2 ,
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so erhdlt man

Xy + X2 + y2 = =3 (1)

Die dritte Gleichung wird in folgender Weise umgeformt:
x(xy+xz) + y(yz+xy) + z(xz2+yz) = =6 .

Wenn man jetzt die Beziehung (1) benutzt, so erhdlt man
x(3+y2z) + y(3+xz) + T(3+xy) = 6

oder durch Zusammenfassung und Division durch 3
X+ y +2 + XxXyz =2,

Daraus folgt aber mit Hilfe der ersten Gleichung sofort
xyz = O,

Wir erhalten somit ein neues Gleichungssystem
X+y+2 =2
Xy+XZ +yZ = =3 (2)

xyz = 0 '

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar, daB mindestens

eine Variable den Wert O annehmen muB.

Im ersten Fall betrachten wir das System filr x=0.

Wir erhalten: X+2 =2
yz = =3
Wir erhalten daraus die L&sungen
y =3, 2 = «1 -oder y =-=1, 2 =3,

Analog kann man das System (2) fiir y = O und z = 0 untersuchen.
Men erhdlt dann sechs Losungen (x,y,z) des Systems (2):

(0! 3!'1) (-1’ 09 3)
(0!-13 3) (-3'-1’ 0)
(3, 0,=1) (=1, 3, 0)

Wie man leicht sieht, sind alle sechs L&sungen auch Ldsungen
des urspriinglichen Glelchungssystems, so daB dieses auch genau
sechs Ldsungen hat.-

Aufgabe J 48

Aus der Aufgabenstellung ergibt sich unmittelbar, daB

p(a) = A
p(b) = B (1)
p(e) =C .

Wenn wir p(x) durch (x-a)(x=b)(x-c) teilen, so erhalten wir die
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Beziehung

p(x) = (x=-a)(x~b)(x-c) q(x)+r(x). (2)
Es ist klar, daB r(x) ein Polynom hdchstens zweiten Grades ist.

Wir schreiben es in der Form

r(x) =1x° = mx + n (3) _
Wenn wir die Beziehungen (1) und (2) ausnutzen, so erhalten wir
folgendes Gleichungssystem:

132 +ma +n=A

162 +mb + n = B (4)

lc2 +me +n=20
Die L8sung dieses Systems lautet:

1 .5 (&-ijb-ci - iB-C}ia—bz
a= -c ) (a=c
o o (4=B) (b2=c?) - (B-C)(a?-b2
8= =C) (a=c
A = a2 Be=Cb) + a Cbe-Bc2 + A Bca-Cb2

Somit erhalten wir fiir r(x):
X=b ) (X=C X=8 ) (x=C X=2a) (X=b
r(x) = Aia-ﬁ‘ia-c; + B EE—&;‘E-B; + C a5t

Da (4) eindeutig l8sbar ist, so ist (5) einzige Lsung.
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Die ,Wurzel" in Leipzig

Vom 14. bis 25. 11. 1977 fand in Leipzig auf dem Gelidnde der
Technischen Messe die XX. Zentrale Messe der Meister von Morgen
zusammen mit der VI. Zentralen lLeistungsschau der Studenten und
jungen Wissenschaftler statt. Auf der MMM waren etwa 20000 jun-
ge Neuerer durch ihre hervorragenden Losungen von 1700 wilssen-
schaftlich-technischen Aufgaben vertreten.

Als Hohepunkt des wissenschaftlichen Studentenwettstreites
stellte die VI. Leistungsschau 1740 Arbeiten von nahezu 16000
Studenten und jungen Wissenschaftlern vor. 360 dieser Arbeiten
wurden als Ausstellungsobjekte gestaltet, darunter auch unser
Jugendobjekt "Studienvorbereitung". Alle anderen Arbeiten konn-
te man 1n einer dafiir eingerichteten Bibliothek einsehen.

Unser Exponat bestand aus einer Ausstellungstafel; versehen mit
den wichtigsten Fakten liber unser Jugendobjekt, Fotografien
unserer Mitarbeiter und des Redaktionszimmers, sowie aus einer
umfangreichen Sammlung von Exemplaren der Zeitschrift "WURZEL"
(von 1967 bis zur neuesten Ausgabe). Letztere verschenkten wir
im Verlaufe der Messe an interessierte Besucher.

Unser Stand wurde vom Leliter des Jugendobjektes Jorg Vogel und
dem Chefredakteur Hans-Joachim Hauschild betreut.

Der erste Hohepunkt der Messe war dle Ercffnung, an der viele
Mitglieder der Partei- und Staatsfilhrung teilnahmen und Egon
Krenz die Erdffnungsrede hielt. Wdhrend der Messe wurden in
den dafilr eingerichteten Konsultationspunkten eine Reihe von
Vortridgen und Diskussionen mit fithrenden Persdnlichkeiten aus
Wissenschaft und Technik durchgefilhrt. Zum Belspiel bestand die
Moglichkeit, einen sehr interessanten Vortrag von Prof. Manfred
von Ardenne zu besuchen.

Auch an dem Stand unseres Jugendobjektes fand ein reger Erfah-
rungsaustausch statt. Viele Besucher informierten sich bei uns
ilber das Jugendobjekt "Studienvorbereitung" und iiber die Zeit=
schrift "WURZEL".

Interessenten waren in erster Linie Schiiler, die sich gern mit
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Mathematlik beschdftigen, aber auch Lehrer, ILeiter von Mathema-
tikzirkeln und nicht zuletzt Studenten, die in Hhnlichen Jugend-
objekten arbeiten.

Allerdings muBten wir bel dieser Gelegenheit feststellen, daB
unsere "WURZEL"™ an vielen Schulen und manchen Universitidten
noch relativ unbekannt ist,

Deshalb an dieser Stelle ein Appell an unsere lLeser:

Wenn Euch unsere Zeitschrift gefdllt, so versucht an Eurer
Schule oder in Eurem Bekanntenkreis neue Ieser fiir die "WURZEL"
zu gewinnen! b

Aus diesem Grunde waren wir sehr froh, daB am dritten Messetag
unser Jorg in einem Rundfunkinterview mit dem Jugendjournal
"HALIO" (am 16. 11. gesendet) das Jugendobjekt und die "WURZEL"
vorstellen konnte.

Die besten ILeistungen der VI. Zentralen ILeistungsschau der Stu=
denten und jungen Wissenschaftler wurden am 22. 11. 1977 bel
einer Pestveranstaltung im Neuen Rathaus leipzig ausgezeichnet.
Wir freuen uns, unseren Lesern mitteilen zu kdnnen, daB auch
die Zeitschrift"WURZEL" dazu gehdrte.

Unser Jugendobjekt erhielt fiir die Herausgabe der Zeitschrift
"WURZEL" den | '

"Sonderpreis des Ministers fiir Volksbildung" .

Wéhrend der VI. Leistungsschau fand am 23. und 24. November 77
an der Karl-Marx-Universitdt die Zentrale wissenschaftliche
Studentenkonferenz "Mathematik und Praxis"™ statt, an der auch
unser Mitarbeiter Klaus Bartholmé teilnahm. Diese Veranstal-
tung wurde von der Mathematischen Gesellschaft der DDR, vom
Wissenschaftlichen Beirat fiir Mathematik beim Ministerium fir
Hoch= und Fachschulwesen und vom Zentralrat der FDJ getragen.
Mit der Teilnshme an dieser Konferenz ehrten die Mathematik-
studenten der DDR den hervorragenden Wissenschaftler C.F.Gauss
anlédBlich seines 200. Geburtstages.

Das Zlel der Studentenkonferenz war es, ilber die Praxiswirksam-
kelt der wissenachaftlichen Arbeit der Studenten Rechenschaft
abzulegen und den Erfahrungsaustausch der Studenten unterein-
ander zu pflegen. Dem Konferenzkomitee waren 70 der besten Ar-
beiten, die aus Betriebspraktika, Jahres- und Diplomarbeiten
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und Dissertationen waren, vorgelegt worden. Diese Arbeiten wur-
den einem der vier Bereiche

= Grundstoffindustrie, Landwirtschaft, Verkehrswesen

- Weiterverarbeitende Industrie

= Technologie und Rationalisierung

= Naturwissenschaften
zugeordnet, von denen je ein Plenarvortrag ausgewdhlt wurde.
Die Qualitdt der Arbeiten war Jedoch zum Tell so hoch, daB es
mSglich gewesen widre, noch wesentlich mehr Vortriéige auf das
Konferenzprogramm zu setzen. Leider lieB die beschrénkte Zeit
dies nicht zu.
Als Rahmenveranstaltungen dieser Studentenkonferenz fanden ein
Besuch der VI. Zentralen Leistungsschau der Studenten und jun-
gen Wissenschaftler, Diskussionsrunden und Vortrége iiber die
Entwicklung der Praxiswirksamkeit der Mathematik in der DDR so-
wie iiber das Leben und Wirken von C. F. Gauss statt.

Jorg Vogel
Hans=Joachim Hauschild
Klaus Bartholmé

)OO 0000

Der Sieger von Palermo (I])

2. Die Folge von LUCAS

Von . LUCAS (1542 - 1891) wurde eine gewisse Folge £gn}ﬁ10
ganzer Zahlen untersucht, welche durch die Rekursionsformel
(6) 8o=2s  81=Ty  BntEpy1=Bnyo

bestimmt ist. Auch hier wollen wir uns zundchst die ersten Fol=-
genglieder errechnen.
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8 2 1 3 4 7 |11 |18 | 29 | 47 |76 123.

Der Leser kann sich unschwer von der Richtigkeit der Beziehung

(7) g, =f + f

n=f et s Flr n21

n+1
iiberzeugen. Der Beweis ist dabei mittels vollsddndiger Induk=-
tion zu fiihren. Wir zeigen hier die Idehtitdten

(8) £

on = T8y » fiir n20 und
2 5
(%) fonet = fap * fp » Tilr nZ0.

Fiir n=0,1 sind (8) und (9) sofort einzusehen. Als Indukiions-
voraussetzung gelte nun f2k-1=f§ + fi_1 und f2k=fk-.-gk « Durch
Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir unter Verwen-
dung von (7)

2, .2
Tower = Touo1 o™ity Hy (Fye g #E3y)

+f

2
fk+fk-1(fk—1+fk)+f

2 2
k+1 "k ?

2
ka1 =Tk k1 (Fmq )

s +f

womit (9) bewiesen ist. Zum Nachweis von (8) werden die als In-
duktionsvoraussetzung geltenden Gleichungen f2k=fkgk und

fowsq=Fe 1 +EC addiert, wir erhalten unter Beachtung von (7)
_ } 2 2
Torwe = Toutfoper = Ot (B 1+ 0q )+ 4

= Bl 1 T = TipqBiaq 0

womit die Gliltigkeit von (8) nachgewiesen ist.
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3. Einige elementare Rechenregeln

Wie bereits mit den Identitdten (7), (8) und (9) angedeutet wur=-
de, sind unter den Fibonaccischen Zahlen viel¥&dltige, Gesetzméa-
Bigkeiten zu entdecken. Wir wollen uns hier in loser Folge mit
einigen von lhnen befassen.

(10) - 1.fm_1-f§ - i)™, LR AP
Fir n=1 gilt f2 of -f$ = =1, Eg werde nun die Identitdt
fk+1‘fk ’ fk = (= 1)k vorausgesetzi. Wir erhalten zundchst
2=t of 4 = (-1 1. Damit gilt
CIPLUNEI Gt S L€ ST SIPEC N 0D

= By () ey g )= T (Fieaq ¥y

= £ fiip = T o

de he., wir haben (10) bewiesen.

(11) i £ 1.fn,f‘i.irm?our1<iir1}1.

ndm- m' n=17

Wir zeigen (11) durch Induktion nach m. Flir m=0 gilt

fn=f of _1+f1ofn=fn . flir m=1 haben wir fn+1 =f1ofn_1+f2-fn=

=f +f « Unsere Induktionsannahme seien nun die Identitdten

n="1 A
=fk.f +fk+1'fn und £ =f « Durch Ad-

n+k n+k+1  k+1° +fk+2'fn

dition beider Gleichungen folgt

forice2 = Torict et = (Bitfigq) o Fp g #(Ey g+ 0) o f
= Lo T rsa -ty
womit (11) bewiesen ist. Setzen wir in (11) den Wert m=n+1 ein,
=f2 2. .2
so erhalten wir fn+m=f2n+1‘fn+fn 1'fn+fn+1 -1 fn+fn+1’ also
genau die Gleichung (9).
- 2

2 .
(12) fo+f1+f2+...+f = fn'fn+1' fiir n 20.
Diese Beziehung ist flir n=0 erfiillt. Es gelte nun

2 2 2
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> 2 ) >
f +f +'"+fk+fk+1 = fk k+1+f1-:+1
= £ Eetfieir) = Typq Tao

und somit (12) bewiesen.

Die Beweise der folgenden Identitdten seien dem Leser Uberlas-
sen.

(13) f°+f1+f2+...+fn =T -1, fiir n20.

n+2
(14) f1+f3+f5+'”+f2n-1 = fEn , fir n21.
(15) f +f2 f4+.. +f2 = f2n+1-1,fiir nz0.
2 -
(16) f1f2+f2f3+f3f4+...+f2 1f2n = fzn , fir n21.
Dr. Klette

Bereich Kybernetik
der FSU Jena

Preisaufgaben

Man 1Yse dle Gleichung

kéj. 1 - 2f2 c0533x + cos 6x = 0,

Im gleichseitigen Dreleck KIM schneidet die Winkelhal~-
bierende des Winkels KIM die Seite KM im Punkt N. Durch
den Punkt N verliuft eine Gerade, die die Seite LM im
Punkt A schneidet, wobei AM = MN ist. Es ist bekannt,
daB IN = & und KL + KN = 6 ist.

Gesucht ist die Iinge der Strecke AL.
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K9 Man lése die Ungleichung

pl Vloga ‘?':sz <1,

K 10 Man l1ldse das Gleichungssystem
— X + §y + z=a
Xy + y2 + X2 = a2

Xyz = 33 .

V7

Man berechne tan 5 » Wenn 8in X 4+ co8 X = —=

m. und der Winkel x zwischen 0° und 45° liegt.

K12 Kaxoe HamConrbmee 3HAueHWe MOXET IIPUHMMATEH MOLYIH
KOMIOJeKCHOT'O 4YHCJla 2 , ecJll
1 l =
Iz - 1
Iésungsbedingungen:

Plir jede vollstdndige Ldsung erhidlt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul=-
jahres versenden wir Blichergutschelne an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nédchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die I&sungen sind - jede LUsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbesonde-
re, daB die in einer LUsung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinlen) muB deutlich erkennbar sein.
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeilsrechnung (i)

Die Wahrscheinlichkeit

Wir stellen uns vor, daB wir einen zufdlligen Vorgang beliebig
oft unter gleichen Bedingungen ablaufen lassen kdnnen. Dabel be=-
obachten wir jedesmal, ob ein gewisses Ereignis A eintritt oder
nicht und notieren uns des. "1" soll bedeuten: A4 ist eingetreten,
"O" soll bedeuten: A ist nicht eingetreten. Auf unserem Notiz-
zettel entsteht bel der Beobachtunz 2. 2. eine Folge cer Form:
010100011011110000111110104 s Sei n Adis Anzehl der Feobachtungen
und k die Anzahl der Einsen bei n Beobachtungen. Die Zahl %
heilBt relative Hiéufigkeit des Ereignisses A. Wir berechnen nun
nach jeder Beobachtung, d. h. fiir jedes n, die Zahl % und stel-
len fest, daB % um einen bestimmten Wert schwankt.

Jeder kann selbst nachprilifen, daB belm Wirfeln die relative Hiu=
figkeit des Ereignisses A = {1} um den Wert % gchwankt, Das glei=-
che gilt auch fiir die Ereignisse & =12y, 4 = 43),..., & =63,
Das bedeutet niczht, daB die relative Haufigkeit % exakt gleich

% ist, sondern daB sie gleichmiiBig um den Wert % gchwanikt.

Wenn wir das Ereignis A = {1, 2 beobachten, so stellen wir fest,
daB die relative Hiufigkeit um den Wert £ = % schwankt.

Definition:
Als Wahrecheinlichkeit eines Ereignisses A bezeichnen
wir denjenigen Wert P(A), um den die relative Kiufig-
keit schwankt.

Diese Definition ist nicht als exakte mathematische Definition
zu verstehen.. Sie s0ll uns nur vermitteln, was wir uns unter der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses vorzustellen haben.

Die Erfahrung zeigt, daB die Schwankungen der relativen Hiufig-
keit kleiner werden, wenn wir die Anzahl der Versuche erhthen.
Wir stellen nun folgende Eigenschaften der Wehrscheinlichkeit
P(A) fest:

(1) Da E das Verhdltnis der Anzehl der Einsen der Folge zur Ge=-
Bamtzahl der Versuche ist, gilt 0<£ - £ 1. Daher ist such
0< P(A) £ 1.
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(2) Wenn A = E ist, so besteht die notierte Folge nur =sus Ein-
sen, Weil in E alle mbglichen Ergebnisee des zufdlligen Vor=-
gangs enthalten sind, liegt jedes Ergebnis in E. Also ist
die relative Hiufigkeit & = 1. Deshalb ist auch P(Z) = 1.
Wir bezeichnen das Ereignis E als das sichere Ereignis, es
tritt immer ein.

{(3) Wenn wir beobachten, ob ein Ereignis A nicht eintritt, so
beobachten wir demit wieder ein Ereignis, des wir mit 4 be-
zeichnen., In A sind alle diejenigen Elemente enthalten, die
zwar in E liegen aber nicht in A. Weun % dle relative Hiu=-
figkeit von A ist, so ist = B k =1 = é die relative Hiufig-
keit von A, Es gilt daher:

P(A) = 1 = P(4)

(4) Seien A und B zwel Ereignisse, die keine Elemente gemeinsam
haben. Mengentheoretisch heiBt das, daB £ A B = @ ist (lies:
A geschnitten B ist gleich der leeren Menge. Die leere Menge
ist diejenige Menge, die keine Elemente enthzlt.)

Wir beobachten nun das Ereignis Auv B (lies: A vereinigt

mit B). A v B ist dasjenige Ereignis, das sowohl die Elemen=-
te von A als auch die Elemeunte von B enthdlt. Sei E die re-
lative Haufigkeit des Ereignisses A und é die relstive Héu-
figkeit von B. Dann ist die relative Haufickﬂit ven

AV B : k+l = % + i » Das gllt nur unter der Bedingung
AnBa=a ¢ Wenn namlich das Erelgnis A eintritt, so tritt R
nicht ein und umgekehrt. Deshalb addieren sich dies Anzahlea
der Einsen k und 1. Darsus ergibt sich nun: Wenu An E = @,

so gilt P(A v B) = P(A) + P(B).

Ein Beispiel fiir die Eigenschaft (4) sei hier gegeben:
Wir betrachten wieder unser Standardbeispiel, das Wiirfzln. Sei
={4} und B = {5}. Dann gilt AnB = @, auBerdem wissen wir
P(4) = P(B) = % « Daraus konnen wir P(A v B) berachnen:
P(AU B) = P(4) + B(B) =¢ +¢ = 7.

Das Ergebnis stimmt mit unseren Beobachtungen iiberein, die wir
beim Wirfeln machen kdnnen.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschdftigt sich wun ganz zllge-
mein mit solchen Funktionen P und den Mengen E.



27 Wahrscheinlichkeit

Definitiomn:
P ist ein Verteilungsgesetz (oder Wahrscheinlichkeits-
maB) iiber der Menge E, wenn P jeder Teilmenge A< E
eine reelle Zghl P(4A) (lies P von A) zuordnet und fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:
(1) 0< P(A) £ 1
(2) P(E) =1
(3) P(A) =1 - P(a)
(4) Palls Aa B =@, so gilt P(Av B) = P(4) + P(B).

Das sind genau die vier Figenschaften, die wir aus der Deutung
der Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit hergeleitet haben.
Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man jetzt wie
folgt vormulieren:
Fir elnen zuf#dlligen Vorgang sind die Menge E und das Ver-
tellungsgesetz P zu bestimmen. P wird zum BReispiel zus der
Bedingung bestimmt, daB fir jedes Ereignis A die relative
Haufigkeit um den Wert P(A) schwankt.

Behauptung (Beweis als Ubungsaufgabe):

Wenn wir beim "Wiirfeln" festlegen, daB fiir jedes Ereignis der
Porm 1 gilt P( 1) = g mit 1 = 1,...,6, 5o kann man fir jedes
Ereignis A die Wahrscheinlichkeit P(A) mit Hilfe der Bedingun-
gen (1) bis (4) berechnen.

Zur Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung empfehlen wir
folgendes Buch:

B. Gnedenko, A. Chintschin: "Elementare Einfiihrung in die Wahr=-
scheinlichkeitsrechnung" (Kleine Schiilerbiicherei).

Wolfgang Redecke

Wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der FSU Jens
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Losungen
[Aufgabe J 49| (nach Thomas Gundermann, Weidhausen, Klasse 11)
1. OSarccosx &h filr 0 ¢ x € 1

gei arc cos x = « mitOéaccg

x = co8 o
x2 = 00820(
1-x2 = ainaa{

gsin« = 1-1:2
2 !
A = arc sin 1=X
2. géarccosxﬂﬂ' Plr -1 £ x £ 0
sei arc cos x =X . mitgs_cx LI (1)
1-12 = sinza(

gin X = |1=x
X = JT = arc sin\ 1-x2_ wegen Bedingung (1)
_ Kl " und Quadrantenbeziehun=
gen

—

Aufgabe J 50

Zundchst setzen wir F(x,y) = xz - (9-y) x + yz - 9y + 15.

Es gilt F(x,y) = x2 + Xy + y° = 9(x+y) + 15 = F(y,x).

Wir zeigen jetzt, daB die Gleichung F(x,r)=0 die Wurzeln s und
t hat.

Dazu nehmen wir an, die Gleichung hat die Wurzeln s und M A t.
Es gilt also F(r,s) = F(s,r) = O und F(r,t) = F(t,r) 0.
Nach Voraussetzung der Aufgabe muB dann aber F(s,t) = F(t,s8) = O
gelten. Folglich hat die Gleichung F(x,s) = 0 die Wurzeln r und
t. Nach dem Satz von Vieta miissen filr F(x,r) = 0 und F(x,8) =0
die Beziehungen 8 + 4 = 9 -~ r und 9-r = r+t gelten. Dies steht
aber im Widerspruch zur Voraussetzung m # t.

Da s und t Wurzeln der Gleichung F(x,r) = O sind, und 8 # t
gilt, muB die Diskriminante D = -} (48-(r-3)2) echt grogder als
0 sein. Da r<e<t, ist das Polynom F(x,r) in r positiv, d. h.




29 . ' Lésungen
.F(r,r) >0. Da r<s ist, liegt die Zahl r links von der Abszisse
des Scheitels der Parabel F(x,r) = 0, d. h. links von 553 o

Aus diesen drei Ungleichungen erhiélt man die Behauptung der Auf-
gabe, daB =-1<r<1.

hufgabe J 51 (nach Michael Bittner, Klasse 11)

'\llogx-\l 5x’ logs'x = -1 x>0
logx'\ISx'.loggx = 1
(% log,5 + %)105? X =1

Kettenregel

1 1 2
3 IOSSI + 5 log5 X =1

logsx + loggx -2 =20

substituiere 10351 =y

32+y-2-0==>1.y1-1 10351-1
IT. yo = =2 logsx = =2
Aus I. 10g5x = 1
51 = x X =5
e

Aus II. logsx B =2
5-2 = X X = 1

Probe bestdtigt x = %5 als ILdsung.

|Aufgabe J 521 (nach Andreas Kasparek, 10. Klasse)

x° = a + (3—2)2 (1)

y2 = b + (z-x)2 (2)

2% = ¢ + (x-y)° (3)

Aus (1) bis (3) folgt

x° - (3-5)2 = a (x4+y=2z) (X+2=y) = a
32 - (2-1)2 = b (y42=-x) (x+y=2z) = b

z° - (1—3)2 = C (x+2-y) (y+2-x) = ¢
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setze X+y=-z=r; x+z-y=8 und y+z-x=t
somit gehen die Gleichungen {iber in

r.s=a (4)
r.t=0> (5)
B.%t=c (6)

Multipliziert man den Quotienten aus (4) und (5) mit (3)

ir:% .8t =g8° = E.?rc. 8 = 5%
analog erhilt man ra= ﬁv
es gilt aber weiter X = -”-"2'5

damit lauten die LUsungen

a.b' 8.C

I el

.b' b.c'

A ot v
: e .
e .

B —

Aufgabe J 53 (nach Reinhard Mummelthey)

cos x cos 3x = sin’x sin 3x > g

pnach Umformung mit Hilfe der trigonometrischen Beziehungen
costx - cos®x > - 4-5

Die Funktionen cos4x und cos®x haben jeweils die Periodenlén-

ge T . Daher hat der Ausdruck (coa4x - coazx) auch die Perio=

denldnge JT . Nun sind zunichst die Stellen zu suchen, bel
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denen : 5
coa4x- cos x+-;-6>0
ist. )
c:o;;zx.I >%+q x,, > arc cos \j%-n-ﬁa— k, T
X5 <-arec cos ‘\l -;- + gj + kzin'
2. 1.0 ey
coa;:2>-2--.i?\ X54 < arec cos‘\,-z-j;+k3n'
ey
X, D> =arc cos '\2 - j;+ k4'.fi
Man erhi#lt

arc cos J%+§+kﬂ' < x < arc cos \'%-—4-‘3 + kT
i o e |
-arc cos '\‘-12-1?+ kT £ x <=arc cos '\‘%+%:+ kT

als LYsungsmenge.

lAufgabe J 54]  (nach Andras Kasparek) K

Aus AB = BC = a und KB = b folgt
wegen < AKB = ¢ BKC = X CKA = 9o°
auch AK = CK = Va“=b< und

AC = 423 -2b" . A B

Es sel R der Radius der einbeschriebenen Rugel der Pyramide
ABCK, Dann gilt

1 .
J R (Aypc + Aypx + Agog + A40p) = V50 (%)

Dabei gilt , 3
VA.BC -FAKQCK.BK-'G(B
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1—== + 1 2 .2 1 - -
AABC--ZAC.h:-?ﬂZa -2b° . » 2a%+2b

. ‘% aZ-p? . 132“’2
Somit folgt aus (%)
¢ 2 b2 b
R = 22
2,2 2,2
]a +b” + 2b + a%=b
Berichtigungen

1. Im Kreuzwortrdtsel (WURZEL 8/77, S. 120) muB 1. waagerecht
richtig heiBen: "erdndichster Punkt der Mondumlaufbshn"
(Periselenum)

2. In der WURZEL 11/77 auf Seite 173 muB die Induktionsvoraus=-
setzung (in der Losung der Preisaufgabe J 34) lauten:
"fir eink > Ogelte ..." oder einfach "fiir k > Ogelte .o."
nicht aber, wie wir geschrieben hatten "Fir alle k ? Ogelte"
Wir danken unserem aufmerksamen lLeser E. Walter aus Greifs-
wald flr seine Zuschrift, in der er uns auf diesen Fehler
aufmerksam machte.

3. Wir miissen unseren Lesern leider mitteiled, daB wir fiir die
richtige LUsung der Preisaufgabe J 56 (WURZEL 11/77) nur
elnen Punkt vergeben. Das zu l&sende Glelchungssystem wurde
ndmlich durch einen Druckfehler verdndert.

Und so wurde aus der urspriinglich schwierigen eine leichte
Aufgabe. Alle Leser, die richtig erkannteén, daB das in
WURZEL 11/77 angegebene Gleichungssystem offenbar keine Li—
sung hat, erhalten dafiir einen Punkt.
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casus irreducibilis 3L

Der—casus irreducibilis

Sich um eine Formel zu schlagen! Wo gibt's denn so etwas! Das
gab's im Jahre 1540, Schiiler des Rechenmeisters Tartaglia gin-
gen auf solche eines gewlssen Cardano los. Cardano hatte ndm=-
lich Tartaglias Formel verdiffentlicht -~ entgegen der Abmachung.
Dafiir heift sle nun Cardanosche Formel. Geheimhaltung ist eben
Bo eine Sache!

Sei 13 + px + q = O, Dann gilt

x-x.l -I_l._r_'+v oder x =X, =fu +&2v oderx-x -f:'.au +Ev.
Dabei ist (%) u =m ;v --\/(qlz) J’E‘

D = (q/2)2 + (p/3)3. £ £ 1 dritte Einheitswurzel,

und schlieBlich wird verlangt: u.v = - p/3.

(Natiirlich ist dies nur das Endresultat der Tartagliaschen Uber=
legung. Begonnen hat sle mit dem Ansatz x=u+v; die Schritte

sind iiberall nachzulesen.) Die letzte Forderung deutet sich am
besten, wenn wir p und q als reell voraussetzen. Wir erhalten
durch einfache Rechnung aus (%) u3 3. -(p/3)3. Um uv = - p/3

zu gewdhrleisten, miissen u und v also konjugiert komplex zuein-
ander sein (speziell: wenn u reell, dann auch v). Um die Sache
noch einfacher zu machen: Wenn D 2 O ist, dann haben wir bei:

(%) unter den dritten Wurzeln immer reelle Radikanden. Wir wihe-
len dann auch reelle Wurzeln fiir u und v, d. h. fir D2 O neh-
men wir u und v reell. Dann wird natiirlich x, reell, x, und X4
aber zueinander konjugiert komplex. (21,22 gind genau dann kon-
Jjugiert komplex, wenn zj+z2 und 2402, reell). Falls D> O, so
schneidet die Kurve y=x"+px+q die x-Achse also genau einmal,
ndmlich in X=X, Fir D=0 haben wir zwel (reelle) ILdsungen (eine
einfachezund eine sogenannte Doppelwurzel): X, und X, = X3 =

= (E+ £%)u = -u wegen u=v.

Ubrig bleibt der Fall D< O. Das ist der berilhmte

casus irreducibilis.
Was fiir ein Name! In Lateln getauchtes Unvermdgen, etwas tun zu
kénnen: nédmlich zu reduzieren! Der nicht reduzierbare Fall.

Was soll dann da und wie soll reduziert werden? Das, was sich

nun herausstellen wird, ist eigentlich genau so skandalds wie






























































































































































































































































































































































































































































































