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Primfaktorenzerlegung auf Computern (1)

Die Methode von de Fermat

Wir wollen sguniéichst ein ganz elementares Verfahren zur I¥sung
von Aufgabe b) aus Teil I, fiir die Ermittlung eines echten Tei-
lers einer gegebenen Nichtprimzahl N kennenlernen. Es wurde be-
reits im Jahre 1643 von Plerre de Fermat angewendet und besitzt
charakteristische Besonderheiten, die es flir die "Handrechnung"
und auch filr den Computereinsatz attraktiv machen, jedoch nur
bel nieht zu groBen N, Ohne wesentliche Einschrinkung k¥nnen wir
voraussetzen, daB N ungerade ist, also daB die hichste enthalte-
ne Potenz von 2 bereits abdividiert wurde. Wir betrachten eine
beliebige Produktdarstellung in natiirlichen Zahlen
(2) N = u.v ,
wobei 1 S u £ YN und YN & v € N gelten s0ll, und u,v sind beide
ungerade. Eine solche Darstellung ist immer miglich, zumindest
flir u=i,
Mit den Bezeichnungen . 2
x = 1/2(u+v) = 1/2(u+K/u) = 1+3—

und

H—u2
y = 1/2(v=u) = 1/2(N/u=u) = e

(x und y sind ebenfalls natiirliche Zahlen!) gilt die Identitit
(3) H'12‘32' )

wovon man sich leicht durch direktes Ausrechnen iiberzeugt. So-
mit 18t sich aus jedem Teilerpaar (u,v) von N eine bestimmte
Darstellung von N als Differenz zweler Quadratzahlen gewinnen.
Ungekehrt zeigt die dritte binomische Formel, daB aus jeder Dar-
stellung (3) von N als Differenz zweier Quadratzahlen sofort
eine entsprechende Produktzerlegung N=(x-y)(x+y) mit natiirli-
chen Faktoren folgt. Die Suche nach Faktoren der Zahl N ist da=-
mit zurickgefiihrt auf die Suche von Pasaren (x,y) natiirlicher
Zahlen, die die Gleichung (3) erflillen.

Um diese Aufgabe zu ltsen, formen wir (3) um zu

(4) x° - ¥ ay?.

Wir miissen also eine Quadratzahl xa finden, fir die x?-ﬂ wieder
eine Quadratzehl ist.
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Ibleher Bereich flir x kommt dabei in Prage? Aus (4) liest man ab,

daB x°-¥ 2 0 ist, also x 2YN. Eine obere Schranke flir x ergibt

sioh folgendermaBen:

Wir nehmen an, daB N einen weiteren Teiler u1> u besitzt, der

aber noch kleiner oder gleich TN sein 8011, und wir bezeichnen
-l/u1, x -1/2(u1+v ) und 11-1/2(v1-u ) Dann gelten die Be-

ziehungen

(5) u<u, = x, =y, , Vi =X, +y,<V.
Daraus leiten wir die Ungleichungen

1% x4y - u

V1€V - x4

ab, die wir durch Addition zu
¥1€1/2(v=u) = y

susammenfassen. Wegen
x12-y12+ﬂ<s + Hmx

folgt das gewiinschte Ergsbnis

2 2

(6) x1<x.!5§—2 ;

Das bedeutet:
Von gwei Teilern u und u, 2 {N 11efert der grtBere Teiler
u, den kleineren Wert Xye Den griBtmglichen x—'hrtnefhal-
ten wir bei dem kleinsten Teiler u=1, und zwar x --ﬁ?— .

Wir haben aber noch mehr bewiesen. Wie bereits in Teil I erwidhnt
beginnt man die Faktorenzerlegung von N {{blicherweise damit, daB
man durch Divisionen mit Rest feststellt, daB N keine Priffakto-
ren kleiner oder gleich einer geeigneten Schranke k enthilt (an-
dernfalls werden diese vorher abgespalten). Dieses Wisgsen iber
N verringert den maximal erforderlichen Rechenaufwand der Fer-
matschen Methode betrichtlich. Setzt man nkmlich in (5) ein,
daB ein Paktor u,> k gesucht wird, d. h. usk, dann bleiben laut
(6) nur noch x ~Werte im Intervall von Y ¥ bis §§E- ausschlieB-
lich zu untersuchen.
Gibt es also in diesem Intervall keine natiirliche Zahl x mit der
Eigenaohaft 12-N i-t Quadratzahl, dann ist N prim, und

- (82 - ()2 1st die einzige Darstellung (3) fiir K.

Das Verfahren von Fermat besteht nun darin, in (4) fiir x nache
einander die kleinste ganze Zahl X, : fﬁ: dann X, +1, x,+2 usw,
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einzusetzen und zu lberpriifen, ob die Differenzen xoz-N,
(x0+1)2-H, (x°+2)2-n ua;. eine Quadratzahl ergeben. Tritt die-
N+k
2k

ger Fall fiir eln x< ein, ist Aufgabe b) gelist. Wir kinnen

2
die Suche abbrechen, falls er fiir keln x< !E%- eintritt, denn

denn ist N eine Primzahl (und Aufgabe c) ist geldst).

Die erste gefundene Losung von (3) liefert uns den griBien Tel-
ler u S {T von N und das zugehtrige v - im Gegensatz zum Verfah=
ren, alle Primzehlen unterhalb (N als mtgliche Teiler auszupro-
bieren. Dabei wird ja der kleinste Teiler u>1 von N zuerst ge-
funden.

Beispiel: N = 9373, YN =96,8..., X, =97.

Wir erhalten x 2-F = 9409 - 9373 = 36 = 6 Das Zahlenpaar

(97, 6) orflills die Gleichung (3), urd N = 97° - 6% = 103.91 =
T.13.103.

In diesem Beispiel filhrt bereits der erste filr x eingesetzte
Wert zu einer Zerlegung von N. Eiln ghnlich glinstiges Beilsplel
stammt von Permat; er bendtigte 12 Versuche fir x, um die Zahl
N = 2 027 651 281 zu zerlegen.

Diese Zufille sind aber relativ seltene Ausnghmen. Sie beruhen
darauf, daB ein Tellerpaar (u,v) von N existlert, in dem u nur
wenig kleiper ist als v, und beide Teiler unterscheiden sich nur
wenlg von'{ﬁi Weil denn y = 1/2(v-u) sehr klein ist, geniigen
einige Versuche fiir x.

In anderen Speiaalfhllen. in denen diese TPeilerstruktur von N
nicht vorliegt, kann man sie manchmal klinstlich herbeifiihren.
‘Setzt man etwa N = 157 136 981, dann gilt x = 12536- und erat
der Wert x = 14475 liefert die Darstellung N = 14475 -7238 und
die Zerlegung N = u.v = 7237.21713, Um diese Zerlegung zu fin=-
den, sind 1940 Versuche erforderlich. Multipliziert man jedoch
N mit 3 und zerlegt die Zahl 3N, dann gilt x, = 21712, und be=
reits x 2-N = 1 ist Quadratzehl. Man erhilt INa=(3u).v=21711.21713
ohne Joda Anstrengung, denn 3u~v, und 3N besitzt die giinstige
Teilerstruktur. Wir haben die interessante Tatsache, daB der Fak-
tor 21713 von einem Vielfachen von N wesentlich leichter abge-
spalten werden kann, als von N selbst.

Im allgemeinen ist aber die Fermatsche Methode dem Verfahren des
Durchprobierens aller in Frage kommenden Primzahlen weit unter-
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legen. Wir sshen bereits, daB dessen Aufwand im unglinstigsten
Fall proportional der Anzahl der Primzahlen unterhalb YN ist,
also etwa von der GrdBenordnung c{N/1log(YN) und klelner als

ofN. (Auch hier gibt es glinstige Fille, wie z. B, die riesigen
Zahlen n!, n=20 oder n=30, die fast im Kopf erledigt werden
ktnnen.) Wenn ich also eine ungefihr viermal so groBe Zahl zer-
legen will, benttige ich noch nicht einmal den doppelten Rechen-
aufwand. Die Methode von Fermat erfordert maximal E%_ -/

Versuche, um den Primzahlcharaskter von N zu beweisen oder um
einen Faktor von N zu finden. Geht man von der realistischen
Beschréinkung k < 10° aus, so erhdlt man, daB der Aufwand dieses
Verfahrens im unglinstigsten Fall c'.N betrdgt fiir irgendeinen
festen Proportionalit¥tsfaktor c'. Der Antell von -fﬁ’kann fir
groBe N vernachléssigt werden, well der erste Summand weilt
tiberwiegt. Damit ist schon eine etwa doppelt so groBe Zahl nur
mit dem zwelfachen Rechenaufwand zerlegbar (wenn keine Verbes-
serung der Teilerstruktur auftritt!).

Der ndchste Tell unserer Artikelfolge soll sich mit Modifika-
tionen des betrachteten Verfahrens beschdftigen, die den Auf-
wandsfaktor c¢' stark verringern und grdBere Zahlen N fiir dle
Zerlegung zuganglich machen,

Traugolt SchulmeiB

wiss. Assistent

im Forschungsbereich
Sektion Mathematik der FSU

= == ===

Berichtip;unﬁen zu Wurzel 8-9/7/8

S. 114, Zeile 26: In der angegebenen Formel fehlt der Bruch-
strich., Richtig isb:

VN / ( 100000« 1n(/T) )
S. 116, Zeile 26: Es muB richtig heiBen: "39stellige Fermatzahl".
An Hand der Produktdarstellung von 2° + 1
ist das leicht zu sehen.

S. 123, Zeile 10: Richtig ist: b2 =1+1=2

Zeile 29: Gleichung (57)
£, = T (M2 = 2 (2
2n = g/ fg wd g, = 2 (3) B

€=0
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Aufgabenlésen oder Forschung

Das LOosen von Aufgaben, wie in der Olympiadebewegung gefordert,
und die mathematische Forschung gehen von verschiedenen Voraus-
setzungen aus.

Mit einer Olympiadeaufgabe liegt bereits eine sinnvolle Frage-
stellung vor und fast immer ist auch schon das Ergebnis bekannt,
denn es wird gefordert: Man beweise, daB ... Eine Pragestellung
der Art: Untersuchen Sie, ob ... ist schon selten anzutreffen.
Bei der Forschung geht es aber im Gegensatz dazu zunichst um

die Formulierung einer sinnvollen Fragestellung.Glaubt man eine
gefunden zu haben, so wird man versuchen, diese zu beweisen. Da-
beili wird man dann sehr hdufig erfahren, daB doch keine sinnvolle
Fragestellung vorlag oder aber die eigene Beweistechnik zum Be=-
weis nicht ausreicht. Beim L&sen von Aufgaben wird also mit ge=-
nligendem Training ein gewisser Erfahrungsschatz angelegt, auf
den man zuriickgreifen kann, widhrend die Forschung Intuition ver-
langt. Die dargestellte Problematik mochte ich an folgendem Bei-
spiel erldutern.,

Sei 2
n 2 n
Cn+1 = (m) cn + m und 01 = a8,

Man berechne 1lim . !
Nn—» oo

Dies ist eine Aufgabe vom Olympiadetyp. Es ist

2 2 2
(n+1) Chyq = D Cp + 6n., Mit a, = n“c (1) folgt

ne1 = 8p * 6n (2) und hieraus durch Aufsummieren von 1 bis n
n

Bo,q = 8y + EE% 61 = a, + 3n(n+1). (3)
(Eine allgemeine Theorie zur Losung findet der Leser in

Markuschewitsch, A.I., Rekursive Folgen, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin, 1955). a
Durch Rilcksubstitution folgt c¢ , = —0tl__ & + 3n(n+1)

n+1 2 2
und demit 1im c = 3. (n+1) (n+1)

N —» a0

a

Wir wollen nun eine allgemeinere Fragestellung formulieren und
versuchen, sie mit der gleichen L¥sungsmethode zu bearbeiten.
Bel der Substitution (1) ktnnte man n“ durch nr, ¥ €N, erset-
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zen und bei der Aufsummierung (2), (3) werden nur die Zahlen 61
sumniert, Man kdnnte versuchen, 6i durch ein Polynom p(n) zu er-
setzen. Damit dann aber die neue Polge ¢, noch konvergiert, muB
p(n) vom Grade kleiner gleich ¥ =1 sein (+), d. h. hier bestand
die Mdglichkeit, eine unsinnige Frage zu stellen.

Sel also " pr’-1 (n)
cn+1 = (D._-I-T) Cn + —E'D:-T)—r und c1 = g,
Mit a = n?e (1.1) folgt 841 =8, + pr_1(n) (2.1) und hier-

aus durch Sumieren
an+1 -a +E P_-‘(i) (301).

Durch Riicksubstitution folgt
n
8, + E Pre (1)
(o] =
n+1 (n+1)¥

An dieser Stelle treten also neue Schwierigkeiten auf, die neue

Gedanken erfor;l_ern.
-

Sei p,._,(x) =1Z=0 Aixi, so ist
=1 n 3
A=3_"p u)=z_§::% =§: (a, 3= 19y
. 1.1 1=1 j=0 J i1

Die Summen :LZ i‘j = 1;’+2'-J-;-....+n'-J bezeichnet man als Newtonsche
=1
Summen. Nun ist

1
Zn n} X dx -ﬂ L(Il+1)'j+1 - 1] -

i=1

(Die Summe s‘tellt eine Untersumme im Intervall [_1,n+1] der
Funktion y = xJ dar) und
J S B E

(Die Summe 51:3111: eine Obersumme im Intervall [O,n-_] der Funk-
tion y = x'j dan)
Somit gilt: -

S j_'jrv 1 n'j+1

i=1 J

und wir erhalten Y-

Hasz i" 1, L d+

j= I '

+
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=1

also . J+1
BFNY 1,
®n " e Ut & T A W
1

[1—» o0
Es 18t f(x)~g(x) (sprich:f ist asymptotisch g), wenn

lim f£(x) [g(x)] =1 = 1 ist. (Weitere Literatur findet man bei
X0
Berg, l., Asymptotische Darstellungen und Entwicklungen, VEB

Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1968.)

Wir haben also gesehen, daB einige Verdnderungen erhebliche An-
strengungen und neue Ideen in der Ldsung erfordern.

In (+) wird iibrigens klar, daB p(n) nur ein Polymom héchstens
(y=-1)-ten Grades sein darf, denn sonst hdtten wir im Z&hler min-
destens eine n-Potenz zuviel,

Wir verallgemeinern die Aufgabenstellung erneut.

n4£ ¥ Py_q (n) 2
Sei Gn_'_‘ = (__n+o() n+ﬁ 4+ —(;;_!__,_{')_ mit 01 = a und «>0 .

's
Mita =n"c  (1.3) folgt a = 8y + Py.q(n)e

Wir erkennen, daB zur vollsténdigen Bestimmthelt der Folge mehr
als ein Anfangswert vorgegeben sein mufl. Wir bendtigen die Werte
01'02'"--0‘;_,, « Bel der ILosung gehen wir wie folgt vor:

Aus a, mit 1 £ B, £ « = p erhalten wir die Teilfolge

) und damit c « Ist der Grenzwert von _/30 un=

o
apo+n(.: -g _no+n(ot-,a)
abhinglig, so ist unser Problem geldst. Setzen wir:
ﬂn = cﬂo"'n(“é"ﬁ)’ so 1st

dppq = 9 * Ppog [/30-,8 +n(°("/€):| ¢

Welter erhalten wir durch Summation

dr1+‘! = d0 + 1%0 Pyoq [_.ﬁo'-ﬁ"'i("('/?)]
und damit £ |
1 1 j+1
d, + ;f?o T A:lvt-p [/Jo-ﬁ +n(a(../e)] J+ 1 o
an NF(&(-ﬁ) .A.a,—_.lc

(n+ £ )¢
Als Lehre konnen wir festhalten: Wenn wir nur ein wenig verallge-
meinern, dann wird die Bewelsfilhrung erschwert oder die Ldsungs-
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methoden werden wesentlich komplizierter.

Wer formuliert zu diesem Problemkreis weitere Verallgemeinerun-
gen? Losungen bitte an die Redaktion einsenden! Die besten Ar=-
beiten werden versffentlicht.

Dr. W. Moldenhauer

Sektion Mathematik
der WPU Roslodk

Wenn einer eine Reise tut...
(zum Beispiel im Studentenausiausch nach Thilissi)

Wenn einer eine Reise tut, dann kann er was erzihlen. Dies trifft
auch auf uns zu, die wir in diesem Jehr zu den Gllicklichen z#hl=-
ten und im Rahmen des alljéhrlichen internationalen Studenten-
austausches von der Universitdt Tbilissi eingeladen wurden. Im
August fuhren wir = acht Jugendfreunde aus dem jetzigen 5. Stu-
dienjahr Diplom-Mathematiker und zwei Betreuer - fiir fast 4 Wo-
chen nach Georgien. Wir hatten zuvor im Juli eine

Gruppe georgischer Studenten fiir angewandte Mathematik der Uni-
versitdt Tbilisei hier bei uns in Jena betreut. Diese Studenten
sollten dann wihrend unseres Aufenthaltes dort unsere Gastgeber
sein, Durch ihre Erzihlungen waren wir sehr gespannt auf Geor-
glen,

Zundchst flog unsere Gruppe nach Batumi am Schwarzen Meer. Es emp-
fingen uns subtropisches Klima und die entsprechende Vegetation.
Viele Gewiéichse, die wir bis dahin nur vom Fernsehen oder aus

dem Lexikon kannten, lieBen uns staunen, ebenfalls die Delphine
mit ihren Kunstatiickchen im Batumier Delphinarium. Unser Aufent-
halt dort war sehr erholsam, zumal jeden Tag Baden auf dem Pro-
gramm stand. Auch ein steiniger Strand und erbarmungslose Sonne
konntenuns nicht bremsen. ILetztere ridchte sich auf ihre Weise,
DaB Batumi der feuchteste Ort der Sowjetunion ist, merkten wir
nur an einem Tag. Jedoch schlossen wir Freundschaft mit dem gu-
ten georglschen Wein. Dies lieB auch unsere Verdauungsorgane
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nicht unbeeindruckt. Doch stiegen wir nach einer Woche abends
in Batumi in den Zug, gespannt auf das, was sich unseren Augen
nach dem Aufwachen wohl zeigen wiirde.
Tbilissl, die Hauptstadt der Grusinischen SSR, empfing uns mit
strahlendem Sonnenschein. Das Wetter sollte sich iiber mehr als
zwel Wochen nicht &dndern, so daB unserem Besichtungsdrang dies=-
bezliglich keine Grenzen gesetzt waren. Doch zundchst erst einmal
begann unsere eigentliche Arbeit an der dortigen Uniliversitét.
0ffiziell begriiBt wurden wir vom Dekan im Klub der jungen Wis-
senschaftler. Unsere Tdtigkeit bestand neben dem Kennenlernen
zweier Forschungsbereiche und des Rechenzentrums hauptsdchlich
im Besuch einer Vorlesungsreihe zu einem von uns gewdhlten Thema
(Fourier-Reihen). Eine Vorlesung in georgischer Sprache, wie
dort iiblich, erschien uns jedoch nicht sehr sinnvoll. Deshalb
einigten wir uns mit dem Dozenten auf russisch. Wider Erwarten
machte uns das Verstehen dieser Vorlesung aber kaum Schwierig-
keiten. Uberhaupt kdnnen wir sagen, daB sich etwaige Zweifel, ob
wir uns mit unseren Gastgebern in russischer Sprache wilirden ver-
stindigen kBnnen, schon bald zerstreuten. Es ist erstaunlich,
wieviel man doch mit wenigen Vokabeln sagen kann. Sogar unser
"Russischexperte™ mit einem nach eigenen Angaben 3 Worter um-
fassenden Wortschatz hatte kaum Schwierigkeiten mit der Konver=-
sation. Durch den engen Kontekt zu unseren Gastgebern bekamen wir
einen tiefen Einblick in die dortige Lebensweise. Viele sehr
erlebnisreiche und eindrucksvolle Ausfliige lieBen uns, wie man so
sagt, Iand und Leute kennenlernen. Busfahrten fiihrten uns zum
Beispiel nach Gori, Mzcheta, der alten georgischen nauptatadt
und entlang der alten georglschen HeeresstraBe in den Kaukasus,

Tbilissi selbet ist wohl eine der schionsten sowjetischen GroB=
stddte. Den besten Gesamteindruck erhdlt man bei einer Fahrt mit
einer der zshlreichen Seilbahnen hoch iiber der Stadt. Eintridch-
tig stehen historische und neue Bauwerke nebeneinander. Im Ge-
gensatz zu den kahlen Bergen, die die Stadt einschlieBen, iiber-
raschen viele Blumenbeete, Griinanlagen und Parks mit auffallend
vielen Springbrunnen. Wasserknappheit scheint es dort selbet im
Hochabmmer nicht zu geben, denn die Anlagen werden sogar mit
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Feuerwehrschlduchen "gedopt", und wer nicht aufpaBt, bekommt
selbst die MYglichkeit, noch etwas zu wachsen.

Die Georgier sind ein sehr gastfreundliches Volk. Es kann einem
pessieren, deB man von wildfremden Leuten in elner Gaststidtte
Wein an den Tisch gebracht bekommt. Doch die georgische lLebens=-
weige kann mitunter auch anstrengend sein, wovon wir uns bei
Erffnungs- und AbschluBbsnketten, die nach traditionellem Ritual
abgehalten wurden, ilberzeugen konnten.

Schnell war die Zeit unseres Besuches um. Mit Koffern voller
Souveniers, vielen Metern belichteten Films und mit viel Erzihl-
stoff ausgestattet +traten wir wieder die Heimreise an.

Wenn einer eine Reise tut, ... dann empfiehlt er sein Reiseziel
meist weiter., Vielleicht ist beim Leser der Wunsch entstanden,
dieses Iand selbst kennenzulernen. Nur zu!

Gunter Blume

—
=

Wo steckt der Fehler?

a+b= ¢
4a + 4b = 4¢
Sc-= 5a + 5b ) *

4a + 4D + 5¢ = 4c + 5a + 5b /=9¢
4a + 4b - 4¢c = 5a + 5b = 5¢

4 = 5
Polygone unter sich

. Sie sollien sich auch quqlifizienn!"
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Preisaufgaben

L1

=

Man zeige, daB filr alle reellen Zahlen x folgende Unglei-
chung gilt:
|ain x + 13 cos x| €2

=
n

=

Wieviel Ziffern besitzt die Zahl 21007

)
W

Man beweise:
x2 - 35°% = =1

hat keine ganzzahligen Idsungen!

——

Es sei f eine fiir slle reellen Zahlen x definierte null-
stellenfreie Funktion.

Ist F(x) = £(2x) + £(3x) ebenfalls fiir alle reellen
x definiert und nullstellenfrei?

Man beweise folgende Aussage:

sin x + sin (x+l§‘ﬂ') +Bin(x-%'n:) = 0,

o [

B npaBHNBHON yceuyE€HHO{ UETHPeXyI'ONBHOl mMpaMuie CTOPOHH
OCHOBaHU{t paBHH a 1 b, a O0OKOBasg IMOBEPXHOCTH PaBHA IOJO-
BHHE IIOJHON# @mOoRepXHOCTH. HaitTu O0BEM IMID&iM/H.

Lﬁauggsbedigguggan:

Flir jede vollsténdige LYsung erhdlt der Einsender dle bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzehl. Am Ende des Schul-
jehres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljehr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen=-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er=-
reichten Punkte fiir das nichste Schuljahr gutgeschrieben.

Die LYsungen sind - jede LYsung auf elnem gesonderten Blatt,
versehen mit Neme, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben™ an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbesondere,
daB die in einer Losung unbewlesen verwendeten Sachverhalte an-
zugeben sind. Der L¥sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

EinsendeschluB: 15. 4. 1279
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Losungen
K 43 Man konstruiert ein rechtwinklige Dreieck mit der Hypo-

thenuse 4 und einer Kathete der Lidnge 3. Nach dem Satz
des Pythagoras gilt fiir die Linge x der gweiten Kathete:

12 + 32 = 42
X = i16-9
x «\T"

Eine andere Ltsung ergibt sich mittels des Koslnussatzes.
Siehe Zeichnung:.

'12 + 32 - 2-1-50005(600)
1+9-3=7

K 44 Durch Umformung der Gleichung erhidlt man

1g(kx) = 2 1g (x+1)

1g(kx) = 1g (x+1)2 .
Da die Logaritﬁhuafunktion eineindeutig ist, muB also
gelten:

kx = (x+1)2

x2+(2-k)xw1 =0 .

31/2"'%';"’t =p--1 .
Demit genau eine Lisung x existlert, muB gelten:

(x-2)2 = 4

k, =4

k2 =0 (entfdllt, da Logarithmusfunk-

tion bei O nicht definiert)

k=4 erfiillt die Bedingungen der Aufgabe und ist auch
die einzige Zahl, die dles leilstet.

K 45 Das System hat als Ldsungen alle Permutationen des Tri-

pels
(-15:1;3).

K 46 Es gllt 14 € 0 und 34 2 0. Also folgt mit 14 + 34 = 1

sofort:
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0=x*<, 08545,
also gilt auch
-1£x%1, 18ys,
Wie leicht zu sehen ist, kann das Maximum nur fir po=
sitive x und y angenommen werden.
05151,02351 .
In diesem Bereich gllt jedoch
19.5 149 39 = '-74 >
Also auch

x9+395x4+y4-1.

x9+:;r9 nimmt jedoch den Wert 1 genau dann an, wenn eine

Variable O und die andere 1 ist. Also iat die L¥sungs-

e s {[0.1] ; [1.0]} :

K 47 Indem man beide Gleichungen quadriert und dann addiert,

erhilt man:
4(ain6x + ‘coasx) = 1
sin'x + (1—sin2x)5 = i—

331n4x - 331:12:: + % = 0

4x-ain2x+i--0

(ainzx - -12)2 = 0

8in

sin’x -%
la Xy 'g x) = (35 4 pr
ainxa--g xas(k"' i%)ﬁ‘

1. Fall: x = 2ty
Daraus folgt: sin x .g, cos x .i_g
1. Gleichung: sin(y-3x) -@.

y=3x = (%"'—1 + -})ﬁ'

y-(41+1i'}+3'8—kii)ﬁ
3.(8_'“1‘1:%)5t
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2. Gleichung: 008(y=3x) = —‘g

y=3x = 2T1 + -1-1'[

ye(as3+3.8E0,

y= (s b
Daraus folgt die Ldsung:
y = 24'?"’4?1‘['
y -4l |
Dap erste L8sungspaar lautet also:
G, dmdg

Analog erhélt man folgende L¥sungen:
ZEL e, (2me1)TT)

(2582 1, (2me1) IT)

CEL 5y, (2me1)77)
Diese Lisungen erfilllen das Gleichungssystem!

K 48 | Piir die Wurzeln einer Gleichung 23 + zaua2 + bz +c=0

gilt:
21 + 22 + 33 = =g
5122 i 2223 + 5123 =)

Nach den Bedingungen der Aufgabe gilt
¥ + 95 +‘ Vq = XX, + x2x3 + XXy = 1
V¥ + 394 + Y49, = x1x2x3(x1+::2+x3) a =2
V93 = (3102 w1,
Also lautet die gesuchte Gleichung:
yj - y2 -2y -1 =0
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Was ist ein Differential? (1. Teil)

1. Das infinitesimal lineare Verhalten differenzierbarer
Funktionen

Eine wichtige Stellung in der mathematischen Analysis nimmt der
Begriff der Differenzierbarkeit ein. Um die Differenzierbarkeit
einer Funktion y=f(x) an der Stelle X=X zu untersuchen, wird
das Verhalten des Differenzenquotienten i%% mit A y=y~y  und
Ax-x-xo fiir A x— 0 betrachtet.

Definitilon 1: Die auf der Menge der reellen Zahlen de=-
finierte und reellwertige Funktion y=f(x) heiBit an der
Stelle X=X differenzierbar, wenn

Ay | po
A]ijino ax £ (xo)

existiert. f'(xo) wird als Ableitung der Funktion f(x)

an der Stelle x, bezeichnet.
/

1
!

| ’iaﬁmnfe
il
(.
el I
. L
X X X
Wie lassen sich Differenzenquotient und Ableitung in der graphi-

schen Darstellung interpretieren?

Die Differenzenquotienten ergeben den Anstieg der Sekanten durch
(xo,yo) und einen weiteren Punkt (x1,y1J (bzw.@xz,ya)), die
Grenzgerade dieser Sekanten liefert die Tangente an die Funktions=
kurve im Punkt (xo,yo), deren Anstieg die Ableitung f'(x,) dar-
stellt.,

Unmittelbar aus der Definition der Differenzierbarkeit ergeben
8ich zwel Probleme:
1. Wie genau ist die Ngherung, wenn wir statt der Ableitung f'(xo)

einen Differenzenquotienten %% bei "kleinem" A x verwenden?

2. Ist es mbglich und sinnvoll, in einer Umgebung von xo,atatt
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der Funktionsgleichung die Gleichung der Tangente zu verwenden?
Man spricht in diesem Fall von linearer Approximation der Punk-

tion.
Es wird vorausgesetzt, daB die Funktion f(x) an der Stelle X,

differenzierbar ist.
Um den Zusammenhang

ﬁ ef'(xo) (Problem T)

bzwe
Ay = fl(xo). Ax (Praoblem 2)

fur kleine 4 x quantitativ zu erfassen, fithren wir die von A x
abhiéingige stetige Fehler- oder Restfunktion r(A x) ein:
r(l x) = f(x0+Ax) - f(xo) - f'(xo}.Ax

8y =f£'(x)) Ax+ r(Ax). (1)
Aus der Tatsache Ay=0 fiir A x=0 ergibt sich
r(0) = 0

und aufgrund der Stetigkeit der Funktion r(Ax)

sin r (Ax) = 0. (2)
Die Stetigkeit von r(Ax) bei Ax=0 folgt aus der Stetigkeit
vaon f(x) an der Stelle X=X
Wir dividieren beide Seiten von (1) durch A x # 0 und erhalten
‘2‘%" £'(x )+ Lgéxll .
subtrahieren f'(xo) und gehen zum Grenzwert fiir A x— 0 {iber

Un (R - £0(x) = 1m ZAD) (5

aX-»0 Ax -0 a
Nach Definition 1 ergibt sich fiir die linke Seite

Mm, (FE-£10x)) = lim AL rix) rix) - £1(x,) = 0,

ax=e Q0 aAx
80 dal
rax
dn 2P <
iBt-

(Dies ist eine Verschiérfung der Bezlehung (2), denn aus (4) folgt

lim r(4x) = r(ax) | " r(4 x - g
lim r(Aax) 4]ij-'-'ono (4 = aAx) .l‘i_glo —&ﬂx—l . él.!i_n;oAx 0.0 = 0.

Die Gleichung (4) besagt namlich, da3 r(Ax) fir Ax —»0
"schneller gegen Null geht" als A)g, wihrend (2) lediglich
bedeutet, daB r(Ax) fir A x—e0 dberraupt gegen Null konvergiert.)
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Wir formulieren das Ergebnis (4) als

Satz 1 : Wenn die Funktion f(x) an der Stelle x  differenzier-
bar ist, so gllt die Beziehung
Ay = f'(xo) « 4x + r(dx)
mit der Eigenschaft

lim d‘—xl = Q.
an=20 ax

Diese Beziehung (4) gibt uns ein quantitatives MaB flir die "Glite"
der linearen Approximation der Funktion f(x) in einer "kleinen"
Umgebung von e 3 die Analysis spricht von einem infinitesimal
linearen Verhalten in der Nihe von x .
Antwort auf die Frage, ob aus dem infinitesimal linearen Verhal-
ten in der Ndhe von X, die Differenzierbarkeit von f(x) in X,

folgt, gibt

Satz 2 : LiBt sich fiir die Funktion y=f(x) eine Darstellung
Ay =2 . Ax + r(Ax)

r(ax) _
& Bx 0
angeben, so ist f(x) in X, differenzierbar und
a-f'(xo)n

mit

Der Beweis ergibt sich durch Einsetzen der Darstellung fiir Ay
in die Definition der Ableitung

’ a4y a. 4 x+r(a x) a., 4x r(a4 x)
£1(x) = Jim 23 = 3% Ax =38, “ax * L% “ax

=2a + 0 = a,

Es ist uns demit gelungen, als dquivalentes Kriterium filr die
Differenzierbarkeit das infinitesimal lineare Verhalten der Funk=-
tion f(x) anzugeben.

Daher nehmen viele Standardwerke der mathematischen Fechliteratur
die Berechtigung, als Definition der Differenzierbarkeit das in-
finitesimal lineare Verhalten zu formulieren.

Gregor Weske
Forschungsbereich

I)

Aus der Existenz der rechis stehenden Grenzwerte folgt die
Existenz der Grenzwerte links vom Gleichheilszeichen.
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Berechnung und Eigenschaften

von Primzahlzwillingen

In vorangegangenen Artikeln dieser Zeltschrift (WURZEL 3 = 5/77)
wurde ausfiihrlich {ilber Definition und grundlegende Eigenschaften
der Primzahlen berichtet. In diesem Beitrag wollen wir uns mit
den sogenannten Primsahlswillingen beschiftigen. Beispiele fiir
solche Zwillinge simd: (3,5); (5,7); (11,13); (17,19); (1871,
1873); (1997,1999).

Wihrend seit langer Zeit bekannt ist, daB es unendlich viele
Primgahlen gibt, ist bis heute noch nicht exakt bewiesen, ob es
unendlich viele oder endlich viele Primzahlzwillinge gibt. Al-
lerdings besteht heute aus verschiedenen Griinden die berechtig-
te V.rmutung, daB unendlich viele Primzahlzwillinge existieren.
Trotz der unregelmiBigen Vertellung der Primzahlzwillinge im Be—
reich der natlirlichen Zahlen scheint fiir die Anzahl der Prim-
sahlzwillinge fiir groSe Bereiche ein khnliches Gesetz zu- gelten
wie bei der Primzahlfunktion 77 {x) (siehe WURZEL 5/77).

Da mir fiir die Berechnung der Primszahlzwillinge nur ein kleiner
elektronischer Tamchenrechner zur Verfilgung stand, habe ich
mich aus Zeitgriinden auf die iniersuchuag dsr Primzahlzwillinge
im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 100000 beschrénkt. Die
Auswertung der Ergebnisse filhrt aber zu interessanten Vermutup-~

gen,

Definition und allgemeine Darstellung der Primzshlzwillings

Definition: Zwei Primsahlem p, und p, (1<p1< »,) heiBen
Primzahlzwillinge, wenn gilt: Py = Py + 2.

Pa bekanntlich alle Primzahlen p >3 durch die Tsrme 6n=1 bzw.
én+1 daratellbar sind, lassen sich Primzahlzwillinge allgemein
durch

darstellen,

Die natiirliche Zahl n >0 unterliegt debei gewissen Bedingungen.
Im folgenden wollen wir dis bsilden kleiusten Pmere {3,5) und
(5,7) nicht beriicksichtigen, also n >4 voraussetzen. Dann kann
n nur eine netliriiche Zahl mit einer Endziffer 2, 3 9, T, 8

Py = ébrn=-1  und P, = 6n41
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oder O sein. Wiirde n eine der Endziffern 1, 4, 6 oder 9 haben,
wire eine der Zahlen Py oder p, durch 5 teilbar, also keine
Primzahl.

Die so ausgewihlten Zahlenpaare (6n=1; 6n+1) wollen wir als
mégliche oder potentielle Primzashlzwillinge bezeichnen. Sie kon-
nen Primzehlzwillinge sein, miissen aber nicht. Fiir n=13 erhal=-
ten wir z. B. (77;79), also kein Paar von benachbarten Primzah-
len, da 77 = T.11 ist. Plir n=17 dagegen erhalten wir (101;103),
also ein Paar benachbarter Primzshlen.

Die Anzahl der potentiellen Primzahlzwillinge in einem bellebi-
gen Bereich der naetiirlichen Zahlen, z. B. zwischen 10 und 10k
(k €N und k> 1) 1dBt sich leicht abschiitzen. K Kk

Es sel 6n-1 =10, Fiir n folgt daraus n=~1%% =18 |

Da von den mglichen Endzifferen O = 9 nur 6 in Frage kommen,
ergibt sich fiir die Anzahl der potentieﬁlen Primzehlzwillinge,
die wir mit x tezeichnen wollen, x ﬁf-E— TU y &lso

k
x % 15~ = 10¥=1, Im Bereich der natiirlichen Zehlen von 10 bis
100000 miiesen also rund 2 . 10000 = 20000 Zahlen auf ihren Auf-
bau hin untersucht werden.

Berechnung der Primzahlzwillinge

Die Berechnung der Primzahlzwillinge macht keine prinzipiellen

Schwierigkeiten. Die potentiellen Primzehlzwillinge q und q.2

miissen auf ihre Tellbarkeit durch die Primzehlen p

(7T € p € /g bzw. Yg+2' ) hin untersucht werden. Bel der Aufstel-

lung einer Tabelle der Primzahlzwillinge kann man folgende Eigen-

schaften der Primzaehlzwillinge beniitzen, die aus der Struktur

der potentiellen Primzahlzwillinge folgen:

Primzahlzwillinge mit den gleichen Endziffern 1 und 3 erfiillen

die Beziehung: Py = 11430.k (k€ N) Py, = 134+30.k .

Ahnlich ist es bei Primzahlzwillingen mit den Endziffern 7 und 9:
Pq = 17+30.1 (LeN) Ppo = 19+30.1 .

Fiir Primzehlzwillinge mit den Endziffern 9 und 1 gilt ebenfalls
Py = 29+30.m (m € N) Py = 31430.m .

Ferner unterscheiden sich Primzahlzwillinge, die in den beiden

Endziffern libereinstimmen, um ein Vielfaches von 300,

Primzahlzwillinge, die in den drel Endziffern {ibereinstimmen, um
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ein Vielfaches von 3000. Die Folgen der Zahlen k bzw. 1 und m
lagsen keine GesetzmidBigkelit erkennen.

Die relative Hiufigkeit der Primzahlzwillinge

Zunlichst scheint das Vorkommen der Primzahlzwillingé nicht ge-
setzmiBlg.zu verlaufen. In der folgenden Tabelle geben wir die
Anzehl z(x) der Primzahlzwillinge im Verhéltnis zur Anzehl x der
potentiellen Primzahlzwillinge an. Wir nennen dieses Verhiltnis
die relative Hdufigkeit der Primzahlzwillinge:

r(x) = ig)- (500 _f-‘- X & 10000).

Tgbelle der relativen HHufigkeiten der Primzahlzwillinge
x r(x)= z(x) x r(x)= ﬂlil x r(x)= z(x)

X X

500 0,248 3700 0,152 6900 0,1309

600 0,235 3800 0,151 7000 0,1307

700 0,228 3900 0,150 7100 0,1311

800 0,216 4000 0,1485 7200 0,1307

900 0,209 4100 0,147 7300 0,1304

1000 0,203 4200 0,146 7400 0,1295
1100 0,199 4300 0,146 7500 0,1291
1200 0,193 4400 0,145 7600 0,1286
1300 0,186 4500 0,145 7700 0,1283
1400 0,184 4600 0,143 7800 0,1278
1500 0,178 4700 041425 7900 0,1273
1600 0,176 4800 0,142 8000 00,1271
1700 0,173 4900 0,142 8100 0,1272
1800 0,173 5000 0,142 8200 0,1271
1900 0,172 5100 0,141 8300 0,1271
2000 0,171 5200 0,141 8400 0,1265
2100 0,170 5300 0,140 8500 0,1265
2200 0,169 5400 0,1396 8600 0,1263
2300 0,169 5500 0,1385 8700 0,1259
2400 0,169 5600 0,138 8800 0,1260
2500 0,164 5700 0,138 8900 0,1257
2600 0,163 5800 0,1372 9000 0,1252
2700 0,161 5900 0,1371 9100 0,1249
2800 0,161 6000 0,1367 9200 0,1248
2900 0,159 6100 0,136 9300 0,1248
3000 Qs 15T 6200 0,135 9400 0,1248
3100 0,155 6300 0,134 3500 0,1248
3200 0,155 6400 0,1336 9600 0,1244
3300 0,155 - 6500 0,1329 9700 0,1238
3400 0,155 6600 0,133 9800 0,1241
3500 0,155 6700 0,1319 9900 0,1241
3600 0,154 6800 0,1315 10000 0,1237
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Neherungsfunktionen flr-z(x)

Es 1st heute eine bewiesene Tatsache, daB die Anzahl der Prim-
gahlen kleiner gleich x flir sehr groS8e x sich un~efiihr wie I%E

verhdlt, also e
(x) 1

xiiﬂa x ' Tox '_1
ist (siehe Wurzel 5/77).
Wir wollen nun untersuchen, ob nicht eine #hnliche GesetzméBig-
keit fiir die Primzahlzwillinge besteht. Wir betrachten daher
das Verh#ltnis Eéil H I%E ;s z(x) 18t die Anzahl der Primzahl=-
zwillinge im Bereich der ersten x potentiellen Primzahlzwilline-
g2, 1lnx ist der natiirliche logarithmus von x.
Die folgende Tabelle gibt liber die Annidherung von Eé!l durch

I%i einigen AufschluB.

z!x! 1 z‘x! 1

x X Thx x * Tnx
1000 0,203 0,1448 1,402
1500 0,178 0,1367 1,302
2000 0,171 0,1316 1,299
2500 0,164 0,1278 1,283
3000 0,157 0,1249 1,257
3500 0,155 0,1225 1,265
4000 0,1485 0, 1206 1,231
4500 0,145 0,1189 1,219
5000 0,142 0,1174 1,209
5500 0,1385 0,1161 1,193
6000 0,1367 0,1149 1,190
6500 0,1329 0,1139 1,167
7000 0,1307 0,1129 1,158
7500 0,1291 0,1121 1,152
8000 0,1271 0,1113 1,142
8500 0,1265 0,1105 1,145
9000 0,1252 0,1098 1,140
9500 0,1248 0,1092 1,143
10000 0,1237 0,1086 1,139

Wenn man bederkt, daf x=10000 im Bereich der unendlich vielen
potentiellen Zwillinge noch nicht sehr grofi ist, liegt die Ver-
mutung sehr nshe, daB das Verhdlinis Eéﬁl H I%E filr x gegen un=
endlich gegen 1 strebt. Mir ist bekannt, daB im Bereich der na=-
tiirlichen Zahlen bis 1000000 {iber 8000 Primzehlzwillinge mit
Computern errechnet wurden, d. h. die relative Hdufigkeit der
Zwillinge fir x=100000 etwas grtfBer oder ungefiédhr gleich 0,08
gein muB. Fun ist flir x=100000 der Wert von I%E = IE"T%UUUU =

0,0868, stimmt also mit der relativen Hiufigkeit der Primzahi-
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zwlllinge anné@hernd iiberein. Leider ist mir der genaue Wert

der AnzaRl der Primzahlzwilllinge fiir x= 100000 nicht bekannt.
Die Richtigkeit dieser Vermutung widre ein Bewels dafiir, daB
es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.
Wenn man sich auf den untersuchten Bereich bis x = 10000
beschrénken wiirde, kénnte man auch noch andere Néherungs-
funktionen fiir die relative Héufigkeit der Primzahl-
zwillinge angeben. Aus der graphischen Darstellung der relativen
Hﬂufigkoiteﬁ r(x) k¥nnte man als Niherungsfunktion ansetzen:
£(x) = c.e” ¥ bzw. g(x) = ¢.x~ .
Fir beide Funktionen gilt: 1lim f(x) = 1im g(x) = O.

X > w0 X —b oo

In unserem Bereich bis x=10000 eignen sich z. B. folgende Funk-
tionen:

f(x) = 0’1629 & 3-0'0000275I. g(x) - 0’7733 . x_0’199'

Die folgenden Tabellenwerte fiir r(x), f(x) und g(x) zeigen die
gute Anniherung von f(x) und g(x) an r(x).

x r(x) f(x) g(x)
1000 0,203 0,158 0,195
2000 01 0,154- 0,170
3000 0,157 0,150 0,157
4000 0,1485 0,146 0,1484
5000 0,142 0,142 0,142

6000 0,1367 0,138 0,137
7000 0,1307 0,134 0,1328
8000 0,1271 0,1307 0,1293
9000 0,1252 0,1273 0,1263
10000 0,1237 0,1237 0,1237
Ein Nachtell dieser Niherungsfunktionen besteht darin, daB sie
auf den Bereich bis 10000 abgestimmt sind. Man kann aber vermu-
ten, daB f(x) und g(x) rascher gegen Null streben als r(x). Wir
haben weiter oben bereits erwidhnt, daB r(100000) etwas grdBer
oder ungefdhr 0,08 ist. Berechnet man f£(x) und g(x) fiir
x=100000, s0 erhalten wir die Werte
£(100000) = 0,0104 und g(x) = g(100000) = 0,0782
£(x) scheint also schneller gegen Null zu streben als r(x).
Wenn diese Vermutung richtig wdre, wdre damit dle Existenz un-
endlich vieler Primzshlzwillinge bewiesen.
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Als interessanteste Vermutung in den vorhergehenden Ausfiihrun-
gen erscheint mir die, daB das Verhiltnis ’xx fiir gegen unend=-
lich strebende x dem gleichen Wert zustrebt wie das Verhiltnis
X(x) | ngmlich yi—. Die wahrscheinlich fiir viel gréGere Berei-
che errechneten Primzahlzwillinge durch Computer ktnnten diese
Vermutung zwar nicht beweisen, aber wohl unterstiitzen. Vielleicht
wird es einem Mathematiker gelingen, einen exakten Bewels flir

die Vermutung iiber das Verh&ltnis von Eé&l zu finden.

Unter der Voraussetzung der Richtigkeit dieser Vermutung kinnte
man fir sehr groBe x z(x) aus der Anzahl der Primzahlen néhe-
rungsweise berechnen. ;

Im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 10x sind rund x potentiel-
le Primzshlen (siehe S. 22 Mitte). Fiir sehr groBe x gilt also

Jf$1012 WL DR 1
X Ta(10x) Tox+2, 3026 °
Da fiir sehr groBe x 2,3026 << 1nx, gilt

jr1g§ == Eéfl , woraus folgt:

2(x) = TPEL

Mit anderen Worten: Filr sehr groBe Bereiche der natiirlichen Zah-
len ist das Verhdltnis der Anzahl der Primzehlzwillinge zur An-
zahl der Primzshlen 1 : 10.

Unter Verwendung der Angabe der Primzahlen im Bereich bis 109
(WURZEL 5/77,-S. 69) gibe es also in diesem Bereich

rund 5084748 Primzahlzwillinge.

Dr. Bruno Hanisch
Halle
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Preisaufgaben
L 7 Man zeige, daBl kein x existiert, filir das gilt:

10g2 X = x und x ist reelle Zahl.

Man berechne:

n2.n!+’n+1)(n+ll!

1im The2) !

n-veo

Man 1¢se das Gleichungssystem:

log_ 2z log_z

X gy + z ¥ =512
log X log ¥y

y Z +x 2 a8
lchy 1ogxz

z + 3y = 217?

—

L 10 Man finde aslle x, die folgende Ungleichung erfiillen:
N 1.1 .6
() -+ = >

=

—

-
oo

Man beweise, daB ¢ + = 2 2 gilt, falls ab> 0.

L 12 BokxoBoe pefpo NpaBMiBHOR TpeyTONBHO# IMpamuAH o0pasyeT
CO CTOpOHO#t OCHOBaHWA yroll o ., HaftT yron Mexiy GOKOBHM
peOpoM ¥ BHCOTO{f IMpaMMAH ¥ JONYCTHMHE 3IHAUEHUA & .

()]

Losungsbedingungens:

Fiir jede vollstdndige Idsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jehres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nidchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen., Dies bedeutet insbesonde-
re, daB die in einer Ldsung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

[EinsendescnluB: 15. 5. 1979]
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Losungen
hufgabe K 49|
Durch Umformen erhiilt man folgendes Gleichungssystem:
xy + z(x+y) = 47 (1)
£ % ,2 - g2 (2)
gl - z(x+y) + xy = 2 (3)

Durch Addition s@mtlicher Gleichungen erhélt man:
52 + x2 + yz + 2xy = 49 + 22
x° + 2x3 + 32 = 49
(x+y)2 = 49
x+y =47

Durch Subtraktion der Gleichung (1) von (3) erglbt sich:
2° = 2(x+y) z + 45 = O
22 = 142 + 45 =0

g =Tt 49-45=2T¢2

Es ergeben sich fiir 2 vier m&gliche Ldsungen:
51-9, 32-5, EJ-S, 24-9

Dabel gilt fiir Z, und Z5% X4y = T

und flr 24 und Zy3 X+y = =T
Durch Einsetzen von z in die Glelchungen erhélt man folgen=-
de LSsungstripel, die alle das Gleichungssystem erfiillen:
(3a4i5)i (43335); (-3"4’—5)3 (-4,-3.5)
Diese sind die einzigen Lisungen des gegebenen Gleichungs-
systems,

lAufgabe K 50

2
=3 <_§2iE§:g < 2

X =-X+1
Es gilt 12-x+1 >0 , also kann damit multipliziert werden:

2 -2x + 2

Zundchst wird Uberpriift, fiir welche a folgende Ungleichung
fiir alle x erfiillt ist:

--312 + 3x - 3<x2 + ax = 24 2x
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+ 3x - 3(:2 + ax = 2
(3=a)x = 1<0
-_(3-a)x + 1>0

(#)I + 1>0

Die Parabel y = x° - lz"; X + 1 hat ihr Minimum bei

IH%EQV"'-(%E);!

Die Ungleichung ist erflillt filr

1 = (-EEE-)2 >0
(2§5f <1

|3-a| <8
-5 £ a <11

= 3x
-4x
4x

N NN
+

Wir betrachten nun die andere Ungleichung:

12+a1-2(2xz-2x+2

1:2 -(2+a) x + 4 >0

Die Parabel y = x° - (2+8) x + 4 hat ihr Minimum bei
248 24842
TeS, ¥=4-0E)
Die Ungleichung ist also erfiillt fiir
4 - (359-)2 >0

322 4
|2+a| & 8

-10 £a <6 .,

Als Ldsung ergibt sich der Durchechnitt der belden LG~
sungsmengen,
Die gegebene Unglelchung ist fiir beliebiges x erfiillt,
wenn a folgende Bedingung erfiillt: ‘

-5 & 8 £6
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Aufgabe K 51I'Die Gleichung besitze fiir n=u eine Lisung x.
Damit alle Ausdriicke der Gleichung definiert sind, folgt
sofort: (1) ud

(2) x>0, x % 1
(3) =x<4

Unter diesen Bedingungen 1&8t sich die Gleichung #dquivalent
umformen. 4=-x

%Ex+131'0‘ _ (g 1g u-1)
g X g x g X

lg x + 1g %EE = lg 1lg u=1

lg x + 1g (4=x) = 1g 10 = 1g 1g u=1
lg x + 1g(4=-x) = 1g 1g u
l1g x (4=x) = 1g 1g u

x (4=x) = 1lg u

X =4x 4+ 1gu =0

1/2 = 2 i'\l 4-(1g w)®

Damit x reell ist, muB gelten:
4-(1g u)> 2 0

(1g u)2 24
1. Fall: lgu %2
u__ £ 100

2. Fall: lg u 2 =2
Wegen (3) und (2) muB gelten:

\14-(13 U)2 L2
4-(lg u)” £ 4
(1g u)° >0
Dies ist stets erfiullt.

Also existieren Ldsungen fiir: 1< u & 100
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Geometrie und Realitat im Wandel der Zeiten
(Zum 100. Geburistag von A. Einsiein am 14.3.1979)

1. Die Emanzipation der Mathematik

Die Geschichte der modernen Mathematik beginnt mit Pythagoras
(um 540 v. u. Z.). Bis zu diesem Zeitpunkt war Mathematik, ins-
besondere aber Geometrie, eine Art Naturwissenschaft. Es gab
empirisch gefundene "Gesetze", die experimentell nachpriifbar wa-
ren, etwa geometrische Sidtze im rechtwinkligen Dreieck usw. Erst
Pythagoras stellte klar heraus, daB mathematische Sdtze auf An-
nahmen (Axiomen) beruhen, und daB sie durch rein logische Schliis=-
se aus diesen Annahmen hergeleitet werden miissen. Er fiihrte den
abstrakten Beweis in die Mathematik ein: Eine der groBten Lei-
stungen in der Geschlchte der Mathematik, die aber heute fast
eine Selbstverstdndlichkeit geworden ist. Pythagoras ist aber
noch aus einem zweiten Grund zu erwdhnen., Er und seine Schiiler
(dlie Pythagoreer) glaubten, daB das Universum durch die ganzen
Zahlen 1,2,3,... "regiert" wird. Durch einfache (von den Pytha=-
goreern zugelassene) Prozeduren kommt man zu den negativen gan-
zen Zahlen und von dort zu den rationalen Zahlen. Die zwelte gro-
Be Entdeckung von Pythagoras war zugleich das Ende dieses Traums.
Sie lautet (in unserer heutigen Sprache): -{5- ist irrational.
Dieser Satz ist filir das Verstdndnis, was moderne Mathematik ist,
fundamental. Denn bis zu diesem Zeitpunkt waren alle geometri-
schen Sdtze (gapz gleich, ob sie nun empirisch gefunden oder im
Sinne von Pythagoras logisch abgeleitet waren) expefimentell
nachpriifbar (wie naturwissenschaftliche Gesetze). Ob eine gege-
bene Strecke das rationale oder das irrationale Vielfache einer
anderen gegebenen Strecke ist, ist nicht experimentell entscheid-
bar. D. h., der obige Sachverhalt (-Jﬁ- ist irrational) ist so-
mit ein innermathematischer Satz ohne Bezug zur Realitdt (sofern
man Realitdt mit dem Attribut der experimentellen Uberpriifbar-
keit versieht). Die Mathematik hatte sich emanzipiert: Abstrak-
te Beweise und die Existenz innermathematischer Sdtze gaben ihr
jenes Geprédge, das sie bis zum heutigen Tage aus der groBen Fa-
milie aller Wissenschaften in einzigartiger Weise heraushebt.





























































































































































































































































































































































































































































































