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P.S. Alexandrow
Die Entwicklung zum Wissenschaftler

Am 7. Mai 1896 wurde dem Oberarzt Alexandrow des Landeskranken=
hauses des Beredsker Kreises im Gouvernement Moskau (heute
Noginsk) der Sohn Pavel geboren. Die Femilie lbersiedelte bald
darauf nach Smolensk, wohin das Familienoberhaupt, ein guter
Chirurg und fiir seine Zeit ein sehr fortschrittlicher Menseh,
als Oberarzt des Gouvernementkrankenhauses berufen wurde. Be-
reits in frither Kindheit beherrschte der Junge die franzdsische
und etwas spdter die deutsche Sprache gut und befaBte sich gern
mit Musik.

Bereits im Gymnasium interessierte sich Pavel Sergejewitsch fiir
mathematische Probleme. Im Unterschied zu den gewthnlichen mathe-
matischen "Schiilertalenten" faszinierten ihn jedoch nicht schwie=-
rig zu losende Gleichungen oder Konstruktionen, und er glianzte
auch nicht durch schnelles Rechnen. Er machte alles langsam,
aber griindlich. Sein Interesse fiir die grundlegenden Probleme
der Mathematik fiel seinem Lehrer Alexander Romanowitsch Ejges
auf. Er begann den Jiingling langsam in die Welt der Mathematik
einzufithren und lenkte unmerklich desgen Studien. A.R. Ejges,
ein Schiiler des bekannten N.E. Shukowski, war ein sehr gebilde-
ter Mensch von hoher Kultur. Pavel Sergejewitsch gewann allméhe
lich eine hohe Verehrung fiir seinen Lehrer und natiirlich auch
fiir das von ihm unterrichtete Fach, der Mathematik. Spéter ent-
schloB er sich, Lehrer zu werden und schrieb sich nach Abschlul3
des Gymnasiums mit der Goldenen Medaille an der Mathewatischen
Fakultdt der Moskauer Universitdt ein. Von dieser Zeit an ist
das ganze lLeben und die gesamte Tdtigkeit P.S. Alexandrows un-
trenfibar mit der Moskauer Universitét verbunden.

Im Jahr 1915 leistete der Student Alexandrow seinen ersten wis=-
senschaftlichen Beitrag zur Mengentheorie und bewies das wich-
tige Theorem iliber die Mdchtigkeit der Borelmengen.

1921 wurde Pawel Sergejewitsch Dozent an der Moskauer Universi-
tdt, dann ordentlicher Professor, 1929 qurespondierendes Mit-
glied der Akademie der Wissenschaften und 1953 Mitglied. 30 Jah=-
re war er Prdsident der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und
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ist heute ihr Ehrenprisident. Interessant ist auch, daB Alexan-

drow 1935 einer der ersten Organisatoren der Moskauer mathemati-
schen Olympiade fir Schiller war,

#Mit meinem Lehrer, N,N., Lusin, traf ich nach Abschlu8 des 1, Stu-
dienjahres das erstemal zusammen" ,erinnert sich Pawel Sergeje-
witsch.nDer Eindruck dieser Begegnung war sehr tief, Seine Vor-
lesungen, die ohne jeden &uBeren Schein und ohne sprachliche
Kunstgriffe waren, ergriffen die HOrer durch ihre schépferische
Spannung, zwangen uns gleichsam an der Ldsung des mathematischen
Problems teilzunehmen, verwandelten die Vorlesung in ein typi-
sches Laboratorium mathematischen Ienkens, Nach VorlesungsschluB
wandte ich mich an Lusin um Rat bittend, wie ich mich weiter mit
der Mathematik befassen solle, Ichwar vor allem iberrascht {iiber
die Aufmerksamkeit und Achtung gegenliber dem Gespréchspartner, ob-
wohl er damals ein bekannter Wissenschaftler und ich ein 18=jth=
riger Student war, Lusin stellte mir einige Fragen, um gleich
darauf in einer mir verstiéndlichen Form die Grundrichtungen mei-
ner weiteren Studien zu umreiBen, Sehr vorsichtig, ohne j den
Druck {iberzeugte er mich, eine dieser Richtungen zu wdhlen, Heu-
te; viele Jahre spiter, kann ich sagen, daB diese Richtung gut
gewdhlt war, Demals wurde ich N,N. Tusins Schiiler, Ich lernte bei
ihm nieht nur Mathematik, sondern bekam auch eine Vorstellung
dariiber, was ein richtiger Wissenschaftler ist, und was ein Uni-
versititsprofessor sein kann und sein soll, Damals begriff ich
auch, daB die Wissenschaft und das Heranfiihren junger Mensghen
an sie zwei Seiten der gleichen THtigkeit, der THtigkeit eines
Wissenschaftlers, sind.," "

Nach AbschluB der Universitit befaBte gich Pawel Sergejewitsch
auf den Rat Lusins hin mit dem damals modernen Problem des Kon-
tinuums, das beinahme das erste mathematische "Problem des Jahr-
hunderts" war.,

Ohne das "Problem des Jahrhunderts" gel¥st zu haben, kehrte Pa-
wel Sergejewitsch 1918 nach Smolensk zuriick und widmete sich
einige Zeit kultureller Aufklirungsarbeit in Tschernigow. Aber
1920 ist er wieder in Smolensk., Er unterrichtet Mathematik an
der neuersffneten Smolensker Universitit und fihrt jden Monat
nach Moskau, um die Priifungen zur Erlangung des Magistertitels
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abzulegen., IDamals waren es ilibrigens 15 Priifungen, und sie umfafi-
ten den Stoff der ganzen damaligen Mathematik,

Tie beiden Pawels

"Die gleichen Priifungen le gte manchmal sogar am gleichen Tag auch
Pawel Samuilovitsch Uryscn ab, der vor kurzem die Universitiit
ahsolviert hatte., Bald hatten sich die beiden Pawels angefreun-
det, Die gemeinsamen Priifungen und zahlreiche Gesprédche trugen
natiirlich dazu bei, daB wir uns immer niher kamen," berichtet
P.S., Alexandrow. "Jedoch folgender Umstand war der eigentliche

Beginn unserer Freundschaft., P.S., Uryscn liebte wie auch ich
die Musik sehr. Nach Ablegung des fdlligen Examens gab mir Uryscn
am 30, Mdrz 1921 eine Karte fiir einen Abend Beethovenscher Violin-
sonaten, Ich freute mich sehr, urd wir gingen zusammen in das Kon-
zert, das uns beiden sehr gefiel, Nach dem Konzert hatten wir
Tust, spazieren zu gehen, wir streiften bis 4 Uhr morgens durch
Moskau und unterhielten uns iiber Mathematik,"

"Im Frithjahr 1921 konzentrierte sich P,S, Uryscn auf die Topologie,"
erzghlt P,.S. Alexandrow weiter, "In der Geschichte der sowjeti-
schen Mathematik nimmt Uryscn ja auch die Stellung des Begriinders
der sowjetischen Topologie ein, Nach den klassischen Arbeiten
P.S. Urysons entwickelte sich dieser Zweig der Mathematik in der
UdSSR in weitem Rahmen und erfolgreich."

Ten sehr heiBen Sommer 1922 verlebten die beiden Preunde auf einer
Datsche in der Nihe von Bolschew am Ufer der ¥1ljasma, Morgens,
gleich nach dem Aufstehen, begaben sie sich zum Ufer des Flusses
und nahmen einige Butterbrote, Bleistifte und Papier mit,

"Dies waren Sturden intensivster Arbeit und lebhafter Gespréche
iiber Nathematik," erinnert sich Pawel Sergejewitsch, "Wir verfaf(-
ten gemeinsam 'Bemerkungen iiber kompakte topologische R&ume',
und das Werk wurde in diesem Sommer fertiggestellt,

Neben unserer Datsche wohnte Prof, W.E. Fomin mit seiner Familie,

Er besaB ein Boot. Einmal erschienen zwel junge Burschen bei ihm,
die sich als Dozenten vorstellten. Beide waren wir barfuB, auch
dementsmrechend angezogen und sahen durchaus nicht wie Dozenten
aus,"ldchelt P,S.Alexandrow in Erinnerung an diese langst ver-
gangene Zeit, "Der Professor sagte, dal das Boot gestrichen wer-
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den mu8 und forderte uns auf, in einigen Tagen varbeizukommen.

Bei unserem néchsten Besuch erhielten wir das Boot, aber bei
unserer ersten Fahrt damit schmierten wir uns tiichtig mit roter
Farbe voll, Es ergab sich, daB w&hrend des Streichens des Bootes
Prof., Fomin sich bei Prof. Jegorow {ber ums erkundigte und die
Antwort erhielt: 'Sie sind gute Mathematiker, aber ob man ihnen
ein Boot anvertrauen kann, weiB ich wirklich nicht,'"

‘Was nun die Arbeiten iiber die topologischen Riume betrifft, die
von den beiden Freunden in diesem Sommer geschrieben wurden, so
waren sie so gut, daB sie bald in der ganzen Welt Anerkennung
fanden und sogar in den "Mathematischen Annalen" verdffentlicht
wurden, die von dem bekannten Felix Kleln redigiert wurden.

Anerkennung im WeltmaBstab

Den Sommer 1923 und den darauffolgenden Sommer 1924 verlebten
beide Freunde in GSttingen. Hier lernten die Freunde die meisten
Gottinger Mathematiker kennen, auch D, Hilbert, R, Courant und
E. N6ther, In G5ttingen kamen in den Sommersemestern die fiithren-
den Mathematiker aller Welt zusammen,

In Gottingen filhrten die beiden Freunde von Semester zu Semester
Spezialkurse und wissenschaftliche Seminare durch und wurden
Mitglieder der Gottinger Wissenschaftlichen Gesellschaft, einer
besonderen wissenschaftlichen Akademie, in die nur hervorragende
Wissenachaftler aufgenommen wurden, die sich durch ihre Arbeiten
einen Namen gemacht hatten,

An der Leine in GHttingen gab es einen Staudamm, der einen Xei-
nen See und einen nicht hohen, aber sehenswerten Wasserfall bil-
dete. An den Ufern dieses Sees kamen an heiBen Sommertagen die
Mathematiker zusammen, da die meisten von ihnen gern schwammen,
Nach dem Baden wurden am Ufer im Schatten der Biume oft ernst-
hafte wissenschaftliche Dispute ausgetragen und wichtige Ideen
dargelegt. Pawel Sergejewitsch berichtet: "Einmal war ich Zeuge,
als Hilbert am Seeufer {iber die Grundgedanken seiner Arbeit 'Uber
die Unendlichkeit' sprach, die er fiir den Druck vorbereitete,"
Viele wissenschaftliche Arbeiten junger Mathematiker entstanden,
wurden dargelegt und diskutiert wihrend des Badens. '
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Der Tod des Freundes

Nach dem Sommersemester 1924 in GSttingen reisten die Freunde
nach Paris, nach Gottingen,das 2., Zentrum fiir die Mathematiker
der Welt, AnschlieBend entschlossen sie sich, einige Wochen am
Strand des Atlantischen Ozeans zu verbringen.

In seinen Memoiren "Uber meinen Freund" schreibt P.S. Alexandrow:
"Vor mir liegen 2 Eisenbahnkarten 3. Klasse von Paris ... Sie
tragen das Datum 27. Juli 1924, dem Tag an dem Pawel Samuilo-
witsch und ich zum Atlantischen Ozean fuhren, Wir verbrachten
ungeféhr 3 Wochen am Strand. Es gab viel Sonne, manchmal auch
Wind, das Wetter war schién, es regnete nicht oder fast nicht.
Wir waren den ganzen Tag am Strand., ... Am 14, August beendete
Pawel Samuilowitsch seine Arbeit iber die 'Miéchtigkeit zusam-
menhingender Mengen', eine seiner beme rkenswertesten Arbeiten,
Es kam der 17. August,,ein Somntag. Vor und nach dem Vittagessen
arbeiteten wir viel, Pawel Samuilowitsch dachte iiber seine neue
Arbeit nach, deren Inhalt das bekannte, heute in allen Lehrbii=
chern und Monographien enthaltene 'Urysonsche Lemma" und ein
nicht weniger bekarmtes Theorem bildete, Er schrieb jedoch nur
die erste Seite, Die Sonne kam heraus, und wir gingen baden. Es
war ungefzhr um 5 Uhr, Und eine Stunde spéter lebte Pawel Samuilo-
witsch nicht mehr. Eine plttzliche Welle schlug seinen Kopf gegen
einen Felsen."Nach dem tragischen Tod Ury;ons durchlebte Pawel
Serge jewitsch eine Zeit schwerster seelischer Erschiitterungen.
Fast ein ganzes Jahr muBte er an der Durchsicht und Vorbereitung
zur Drucklegung des wissenschaftlichen Nachlasses seines Freun-
des arbeiten, besonders an den wichtigen Bemerkungen tiber die
Cantorschen Mannigfaltigkeiten,

Besonders bemerkenswert fiir die Tdtigkeit P.S. Alexandrows war
das Jahr 1927. Auf dem 1. Allrussischen KongreB8 gab Prof, Alexan-
drow eine Ubersicht tber die Entwicklung der sowjetischen Topo-
logie, Dies war fiir ihn die 1, Mdglichkeit, seine Ideen und Fr-
folge einem groBen Auditorium zu unterbreiten,

Forisetzung folgt!
A. Chalamajser

Moskau



7 Preisaufgaben

Preisaufgaben

N1 ¥an bestimme die maximale Anzahl von Springern die mar
derart auf ein Schachbrett stellen kann, daB keine zwei
Springer einander schlagen kdnnen. Man gebe eine solche
Stellung an und beweise, daB keine groBere Zahl mdglich ist!

N 2 Man l8se. das Gleichungssystem

XY =¥n

?xw =xmﬁn
wobei x>0, y>0, n>0 sei 1in den Variablen x und y.

e e e i

N 3 Man 1lose die Gleichung

248 T
1X X

+ 1x+7 =
m X+1 'lx+1

Seien o , f und y die Winkel eines rechtwinkligen Drei-

“ ecks. Man zeige, daB dann
gin o sin#sin(-&.-p) + 8in p sin y sin(p -y ) +
sin y gin o sin(‘r -o&) + sin(d =p ) eiu(p -r)ain(( -d) =0
gilt.

N 4
N 5 Es sei bekannt, daB die Verldngerungen zweier paralleler
" Seiten eines Rechtecks ABCD eine Cerade in den Punkten

M und N schneide, und die Verlangerungen der Seited AD und
BC dieselbe Gerade in den Punkten P und Q.
Die Linge der Seite AB gei gleich p.
Man konstruiere das Rechteck ABCD.

In welchen Fdllen ist die Aufgabe 1losbar und wieviele Lo~
sungen glbt es?

N 6 Iycts O LeHTP cQepH K:Qu P - TOuKm, lexauue BHE K.

MpoBezitM BOKPYT TOUKM P xax BOKpYyr LeHTpa cHepy painyca
PO, a BOKpYT TOUKM Q KaK BOKPYT HEHTPA cfepy pazuyca Q0.
lloxasars, YTO IJOMAZW TeX YacTeR STUX cfep, KOTOpHE

crkaxyThcs BHYTpE K, paBHH.

=" ”
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Aufgabe M 37

Man erweitert den Bruch A mit 2.4.6. ... .(2n=2) und er=-

hdlt:

A = 1.2.3. [ N -(21’1—1) P

(2-4.6. L .(2!1—2) 2.2!1

(2n=1)! 1 (2n=1)!

q
220~ (n=1)! “n 2791 " (n_1)1nt

1 (2n—1)
2201 E
Der Binomialkoeffizient (2n 1) ist elne ganze Zahl.

2n=1

Folglich ist _auch 2 .A eine ganze Zahl.

Aufgabe M 38 .

Es gilt a2+b> = 1 (1)
cZ4d% = 1 (2)
ac+bd = 0 : (3)

Aus (1) folgt, daB a und b nicht gleichzeitig O sein
konnen. Sei a # O.
Dann folgt aus (3):

bd
G=? : (4)

Setzt man (4) in (2) ein, erhdlt man:

2.2 2
1=-b—g—+d2=—-2(b2 2)

a
Aus (1) folgt dann: a® = a2 (5)
Unter Verwendung von (4) kann man ab + cd wie folgt
umformen: 5
ab + cd = ab = EE— = 5 2fd2)

Wegen (5) ist ab + cd oy

Aufgabe M 39

Sel ry der Radius des Kreilses K1 mit dem Mittelpunkt O1
und ro, der Radius des Kreises K2 mit dem Mittelpunkt 02.



Ay

Die Dreiecke PO1A1 und P02A2 sind'ﬁhnlich, da sle ent=-
weder einen gemeinsamen Winkel haben oder die Winkel
g 01PA1 und < O,PA, als Scheipalwinkel gleich sind,
und da die Dreiecke auBerdem noch gleichschenklig sind.
Analog folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke PO.,B.| und
POQBQ. Folglich ist:

PA1 : PA2 =r, :r, und

PB1 3 P32 =TI, :ry
und somit

PA1 : PA2 = PB1 $ PB2.

Da die Dreiecke PA,B, und PA,B, zwel Paare entsprechen-

der Seiten haben und die Winkel am Punkt P gleich sind,
8ind die Drelecke &hnlich,

A)

Aufgabe

M 40

Eine ungerade ganze Zahl kann man in der Form 2k+1 dar-
8tellen. Dabei ist k wieder eine genze Zahl.

Weiter ist (2k+1)2 = 4k(k+1)+1.

Das Quadrat einer ungeraden ganzen Zahl 1dB8t also bei
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Division durch 8 den Rest 1 (entweder k oder k+1 is%
durch 2 teilbar). '

Sind 8,y 8py 839 8,49 85 ungerade, so 1&Bt

a12+a22+a32+e.42+9.52 bei Division durch 8 den Rest 5.

2 2 :
Da b2 = a12+32 +a3 +a42+352 ist, kdnnen a1,a2.33.a4,a5

und b nicht gleichzeitig ungerade Zahlen sein.

Aufgabe M 42
Sei G der FuBpunkt des Lotes, das von der Ecke B auf die
Diagonale AC gefdllt wurde.

F Die grdBere Diagonale AC
teilt des Parallelogramm
in die zwei stumpfwinkli-

D ¢ gen Dreiecke ADC und ABC.
Deshalb liegt der Punkt G
auf der Strecke AC zwi-
A ] £ schen A und C.

Die rechtwinkligen Dreiecke AEC und AGB sind dhnlich,

da sie einen éemeinsamen Winkel an der Ecke A haben.

Die rechtwinkligen Dreiecke AFC und CGB gind auch #hn-

lich, de die Winkel an den Ecken A und C gleich sind.
Es gelten folgende Verh#dltnisse:
AC : AE = AB : AG und
AC : AF = BC : GC.

Man erhdlt:
AB . AE = AC . AG und
BC . AF = AC . GC.

Addiert man diese Gleichungen, erh&élt man:

AB . AE + BC . AF = AC (AG + GC) (1)

Da BC = AD und AG + GC = AC

folgt aus (1):

AB . AE + AD . AF = ACZ,
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Hyperkomplexe Zahlen und Drehungen im Raum

Im Aufsatz liber anschauliche Einfiilhrung komplexer Zahlensysteme

haben wir den Begriff einer Quaternion durch den Ausdruck
qQq=a+ bl + cj + dk

eingefiihrt, wobei a, b, ¢ und d beliebige reelle Zahlen sind

und die Symbole i, J und k folgende Beziehungen erfilillen:

12-32=k?=—1

ij = k, jk = i, ki =j
Ji ==k, kj = «i, 1k = =]

1 charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die z-Achse
.J charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die x-Achse
-k charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die y-Achse

(Siehe Skizzen 1a = 1c¢)
p2 p2 4 o

N

X 1a - 1 & 1c

Wir wollen nun zeigen, wie man Drehungen um eine beliebige Achse
durch den Ursprung des Koordinatensystems (x,y,z) mit Hilfe der
Symbole i, j und k darstellen kann.

Zundchst betrachten wir Drehungen um die 3 Achsen Z, X und y um

einen beliebigen Winkel ¢ . (Skizzen 2a bis 2c)
At 2 " q&

28 2c



Hyperkomplexe Zahlen 12
Drehen wir die Strecke OA = r auf der x-Achse im positiven Sinn
um die z-Achse um den Winkel ¢ , so geht OA iiber in

OA' = r(cos ¢ + i sing ).

Drehen wir die Strecke OB auf der y-Achse im positiven Sinn um
dle y-Achse um den Winkel ¢ , so geht OB = r in

OB' = r(cos ¢ + J sin ¢ )
liber.
Eine Drehung der Strecke OC = r auf der z-Achse um die y-Achse
im positiven Sinn um den Winkel @ fiihrt OC iiber in

OC' = r(cos ¢ + k sin¢ ).

Um eine Dfehung.um eine beliebige Achse Birdurch unsere Symbole
i, J, k auszudriicken, gehen wir in 2 Schritten vor.

Die Lage einer beliebigen Achse OF 1dBt sich durch die beiden
Winkel « und P festlegen. OP, ist die senkrechte Projektion
von OF auf die x,y-Ebene (siehe Skizze 3).
a) Wir drehen zunichst das Koordina=-

pZ

tensystem um die z-Achse im positi-
ven Sinn um den Winkel «& . Dabeil
geht die x~Achse in dle x*-Achse
und die y-Achse in die y'=Achse
{iber. Die z~Achse bleibt unverin-
dert, z = z2'.

Dem x',y',z'-System konnen wir wie-Fy .
der 3 Symbole i', j' und k' zuord- Skizze 3
nen, die fiir dieses System die glei- '
che Bedeutung haben wie i, j und k flir das x,y,z-System. Aus
der Konstanz der z-Achse ergibt sich: i' = i.
j' finden wir durch folgende Uberlegung:
Drehung der x-Achse in die Iage der y'-Achse wird durch die
Quaternion r(coe(90°+&) + i 8in(90%+ o )) dargestellt.
Drehung der y'-—Achse in die Richtung der z-Achse wird durch
die Quaternion j' dargestellt. Belde Drehungen hintereinan-
der ausgefiihrt ergeben die Drehung der x-Achse in die Rich=-
tung der z-Achse.
r(coa(90°+4;) + 1 8in(90°+&)). j' = rk  oder
(-sind + i cosel ). J' = k.
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b)

Multiplizieren wir links mit
(=8in o = i cos ol ), 80 erhal=-
ten wir wegen |

(=sinel = i cosel)(=sind + i cosd )= 1

j'=(-sind - i cosel ). k oder wegen
ik = =]

j' = j cosel = k sink

(siehe Skizze 4)
k' finden wir aus der Beziehung k'

k' = 1(j cosel - k-Bine )
k' = j sin e + k coseol

*C'Z'

A7

) 4

Skizze 4
®

i'j' bzw. k' = ij"

Fiir das x',y',z"'=System haben wir also folgende Symbole:

1 i
j*' = jcosed = k sinel
k' = j sinel + k cosd

Nun drehen wir das (x',y',2')-System um die y'-Achse im po-
sitiven Sinn um den Winkelﬁ e 2 = 2' geht dabei iiber in die
z"-Achse, die mit der aﬁlAchse zusammenfdallt, Die x'- bzw.
y'=Achse geht iiber in die x"-Achse bzw. y"-Achse (siehe

Skizze 5).

Dem (x",y"=y',z")-Symbol entspre-
chen wieder 3 Symbole i",j",k",
die in diesem System die gleiche
Rolle spielen wie i, j, k im
(x,y,2)=System.

i finden wir durch folgende Uber-
legung:

Drehung der x"-Achse in die Rich-
tung der x'-Achse wird durch die
Quaternion r(cos p + k' sinp )
dargestellt, Drehung der x'-Achse
in die Richtung der y'-Achse durch

x Skizze 5

ri' (r = Betrag der gedrehten Strecke. Beide Drehungen hin-
tereinander ausgefiinrt ergeben die Drehung r.i"
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| ri" = r(cos p + k' sinp ).i'

i" = i'cos p + j' sinp

i" = i cosp + (j cos - k sind ) sin p

i" = 1 cosPp + ] cos &£ sinp - k sind sin_P

Wegen der Konstanz der yt-Achse ist k" = k' = J sin< + k cos o
Aus j" = k" i" finden wir des dritte Symbol:
jn (j sin +k cosol ) (i cosp + j cosd sinp =k sina(.sinp )
j" = =k sind cosp - sind cosd sinp -i sin odsinp +j cosd cosf
- i cosd sinp + cosd sindsin(}
" = -1 sinp + j cos L cosp - k sin o cosf

Bei der Multiplikation ist immer zu beachten, daB das kommutati-
ve Gesetz nicht gilt!
Flir das (x",y",z")=-System gelten also folgende Symbole:

i" = 1 cos P + j cosed sinp - k sind sin B

j" = -1 sinp + J cosd cosfp - k sind cosf.

k" = j sind + k cosd

Der Leser kann sich durch Ausrechnen davon iiberzeugen, daB fiir
im, j" und k" die gleichen Beziehungen bestehen wie fiir i, j, k.
Eine Drehung im positiven Sinn um die Achse OF um den Winkel @
kann also durch das Symbol i" charakterisiert werden.

q = r(cos @ + 1" sin @ )

q = rjcose + (L cosfp + j cos«d sinp - k sind sinp )ein 9-]
Die Quaternion bi + ¢j + dk bezeichnet man auch als eine vekto=
rielle Quaternion. In unserem Fall hat diese vektorielle Qua-
ternion stets den Betrag 1, wie sich leicht ausrechnen 1&B8%t.
r bedeutet eine Strecke, die senkrecht zur Drehachse liegt.
Als Beispilel wollen wir folgende Aufgabe losen.

Gegeben sei die Quaternion q=0,5(1+i+j+k).

Man bestimme die Richtung der Drehachse und den Dreh-

winkel @ . '

1

Losung: Es ist q = 5 + L (i+j+k). 1_;_37

13
cosf:% sinf:i;‘... ¢ = 60°.
Die Drehachse finden wir durch die Beziehung
in = i+j+k
17
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' Hieraus folgen fiir £ und @ die Gleichungen:

1 1 -1
cosp = — cos of sind = — sin £ 8ind = —
= P b
Die Gleichungen werden erfiillt durch die Winkel
oL, = = 45°, b, =547 und
Lw u 1357, Bp = -54,7°

Beide LUsungen ergeben dieselbe Drehachse.

Interessant ist folgende Feststellung: Fiihren wir eine 45°-

Drehung um die z-Achse aus, entesprechend der Quaternion

1 =.$§41+1), und denach eine 45°-Drehung um die x-Achse mit
2

a, = T%41+3), 80 ergibt qiq, = $(1+1) (1+]) = F(1+1+j+k).

Das Ergebnis der beiden Drehungen ist also eine Drehung um die im
obigen Beispiel bestimmte Drehachse.

An einem zweiten Beispiel wollen wir diese Feststellung bestdti-
gen.

Wir betrachten eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 90° und
eine zwelte Drehung um die x-Achse um den Winkel von 45°.

qq = i und 95 = {—_;‘(1+j)

aa, = ;'-:2-.(1+,j) - —f%T(iH:)

q.= q,q, = cO8 90° + (—l 1 & b k) sin 90?
2 2
Der Drehwinkel betrédgt = 90°.
Fiir die Drehachse ergeben sich die Glelchungen:

cos -;A cos o cosp = 0 und -sind dinP =—{%'
2

Hieraus folgt: o = 90° und P = -45° (siehe Skizze 6)
Mit Hilfe der Quaternionen lassen §2

sich also 2 Drehungen relativ leich
zu elner Drehung zusammenfessen.

In der Fachliteratur werden meist
die Symbole 1, J und k etwas ab=
gedndert verwendet. 1 wird als Sym- r{ IE—
bol fiir eine 90°—Drehung um die x-
Achse, j als Symbol fiir eine 90°=-

Skizze 6
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hung um die y=Achse und k als Symbol fiir eine 90°-Drehung um
ie z=Achse verwendet. Fiir diese Festsetzungen ist das Ergebnis

zweier Drehungen mit den Quaternionen qq und 95 nicht 9,955 BOND=-
dern CPLP wie sich 1leicht nachweisen 1l&Bt.

Zum SchluB wollen wir noch einmal betonen, cfaB durch die Qua=
ternionen auBerordentlich fruchtbare Gebiete der Mathematik ent-

standen, wie z. B. die Vektoralgebra, die Metrizenrechnung und
viele andere Algebren.

Dr. Bruno Hanisch
Halle
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P. S. Alexandrow (Forisetzung)

Ies Geheimnis der ewigen Jugend

Pawel Sergejewitasch studierte sehr eingehend das Schaffen N,I.
Lebatschewskis und {ibernahm nicht nur die geometrischen Ideen

des grofen Kasaner Mathermatikers, sondern begriff, iibernahm und
entwickelte auch die pddagogischen Tunschvorstellunszen des rek-
tors der Kasaner Universitét, die in seiner Rede "l'ber die wich-
tigsten Erziehungsfakten" enthalten sind. I Ndrz 1967 hielt

P.S. Alexandrow in der Aula der lNoskauer Uriversit#t eine o#f-
fentliche Vorlesung "!'ber die wichtlgsten Erziehungsprobleme",
Ein bekanntes DBediirfnis des denkenden Nenschen ist, oi ch nmitzu-
tellen, einem anderen zu erzihlen, woriber man nachdenkt und was
einem lieb ist, das Bediirfnis, sein Schaffen, mag es nun rrofl
oder klein sein, Menschen, einem Kollektiv, zu iibermitteln,

Aber was ist ein Kollektiv?

"Ich bezinne mit dem Kleinen", erkliért Pawel Sergejewitsch sei-
nen Gedankenzang,.,"Zin Kollektiv ist =z, B, die Seminargruppe, zu
der ein Student schon im 1, Studienjahr gehtrt, oder die Semina-
re in den htheren Studienjahren. Zu den 'allzemeinstudentischen!
Interessen kommen die wissenschaftlichen Interessen; bei den ru-
ten Studenten treten diese bald in den Vordergrund., Zs kommt zu
neuen Erlebnissen, den stirksten, die ein I'ensch haben kann, den
schopferischen Erlebnissen, Mir ist bis heute das FYollelrtiv jun-
ger Mathematiker an der MNoskauer Universitiét von damals am lieb-
sten, als ich studierte. Ts ist die bekannte "Lusitania", 7ir
alle - und wir waren viele - waren begeistert,"

Die geistige Erziehung allein macht noch nicht die Trziehung aus,
sagte Lobatschewskli, Dieser Gedanke bedeutet fiir die konkrete pi-
dagogische Arbeit an der MNittel- wie auch an der Hochschule vor
allem die Untrennbarkeit des Unterrichtsprozesses vom gesamten
ErziehungsprozeB, Die Lrziehung des Menschen muB mit der Achtung
vor der Erziehung beginnen. Fihlt der lensch diese Achtung nicht,
so kann das schrecklichste geschehen, das einem jun;en !‘enschen
iilberhaupt zustoBen kann, er kann die Achtung vor sich selbst ver-
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lieren, das "Gef{{hl fiir Fhre und innere ¥iirde", von dem Loba-
tschewski immer sprach, Wenn der INensch die Achtung vor sich
selbst verliert, dann kommt es zu der Einstellung: Hein Wagen,
verliere alle 4 Rédder! Das Gefiithl fiir Ehre und Achtung gegen-
lber sich selbst dagegen verpflichtet, und daraus entwickelt
sich die echte Disziplin, Sie entsteht aus einem ernsthaften
Verhalten gegenilber den eigenen Verpflichtungen und dem Ieben

im allgemeinen,

Pawel Sergejewitsch berichtet iiber die gute Tradition der rus-
Sischen Universd tdten, die entstanden und sich entwickelten
auf der Basis der russischen und sowjetischen RKultur. Die Vor-
lesungen der Professoren dieser Universitidten umfaBten ein zahl-
reiches Auditorium und gaben vielen juncen Menschen nicht nur
die Mdglichkeit, vieles zu erkennen, sondern auch dieses be-
sondere Gefiihl des Kontaktes mit der Wissenschaft zu erle ben,
das vom gleichen Charakter ist wie das Gefiihl in Konzerten oder
im Theater, wenn groBe Kiinstler spielen."Ich glaube, daB das
hohe Niveau der gesamten Kultur fiir den Hochschullehrer nicht
weniger verpflichtend ist, als seine eigenen wissenschaftlichen
Leistungen., Ich glaube, daf kein Lehrberechtigter, ob er nun
Professor, Dozent oder Assistent ist, und unabhingig von dem
Wert seiner eigenen wissenschaftlichen Erfolge das Recht hat,
gsich der Teilnahme an der Erziehung der Studenten zu entziehen,
Es gibt jedoch Menschen, die zweifellos begabt~sind und einzel-
ne oder sogar beachtenswerte wissenschaftliche Erfolge aufwei-
sen", fiilhrt Pawel Serge jewitsch seinen Gedanken aus,"die doch
gleichzeitig weit von meinem Begriff eines Wissenschaftlers ent—
fernt sind, Sie betrachten die Wissenschaft nur vom Standpunkt
des eigenen Interesses und der eigenen Erfolge., Wenn man
Stanislawski mit anderen Worten wiedergibt, kenn man ‘sagen, das
diese Menschen nicht die Wissenschaft in sich lieben, sondern
die Wissenschaft fiir sich, mit anderen Worten, sie lieben sich
in der Wissenschaft. Dieses egozentrische Verhalten ist bei die-
sen Menschen auch in ihrer pddagogischen Tétigkeit festzustel-
len, wodurch die folgende Geéneration - die Generation der Schii-
ler - verbildet wird. Meiner Neinung nach ist die Ursache dafiir
ein Mangel an Kultur und der damit verbundene Yumsch, an nichts
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anderes zu denken, was auBerhalb des engen Kreises des eigenen
unmittelbaren Interesses liegt.

Unser p#dagogischer Beruf ist ein gliickbringender Beruf", er-
kléirte Pawel Sergejewitsch an Ende seines Vortrages. "Im Umgang
mit der Jugend liegt das Geheimnis ewiger Jugend. Eine Genera-
tion wird durch die andere abgeltst, aber um uns herum gibt es
80 Jjunge und frohe Gesichter! Und sie sind auch begeistert fiir
ihre Wissenschaft, und sie freuen sich ihrer Jugend, und sie
spielen auch FuBball vor allen Eingéngen zur Universitét, er-
laubt ihnen das die Universitétsleitung oder nicht??

Die mathematische Atmosphire

Wie in friiheren Jahren kommen zu jihm t#glich Schiiler, Die einen
brauchen einen Rat, eine Empfehlung, eine ausléndische Zeit-
gchrift oder ein seltenes Buch, die anderen wollen iiber ein Er-
gebnis berichten und ein Gutachten haben; die dritten haben
einen Artikel fiir eine ausléndische Zeitschrift geschrieben,
bitten um Durchsicht und Verbesserung des Wortlautes, um Berich-
tigung einer nicht ganz genauen Ubersetzung aus dem Russischen,
Einer der letzten Aspiranten Alexandrows, jetzt Mitarbeiter der
von ihm geleiteten Abteilung fiir Topologie am Mathematischen In-
gtitut namens W,A, Steklow der Akademie der Wissenschaften der
UdSSR, Kandidat der physikalisch-mathematischen Wissenschaften
Shenja Stsohepin berichtet, da er den mathematischen Teil sei-
nes letzten Aufsatzes fiir "Vortrige an der Franzbsiachen Akade-
mie der Wissenschaften" selbst geschrieben habe, aber bei der
Formulierung des franztsischen Textes Pawel Serge jewitsch ge-
holfen hiétte. "Pawel Sergejewitsch hat fiir uns Stundeten der
jlingeren Studienjahre der Moskauer Universitét ein Seminar {iber
die Grundlagen der Topologie durchgefﬁhrt”, erwtdhnt Shenja. "“Be-
reits im 1, Studienjahr wurde ich fiir meine Arbeit unter Anlei-
tung von Pawel Sergejewitsch mit einer Primie im Wettbewerd fiir
wissenschaftliche Arbeiten der Studenten ausgezeichnet, Aus den
Teilnehmern dieses Seminars wihlte Pawel Sergejewitsch gewdhnlich
s@ine Aspiranten aus, Die 1, Arbeiten seiner Schiiler sah er immer
besonders genau durch, half oft sie umzuarbeiten, schrieb sie
sogar manchmal neu. Obwohl sein Anteil an der Arbeit das Uberge-
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wicht hatte, unterzeichnete er nie als l'a!l’i1;!:).1:'139.1.'!'::;;:"l
Sein ganzes Ieben ordnete Pawel Sergejewitsch zwei Forderungen
unter: 1, der Entwicklung der Wissenschaft, vor allem der Topo-
logie, 2. der Erziehung seiner Schiiler, indem er ihnen seine
Kermtnisse, Ideen und Erfahrungen itbermittelte und sie der all-
gemeinen Kultur und der WMusik nahebrachte,

Pawel Serge jewitsch bleibt selten allein, sogar auf seiner Dat-
sche, Fagst immer war bei ihm ein lauter Kreis von Gleichgeainn—
ten zu Besuch."Es verging kaum ein Sonntag, daB nicht zwischen
9 - 10 Uhr nach Komarowka einige Schiiler Pawel Serge jewitsch's
und selne Arbeitskollegen kamen", erzihlt Prof, ¥.I. Ponomarew,
"Mich zum Beispiel lud Pawel Sergejewitsch 1954 zum erstenmal
als Student des 1. Studienjahres ein, In diesem groBen Hause
voller Licht und Biicher freut man sich immer {iber Giste und
heiBt den Studenten genauso herzlich willkommen wie das Akade-—
miemitglied. Noch als Horer des 1, Studienjahres lernte ich in
der Datsche viele angesehene Wissenschaftler kennen,

Die frohliche Gesellschaft begab sich gewthnlich morgens auf
einen Spaziergang: im Sommer zu FuB zum Frjasiner See, im Win-
ter fuhr man Ski. Obwohl.Pawel Sergejewitsch nicht mehr jung war,
lief er leicht 25 - 30 km Ski, Im I&rz machten sich gewdhnlich
alle auf Skiern zum FluB auf, um im eiskalten Wasser zu baden.
Dann rieben wir uns trocken und fuhren wieder Ski, Gegen 4 Uhr
fuhren wir zuriick zur Datsche zum Mittagessen., Denach setzben
wir uns fiir 1 1/2 - 2 Stunden zusammen, um zahlreiche mathemati-
sche Probleme zu diskutieren, Aufgaben, Theoreme und Bedingun-
gen zu formulieren. Es ergab sich eine eigenartige mathematische
Atmosphére, in der die Probleme, Ideen und ISsungen gleichsam
in der Luft lagen. Manchmal wurden hier auch die Studien- und
Diplomarbeiten sowie die Dissertationen fiir die Kandidatur und
das Doktorat festgelegt. Um 8 Uhr gab es das traditionelle Tee-
trinken und natiirlich wieder Unterhaltungen iiber mathematische
Themen. Einige fuhren spit abends nach Moskau zuriick, andere
blieben in dem gastfreundlichen Haus 2 - 3 Tage und lasen in
den Biichern und Zeitschriften iiber Mathematik aus aller Welt,
Seit 1954 nehme ich auch den jihrlichen 'topologischen Ausflii-
gen' nach dem Tischkoner Stausee teil", fihrt Wladimier Iwano-
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ke s — e e
witsch Ponomarew fort. "Gewshnlich unternimmt men sie im Mai,

und es nehmen 30 - 40 Studenten, Aspiranten und Hochschullehrer
teil, Als Pawel Sergejewitsch 1966 70 Jahre alt wurde, beteilig-
ten sich an dem 'Jubilﬁumsauaflug' iiber 100 WMenschen, Man ging
von der Station Prawda der Jaroslawler Iinie nach Tischkow, ins-

gesamt sind dies 15 km, Unterwegs rasteten wir, ziindeten ein
Feuer an, spielten FuB- oder Volleyball und fiihrten natiirlich
endlose Gespréche iiber topologische Themen, Darauf badeten wir."
Die Vorliebe fiir den Wassersport, fiirs Schwimmen und Rudern,
sind das stindige QObby des Wissenschaftlers. Vor einigen Jah-
ren, zur Feier des 25-jihrigen Bestehens des Sportklubs der
Moskauer Universitidt, wurde unter den fiihrenden Sportlern, die
mit der Jubiléumsmedaille ausgezeichnet wurden, auch Alexandrow
genannt, Wihrend seines langen Lebens sammelte er eine eigen-
artige "Kollektion" groBer und kleiner Fliisse, die er von derx
Quelle bis zur Mindung mit dem Boot befuhr. Bei diesen wilden

- Wasserfahrten begleiteten ihn immer Freunde und Schiiler; eine
dieser Fahrten machte das bekannte Quartett der Akademiemitglie-
der P.S. Aleiandrow, A,N, Kolmogorow, S,l, Nikolski und A.T.
Malzew, Es versteht sich, daB bei allen diesen Wasserfahrten

mit Pawel Sergejewitsch eine mathematische Atmosphire herrschte:
es wurden endlose Probleme der klassischen und rioderen Mathe-
matik diskutiert,

A. Chalamaijser
Moskau

GEHEIMTIP zum Losen der Preisaufgaben

In zweifelhaften FZllen entscheide man sich fiir das
Richtige.
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Preisaufgaben

N 7 Seien a,b,c,d solche ganzen Zahlen, daB das Gleichungs-—

@ system ax + by = m
cx +dy =n

fiir alle ganzzahligen m und n ganzzahlige LOsunsen hat,
Man zeise, daB dann ad - be = 34 celten muB,

N 8 Man zeige fiir alle ganzen Zahlen n> 1 die folgende Unglei-

@ chung:

Sl=

1 1 1
+I—1I1—+—2-—+£-2->1.

N g Jeder Ecke eines dreieckiren Prismas sei eine Zahl derart

@ zugeordnet, daf die einer beliebigen Ecke zugeordnete Zahl
gleich dem arithmetischen ittel der Zahlen ist, die den
mit dieser Ecke durch eine Kante des Prismas verbundenen
Ecken zugeordnet sind.

Van zeige, daB alle 6 den Ecken zugeordneten Zahlen gleich

aind,

N 10 Sei p eine Primzahl gréBer als 2, Man zeige, daB % ein-

® deufig in der TForm % = 1; + ;7 darcestellt werden kann, wenn

x und y verschiedene positive ganze Zahlen sind,

N 11 Im Inneren des Kreises K seien zwei Punkte A und B geze-

@ ben. Nan zeire, dal ein solcher Kreils existiert, der durch
die Punkte A und 3 geht und vdllig im Inneren des Freises
¥ liegt.

N 12  [[ycTs a IpOM3BOIBHOE NOJORUTENBHOE YMCIO. PacCMOTDHM

@ I-1 mocleZOBaTEeNBHHX KPATHHX 3TOT'0 YHCHA & 8, 28, 38,.ee,
(n=I)a. JloxkasaTh, YTO CpeAu HUX HauwieTcs OO Kpatimet

Mepe OZAHO TaKoe YHUCIO, AJNA KOTOPOro alCONNTHaf BelMYUHE
DPABHOCTA MEXLy HMM ¥ Oimxaifummu Leluit umcioM He GyZerT

IPEBHTATH ﬁ .

EinsendeschiuB: 15.5. 1981
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Wourzel Preisaufgaben

Auswertung 1980

Im Schuljahr 1979/80, d.h. zu den Preisaufgaben, die in den
"Wurzeln" Heft 9/79 bis 7\8/80 verdffentlicht wurden,
erzielten folgende 10 Einsender die besten Erzebnisse:

Name . Punktzahl
Erdm é n n, Frank Zeitz 60
Mohnke, Klaus Liibbenau 57
Werner, Gerald Meiningen 56
5 c henk, Klaus Hoyerswerda 54
Kohlernr, Uwe Taura 41
Hibner, Matthias Leipzig 41
Schmid+t, Jorg Neubrandenburg 40
Romme c¢c k, Steffen Dresden 40
Werner, Grit Magdeburg 38
Richter, Mario Gadebusch 38

Wir gratulieren den hier genannten fleiBigsten und erfolg-~
reichsten Finsendern und bedanken uns bei allen Teilnehmern

am Preisaufgabenwettbewerb, die uns im Schuljehr 1979/80
Losungen eingeschickt haben. Wir hoffen weiterhin auf eine

rege Beteiligung und wiinschen dazu allen Lesern viel Erlolg.
Fir alle Schiiler, die sich an den Preisaufgeben beteiligen
méchten, hier noch einmal die ausfithrlichen

Losungsbedinguneen:

Fir jede vollsténdige Lésung erh&lt der Einsender die bei der
entsprechenden Ausgabe angegebene Punktzahl. Am Fnde des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten im Werte
von 0,50M je Punkt. Einsendern mit weniger als 10 Punkbten wer-
den die in diesem Jahr erreichten Punkte fiir das ndchste Schul-
Jjahr gutgeschrieben. Die Ldsungen sind — jede Losung auf einem
gesonderten Blatt, versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe
des Einsenders - unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben" an

uns zu senden. Alle Aussagen sind stets zu beweisen, unbewiesen
verwendete Sachverhalte sind anzugeben. Der Lésungsweg (ein-
schliellich Nebenrechnungen etc.) muB deutlich erkennbar sein.
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Aufgebe M 19((Ldsung nach Prof. Dr. Roth, em. Prof. d. FSU Jena)

Fir die LOsung der Aufgabe mu8 man voraussetzen, das die
Vektoren AB und BC unabhéngig sina,

Lisung:

Man verbinde B mit dem Mittel-~

punkt M der Strecke AC. Die durch A(O:“)

A verlaufende Gerade der Schar
schneidet BM in D. Die Strecke x{,,,}
AD wird parallel zu AB verscho=-
ben, so da8 D in einen Punkt

von BC iibergeht. Man erh#ilt
die gesuchte Gerade g(XY). Bla,0)
Beweis:
Im schiefwinkligen Koordinaten-System mit B ale Ursprung,
g(BC) als x-Achse und g(BA) als y-Achse gilt

4 2 (0,a) C= (c,0)

M= (%, %) DE (te %, o %) , Wobel t von

der Parallelenschar abhéngt.
Die Verschiebung lisefert: - ‘

E= (t* g, 0)
Weiter sel X = (0,7 ).
Somit gilt: (0,8) = (0, p + te g), also -4 = te g. - B
Wir dberpriifen nun die Teilverh#éltnisse:

ip , 2L e "E"E'-t
+ C

= Zz t

BC : = =TT

Die L8sung 1lat fir alle t ¢ 2 mdglich.
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Einfilhrung in die Topologie

i ToEolo§ische Eiﬁen.schaften der Zahlenﬁeraden

Von der 9. Klasse an ist jeder Schiiler mit der Menge der reel-
len Zehlen R, der Zahlengeraden, hinreichend vertraut. Wir ver=—
wenden die Begriffe "Menge der reellen Zahlen" und "Zahlengera-
de" als &quivalente Begriffe in dem Sinne, daB jeder reellen
Zahl eindeutig ein Punkt der Zahlengeraden und umgekehrt jedem
Punkt der Zahlengeraden eindeutig eine reelle Zshl zugeordnet
werden kann. In der Schule werden vor allem die algebraischen
Eigenschaften'und die Ordnungseigenschaften der Zahlengeraden
betrachtet. Zu den algebraischen Eigenschaften der Zahlengeraden
gehdren beispielsweise die unbeschrédnkte Ausfiihrbarkeit der Ad-
dition, der Multiplikation und der Subtraktion in R und die un-
beschrénkte Ausfithrbarkeit der Division in R ™ {0} . Ordnungs-
eigenschaften sind alle die Eigenschaften, die mit der Tatsache
verbunden sind, daB R eine geordnete Menge ist. Wie wir wissen,
gilt ja z. B. fiir zwel beliebige reelle Zahlen x, y entweder
X<y oder x>y oder X = y. Es lassen sich also zwel beliebige
reelle Zghlen X, y stets der GroBe nach vergleichen. Weiterhin
ist der Betrag |x| einer reellen Zahl x €& wie folgt definiert:

x fir x» 0

Ixl : = O fiirx =20

-x fiir x < 0
Der Betrag der Differenz zweier reeller Zahlen x,y&R , | x=-y| ,
wird als Abstand zwischen x und y bezeichnet, was der anschau=-
. lichen Deutung auf der Zshlengeraden villig entspricht.

In den folgenden Ausfiihrungen werden wir die sogenannte Drei-
ecksungleichung sehr hiufig benutzen.

Sind x,y beliebige reelle Zahlen, so gilt stets:

Ix + yl * |x1 + (yl
Unter einer Folge reeller Zahlen verstehen wir eine eindeutige
Abbildung von N?* (Menge der natiirlichen Zahlen N ohne Null)
in R . Mit anderen Worten: Eine Folge reeller Zahlen ist eine
Funktion f mit dem Definitionsbereich D(f) = N* und einem Wer-
tebereich W(f) € R . Fiir f(n) (n€é N*, f(n)é R ) schreiben wir
auch a, und symbolisieren eine Folge reeller Zshlen durch
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@)y ens - .
Beispiele flir reelle Zahlenfolgen:
1 1 1 1
(E)n€~. = (1’ E' 3,-..,3,.--)
(en-‘l)u‘”‘ = (1,2,4’000,2!1-1,..-)

- ) 1\n~1
(D" Dgewr = (o= Fs do = Foees (= DT, L0
Der Begriff der Konvergenz einer Folge reeller Zahlen in R
wird wie folgt definiert:

Definition 1
Eine Folge reeller Zahlen (a ) .y heiBt konvergent
in R genau dann, wenn eine reelle Zahl a éR existiert
mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes £€R und € >0
existiert ein n € N, so daB fiir alle n>n_, ne N,

gilt: Ian-al <& .

Formalisiert:

Eine Folge reeller Zahlen (an)n“‘. heiBt konvergent
in R *—»

Ja Ve 3 nOVn(a,é ERA £>50n n ,né N'An> n = lan_-al <€)

Ist fiir eine Folge (an)neu' die in Def. 1 formulierte Konver=-
genzbedingung erfiillt, so sagen wir, die Folge konvergiert ge-
gen den Grenzwert a, bzw. die Folge besi;l:zt den Grenzwert a. Die
Folge (-:-1)[“". besitzt demnach den Grenzwert O (Null), wihrend
die Folge (2“‘1)““‘. keinen (eigentlichen) Grenzwert hat.

Auch der Sachverhalt der Konvergenz 1&Bt sich auf der Zahlenge-
raden veranschaulichen. Es muB ein Punkt a auf der Zahlengera-
den existieren mit folgender Eigenschaft:.WEalhlen wir eine belie-~
bige positive reelle Zahl € ( & mag sich noch so wenig von Null
unterscheiden), so muB sich eine Zahl n_€N* finden lassen, so
daB alle a, mit n> ng zwischen a - € und & + & liegen, wihrend
8ich auBerhalb dieses Abschnittes (Intervalls) hochstens die
endlich vielen Folgenglieder 819855000 y8) befinden.

Es gilt nun der folgende Satz: 9

S atz 1
Der Grenzwert einer konvergenten Folge reeller Zahlen

ist in R eindeutig bestimmt.

Beweis (indirekt): Nehmen wir an, es geien sowohl a als auch a'
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mit a # a' Grenzwert einer Folge (ap)eme* Wegen a # a' gilt:
o a-g' . "

la - a'l >0. Wir wihlen & = L2838k 50, Nach Definition 1 exi-

|

stiert dann ein nocll" mit lan—al<£ = la=all fiir alle n> B e

Ebenso existiert dann nach Definition 1 ein n! € N* mit

Ian-a'l <€ = genl fiir alle n>nl.

Sei m,: = no+u5, so ist mo>no und auch mo>n6, und es muB so-

wohl |a  -a|<g als auch la, -a'|< €& gelten. Wir erhalten:

(e} o

e-a'l =|a-a_ +a_ -a'| £ |a-a
My Mo :
5 a-a'
L

| + [a, -a'|< 2 =
My My
: = |a=a'l .
Es kann aber |a-a'l| £ [a=-a'l nicht richtig sein, also muB auch

unsere Annahme 2 # a' falsch B8ein.

Wir bemerken: Um den Begriff der Konvergenz einer Folge reeller
Zahlen definieren zu k&nnen, war neben anderem insbesondere der
Begriff des Abstandes |x-y| zweier reeller Zahlen x,y erforder-
lich.

All die bisher besprochenen Tatsachen werden auch in der Schule
gelehrt oder konnen aus frilheren Beitrédgen in unserer Zeitschrift
als bekannt vorausgesetzt werden. Womit ein Schiiler aber weit we-
niger vertraut sein wird, das sind die topologischen Eigenschaf-
ten der Zahlengeraden. Ohne hier ausfilihrliche Erkl&drungen anzu=-
schlleBen, was man unter topologischen Eigenschaften versteht,
wollen wir uns der Betrachtung solcher Eigenschaften zuwenden.

Defini+tion 2

Sind a,b€R und a<b, so heiBt
Ja,b{ : ={x : xéRAa<x<b}
ein offenes Intervall mit den Endpunkten a und b.

Die offenen Intervalle sind spezielle Teilmengen von R . Der
Punkt E%E heiBt Mittelpunkt des Intervalls ]a,b[ , und |b-a)
ist die Lénge des Intervalls,

Definition 3 .
Sind x €R , £ €R und € >0, so heiBt das spezielle of-
fene Intervall der Ladnge 2€ mit X, als Mittelpunkt
eine £ -Umgebung von Xys die wir mit Ug (xo) bezeichnen.
U‘_(xo) ={x : xXER A X, -E(xcxo +&} .
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Jetzt 8ind wir in der Lage, einen ganz wesentlichen Begriff zu
definieren, nédmlich den Begriff der Umgebung.

Definition 4
Eine Menge U £ R heiBt Umgebung eines Punktes x &R
genau dann, wenn ein £ € R, &€ >0 existiert mit
Ueg (x) & T.

Sat 2z 2 3 _
Jede & -Umgebung von X Ug (xo), ist Umgebung U je=-
des ihrer Punkte.

Beweis: Sei x€ Ug (xo) beliebig gewdhlt, so ist Ix-xol < £ oder
€ - |x-x0| > 0. Wir setzen €' =§£- lx-xol und betrachten Ug:(x).
Wehlen wir y 6 Ug, (x) beliebig, so ist stets |y-xl < €' . Jetzt
betrachten wir den Abstand zwischen x  und y, d. h. [y-xol
ly=x | = [y-x+x-x_| % ly-x| + Ix-x 1 < €'+ |x=x| =

€ - Ix=x | + Ix-x,| = € .
Iy—xolc € heiBt y & Ug (xo). Wenn also y € Ug (x), so auch
v € Ug(x,) und folglich Ug(x) §U (x,).
Fiir jedes x € Ug(x,) existiert ein €'> 0, so daB
Ugr (x) s Uge (xo). Nach Definition 4 bedeutet das aber, es ist
Us(xo) Umgebung von X.

Wegen x & Ut(xo) ist .nach Satz 2 natiirlich U‘(xo) auch Umgebung
von x  selbst. Iet x ein beliebiger Punkt der Zahlengeraden, so
gibt es fiir jedes £ €Rund &€ >0 eine £ ~Umgebung Uf(xo)' Damit
ist gesagt, daB es flir jeden Punkt x_  €R beliebig viele & -Um-
gebungen gibt. Da jede £ -Umgebung von e auch Umgebung von X,
ist, kann die Anzahl der Umgebungen von X natlirlich nicht ge-
ringer sein. Wir bezeichnen die Menge aller Umgebungen eines

Punktes x € R mit ¥ (xo).

Nunmehr beweisen wir vier Sdtze, die grundlegende topologische
Eigenschaften der Zahlengeraden beinhalten. Aus diesem Grunde ge-
ben wir diesen S&dtzen eine besondere Bezeichnung.

Satz U1:

Wenn U eine Umgebung des Punktes x ¢ R ist, so gilt
x € U, Formalisiert:
Yx YU (xeRAU €U (x) —> x€U).
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Beweis: Ist U€ Y (x), so existiert nach Definition 4 ein €¢2 ,
€>0, so daB Ug(x) € U. Da x€Ug(x) €U, folgt x €U.

Satz U2:
Wenn U eine Umgebung von x éR ist, und es ist U § U',
8o ist auch U' Umgebung von x.

Formalisiert:
Yx YU YU' (x€R A Ue (x)AUS U —U'e (x)).

Beweis: Ist U€ (x), so existiert nach Definition 4 ein £4R ,
€>0, so daB x €Ug(x) U, Da U S U' ist, gilt natiirlich auch:
Ue(x) & U'., Folglich ist nach Definition 4 auch U' Umgebung von
X, de he U' € (x),

Satz U3:

Wenn U,, U, Umgebungen von x€¢R sind, so ist auch ihr
Durchschnitt, U1nU2, Umgebung von x.

Formalisiert:

Vx YU, YUE(x eR A UppU € 0 (x) = U,nU,€ 1 (x)).

Beweis: Da U1 Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4
ein € €ER , £,>0, so daB Ug, (x) 5U1.
Da U, Umgebung von X ist, existiert nach Deflnltlon 4 ein
€, €R , £,5,>0, so daB Ug, (x) = U,

Setzen wlr £ := m1n{£1, £ j ,» 80 ist Ug(x) € U, und
Ue(x) = U, und somit Uc(x) < UynU,. Nach Deflmtlon 4 ist also
U1n U2 Umgebung von x.

Satz U4:

Zu jeder Umgebung U eines Punktes x &€ R existiert eine
weitere Umgebung W von x derart, daB U Umgebung jedes
Punktes ye W ist.

Formalisiert:

YxVYUIW WY (xeRAU,WeU (X)AYEW—TE " (y))

Beweis: Da U Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4 ein
EE€R , £€>0, B0 daB U, (x) & U. Nach Satz 2 ist Ug(x) Umgebung
Jedes Punktes y € Ug(x) und natiirlich auch Umgebung von x. Wegen
Ue(x) U ist nach Satz U, auch U Umgebung jedes Punktes y € Ug(x).
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Setzen wir W : = UE(x), go erfiillt W gerade die im Satz'U4 ge-

forderten Bedingungen.
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