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Unzugéngliche Probleme 2

Wie kann man mit algdn'ihmisch unzugdénglichen

Problemen fertig werden?

1. Der Inhalt des Artikels in Kurzfassung

Wir gehen von der Beobachtung aus, daB8 Computer ihre Arbeit takt-
weise, in kleinen Einzelschritten, erledigen. Heutige Computer
schaffen etwa eine Million solcher Schritte (Operationen) in
einer Sekunde. Die Zahl der Rechenschritte oder, wie wir auch
sagen wollen, die Rechenzeit, kann nun zur Beurteilung der Kom=
pliziertheit eines Rechenprozesses herangezogen werden. Es hat
sich herausgestellt, daB Probleme existieren, die einerseits
von sehr groBem Skonomischen Interesse sind, bei denen aber an=-
dererseits schon fiir sehr kleine Eingaben astronomisch groBe Re-
chenzeiten der zu ihrer LUsung auszufilhrenden Rechenprozesse er-
forderlich sind. Solche Probleme wollen wir hier unzugénglich
nennen. | '

Es ist nun eine verblliffende und praktisch bedeutungsvolle Er-
kenntnis, daB man in vielen Fdllen eine drastische Senkung der
Rechenzeit auf ein ertriégliches MaB erreichen kann, wenn man
sich mit Néherungsldsungen an Stelle genauer Losungen zufrieden
gibt. Einige Beispiele dieser Art sollen im folgenden vorge-
gtellt werden.

2. Was sind (diskrete) Optimierungsprobleme?

Um das bisher Gesagte genauer ausfithren zu kénnen, brauchen wir

gunéichst eine klare Vorstellung darilber, was ein Problem sein

soll. Wir beschrénken uns dabei auf sogenannte (diskrete) Opti-

mierungsprobleme. Ein solches liegt dann vor, wenn folgende Din-

ge gegeben sind: ' -

(Bei Verstindnisschwierigkeiten sollte der Leser gleich die im

néichaten Abschnitt angegebenan Beispiele mit einbeziehen.)

1. Eine Menge A sogenannter Eingaben, die wir uns als "Aufgaben®
vorstellen wollen, zu denen "Lsungen"™ gesucht werden. ’

2. Zu jeder Eingabe x eine endliche Menge L(x) von "Lsungen".

3. Eine Bewertungsfunktion b der L¥sungen, die jeder Idsung eine
natiirliche Zakl zuordnet, die wir als die "Gitte" der IYgung



3 Unzugingliche Probleme
ansehen wollen.

Weiter wollen wir uns vorstellen, daB die Glite einer Lﬁaung ume
80 besser wird, je groBer ihr b-Wert ist. (Auch der umgekehrte
Fall ist denkbar. Hat man ihn vor Augen, mu8 man im folgenden
"ma¥® durch "min" ersetzen.) Nun kann man jedem x & A einen op-
timalen Wert

b¥*(x) = max {b(y) : y L(x)}
zuordnen, das ist also der grtBte b-Wert, den eine Lsung von X
erreichen kann. Ist b(y) = b'(x) fiir ein y€ L(x), s0 nennt man
y eine optimale (beste) Lisung fir x.

Das Optimierungsproblem besteht dann darin, zu jedem x & A eine
optimale Ldsung zu finden. (Wir vermeiden es, von der optimalen
Iosung zu sprechen, well es im allgemeinen mehrere verschiedene
Losungen gibt, die die Optimalitétsbedingung b(y) = b%(x) erfiil-
len.) Das Optimierungsproblem zu losen heiBt, einen Algorithmus
anzugeben, der eine Punktion f berechnet, die jedem x& A eine
Losung f(x) derart zuordnet, daB f£(x)€ L(x) und b(f£(x)) = b™(x)
gilt.

Es geht also bei einem Optimierungsproblem darum, fiir eine Schar
gleichartiger Aufgaben beste Losungen zu finden, wobei durch
eine Bewertungsfunktion festgelegt wird, was "beste"™ Lisungen
gsein sollen.

3. Beispiele fiir Optimierungsprobleme

1. Beispiel: Das Problem von den 2 Lastentrigern

Gegeben gind n Gegensténde mit bekannten Gewichten XyseooyX,
und zwei ILastentriéger, die ein Tragevermogen von m Gewichts-
einheiten haben. Es handelt sich nun darum, den beiden Lasten-
tridgern eine méglichst grofe Zahl der gegebenen Gegensténde auf-
zubiirden.

Wenn wir die Menge dieser Aufgaben als Beispiel fiir ein Optimie-
rungsproblem begreifen wollen, wie sie im vorigen Abschnitt bee
handelt worden sind, brauchen wir nur folgende Festlegungen zu
treffen:

Eingaben sind (n+1)-tupel der Form x = (11,...,xn;m), wobei

DMy Xyyeee Xy beliebige positive natlirliche Zahlen sein diirfen.
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‘(Man beachte, daB8 insbesondere auch die Zahl n der Gegenstiénde

von Aufgabe zu Aufgabe variieren kann.)

Eine LOsung von X = (Xq,e..,X ;m) hat die Form (I,,I,), wobei

Lul, € {1,...,n0} und 1,AL, = § und

1ZII Xy £ n und 12' x, € m zu gelten hat. I, ist die Menge der
1 €I,

Gegenstéinde, die dem ersten Lastentriger aufgeladen wird, und

I2 iat fiir den zweiten bestimmt. -

Die Bewertungsfunktion b fiir die Losungen ist definiert als

bﬁI1,IZ)) = Anzahl der Elemente von I,WI,, das ist die Gesamt-

zahl der Gegensténde, die bei dieser Ldsung getragen werden sol-

len. .

b.(x) ist dann die grtBte Zahl von Gegensténden, die die beiden

Lastentréger tragen kdnnen, ohne {iberlastet zu werden.

Ist beispielsweise (10,7.1,12,5,8;20) eipe Eingabe, so bedeutet

das, daB 6 Gegenstiénde mit den Gewichten 10,7,...,8 zur Auswahl

stehen fiir zwei Lastentridger, von denen jeder 20 Gewichtsgein-

heiten tragen kann. Einige Losungen (der Leser sollte zur Ubung

alle Losungen bestimmen) sind gegeben durch ({1,2,3}, {4,6})

({2.355} » {1,6}) oder ( {4.5} . {3,6}). Das Mengenpaar

({1.4} , {2,5,6}) 1ist keine Lisung, weil hier dem ersten Triiger

ein zu grofBes Gesamtgewicht, ndmlich X+ Xy = 10 + 12 = 22 auf=-

geladen wiirde. Man sieht leicht ein, daB die beiden ersten Lo-

sungen optimal sind und den optimalen Wert 5 realisieren.

2. Beispiel: Das Rundreiseproblem (Dies ist ein Optimierungs=-
problem, bel dem beste IOsungen durch kleinste Werte der Be=-
wertungsfunktion charskterisiert sind.)

Wir betrachten Aufgaben folgender Art. Gegeben sind n Stiddte,
Jede ist mit jeder durch eine StraBe bekannter Lénge verbunden,
und ein Hausierer will von der Stadt 1 aus alle Stddte auf einer
kiirzesten Route besuchen und wieder zur Stadt 1 zuriickkehren.
Dieses sogenannte Rundreiseproblem 1lié8t sich folgendermaBen in
unser Schema einordnen. '

Eingaben sind hier Netze von n Stédten, die wir etwa durch Ent-
fernungstabellen fiir diese n Stddte beschreiben k&nnen. Dabei
ist n variabel, d. h. verschiedene Eingaben ktnnen verschiedenel
Anzahlen von Stddten enthalten. \




Unzusﬁggliche Probleme
L(x) ist die Menge der (n-1)! verschiedenen Routen durch das

Netz x dieser n Stddte. (Eine Route ist durch Festlegen einer
Reihenfolge gegeben, in der de n Stiédte besucht werden sollen.
Da die Reise in der Stadt 1 beginnt, muB noch die Reihenfolge
der ilbrigen n=1 Stddte festgelegt werden. Da fiir gibt es bekannt-
lich (n=1)! = 1¢2¢3¢ ... ¢(n=1) Mdglichkeiten. Beweis?) )
Fiir jede Rundreise y verstehen wir unter b(y) die Lénge des We~
ges y. Das Optimum b¥(x) = min {b(y) 3 y‘L(x)} ist die minima-
le Weglidnge einer Rundreise durch x. Flir das St&ddtenetz

sind in der folgenden Tabelle alle Rundreisen zusammengestellt.

Route Linge dexr Route
12341 58
12431 49
13241 49
13421 49
14231 49
14321 58

Wie man gieht, liegt das Optimum bei 49, und dieser Wert wird
durch vier Routen realisiert. (DaB8 davon je zwei durch Umkeh-
rung der Durchlaufrichtung auseinander hervorgehen, interessiert
uns dabei nicht weiter.)

4. Uber die Kompliziertheit von Optimié;gggsproblemen

Ohne genauer {lber Computer Bescheilid zu wissen, kann jedermann
zundchst folgende Aussagen leicht begreifen. Um ein Optimierungs-
problem vom Rechner behandeln zu lassen, braucht man ein Verfah-
ren (einen Algorithmus), nach dem der Rechner vorgehen kann, wemn
ihm dieses Verfahren durch Programmierung mitgeteilt wird. Der
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Rechner ist dann in der Lage, fiir jede Eingabe x eine optimale
Itsung y auszugeben. Die Zahl der Rechenschritte (die Rechen-
gzeit), die der Rechner dazu benttigt, hiéingt offensichtlich von
X ab. Wir nennen diese Zahl daher t(x).

Wie wir schon gesehen haben, ist x nicht immer eine natiirliche
Zahl. Es ist sinnvoll, die Rechenzeit nicht auf x selbst zu be=-
ziehen, sondern auf die Linge einer Niederschrift von x, d. h.
auf die Zahl der Symbole (einschlieBlich eventueller Trennzei-
chen), die nétig sind, um die Eingabe x aufzuschreiben. Im obi-
gen Beispiel x = (10,7,1,12,5,8;20) braucht man 18 Zeichen, um
X aufzuschreiben. Wir wollen dann sagen, daB x die Ldnge 18 hat.

Als Malstaeb fiir die Kompliziertheit, mit der ein Algorithmus
arbeitet, nimmt man nun die Punktion

(¥) = max {t(x) : x hat die Ldnge N},
d. h. die groBtmogliche Rechenzeit, die bei Eingaben der Lénge
N auftreten kann.

Selbstverstidndlich versiucht man bei Jedem Problem, einen Algo-
rithmus mit mdglichst kleiner Zeitkompliziertheit T(N) zu fin-
den. Was das Rundreiseproblem und des Problem von den zwei la=-
stentrdgern angeht, so haben alle bisher gefundenen Algorith-
men zu ihrer Idsung eine Zeitkompliziertheit von mindestens
T(N) = 2N, (Das liegt, grob gesprochen, daran, daB all diese
Algorithmen darsuf hinauslaufen, alle Ldosungen durchgumustern,
und in beiden Fidllen kann man sich iiberlegen, daB die Zahl der
Losungen exponentiell in der Linge der Eingabe sein kann.)

Diese exponentielle Zeltkompliziertheit bedeutet'eine herbe Ent-
tﬁuachuné fiir den praktischen Anwender, denn ein Rechner, der
etwa eine Million Operationen pro Sekunde ausfilhren kann, brauch-
te Rechenzeiten von eiwa 13 Tagen, 36 Jahren oder 366 Jahrhun-
derten (!) filr Eingaben der Ldnge 40, 50 bzw. 60. Da solche Ein-
gabeléngen flir dkonomische Zwecke durchaus noch sinnvoll und
notwendig sind, kann man mit den angegebenen Algorithmen nicht
zufrieden sein. Wer kann schon 366 Jahrhunderte auf ein Rechen=
ergebnis warten!

Nun liegt die Frage nahe: Erlauben die genannten Probleme grund-
sétzlich keine schnelleren Lisungsalgorithmen, oder waren wir



7 Unzugéngliche Pro
bisher nur noch nicht geschickt genug, schnellere Algorithmen
zu finden? Diese Frage ist offen, aber es bestehen triftige
theoretigche, hier nicht erdrterbare Griinde zu der Annghme, daB
diese Probleme wirklich so schwierig (unzggﬁgglich) gind.

5. Verzicht auf genaue L&sungen - ein Mittel zur Uberwindung
der Unzuginglichkeit

Angesichts dieser Tatsache ist man gegwungen, sich nach Moglich-
keiten umzusehen, wie man doch noch mit solchen Problemen fertig
werden kann. Wir wollen hier nur einen von mehreren Auswegen
diskutieren: den Verzicht auf genaue ISsungen. Dieser Ausweg
funktioniert nicht immer, aber in manchen Fillen kann man da-
durch zu sehr brauchbaren Rechenzeiten gelangen.

¥ir behandeln ausfiihrlich nur das Problem der zwel Lastentridger.
Wir &ndern es insofern ab, als wir uns Jetzt filr Funktionen f
interessieren, die nicht die scharfe Bedingung

£(x)& L(x) und b(£(x)) = b¥(x)
erfiillen, sondern die abgeschwiichte
(1) 2(x) &€ L(x) wnd Db(£(x)) W *(x) - 1,
de h. wir suchen ILdsungen, die nun hSchstens 1 vom Optimum ab-
weichen. Die Abschwidchung der urspriinglichen Aufgabenstellung,
die wir vornmehmen, ist also denkbar gering. Es ist deshald bei-
nahe unglaublich, da8 sie schon dazu ausreicht, daB dieses ab~
geschwidchte Problem mit der Zeitkompliziertheit
T(N) = chlogzn (wobei wir mit N die Eingabeldnge und c¢ eine
geeignete bositive Konstante bezeichnen) l&sbar ist. Und dies
bedeutet, dab die Rechenzeit fiir Eingaben der Lénge 60 nicht
mehr Jahrhunderte sondern nur noch Bruchteile einer Sekunde (!)
betréigt. Jeder Anwender nimmt eine (mSgliche) Abweichung vom
Optimum um 1 gern in Kauf, wenn dies zu derart betrichtlichen
Rechenzeitgewinnen fithrt, die das Problem von einem unzugingli-
chen in ein solches verwandeln, das in einer flir menschliche Be~
lange vertretbaren Zeit geldst werden kann.

Wir wollen nun einsehen, daB die Berechnung einer Punktion 48
die die Bedingung (1) erfilllt, wirklich in der angegebenen Zeit
erfolgen kann. Dazu geben wir folgendes Verfahren zur Berech-
Bung von f ant
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Eing&bES X = (11,--. ,In;m).
1. Ordne (x1,...,er nach wachsender GrtBe. Die Folge, die durch
die Umordnung entsteht, wollen wir mit (xi 17Xy yeeesXy ) be~
1

§ & . & L n
zeichnen. Es gilt also xi1 xiz xin

?
i,

2., Bilde die Summen
X + X
11 ,12

und finde dabei 1 und dasjenige k heraus, fiir das

+oeee + Xy # m und, falls 1< n,
1
X; + o0 +X. + X, > m
14 L, e
und Xy +oeee + X % 2m und, falls k<n,
1

k
> 2m

X + e + X
11 +1

+ X
1 i
gilt. k k

3. Bilde I, = {14,00.,1i;} und
I2 - {{il+1,-o- ,iki falls xi

{i,,psc--si} somst
(Dies heiBt insbesondere I, = @, falls 1 = k.)

+--.+xi gm,
141 k

Es ist klar, daB die beiden Lastentréiger hochstens k Gegenstén-
de tragen ktnnen. Demn k+1 oder mehr Gegenstiénde libersteigen
das Tragevermogen beider Triéger zusammengenommen, weil dies be~
reits filr die k+1 leichtesten Gegensténde zutrifft. Dies heilBt
also, daB das Optimum k oder k=1 ist. Der letztere Fall tritt
dann ein, wenn es nicht mdglich ist, die k Gegenstdnde auf die
Lastentriger so zu verteilen, daB kein Gegenstand iibrigbleibt
und die Belastungsgrenzen der Tréger nicht ilberschritten wer-

. den. Ein Beispiel dafiir ist x = (6,7,9;11).

Da flir die gefundene Ldsung f(x) ebenfalls nur die Werte
bp(f£(x)) = k oder.b(r(z)) = k=1 in Frage kommen, liegt es auf
der Hand, daB8 b(f(x))®wb*(x)=-1gilt, (1) also erfilllt ist.

Bin Beispiel dafiir, daB der Algorithmus keine optimale Ldsung
findet, ist (3,4,5,8,8;15). Er findet die Lssung ({1,2,3} , {5},

withrend ({3,4}.{1,2,5}) optimal ist.
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Wir kommen nun zur Abschatzung der Rechenzeit des Algorithmus.
Mit N bezeichnen wir die Linge der Eingabe von x. 0ffensicht-
lich gilt n % N. Die Umordnung in der ersten Etappe kann mit
n? Vergleichen erledigt werden (wie?). (Es sei angemerkt, daB
sogar beN log N Schritte ausreichen fiir ein geeignetes b>0.)
Eine Addition zweier Zahlen, deren lLdnge kleiner ist als M,
kann in a M log? M Schritte bewerkstelligt werden, wobei a® 0
eine geeignete Konstante ist. Dieses Resultat ist nicht so ein-
fach zu gewinnen, und es kann hier nur ohne Beweis mitgeteilt
werden. Insgesamt sind in der 2., Etappe hochstens n Additionen
zu erledigen, wobei jeweils die Lénge der Summanden durch N ab=
geschiétzt werden kann, also brauchen wir fiir die 2. Etappe des
Algorithmus hdchstens a-n+N log’N £ a:N2 log® N Schritte. Zum
Aufschreiben von I, und 12 werden nochmals htchstens n Schritte
gebraucht ung zur Entscheidung der Fallunterscheidung fiir 12
reichen a-n-N 1052 N = a-N2 log2 N Additionen. Das sind insgesamt
héchatens

c1n2 + 2aH2103211 + ¢c,n * cnzlogzﬂ

Schritte mit einem geeigneten ¢ > 0. Die Koeffizienten 4 und o
kommen daher, daB zur Realisierung eines der notwendigen Rechen-
schritte auf einem Rechner eine gewisse feste Anzahl von Reche
nerschritten erforderlich aind. Auf eine genauere Begriindung
dieser letzteren Aussage milssen wir hier verzichten, weil dazu
ein tieferes Eindringen in die Theorie der Programmierung not-
wendig wire.

6. Kleiner Ausblick auf weitere Resultate

Zuniéichst ist die folgende Bemerkung von Interesse.
Wenn man im Problem von den zwei I.astentrdgem d.ie Benertunga-
funktion = und damit das Problem selbst - folgenﬁermaﬂan abin=

dert
b((I1'12)) = ; X, i
i I1V I2

so erh#lt man wieder ein Optimier\mgsproblem, da.s ;jetzt d.arin
besteht, eine moglichst groBe Last zu trqnaportieren. Auc.h die~
ses Problem ist unzugénglich. Wenn man zu diesem Problem die
Abschwiichung (1) betrachtet, so bleibt es unr.usﬁnslich. Fiihrt

mwmmmm&mm
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(2) b(f(x)) & (1-8)‘0'(1). € >0, konstant, aber

beliebig klein
80 erhdlt man wieder Lsungen in vertretbarer Zeit. Die Bedin-
gung (2) bedeutet anschaulieh, daB wir mit Losungen zufrieden
sind, deren Wert von der optimalen um einen festen, sehr klei-
nen Bruchteil des optimalen Wertes abweicht. Diese Bedingung
ist wirklich sehr groBzligig, weil fiir gréBer werdende x natiir-
lich auch b¥(x) und damit auch die Abweichung & b¥(x) immer
grofer wird.

Schlieflich bemerken wir, da8 das Rundreiseproblem selbst bei
der Abschwéchung (2) noch unzuginglich bleibt. Hier miissen also
fir praktische Belange génzlich andere Wege gegangen werden.

Prof. G. Wedsung
Bereich Mathematische
Kybernetik und Rechentechnik

R e R T VA TR TS
Den Mann nenne ich groB8, der vigl gedacht und gelesen und
erfehren hat und der alles was er gedacht, gelesen und er-
fehren hat, bei jeder Sache, die er unternimmt, also auch
bei jedem Buch, das er schreibt, vereint zum besten Zweck

anzuwenden welB, alles so anschaulich darzustellen, daB je-
der sehen muf, was er selbst gesehen hat.

Ich habe einen Mann gekannt, der dip seltsame Grille hatte,
nach Tische beim Obst aus Apfeln regelmilige stereometrische
Korper zu schneiden, wobei er immer den Abfall aufai,
Meistens endigte sich die Auflosung des Problems mit einer
glinzlichen Aufzehrung des Apfels.

Sich allen Abend ermstlich zu befragen, was man an dem Tage
Neues gelernt hat,

Georg Christoph Lichtenberg
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. Preisaufgaben

Preisaufgaben

o
B

Es seien n Punkte in der Ebene gegeben, von denen
keine drei auf einer Geraden liegen. Man verbinde
Jeden Punkt mit jedem durch eine rote oder blaue Linie.
Wie grof muB n sein, damit bei beliebiger Firbung
mindestens ein rotes oder blaues Dreieck entsteht?

o
N

=2

Man beweisge:

Der Flécheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt
der drei Seiten, dividiert durch den vierfachen Radius
des Umkreises, |

(@]
N

=

Man berechne das Verhéltnis von In- und Umkreis-.
radius eines gleichschekligen Drelecks.
(Aufgebenvorschlag von Birgit Thomas)

o
£

-

Man Beweige:

£ (-

=]
AV}

-

Es sei die Menge M durch

M= {z:z-x5+3x ;y"-5x3 y2—15xay} +4r.y#+1235m1t X,y ganze
Zahlen} gegeben,

Man beweise, daB gilt: 33 § M.

0€

®

-

loxmsars, uro CymecTByeT MHOTOT'DAHHNKA, NMONUORBO
7 peGep.

Einsendeschluf: 15. 4. 1982
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Betriebspraktikum im 3. Studienjahr

Tnnerhalb des 3. Studienjshres der Diplommathematiker-
ausbildung sbsolwieren alle Studenten ein 12wdchiges Betriebs=-
praktikum. Dieses wird zum Beispiel in Jenser GroBbetrieben,
wie dem Kombinst VEB Carl Zeiss Jena, VEB Jenapharm; in
Akskemieinstituten, im Kombinat Robotron und in der Friedrich-
Schiller-Universitédt durchgefiithrt,

Wir m3chten unseren Lesern mit den folgenden Beitrégen von
Studenten des jetzigen 4. Studienjahres einen kleinen Einblick
in dis Aufgabenstellungen und den Ablauf eines solchen
Praktikums geben.,

Praktikumseinsatz im Kombinat VEB Carl Zeiss Jena

"Wir fiihrten unser Praktikum im Kombinat VEB Carl Zelss Jena

durch.

Unser Einsatz war betrieblichefseits gut vorbereitet. Das

#uBerte sich unter anderem darin, daB wir sofort im das Kollek-

tiv integriert wurden und guten Kontakt zu allen Kollegen fanden.

Der Einsatz fand im Rahmen des Jugendobjekts 'Mathematische

Modellierung optischer Systeme (MATMOS)' statt. Inhaltilich

befaBten wir uns mit den Themen:

- EinfluB der Anderung von Systemparametern auf die Wellen-
sberration

- Berechnung verallgemeinerter Formeln fiir den Astigmatismus
~windschiefer Strahlen

= Erarbeitung eines Optimierungsverfahrens der konjugierten
Richtungen '

Das Praktikum wurde von allen Studenten erfolgreich absolviert.

Die Verteidigung der Praktikumsarbeiten fand im Rahmen des

'HATHOS'-S&minara statt.

Am Ende des Praktikums wurden 2 Studenten in das Jugend-

objekt aufgenommen,"

Klaus Ullrich
Olaf Kollosche
Martin Beck




L Betriebapralctilum
Praktikumseinsats im Zentralinsitut fiir Mikroblologis

und experimentelle Theraple der Akademie der Wissen-—

schaften der DIDR

"Das Themsa meiner Arbeit lautete *'Stereologie fiir Kugel-
schnitte'. Das Problem, das ich zu 18sen und zu programmieren
hatte, bestand darin, die genaue GrdBe von Kugeln, die in
einem undurchsichtigen Medium, z.B. Fettkugeln in einer Fett-
leber, eingelagert sind, zu bestimmen. Dabei darf das

Medium nur einmal geschnitten werden. Gemessen und als
zuféillige Stichproben betrachtet werden dann die Durchmesser
der entstehenden Schnittkreise. Ausgehend von diesen MeB-
ergebnissen hsbe ich gewisse Riickschliisse auf die Anzshl und
GroBe der Kugeln im ganzen Medium gezogen und die Verteilung
der FKugelradien bestimmt. Das Ergebnis wurde getestet und
zum Ergebnis wurden Genauigkeitsaussagen gemacht.-

Das Problem ist in der Programmiersprache BASIC fiir den
Rechney PDP 11 programmiert.”

Eathrin Weise

Praktikumseinsatz im VEB Robotron-Elektronik Meinigen
Sitz Zella-Mehlis
"Die Aufgmbe unseres Praktikums bestand darin, fiir in der Volks-
wirtschaft auftretende Probleme mathematische Modelle suszuwéh-
len, fiir diese Modelle einen Ldsungsalgorithmus zu entwickeln
und auf dem programmierbaren Kleinstrechner K 1003 zu
realisieren. Dabel muBte berﬁdksichtigt’her&en, daB bestmdg-
lichste Genauigkeit, einfachste Bedienung und kiirzeste Rechen-
zeit gewihrleistet werden sollten. Die so entstendenen Programme
werden als Software zu dem programmierbaren Kleinstrechner
PER 1003 den Kéufern des Rechners angeboten. Behandelte Probleme
waren zZ.B.: :
- Harmonische Analyse
- Tschebyscheff-Approximastion
— Simplex-Verfaren U, 8.
Die Unterstiitzung durch die Sektion und den Betrleb war gut."
Peter Steiner
Harald Lorey
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(autgebe N 23] (nach Stephan Bonewitz, Leipzig)
Es gilt ac = k1 e n
bd = k2 *n
bec + ad = k3 en
mit ky,kyikyn €6 .
Es gilt dann auch

k, *n
cC = 1a
k2 en
L
ad = k3 n - be
2
k1-k2'n
ad-kj'n-——aa—
k1-k2-n
ad = n(k3 - 5 )

Somit ist ad durch n teilbar. Da bec + ad = k3' n,ist
auch bc duxrch n teilbar.

fAufgabe N 24|
Sei O der Mittelpunkt des Kreises um ABC. Flir O = P ist
die Behauptung offensichtlich richtig. i
Sei nun P verschieden von 0. Dann konstruieren wir die'
Mittelsenkrechte auf OP. Die Mittelsenkrechte teilt ent-
weder das Dreieck ABC in 2 Teile oder sie liegt auBer-
halb des Dreiecks. In beiden Fiéllen liegen P und eine
Ecke des Dreiecks gemeinsam rechts oder links von der
Mittelsenkrechten und O auf der anderen Seite. Der Ab-
stand von P zu dieser Ecke ist dann kilrzer als der Ab-
stand von O zu dieser Ecke.

[Aufgabe N 25] (von Prof. Dr. habil. R. Roth, em.)
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Angatz: Verliéngert man AB um sich selbst nach C und zieat
durch € die Parallele zur Achse der Parabel, so entstelt
auf dem Kegelschnitt eindeutig der Punkt B'. Die Paral=-
lele durch A zu BB' schneidet den Kegelschnitt eindeutig
in A'. Dann sind AA' und BB' die gesuchten parallelen
Geraden.

Beweis: Es ist zu zeigen, daB AA' : BB' = 3 : 1 gilt.
OBdA. kann die Parsbelgleichung in der Gestalt y = x°
angenommen werden, da alle Parabeln hierzu affin gdquiva-
lent sind. A = (a|a®) und B = (b[b?) mit a # b haben
nach Konstruktion zur Folge: C = (-a+2b |-32+2b2). Die
Parallele durch C zur Achse der Parabel hat die Glei-
chung x = =a + 2b und der Schnittpunkt B' mit der Para-
bel hat die Koordinaten B' = (-a+2b,(-a+2b)2).
Damit ist die Richtung der Parallele zu BB' durch A ge-
funden.
Die Komponenten derselben lauten

(b,b°) und (=a+2b,(=a+2b2)).
Es ist

b2 - (-a+2b)° : (~a+2b-b)

= (3b-a)(a=b) : (b=a) = (3b=a) : =1.

Die zu BB' Parallele durch A = (a,az) hat also die Glei-
chung

(x-8)(3b-a) - (y-8%) = O.
Schneidet man sie mit der Parabel y = x2, B0 entsteht
der Punkt A' aus der Gleichung ’

(x-8)(3b-a) - (x°-8%) = 0

(x-a) (3b-a-(x+a)) =0

x = 3b - 2a. ‘
Die zugehtrige y-EKoordinate hat den Wert y = (3b = 2a)2,
go daB8 also A' = (3b - 2a,(3b - 2a)2) entstanden ist.
Dem Nachweis der Relation AA' : BB' = 3 ¢ 1 dient so-
dann die folgende Rechnung mit der Symbolik
(x,5) = xu, + yu, (u1 = (1,0), u, = (0,1)).
%%; - cAtA'  =(8 a2 +((3b=-28 b=-28 e

=R =(b,b<)+((2b=a), (2b=2a)°)
und mit
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2
b
erhalten wir
-au, -e121.12-+-u1 (3b=22) +u, (3b=22) e

(a,az) = au, + &

—bu1—b2u2+u1(2b—a)+u2(2b-a)2
u1(-a+3b-2a)+u2(-32+(3b-2a)2)
u1(-h+2b-a)+u2(-b2+(2b-a)2)

3u, (b-a)+3u2( b-a) (3b-a)

u, (b-a)+u2 (b-a)(3b=-a)
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Mathematik im Dienste der Kunst

Es ist allgemein bekannt, da8 die Mathematik auf fast allen Ge-
bieten des gesellschaftlichen Lebens eine hervorragende Rolle
gpielt. Immer mehr werden mathematische Methoden auf verschie-
dene Probleme angewendet, wie auf Probleme der Spieltheorie, der
Wirtschaft, der Kunst usw. Man kann sagen, Gegenstand der Mathe-
matik ist die Wirklichkeit.

Im folgenden wollen wir an einigen Beispielen zeigen, wie mathe-
matische Methoden und Konstruktionen fiir Probleme der Kunst, Ma-
lerei und Tonkunst verwendet werden konnen,

Der "Goldene Schnitt"
In der Kunst und Ksthetik spielt seit langer Zeit der sogenann-
te "Goldene Schnitt™ eine bedeutende Rolle. Die imnere Teilung
einer Strecke AB durch einen Punkt P, bei der die I&nge AP der
griBeren Teilstrecke die mittlere Proportionale zwischen den
Léngen der kleineren Teilstrecke und der gegebenen Strecke ist,
heiBt stetige Teilung. '
4B : AP = AP : TB
Fiir diese stetige Teilung kam um die Mitte des vorigen Jahrhun-
derts die Bezeichnung "Goldener Schnitt®™ auf. Die Teilstrecke AP
1848t sich rechnerisch und durch Konstruktion bestimmen.
Bs seli AB = a,'if =x (x» 0)
a$t X=X (a—x)#-x2+a.z—a2=0
Hieraus finden wir fiir AP = x » O folgenden Wert:
=35 -1)%0,618a

Eine Konstruktion der Strecke AP kann man mit Hilfe unten ste-
hender Skizze leicht finden. :

Skizze 1
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2
2 +*%— = 1%, also AN = %Pf-"

und deher AP, = 2 (5 1) ... kP, = AP, Wir tregen die Strecke
AP1 auf der Straoke 1B ab und erhalten dem gesuchten Punkt P.

Es ist mit AB = a; a

Man war lange Zeit der Meinung, da8 ideale SchBnheit von Figu=-
ren (einschlieBlich menschlicher Kirper) genau dann vorliege,
wenn die Einzelteile zueinander in einem dem goldenen Schnitt
entsprechenden Verhéltnis stehen.
Mit dem goldenen Schnitt lassen sich bekanntlich regelmiBige
Zehn- und Fiinfecke konstruieren. Es gilt der Satz:

Die Seite des regelmHBigen Zehnecks ist der grtfere Abschnitt

‘doq nach dem goldenen Sohnitt geteilten Umkreisradius

(810 '2 (F-1 )e
Bereits die Pythagoriier kannten die Konstruktion des regelmiBi~-
gen Plinfecks. DaB sle dieser Komstruktion groBe Bedeutung bei-
legten, geht daraus hervor, daB 'sie dem Sternfiinfeck, das aus
den Diagonalen des regelmiBigen Flinfecks besteht, dem sogenann~
ten Pentagramm, mancherlei mystische Bedeutung zuschrieben
(Skizze 2).

Skizze 2

Alle regelmiBigen Vielecke mit der Seitenanzahl 5 * 22 (n=0,1,2,40.)
8ind also mit Zirkel konstruierbar.

Der goldene Schnitt spielte in der Baukunst eine bedeutende Rol)e.
Einige Beispiele seien hier angeffihrt:

Altes Rathaus in Ieipzig. Der Turm teilt die Vorderfront im Ver—
h#ltnis des goldenmen Schnittes.

S&ulenhalle von Pergamon, rdmischer Triumphbogen, Anwendungen in
der Gebrauchskunst.

Das MaSwerk, das wichtigste Bauornament der Gotik, wurde mit dem
Zirkel konsiruniert, ist also sozusagen versteinerte Geometrie.
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Es offenbart deutlich den auf Geometrie und GegetzmiéiBigkeit gu~

richteten Formsinn der Gotik.

Wir zeigen hier an einem einfachen MaBwerk, dem Gruppen.fdnster,

daB auch hier der goldene Schnitt eine Rolle spielt (siehe Skiz-
zen 3 und 4).

Aus der Skizze 3 erkennt man leicht, da8 der Radius des innerenm

Vollkreises gleich r, = § betrigt. Wegen TH® = IBZ + BE® erhal-

ten wir: B = Z 15 und daher BF = § (15 -1), d. h. P teilt die
Strecke BC = r im goldenen Schnitt.

Skisse 3

A r ) -

Den Mittelpunkt M kann man dureh die in Skisse 4 dargestellte
Konstrwktion finden.

r Jcisze 4
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Parkettierungen

Da es unbegrenzt viele Moglichkeiten der Parkettierung einer
ebenen Fliche gibt, wollen wir uns hier auf die homogenen Par-
kettierungen beschrédnken. Wir verwenden verschiedene regulére
Polygone, um eine ebene Fléche auszuftillen. Dabei sollen in je-
der Ecke gleich viele Polygone der gleichen Form zuaammenstoﬂen.
Da der Winkel eines reguliiren n=-Ecks gleich (§ - —) . 360° be=
triégt, mub man zur Bestimmung von Parkettierungen poaitive gan-
ze Zahlen n, p, q ... derart finden, daB

0 1 1,1_1.1_1 o o
% - % + % - % + % - % + e0e =1 ist.
Wir wollen einige Moglichkeiten finden. Nehmen wir an, daB in

einer Ecke 3 Fléchen zusammenstofen. Dann miissen wir 3 Zahlen

n, p und q finden, rﬂrdiegilt.%-l-%-%=1bzw.
% + % + % = % . Diese Bedingung erfiillen die Zahlen 6; 6; 6

(3 + 3 +3 =3 oder die zZehlen 4; 8; 8

Die zugehorigen Parkettierungen sind in den Skizzen 5 und 6 dar-
gestellt.

Skizze 5

Skizze 6



Kuns+t 22

Eine dritte Moglichkeit widre durch die 3 Zahlen 3; 12; 12 gege-~
ben. In einer Ecke wlirden ein gleichseitiges Dreieck und 2
gleichseitige Zwblfecke zusammenstoSen.

Eine einfache Parkettierung erhalten wir, wenn wir annehmen, daf
6 Fléchen in einer Ecke zusammenstoBen. Die Bedingung lautet

dann: 5 - R T % - % - % = 1 bzw.

n p 4q
n SO |G
2

- % = 2, Sie wird erfiillt fiir
=t =3 (Skizze 7)0

Vi
\\\///\\\/// Skizze 7
\ \/\

Durch verschiedene Farben kann natiirlich das Mosaik noch wire
kungsvoller gestaltet werden. Der leser mag sich iiberlegen, wie-
viele verschiedene homogene Parkettierungen mdglich sind, wenn
noch verlangt wird, daB gich die einzelnen Fléchen nicht iiber-
decken. Die Zahl der mdglichen Parkettierungen wird beliebig
gro8, wenn man die Bedingungen, daB in jeder Ecke die gleiche
Anzahl von Polygonen der gleichen Form zusammenstoB8en, fallen
1ld8t.

In der Gegenwart gewinnt das Mosaik wieder groSere Bedeutung
filr die dekorative Gestaltung vor allem Sffentlicher Gebdude.

Darstellende Geometrie und Malerei

Die darstellende Geometrie hat die Aufgabe, réumliche Gebilde in
einer Ebene so darzustellen, daB sie anschaulich sind und genaue
GroBenangaben ablesen lassen. Zur Losung dieser Aufgabe sind ver-
schiedene Verfahien entwickelt worden, in denen entweder die An-
schaulichkeit oder die MaBgerechtigkeit mehr zur Geltung kommen.
Flir die Malerei ist insbesondere die Zentralprojektion von gro-
Ber Wichtigkeit. Das durch diese Projektion gewonnene Abbild er-




£2 Kungt
mglicht dem Betrachter ein Erkennen tatsdchlicher Zusammenhin-
ge. Am umfassendsten hat erst Leonardo da Vinci die Gesetze der

Zentralperspektive untersucht. Auch Albrecht Diirer hat sich in-
tensiv mit perspektivischen Konstruktionen beschidftigt (Hierony-
mus im Gehduse, 1514). Die Erkenntnis der Gesetze der Zentral-
perspektive und ihre Anwendung bedeutete einen §Jendepunkt in der
Geschichte der Malerei.

Forisetzung folgt!

Dr. Bruno Hanisch
Halle

Was kann einer, der nicht sein ganzes Leben
den Wissenschaften widmen kann,
doch fiir sie leisten und wirken?

", .. bei wisgssenschaftlichen Gegenstdnden kann der Liebhaber
oft etwas Erfreuliches und Niitzliches leisten. Die Wissenschaf-
ten ruhen weit mehr als die Kunst auf der Erfahrung, und

zumn Erfahren ist gar mancher geschickt. Das Wisseschaftliche
wird von vielen Seiten zusammengetragen und kann vieler
Hénde, vieler Kdpfe nicht entbehren. Das Wissen 1&B3t sich
iiberliefern, diese Schétze kOnnen vererbt werden; und das

von einem Erworbene werden manche sich zueignen. Es ist

daher niemand, der nicht seinen Beitrag den Wissenschaften
anbieten diirfte. Wie vieles sind wir nicht dem Zufall, dem
Handwerk, einer augenblicklichen Aufmerksamkeit schuldig.
Alle Naturen, die mit einer gliicklichen Sinnlichkeit begabt
sind, Frauen, Kinder sind fahig, uns lebhafte und wohlgefalite
Bemerkungen mitzuteilen."

aus "Jenmer Weisheiten Goethes"
von Leopld Hartmann
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Preisaufgaben

0 Ein Vater will seinem Kind 3 Vormamen geben. Er hat
eine Liste mit 300 Vornamen zur Auswahl. Wieviele
Moglichkei ten hat er, 3 verschiedene Vornamen zu geben?

08  Die Summe dreier Briiche sei gleich 28 . Die Zéhler
der Briiche sind proportional den Zahlen 3, 1 und 2.
der Nenner des ersten Bruches verhdlt sich zum Nenner
des zweiten wie 2:1 und der Nenner des zweiten zum
Nenner des dritten wie 2:3. Welche drel unkiirzbaren
Briiche sind das? '

0 Von einem gleichschenkligen Dreieck sind die Fléche
@ und eine Winkel bekannt. Es sind die drei Seiten und
die fehlenden Winkel zu berechnen.

0 10 Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige reelle Zshlen
@ X,y¥,2 daie folgende Ungleichung gilts
4x(x+y(x+2) (X+y+2) + yezz 20.

011 Es ist zu zeigen, daB fiir |A| < 1 und
ging = Asin(o+B) gllt:

tan (a+B) = ﬁg—& .

0 12 PaguocTh ABYX NeMHX YHCEXA paBHA 48. ECIN mepBOe WNCIO

@ pasfielINTH Ha BTODO®, TO B VACTHOM NOAYUNTCA 4, & B
ooratTke - 3, HaliTx oM WmcIa.

EinsendeschiuB: 18. S, 1982



25 Léosungen

Aufgabe N 26 | nach Kai-Uwe Scherer, Jessen

R = Inkreisradius
r = Umkreisradius

Zur Berechnung des Fldcheninhaltes A kennen wir folgen=
de Formeln:

o .
b :

A=Re¢s (2)

A= f;fa-a)(a-b%(s-h)ﬁ (3)

Aus (1) folgt r = %%— (4)

Aus (2) folgt R == (5)

Aus (4) und (5) erhalten wir:

4 2
% = -EE" . (6)
ab ab" -8
Aus (3) folgt A2 = a(a-a)(s-b)2 (7)
Da fiir s gilt 8 = %.a+b
2 a az
folgt A = 8(b - %) - 7~ (8)

Aus (6) und (8) folgt

R 2 4'a(b--3-)'i3
;.J%_.

%

L .a._ 52 .
r b 2b!
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Kurgabe N 27

Wir numerieren die Wiirfel entsprechend den Feldern des
Schachbrettes. Unten links steht also der Wiirfel al. Die
sechs Seiten des Wiirfels bezeichnen wir mit "oben",
"unten®, "links", “rechts“,'“vorn" und "hinten" entspre-
chend ihrer Lage auf dem Schachbrett.

Die Wiirfel liegen also immer auf der Fliche, die wir mit
"unten™ bezeichnen.

Die schwarze Seite des Wiirfels befindet sich also auf
einer der sechs Seiten. Wir wollen zuerst die schwarzen
Seiten der Wiirfel der Vertikalen a in eine einheitliche

Lage bringen.

Wir bringen zuerst die schwarze Seite des Wiirfels al
nach "hinten". Befindet sie sich "rechts™ oder "links",
bringen wir die schwarze Seite durch Drehen der Vertika-
len 1 nach "unten". Befindet sie sich "oben", "unten"
oder "vorn", so bringen wir sie durch Drehen der Hori-
zontalen 1 nach "hinten".

Durch weiteres Drehen der Vertikalen 1 &ndert sich nun
die Lage der schwarzen Seite von a1 nicht mehr. Wir kon-
nen also so weiter verfahren, mit den Wilrfeln a2 bis a8.

Hat a8 die gewlinschte Lage, so bringen wir alle schwar-
zen Seiten der Vertikalen a durch drehen der Horizonta~
len nach "oben" und durch eine Drehung der Vertikalen &
nach "links". Jetzt wird die Lage der schwarzen Seiten

von & beim Drehen der Horizontalen nicht mehr ‘vertindert.

Wir konnen also das Verfahren mit den Vertikalen b bis
h fortsetzen.

Am SchluB werden die Vertikalen noch einmal gedreht und
alle schwarzen Seiten sind oben.
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'Aurgabe N 29 |.

abc + abd zﬁacd + bed _ % (ab c;d & ad a+b)
%

$3 e ot v o2 oy

atb _ c+d (a+b+c+d )
e T’y &

I~

(a+b+c+d) at+b+c+d
e e e e

= (a+b_+c+d )3

Also ist

%/abc+abd+acd+bcd' £ atb+e+d
4 - 4

at+b+c+d £ 32+b2+02+d2
Sty

Bleibt zu zeigen T

a+b+c+d a+b+c+d. 2
- (——1r——0

= T% (3(a®+p2%+c%+a?) -2(ab + ac + ad + bc + bd + cd))

= T% ((a=b)?+(a~c)%+(a=d) °+(b=c)2+(b=d)2+(c-d)2) 2 0.

Aufgabe

N 30

In dem Produkt (2°)! ist jeder zweite Faktor gerade,
jeder vierte durch 4 teilbar usw., denn

(201 = 2%(2%1)(2%-2)e ..o ¢ 30201
In diesem Produkt sind also 2 gerade, 2 durch
4 teilbare, 2°~2 Qurch 8 teilbare Fakbtoren und ein

durch 2% teilbarer Faktor enthalten.
20=1

Also ist -fT' 2 ein Teilprodukt von (27)1.

i=1
Die hochste Potenz von 2, die (2%)! teilt, ist also

gleich g F o=l B,
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Eutgabe F N |

Angenommen, wir férben den ersten Streifen rot. Dann
gibt es flir den nichsten Streifen 2 MUglichkeiten der
Parbgebung. Liegt die zweite Farbe fest, gibt es fir den
dritten Streifen wieder 2 Moglichkeiten usw. bis alle
Streifen geférbt sind.

Es gibt also 3 - 212 Moglichkeiten der Farbgebung.

jAufgabe I 32| nach Frank Bendin, Berlin

Sei h die Hdhe der Pappel, « , 2 und )~ die gemessenen
Winkel. Es ist dann

tan“--.l%-a, tanﬁ--é%o-. ta.na"-j-g-o-.

- Aus %+ B+ ¥ =90° folgt deshalb

tan ¥ = yfy = ten (90° = (x+4))

= cot (x+/4)
1
tan(ec +9)

o 1=tan . tan/d
tan o + tan/

1 = B o 8 2
700 ° 200 _ 100 - 200 - h

R 300 »
Also ist 2h2 = 100 « 200, also h = 100.

Aufgabe

N 33| nach Stephan Bonewitz, Leipzig

Es ist zu zeigen, dal

1 1 1
Ech<W+m+m fiir a,b,c > 0 gilt.

Wir stellen die Gleichung um und erhalten
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1 1 1 1 1 1
O<K TP ~abc *P0 a+bic + &+c ~ a+bic

a+b+c)=(a+h + b+c)=(b + a+b+c)=(a+c

a+b)(a+b+o a+b+c +C Ea+5+c‘!a+o)
B [+ + a + b

{(a+b)(a+b+0) & (B¥c)(a+b+c) & (a+c)(a+b+c) °

Weil a,b,c > 0 ist, ist auch jeder Summand gréSer Null.

-

IAng&be N 34I
1

1
a+b+c — a+b T a+c
3(a+b)(a+c) = (a+b+c)(2a+b+c)

3a2+3ao+3ab+3bc = (n+b+o)2 + a(a+b+e)

a2+be = b2+c2

82 = b2+c2-be (1)

Aus a2 = b2 + €2 - 2be cosx
und wegen o = 60° evhalten wir

8 a b2 + ¢% - be, woraus sich die zu beweisende
Gleiehuag gewinmen 18t (man rechne von (1) rilckwiirts).

Aufgabe N 35| |

518 X 50 - 118 5

518 X o 1g (50 - x18 9)
xls 5 = 50 = xlg 5

1g

1 log-10 1
T 5 21log:10 0og-100
x = 2578 7 2 25 =5 > a5 2

x = 100
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lAufgabe N 36 |

xy> 0
Zu zeigen: (x+y)(%l+ %)‘2 4

x
%*1+1+§Z4

x
%1-;22
ﬁ+x222n

(x=y)% 20

Aufgabe N 38 |

A Kz c Yy 3

Die in der Skizze eingezeichneten Hilfslinien XX', YY',
ZZ' pind Parallelen zu den Dreiecksseiten AB, BC, AC.
Dann gilt nach dem Strahlensatz

AS _ AAY ;. SA' @ "0

T = --IIT-_ = IAT " BU

Veiter gilt  HBT = 8 o (2)
for = 5o (3)

Da die Vierecke YBX'S und SZCY' nach Eonstruktion Pa-
rallelogramme sind, gilt ¥S = BX' und SY' = CZ. Damit
ist auch wegen (2) und (3)

YY! YS SY! BRX' CZ SC!

EF'EU Rr mr B¢ =~ dav * EF

und wegen (1) folgt dann die Behauptung

fiv + &Bv + gov = -
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Der Mathematiker-KongreB der DDR 1981

In der Zeit vom 28. September bis zum 2, Oktober 1981 wurde wvom
der Mathematischen Gesellschaft der DDR ein Intermationaler
KongreB an der Karl-Marx-Universitét in Leipzig durchgefiihrt.
Viele namhafte Mathematiker aus dem In- und Ausland prégten
das Profil dieses Kongresses. Zur Erdffnung des bedeutenden
wissenschaftlichen Ereignisses sprach Prof. Dr. H. Schumann,
Sektionsdirektor der Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universi-
tét in Leipzig, zum 100, Jahrestag der Griindung des Leipziger
Mathematischen Seminars. Dann begannen in verschiedenen Abtei-
lungen die Fachvortrége, in denen die neussten Farschungs—
ergebnisse aller Teildisziplinen der Mathematik vorgestellt
surden. Insgesamt wurden 3> Plenarvortrége, 40 bersichts-
vortrédge, 83 Kurzvortrédge und 47 Poster-Beitridge gehalten. die
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitédt war auf
diesem EKongre8 durch 10 Wissenschaftler vertreten, die in dreil
{ibersichtsvortrégen, sieben Kurzvortrégen sowlie einem Poster-
Beltrag jlingste Forschungsergebnisse unserer Sektion
demonstrierten.

An dem KongreB nahmen bekannte Mathematiker aus der U4dSSR, der
GSSR, der VR Polen, der VR Ungarn, der VR Bulgarien, der VR
Ruménien, den USA, der BRD, der Schweiz, Osterreichs, den
Niederlanden und Japan teil. Es muB besonders hervorgehoben
werden, daB neben der Vorstellung von Ergebnissen der mathe-
matischen Grundlagenforschung auch die Anwendung der Mathema tik
in der Praxis, insbesondere in den Kombinaten unserer Republik,
gowie Probleme der Vermittlung der Mathematik in den Schulen
einen beachtlichen Raum einnahm, Es wurde vorgestellt, welch
hoher Anspruch an den Mathematiker gestellt wird auf dem
Gebiet der Entwicklung neuer komplizierter Gerédtesysteme

sowie bei der optimalen Steuerung von technologischen und
Produktionsprozessem. Mathematiker aus der Volksbildung
berichteten ilbber Probleme der Vermittlung des mathematischen
Denkens in der Schule sowie iiber die Entwicklung des Denkver=-
mdgens, der Phantasie und des Schopfertums. Auf dem Gebiet

der Mathematik-Methodik wurde iiber konzeptionelle Probleme
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der Vermittlung der Geometrie in den untewen Klassenstufen
und iiber andere Probleme gestritten.

So bot der MathematikerkongreB in Leipzig nicht nur den
Mathematikern, dle auf dem Geblet der Grundlagenforschung
arbeiten, eine Gelegenhelt zum wissenschaftlichen Meinungs-
austausch. Auch zwischen Mathematikern der Universitdten und
denen der Industrie sowie zwischen den Mathematiklehrern
unserer Oberschulen konnte ein fruchtbarer Meinungsaustausch
gefiihrt werden, der viele Anrepungen fiir die kiinftige Arbeit
vermittelwe.

Prof. Walk
Bereich Numerik/Opfimiemng

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienverbereitung — $twdienwerbung”

Leiter: Heiner Schwulow

Chefredakteur: Andreas Kleinwéchter

Stellvertretender Chefredakteur: Andreas Jeschag

Redaktion: D. Heiniich, R, Heinrich, ). HeB, |. Kaiser, M. Lutz

U. Niemiec, 4. Rosner, H. Zein

Anschrift: WURZEL, 6900 Jena, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M,
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehimen alle Postamter entgegen.
Veroffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

Redaktionsschiul: 185. 1. 1982



;:: oo oo
b ssee @
ey & eloe .
.s 2 96 I1st |lhnen nun kla.r, WAarum wir
882 e “lee n
s ge o . :
i, 35 5sY Griechen das Hexagessma[sjs tem
392, 8 o'
o2 3 : sl o
! el 8 : =§: bGVDr %.USCVL .
! .QE: E E. E:: " =t
i 33 i% q’\ €5
R B RS /gﬁ" \ &
R3S $tes f}
gl + e 00
& =9 @ P :.:
.z::os E: % / N —
Cesecs ...:'.
4 - E EE.'
| .« 138 3 i W - 0 sy
| o313 3 A 2\ OF
l T efeld® \ "'---..._._
- S ® see
. 08:0,3 ss % P
i el "
M
::E.:: os 228
o & [ ] -8
o323 2 $302%
..: 58 FOEES /]
P - e s.0
o35 o s,
ses @ s o0 & T RS CTTT
HH B PR i
..:.:. :: :.. » d/"—”#
et B8 e scee S
ol 3 : BN f
se: e S =
. ‘8 ® et 4
e Pl
ee o SR =
es @ e + »
sos B8 bl
s o0 c Scob
PR > see
0. oo g
ses o -7 .E. y
58 5 e =S S
..:..: :: :.. ‘ = L/ o
®yiess $telee
e - S
P - ® &8s @
R W ST
..EE E it
se:e o ii.i:z
|.......:I :..:::......E EE=:.....=.. ==..-. :.. :=..::::.. ::.... ::: ::.... L L] ... ® © 00 90000 @ 0 @ & ORe
(L1 (L 1 1] 08 8 B9 Gocsessssrecsiannnsstesinsiisnernasesantetntsesan :::.-..:2.-:::.:::::..::!.?.-:f:
.;;..;-;;;;‘;;-.;';;;'. :. :=: .....:‘... ....... L] .::.... L] ...z... Ld ..... ....... [ ] .=.... L] ...:‘..
| ® " a8 & @ . 80 .: :.. &S Sce0 eoecee e @ Ll ...‘......‘..........‘. (1 11] e @ 0 OCC0OPABRROINES

. Herausgegeben vom
Jugendobjekt Studienvor-
bereitung-Studienwerbung
der Sektion Mathematik

der Friedrich-Schilles-
zeilschrift fiir mathematik an a:"::m lena |

: . 16. ang
ober- und spezialschulen ek v

Sonderpreis fiir DDR:
020 M



Inte :x4tion _ 34

Uneigentliche Integrale
1. Einf |
Mit £(x) dx , - mca<cbcmw

a . .
wollen wir hier wie iiblich das aus der Schule gut bekannte be-

stimmte Integral (auch Riemannsches Integral genennt) einer
Funktion £(x), die auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] defi-
niert ist, verstehen. Dieser Integralbegriff ist an zwei wesent=
liche Voraussetzungen gebunden. Einerseits soll die Funktion £{x)
auf [a,b] beschrankt sein (d.h. es existiert ein I, so dad |f(x)|<M
gilt fiir alle x ¢ [a,b) ), andererseits ist der Definitionsbe-
reich von f immer ein endliches Intervall. Man kann nun die Fra-
ge stellen, ob man auch Integrale iiber umbeschrénkte Funktionen
bilden kann, oder ob das Integrationsintervall unbeschridnkt sein
kann (siehe Abb. 1a, 1b).

x) k)
fe / ,

xy

Abb. 1a Abb. 1b

Das Ziel der folgenden Betrachtungen besteht darin, einen kur-
zen Einblick in die Theorie solcher Integrale zu geben, und an=-
hand von Beispielen die Niitzlichkeit derartiger Untersuchungen
zu demonstrieren.

2. Definitionen und Beispiele

Wir beschriénken uns zuniichst auf die beiden typischen Fdlle.



55 Int egration

1, Fall Es gsei = m<ac<bgcw . PFir jedes £, 0 < &£<Db=-a, Bfi
2(x) im Intervall [a+¢ ,b/ integrierbar (d.h. es existiert JF(x)dx).
Dann definieren wir are

(1) / £(x) ax = 1i _} £(x) ax
1 = ?
(il I P

falls dieser Iimes existiert.

2, Fall Es sel = w <a<m. Plir jede Zahl R, R>a, sei £(x) im

Intervall [a,R/ integrierbar (4.h, es existiert®/f(x)dx).
Dann definieren wir a

R
(2) _Zf(x) dx = 1lim _/'r(x) ax ,

R+ ® &
falls dieser ILimes existiert.

Die in (1) und (2) definierten Integrale bezeichnet man als un=-
eigentliche Integrale. Im Falle, daB die betreffenden Grenzwer-
te existieren, sagt man auch in Anlehnung an die Theorie unend-
licher Reihen, daB die uneigentlichen Integrale konvergieren.
Anderenfalls heiBen sie divergent.

Het man die Deutung des bestimmten Integrals als Flécheninhalt
im Sinn, so ergeben sich obige Verallgemeinerungen zwangsléu-
fig, wenn man den Inhalt unbeschrénkter Fléchenstlicke bestimmen
will (siehe Abb. 1a und 1b). '

Natiirlich konnen die beiden Prozeduren kombiniert und mehrfach
angewendet werden. Ist zum Beispiel f£(x) eine in jedem Inter-
vall [a+f ,R] 4 £€> 0, R> a+f , integrierbare Funktion, so wird

b,
(3 f 20 ax = f 2(x) ax +?£(x) -
a a

gesetzt, wobei b eine beliebige reelle Zahl grifer als a ist
(siehe Abb. 2)..

91

x|\




Integration 3
flan Uberzeugt sich leicht davon, dabB diese Definition von der
spezielien Wahl der Zahl b unabhiéngig ist.

Wir m8chten nun noch daran erinnern, daB sowohl die Stetigkeit
der Funktion f£(x) auf dem endlichen Intervall [a,b] als auch
die Monotonie in Verbindung mit der Beschrénktheit hiniP}chende

Bedingungen filr die Existenz des bestimmten Integrals £f(x) dx
gind. a

Auf uneigentliche Integrele konnen diese Sachverhalte natiirlich
nicht ausgedehnt werden.

A
7 Ee"fs:'nx
!
Abb. 3

Beispiele:
a) Es gilt

(4) ze'x ai:; x dx = %

Dazu berechnen wir zunkichst das unbestimmte Integral von

e X gin x. Zweimalige partielle Integration liefert uns die
Gleichung

_fe'x gin x ax = =e"*(cos x + sin x) - fe™* sin x dx,

woraus sofort
-fe"x gin x dx = - % e X(cos x + sin x)

folgt. Nach dem Hauptsatz der Differential=- und Integralrech-
nung ist dann
R

0
Pir R—e @ strebt die Funktion e™® gegen 0., Die Funktionen

cos R und sin R sind ihrerseits beschrinkt
(lcos Rl £ 1, |sin R| ¥ 1). Also ist

Iie'x gin x dx = = % e X(cos x + sin x) = - % e‘R(cosﬂ+sinR)+ %
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lim e® cosR=1im e™® ginR = 0,
R = @ R-=>m
und es gilt "
lim Je™ gin x ax = % .
R-=2m 0.
b) Es gilt
) E—}_-Tl,fallsp>-1
(5) J P ax =
. 0 @® , falls p € =1
Filr p # =1 haben wir
p+1
X
[ o -2
und somit 3 3 '
..p+ 1 P+
1im xP ax = 11m——|- = —7 - lin .
s;o{ €40 £ P*¥1 g4 P*

Daraus erhalten wir das gewiinschte Resultat wegen

p+1 0, falls p+1 > O
lim =
g0 Pt

Im Falle p = =1 gilt

1 ax 1
lim I?zlim 1n x =1n 1 =1im 1n€ =
E40 ¢ £40 & E4 0

Von Interesse war natiirlich nur der Fall p<0, da es sich fiir
p 2 0 offensichtlich um das libliche bestimmte Integral handelt
(eiehe Abb. 4).

{6

~m», falls p+1 € O .

Abb. 4

2
P.A

-1<p<0

Gin]




















































































































































































































































































































































































































































































