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srmonische ”chﬁinzunp 2
Die harmonische Schwingung und |hre

mathematische Beschreibung

(I) Das wohl einfachste Modell zur Untersuchung des Schwingungs-
vorgangs ist der Federschwinger.

Es sel eine Masse m an einer masselosen Feder mit der Federkon-
stanten k aufgehiéngt und befinde sich in Ruhe. Jetzt lenken wir
die Punktmasse nach unten (o. B. d. A.) um einen gewissen Weg
h aus, und lassen sie los.

Unsere Erfahrung besagt: die Punktmasse bewegt sich periodisch
auf und ab, oder besser: sie schwingt.

Jetzt wollen wir diesen Vorgang analysieren und innermathemati-
sche Uberlegungen anstellen, um die Notwendigkeit dieses Ver-
haltens zu verifizieren, d. h. die Ubereinstimmung von Theorie
uand Praxis zu bestdtigen.

Zu diesem Zweck abstrahieren wir von der Energieumwandlung durch
Reibung o. d..

Die Bewegung erfolgt ausschlieBlich NS A W &) A

auf einer geradlinigen Bahn; es ge=-
niigt die Festlegung einer Koordina-
ten x. Der Ruhepunkt sei der Null=-
punkt der Koordinatenachse. Jetzt =i
kommt das Axiomensystem I. NEWTONs — K
(1643 = 1727) zur Anwendung. Vr

Die drei fiir die theoretische Mechanik grundlegenden Axiome
seien nochmals zusammengestellt. ]
1. NA Ein krdftefreier Kborper behédlt seinen Zustand der
gleichfdrmigen Bewegung bei.
2. NA Kraft ist das.Produk; von Masse und Beschleunigung
. 47 x
F=me«<a=mn E;E
3. NA Jede Kraft ruft eine gleichgroBle Gegenkraft hervor
"actio = reactio"

Bemerkung 1: Die ange filhrte Reihenfolge ist zwar iiblich, dabei
keineswegs bindend oder gar als "Wertung" der
Axiome zu verstehen.

2
Bemerkung 2: Der Ausdruck Q_g wird gebrduchlich mit X abgekilrzt
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(entsprechend %% = X USW.).

In unserem Problem wirken zwei Kridfte:

Fp = -kx (Definition der Federkraft)
Fp = mx (2. NA fiir die an das Massestiick angreifen-
de Kraft)
Das 3. NA legt nun fest:
F, = Fp oder mi = -kx oder X = - = x (1)

Der Vorgang wird durch (1) aber noch nicht vollsténdig bes.hrie
ben. Die Auslenkung und der Bewegungszustand vor dem "freien"
Schwingungsvorgang wird auch noch zur Beschreibung gebraucht.

x(0) = h x(0) = 0 (2)
Der Einfachheit halber normieren wir jetzt wie folgt:
% = 1’ h=1 (3)

Somit vereinfacht sich dhs System von Gleichungen (1) und (2)
zu folgendem:

X(t) = —X(t)
x(0) =0 ) (4)
x(0) =1

(II) Problem: Es ist eine Punktionx (%) gesucht, die das "Sy-
stem" (4) erfiillt.

Bemerkung 1. fh der Sprache der (sehr weit ausgearbeiteten)
Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen
handelt es sich bei dem obigen "System" (4) um
eine gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung
mit ihren Anfangswertbedingungen. Deshalb sprechen
wir im weiteren von der Gleichung (4).

Bemerkung 2. Die Untersuchung geschieht aber im weiteren aus-
schlieBlich mittels der aus dem Schulunterricht
(Klasse 11) bekannten Methoden der elementaren
Analysis.

Bemerku§§_3. Die im folgenden zitierten S#tze sind in den Lehr=-

blichern Klasse 11 und 12 ausfilhrlich formuliert
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und bewiesen.
Desweiteren findet man dieselben in jedem Werk
iber elementare Analysis.

Hilfssatz 1: Eine Funktion F, fir die gilt:
F(t) = =F(t) VteR
F(0) = 0
P(0O) =0
kann nur die Funktion F(t) = O sein.

Bemerkung: Hier wie im folgenden ist mit "Funktion" eine reell=
wertige Funktion reeller Verénderlicher gemeint.

Beweis. Es sei folgende Funktion G definiert:
G(t) 1= F2(t) + [F'(£)]?
1. Feststellung: G ist einmal stetig differenzierbar, weil F
’ zweimal stetig differenzierbar ist (¥VteR )
2. Feststellung: G(0) = O '

Es gilt: G'(t) = 2F(t) - F'(t) + 2F'(t) F"(t)
Da F (t) = F"(t) = -F(t) ist,

folgt G'(t) =0 YV teR

Somit gilt: G(t) = const Vtelk

~und weil G(0)=0: G(t) = O VteR

Offensichtlich gilt: G(t) = O genau dann, wenn F(t) = O.
Daraus folgt der Hilfssatz.

Bemerkung: Hinter diesem Hilfssatz verbirgt sich ein fundamen-
taler physikalischer Sachverhalt, er beschreibt einen
Spezialfall des 1. NA.

Bemerkung: Der Hilfssatz wird im weiteren seine auBlerordentls -
che Effektivitdt nachweisen.

Satz 1. (Unitdtssatz)
Es gibt hdchstens eine Funktion X, die die Gleichung (4)
erfiillt. '

Bemerkung: Die Existenz einer solchen Funktion sei fiir uns

durch unser Anliegen nachgewiesen. Der innermathe=-
matische Nachweis erfordert weitere umfangreiche
{iberlegungen.
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Beweis. Wir nehmen an, es giébe zwei verschiedene Funktionen X
und i. die (4) erfilllen, das heiBt, sie unterscheiden sich um
wenigstens einen Punkt.

Es sei nun: _
F(t) := X(t) - X(%).

Fir F gilt nun:
F(0) = X(0) - X(0) =1=1=0
F(0) = X(0) =X(0) =0 -0 =0
F(t) = X(t) - X(t)
= X(t) = X(t) = = F(t)

Somit sind die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt und durch
seine Anwendung folgt:
F(t) 50 X(t) = X(t) V4,
was im Widerspruch zur Annshme
It mit X(t) A X(t)
steht.

Im weiteren sei eine weitere Funktion definiert, deren Eigen-
schaft wir ebenfalls untersuchen werden.
Y(t) := X (t) = =X(%).

Dem Leser sei es selbst liberlassen, die der Gleichung (4)
entsprechende Gleichung fiir Y aufzustellen. (A1)

— Fortsetzung folgt —

K.-1. Heilemann
Mathematikstudent
5. Studienjahr

FSU Jena
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Preisaufgaben

P 1_ Man zeige, daB die Gleichung x° + y° = 4% fr natiirliche
Zahlen n keine ILdsungen in positiven ganzen Zahlen x,y
besitzt.

P 2 Man zeige, daBl fiir keine positiven ganzen Zahlen n und k
mit k> 1 die Zahl k

n

3 + 1
durch 5 teilbar ist.

-

Man bestimme den Wert tan -'E’- , wenn bekannt ist, daB

P 3
. o 0
gine + cos ot = und 0" < oc < 45~ gilt.
P4 Es 1st zu zeigen, daB fiir positive ganze Zahlen n stets

die Ungleichung

1 1 1
1<m+m+...+m(2 giltl

Q)

P 5 Man beweise, daB sich die Zahl 2/ 2 nicht in der Form
@ P + q-{—; mit rationalen Zahlen p,q,r und r> 0 darstellen
18B8t.

P 6 IycTs a,b - KaTeTH OPAMOYTONBHOTO TPEYTOJBHAKA, € -
® IUNoTeHysa, h - BHCOTA, ONYUEHHAA W3 BEPIMHH IDAMOTO

yIila Ha TMOOTEeHyay. JOkasaTh, YTO TPEYTONBHUK CO CTO-
podamt h, ¢ +h, a + b SABIAETCA IPAMOYTOIBHHM.

EinsendeschluB: 15. 4. 1983
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FDJ-Studentenklubs an unserer Universitét

An der Sektion iathematik und dariiberhinaus an unserer
Université&t gibt es natiirlich auBer unserem Jugendobjekt
"Studienvorbereitung - Studienwerbung", das die WURZEL
herausgibt, zahlreiche andere Jugendobjekte. Wir mdchten in
diesem und im nichsten Heft die zwei. FDJ-Studentenklubs
"jazz im paradies" und "Schmiede™ vorstellen, an denen auch
Studenten unserer Sektion beteiligb sind.

Hier zun&chst ein Bericht iiber "jip".

JAZZ im PARADIES

Seit zwei Jahren kann man an den verschieden-
sten Stellen in Jena regelmdfBig Plakate mit dem
Aufdruck "jazz im paradies" sehen. Meistens
findet sich auf diesen Plakaten auch ein Teufel-
cken mit Trompete, Saxophon oder Klavier.
Was haben Paradies, Jazz und Teufel miteinander
zu tun? Einen ersten Lichtschimmer in die etwas
mysteritse Angelegenheit bringt vielleicht die
Tatsache, daB ein Teil der oberen Jenaer Saale=~
aue von alters her "Paradies" genannt wird. Genau in diesem
wohl ehemals wirklich paradiesisch schonen Stiick Natur befindet
8ich der Jugendklub des VEB Jenapharm, in dem einmal monatlich
ein Studentenklub der Sektion Mathematik mit Jazzveranstaltun-
gen zu Gast ist. Und eben dieser FDJ=-Studentenklub nennt sich
"Jazz im paradies". Die trotzdem noch offene Frage, was denn
nun das jazzende Teufelchen im Paradies zu suchen hat, wollen
wir Buch sozusagen als Preisaufgabe iiberlassen.
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Flir diejenigen von Euch, diefbeim Stichwort Jazz nicht gleich
weiterblédttern, haben wir im folgenden noch einige Informatio-
nen zum Studentenklub "jazz im paradies"™ zusammengestellt:

MITARBEITER
Studenten und Assistenten der Sektion llathematik und ande-
rer Sektionen der Friedrich-Schiller-Universitit Jena

AKTIVITATEN
Pro Monat etwa ein Konzert mit zeitgendssischem Jazz der
DDR und des Auslandes.
Pro Monat etwa ein Vortrag (mit anschlieBender Diskussion)
liber Tendenzen und Personlichkeiten der internationalen
Jazzszene, iiber historische Zusammenhiénge und soziale Hin-
tergriinde.

HERVORRAGENDE KONZERTE MIT DDR=JAZZERN
Solokonzerte mit Giinter Sommer, Uli Gumpert, Cony Bauer;
Ernst=Ludwig=-Petrowsky-Trio;
Jazz & Puppenspieler mit Peter Waschinsky.

AUSLANDISCHE GASTHMUSIKER
Andrea Centazzo (Italien), ILeo Smith (USA), Peter Kowald
(BRD), Radu Malfatti (Usterreich), Maggie Nicols (GB),
Tristan Honsinger (USA), Fred van Hove (Belgien), Rudolf
Dasek (CSSR). |

EINIGE VORTRAGSTHEMEN
Miles Davis, Dollar Brand, Keith Jarrett, Frank Zappa als
Jazzer, John Lee Hooker, Ganelin-Trio aus Vilnius, Demon=-
stration von Jazz-Dance, Jazzdiskotheken .

Vielleicht werden wir bald den einen oder anderen von Euch bei
einer Veranstaltung von "jazz im paradies" begriiBen konnen?

Heiner Schwulow
Forschungsstudent Sektion Mathematik
Stellvertretender Klubchef von ,,jip*
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Berechnung von Funktionen
— 2. Fortsetzung —

B. Die trigonometrischen Funktionen f(x)=sin x und g(x)=cos x.

Die Variable x sei im BogemnmaB angegeben. Als Entwicklungs-
stelle betrachten wir wieder c=0.

Es gilt:
f(o)(x) = gin x r(o)(o) = 0
£{1(x) = 005 x £ 0) = 1
1(2)(x) = —=gin x 1(2)(0) =0
1(3)(1) = =-CO8 X - r(3)(o) = =1
f(4)(x) = gin x f(4)(0) =0

Damit wird beispielsweise
] x5 i 7
sin x = x - ET R7(x),

2 x4

cos X =1 = %T + 7T - ég + R%(x).
In analoger Weise wie bei der Exponentialfunktion iiberzeugt man
sich, daB bei festem x und wachsendem n das Restglied Rn(x)
klein wird.

Es ist sin(-x) = -sin x, folgerichtig tauchen in der
TAYIOR=Formel fiir sin x nur ungerade x=Potenzen auf (daher auch
der Ausdruck "ungerade Funktion").

Programm C:

1. Vorgabe von x
2. Ist x<07?
Wenn ja, gehe zu 3!
Wenn nein, gehe zu 4!
3. Addiere 21U zu x, gehe zu 2!
4, Ist x £ 2% 2
Wenn ja, gehe zu 6!
Wenn nein, gehe zu 5!
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5. Subtrahiere 2T von x, gehe zu 4!
6. Soll sin x berechnet werden?
Wenn ja, gehe zu 71
Wenn nein, gehe zu 8!
7. Setze S=x, n=1, P=x, gehe zu 9!
8. Setze S=1, n=0, P=1. >

9. Multipliziere - m zu P
10. Erhdhe n um 2
11. Addiere P zu S
12, Ist [Pl <g *
Wenn ja, gehe zu 13!
Wenn nein, gehe zu 9!
A%+ s igt der Funktionswert. Ende.

Das vorliegende Programm berechnet wahlweise sin x oder cos x.
Zuerst wird x in den Winkelbereich O € x € 2% reduziert. Das
ist mdglich, da sin(x+2T ) = sin x und oos(xiZTr) = COS X wegen
der Periodizitdt gilt. Diese Reduktion senkt einesteils den Re-
chenaufwand -~ die Summanden nehmen schneller ab - und verhindert
andererseits den Effekt, der bereits bei e~2° auftrat.

Das vorliegende Programm 1l&B8t sich noch wesgentlich effekti-
ver gestalten, indem man die Eigenschaften der beiden Funktionen
noch weiter ausnutzt. Dies sei als Ubung dem Leser Uberlassen,
hier nur eine andere "Anwendung":

Bekanntlich ist sin kW = O. Das legt den Gedanken nahe,
daf die Nullstellen von P (x) in der Néhe von kW liegen, sich
also eventuell zur Berechnung von W eignen. Aus Bequemlichkeit
betrachtet man besser das Polynom

! "
Q (x) = ‘i?- P _(x).

Die folgende Tabelle enthiéilt einige derartige Polynome und den
Wert der kleinsten positiven Nullstelle:

n | Q (x) ) =4
3 |6-x° . 2.449490
5 | 120 - 20x° + x4 -
7 | 5040 - 840x° + g2x% - x° 3.078642
9 | 362880 - 60480x° + 3024x% - 72x® + 28 | 3.148690

Fir n=15 erhdlt man als Nullstelle den Wert 3.141591881, der
um 7.7g10'7 kleiner ist als der exakte Vert.



1 , Berechnung von Funktionen

Ce Intermezzo

Wir suchten ein Verfahren zur Berechnung elementarer Funk-
tionen. Gefunden haben wir mehr: eine auBerordentlich vielseiti-
ge und nlitzliche analytische llethode. Es fallt schwer, sich von
diesem Gebiet zu entfermen, ohne wenigstens die groBten der her-

umliegenden Edelsteine aufzusammeln. Um den Exkurs nicht allzu-
sehr auszudehnen, wird dabel auf exakte Definitionen und Bewei-

se verzichtet und lediglich formal gerechnet; genaue Begriindun-
gen findet jeder interessierte Leser in den Lehrbilichern der Ana-
lysis unter dem Stichwort "Potenzreihen".

Sel x eine beliebige, aber feste .reelle Zahl, so ist z. B.

2 w
ex=1+x+xr+...+-§r+Rn(x)

und es gilt Rn(x)-—-o fir unbegrenzt wachsende Werte von n,
d. h. die vor Rn(x) stehende Summe ndhert mit wachsendem n den
Wert e* immer besser an. Da x beliebig ist, gewinnt man hieraus
die Darstellung

> 3 x2 x3

e =1+ x + 3=t 3T teeot IT teeo
und nennt den rechts stehenden Ausdruck "die Potenzreihe der
Punktion e*", Es handelt sich hierbei um eine Summe mit unend-
lich vielen Summanden.

Funktionen, die eine Darstellung als Potenzreihe gestatten,
heiBen analytische Funktionen. Wenn die Funktion und ihre Dar-
stellung obendrein fiir alle Werte von x existieren und dasselbe
bedeuten, so spricht man von "ganzen analytischen Funktionen".
Zu ihnen gehdren die Funktionen ex, 8in x und cos X.

Fir die weiteren Betrachtungen ist es notwendig, neue Ob=-
Jekte einzufiihren: komplexe Zahlen.

Der Buchstabe i bezeichne ein Objekt mit der Eigenschaft
12 = =1 und heiBt "imaginire Einheit". Iin Gebilde der Form
z = a+bi, a,b reell, nennt man "komplexe Zahl". Mit komplexen
Zahlen kann man rechnen:

z=342i, u==4+3i

zHu=3+2i-4+3i==1+51

z=u=(3+21)=(-4431i)=342i+4=3i=T-1i

zeu=(3+21) (=4431)==12+491 =81 +6i2==12+1=6==18+i
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. : .2
Z_ 3421 _ (3+21)(=4=31) _ =12-91-81-612  —12-17146
RS G 553 0 5 : ¥ B S SRR Sl PR

=6-171 6 17
= akEE EF ¥

Es gelten die liblichen Rechengesetze: z+u = u+z, z°u = ue-z,

z(u+v)=zu+zv usw. Alle diese kigenschaften machen es méglich,
mit Hilfe der Potenzreihendarstellung die betrachteten elemen-
taren Funktionen von der Menge der reellen Zahlen in die der
komplexen Zahlen fortzusetzen. Man definiert also z. B. fiir eine
beliebige komplexe Zahl z

e’ =1+ 1z + %; + %g + eee o
Die reellen Zshlen werden hierbei als spezielle Komplexe aufge-
fat, also z. Bo. 1 =1 + 0 - i, Hieraus folgt, daB die obige De-
-finition eine verniinftige Erweiterung der Exponential funktion
ist, da.sie im Spezialfall eines reellen Wertes z mit der her-
kommlichen Funktion {ibereinstimmt.

Sei nun z = u*i mit einer beliebigen komplexen Zahl u, i
bezeichne wiederum die imaginidre Einheit, so gilt

R R AN AL DL x%gi w)®

W@ w3 ot W9y
At e R R R m*"'
2 4 8 3 o5

/]

(1_11 n

-2—-+ﬂ—m+...)+i(u-%—+m----)

= Cos u + i gin u,

also kurz:
ui
e = cog u + i sin u,

Wie es sich herausstellt, existiert ein enger Zusammenhang zwie-
schen der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktio-
nen. Dies wird noch deutlicher, wenn man noch die folgende Formel
hinzufiigt:

e . cos(=u) + i sin(=u) = cos u - i sin u.
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Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Formeln folgt
cos u = % (&% & «ML)

gin u = % (eui - e'ui).

Auf einmal sind erstaunliche Sachen moglich: Die goniometrische
Gleichung
sinu = 2
ist losbar! In der Tat, sei eui = w, so mull gelten
2=% (-9,
also 4w = w2-1 und damit

w2 - 4w - 1 =0,

w12=21 ‘4+1=2
’
Eine mogliche Losung wére damit

u,i = 1n (2+1r§),

also u, = % e In(2+95) = =i-1n(2+75) wegen -i = % . Zu diesem
Wert kdnnen wegen der Periodizitdt der Sinusfunktion noch belie=-

bige Vielfache von 2% addiert werden.

also

5.

1+

Sei x jetzt wieder eine reelle Zahl. Die eingefiihrte Glei=-

chung
elx = Cc08 X + 1 sin x

geht auf Leonhard EULER (1707 = 1783) zurlck und wird mit sei-
nem Namen bezeichnet.

Setzt man hier x =N s so folgt

il

v
el = cosM + 1 ginll = =1 4+ 1 ¢« 0 = =1

und umgestellt

1T+ e = 0

Es gibt unzihlige Lobeshymnen begeisterter lathematiker
auf diese wunderschone Gleichung. Sie ist tiefliegend und von
lakonischer Kiirze, entspricht also in idealer ieise den Hsthe-
tischen Vorstellungen der liathematik. Sie enthilt sehr viel und
nichts Uberflilssiges: Alle fiinf fundamentalen mathematischen
Konstanten, drei Rechenoperationen (Addition, lultiplikation
und Potenz) und das Gleichheitszeichen.
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Plir denjenigen, der glaubt, sich jetzt ﬁber ‘nichts mehr
wundern zu brauchen, noch ein kleiner Nachschlag:

Sei x = f sy 80 ist

i — -
aix = @ 2 = COS8 % + i sin % =0 + i1 = i
und damit
‘ 2 %
11 & (ej‘x):‘L =el T e T 26" 7T = 0.2

Der schwer zu deutende Ausdruck'ii ist somit reell.

2. Joseph Louis LAGRANGE (1736 - 1813)

Die Funktion f(x) sei fiir alle iierte x mit a € x € b defi-
niert. Zu ihrer Annzherung wird ein Polynom

oo n -1
Pn(x) =aXx + a1xn +eeet 8. .X + 8

n=-1 n
gesucht, das die folgende Eigenschaft besitzt:

In n+1 paarweise verschiedenen Punkten X, & & x; < p,

gelte n
Pn(xi) = r(xi)!
Wehrend beim TAYILOR=-Polynom gefordert war, daB die ersten n Ab-
leitungen von Funktion und Polynom in einem Punkte Ubereinstim-
men,soll jetzt nur der Funktionswert selbst, d. h. der Wert der
nullten Ableitung, festgelegt werden, dafiir aber in n+1 ver-
schiedenen Stellen. Das so definierte Polynom P heilt Inter-
polationspolynom der Funktion f(x) in den Punkten X5
1=0,1,2,44.,n. Zuniichst soll nachgewiesen werden, daB3 es liber-
haupt existiert.

Satz: Unter'den-getroffenenlVoraussetzungen existiert ein
" eindeutig bestimmtes Interpolationspolynom P (x).
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Beweis. Wir betrachten fiir j=0,1,2,¢..,n die Funktionen
L b (x—xq)(x-x1)...(x-;j_1)(xr?j+1)...(x-xn)
J (xj-xo)(xj-x1)...(xj-xj_1) xj-xj+1fl..(xj-xn)
Da die Punkte x; paarveise verschieden sind, wird das Produkt
im Nenmer nicht gleich Null, die Funktion ist also fiir alle Wer-

te von x definiert und stellt offensichtlich ein Polynom vom
Grade n dar.

Sei i#j, so ist 1j(xi)=o, da eines der Produkte im Zdhler
liull ist. Andererseits gilt lj(xj)=1. da Zéhler und Nenner dann
gleich sind. Man setzt nun

Pn(x) = f(xo)-lo(x) + f(x1)'11(x)+...+£(xn)'ln(x)
und hat damit das gesuchte Polynom gefunden. In der Tat, dea alle

Polynome lj vom Grade n sind, so hat ihre Summe keinen hdheren
Grad. Die Interpolationsforderung wird auch erfilllt, denn es
ist

Pn(xi)

f(xo)-lo(xi)+f(x1)11(xi)+...+f(xi)1i(xi)+...+f(xn)1n(xi)
r(xo)-0+f(x1)-0+...+f(xi)-1+...+f(xn)-0

f(xi).

Bs verbleibt noch zu zeigen, daB dieses Polynom P (x) das einzig
mogliche ist. Angenommen, es gibt ein zweites Polynom Qn(x),
dessen Grad die Zahl n nicht {ibersteigt, und fiir das ebenfalls
die Forderung

Qn(xi) = f(xi), L0526 00,00
erfillt wird. Der Grad des Differenzpolynoms

D (x) = P (x) = Q (x)
ist nicht hoher als n. £3 ist

/]

Dp(x;) = BPp(x)-Q.(x;)  f£(x;)-f(x;) =0

fir n+1 Werte i=0,1,2,..-,11-
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Damit hat aber das Polynom Dn(x) n+1 verschiedene Nullstellen!
Das ist eber nur méglich, wenn Dn(x) identisch gleich Null ist,
da ein Polynom ansonsten hchstens so viele Nullstellen besitzt,
wie sein Grad angibt. Demzufolge ist

Pp(x) = Q(x)+D,(x) = Q. (x) + 0 = Q_ (x)

fir alle Werte von x und das "zweite™ Polynom Q (x) £i11t somit
mit dem "ersten" Polynom P (x) zusammen. Damit ist auch die Ein-
deutigkeit von P (x) geze:Lgt.

Fortsetzung folgt!

Dr. Rosenheinrich

Bereich Numerik/Optimierung
Sektion Mathematik

FSU lJena
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"Schmiede" b

_FD.I'-§tudeﬁt‘e-l_lic_Iubs an unserer Uhijetsitél

Wie bereits im Heft 1/83 angekiindigb, mochten wir an dieser
Stelle einen kurzen Beitrag iliber den FDJ=-Studentenclub
"Schmiede" veréffentlichen.

EFD)-Studentenclub .Schmiede’.

In der ersten Novemberwoche 1982 beging der FDJ-Studentenclub
"Schmiede" sein zehnjéhriges Bestehen. Aus diesem Anlaf wurde
auf vielféltige Art und Veise iiber die ehrenamtliche Tétigkeit
von Studenten, die hauptsdchlich an den Sektionen Mathematik
und Wirtschaftswissenschaften studieren, berichtet. Ging

es vor 10 Jahren noch darum, einen Treffpunkt flir Studenten in
neuentstandenen Wohngebiet Lobeda-West zu schaffen, um dessen
Existenzberechtigung die Griinder hart kimpfen muBten, so ist
der Club heute nicht mehr aus dem kulturellen Leben unserer
Universitdt wegzudenken, Dabei gilt unser Hauptaugenmerk in
der Programmgestaltung, einen Beitrag zur allseitigen Persdn-
lichkeitsentwicklung unserer Studenten zu leisten. Dazu

zéhlen wir Foren und Diskussionen zu aktuell- und wirtschaf ts-
politischen Fragestellungen, Selbstbetétigung auf kiinstlerischen
und anderen Gebieten, Tanz und Geselligkeit, Vortrige zu
kulturpolitischen und université@tsgeschichtlichen Themen

und vieles mehr., Fiir die Clubmitglieder selbst bedeutet dies
natiirlich hohe Anforderungen, neben guten Studienleistungen
als Mitorgenisator dieser clubeigenen Programme zu arbeiten
und dariiberhinaus auf die verschiedenste Art die einzelnen
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Veranstaltungen vom EinlaBdienst iiber Getrdnkeausschank bis

hin zum Ordnungsdienst abzusichern. Die zahlreichen Begegnungen
mit ehemaligen Clubmitgliedern wéhrend unserer Geburtstags-
feier haben jedoch gezeigh, daB sehr viel SpaB und Freude an
dieser Art FDJ-Arbeit auch dazu beigetragen hat, daB viele
Absolventen heute im Berufsleben ihren Mann stehen.

Ralf Schmidt-R6h

. Forschungsstudent

Sektion Mathematik

stellv. Klubleiter der ,Schmiede"”

Die harmonische Schwingung und ihre
mathematische Beschreibung — Fortsetzung

(III) In diesem Abschnitt untersuchen wir nun Eigenschaften von
X und Y. |

Satz 1. (1) X ist eine gerade Punktion, d. h. es gilt
X(=t) = X(t) Yt |
(2) Y ist eine ungerade Funktion, d. h. es gilt
Y(-t) = =¥(t) V¢t

Beweis. (1) G(t) := X(t) - X(=t)
G(t) = X(t) + X(=t)
G(t) = X(t) = X(=t) -
X(-t) - X(t) = -G(%)
und G(0) =0 +0 =0
G(0) =1 =1 0

]
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Mit Hilfe des Hilfssatzes 1 folgt: ‘

G(t) =0 und somit
X(t) = X(=t) . V¥Vt

(2) G(t) := Y(%) + Y(=t)

Unter Verwendung des Resultats von (A1) erfolgt der

Beweis analog zu dem der ersten Behauptung. (A2)

Satz 2. Es gilt:
| 1) X(ty+t,) = X(t)X(%,) = Y(t )Y (¢t
2) ¥t +¢2 = I(t )I(t ) + X(t )Y(t
3) let) + Y2(t) = 1
Beweis. 1)+ 2) Wird gefiihrt, indem man zeigt (das heiBt hier:
nachrechnet), daB8 folgende Funktionen die Bedingungen des Hilfs=-

satzes 1 erfiillen:
G(t1) = X(t1+t2) - X(t1)x(t2) + Y(t1)Y(t

5)
o)

o)

- tEGTR fest
H(t1) :=‘Y(t1+t2) = Y(t1)X(t2) = X(t1)Y(t2)

3) 1 = X(0) = X(t+(-%))
Mit Teil 1 des Satzes folgt:
_ = X(t)X(=t) = Y(t)Y(=-t)
mit Satz 1 gilt weiter:
1 = x2(t) + Y°(t).

Hilfssatz 2. Es sel f eine reellwertige Funktion,

D(f) =1 =(A,o) AeR

f sei in diesem Halbstrahl differenzierbar.

Dann gilt: ’

‘Existiert fiir unbeschriénkt wachsendes x ein Grenz-
wert a fir £'(x), dann besitzt die Funktion I%%l
eben diesen Grenzwert a fiir unbeschrinkt wachsen-
des x.

Bemerkung. Filir das Verstédndnis des weiteren Gedankengangs ist
das Verstdndnis des Beweises nicht ndtig. Er wird
nur der Vollstédndigkeit halber gegeben.

Beweis. lim £'(x) = a, d. h. Ve> o (lies: fiir alle echt posi-
F> o ves € )
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il. (¢)>0 (lies: existiert ein
von & abhiingiges echt
- positives A )
so daB gilt:
[£'(x) - al<€ Vxe f/’lo.m).
Es sel ¢ wie folgt definiert:
#(x) 1= £(x) - xe (A, ).
Offensichtlich ist @ wieder in (A.,a>) definiert und differen—
zierbar.
Daraus folgt: ' , '
| #'(x)] = [2(x)-a e tir xe [A ,0);
weiterhin gilt laut Mittelwertsatz: '
[8(y) - 8Ca )| =23 (-2 5e [2,,2)
an mindestens einer Stelle § Se(A joy).
Somit gilt: .
| l8(y) - 8 J< € -1,
Anderergeits ist:
Bly) - B(A) = |£(y)-ay-2( A RO
2 (2(y)-ay| - lf(l )-a). |,
was mit dem vorigen zu folgender Aussage fuhrt°
e (y=2,) > \e(y)-ayl - L2(A JJ-a A |

oder \f(y)-ay\ 2 (y-?. )+ |f(?( )-a?t | .

Durch Wahl eines geniigend groBen (insbeaondere echt positiven)
¥ kann folgende Rechnung ausgefithrt werden:

l£(y)-ayl € € (y=2 ) +l2(2 ) -aX | = “|:y
| !x!-ax|<£ Y—lﬂ If(i\o) 'alol
y _

In der linken Seite der Ungleichung kann gekﬁrzt werden, die
rechte wird duroh ein beliebiges nur von y abhhngiges E ' nig-
Jorisiert. :

Wir erhalten folgenden Ausdruck:

I_Lxl - al Z ﬂ fiir ein.genﬂgend groﬂes -

¥y =y
Somit folgt der Satz.

Das Resultat dieses Hilfssatzes wird zum Beweis des folgenden
Satzes bendtigt. '
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Satz j. Die PFunktion X besitzt wenigstens eine Nullstelle.

Beweis. Annahme: X(t) # O YteR |
Wir wissen:. X(0) = 1, somit folgt per Zwischenwertsatz
x(t)> 0 Yt. '
Somit gilt: Y ist streng monoton wachsend, denn
Ly : 4 2 2
d d d :
Y(t) = = X(t) = ~—n = X(t)
dt dat® dt |

2 2 .
Y(t) = %‘F[" x(t)]= - Z—tg X = X(t).

Andererseits wissen wir:
lY(t)| = 1

(Satz 2(3))
Ix()] = 1

Damit folgt:

t» ®
und mit Hilfssatz 2: - _

lim-jig)-=a.

t> ® .
Offensichtlich ist damit aber a = 0 (X ist beschrénkt, t wichst
iiber alle Grenzen). Dies steht aber im Widerspruoh zur Aussage,
~daBl Y streng monoton widchst.
Daraus folgt der Satz.

lim Y(t) = a |a] = 1

Folgerung: In der Menge der Nullstellen gibt es eine kleinste
positive, sie sei mit X, = % bezeichnet.

Bemerkung: Die wohlbekannte Grdle folgt mit Hilfe anderer Uber-
' legungen, fiir die wir hier aber schon Grundstein ge=-
.. legt haben. »

Satz 4. Es gelten folgende Beziehungen zwischen den Punk-
tionen X und ¥: . -

(1) ¥t + D) =X

(2)  X(t + %) = =¥(t)

(3) - Y(t +W) = =¥(t)

(4)  X(t +T) = -X(8)

(5) X(t + 2T) = X(t), Y(t+2T ) = ¥(t).
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Beweis. Der Nachweis von (1) bis (4) sei dem leser zur
Ubung des Umgangs mit Satz 2 selbst iiberlassen. (A3)
Zum Beweis von (5).

. Durch zweimaliges Anwenden von (3) und (4) erhidlt man:

X(t+2W ) = X(%) Y(t+21 ) = ¥Y(¢t).

Nun ist nachzuweisen, daf 2w die Periode von X und Y ist.
Es sei h die Periode von X. (Die Aussage fiir Y ergibt sich nach
(1) automatisch mit.)
Dabei muB gelten: .

2m ist ein ganzzahliges Vielfaches von h.
Es folgt sofort: h € (m,2w).
Zum anderen gilt: h # T (nach (4)).
Es bleibt zu zeigen: h¢ (0,7 ).
Da X sowohl positive als auch negative Werte besitzt (2), muB
in jeder Periocde mlndestens ein Vorzeichenwechsel sein.: Ande-
rerseits ist aber (- X L 2) ein vorzelchenwechselfreies Inter-
vall, das lénger als jede mogliche Periode aus (0,7 ) ist

(Satz 3/Folgerung und Satz 1(1)).
Also kann die Periode nicht aus dissemn Intervall seiln.

IV. In diegsem Abschnitt wollen wir die Graphen der beschriebe-
nen Funktionen skizzieren, die erhaltenen Funktionen benennen
(sie sind, wie der aufmerksame Leser sicher lingst bemerkt hat,
bekannt) und den Zusammenhang zu den bekannten Einfilhrungen die-
ser Punktionen sowie zu unserer Ausgangsproblemstellung inter-
pretierend zurlickkommen.

Wir skizzieren wie folgt die quctio'n X:

1) X0 =1 , X(%) =

2) X(t) >0 Vte[o ")
Somit wissen wir X(t) < O V te [o,-), d. h. X ist in diesep
Intervall konkav. Damit ist die Form des Graphen in diesem In-
tervall festgelegt. '

3) Wir setzen die Funktion gerade auf dexr negativen Halbachse
fort (Satz 1 (1))

4) Mit Kenntnis von Satz 4 (4) setzen wir jetzt die Funktion .

in dem Intervall.[“; 25—] fort. Somit haben wir eine volle Pe-
riode von X skizziert.
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5) Der um § "nach rechts" verschobene Graph ist nun der von Y.

Die Uberpriifung der formulierten Eigenschaften filr Y sei dem
-Ieser selbst {iberlassen. Die hier konstruierten Funktionen sind
. wohlbekannt und liegen tabelliert vor.

Sie heiflen sin t (Y)

bzw. cos t . (x).

Die aus dem Schulunterricht bekannte Einfiihrung dieser Funktion
fiel bei uns nebenbei mit ab. Wir erhielten (Satz 2 (3)):

2 2
t =.1
§ ¢

s8in“t + cos

WVir betrachten den sogenannten Einheitskreis, wihlen einen Punkt
auf der Peripherie und féllen die Lote auf die Achsen. Die da-
bei entstandene Strecke auf der Abszisse ist nun als Cosinus

und die auf der Ordinaten als Sinus einer neueingefilhrten GroBe
"Winkel" deutbar. Laut Satz von Pythagoras gilt nun fiir das ent-
standene Dreieck das gewiinschte.

Unter Winkel verstehen wir jetzt die Ldnge des durch Abszisse
und gewdhlten Peripheriepunkt begrenzten Bogenstiick des Ein-
heitskreises. | |

Legen wir diesen Punkt Xo jetzt auf den Schnittpunkt Peripherie =
Ordinate, so erhalten wir folgenden Sachverhalt:

cos(Xo) = 0 und dies ist auch die erste Stelle, wo dies eintritt.
~Somit gilt Io = g, und damit ist der Umfang des Kreises 4-Xo=2v.
eben die Periode der Funktionen. ’
Die zahlenmdBige Bestimmung von T . ist ein Problem anderen Cha-
rakters. Eine ndherungsweise Bestimmung ist mittels des BUFFON'
schen Nadelexperiments (vergleicheWURZEL 5/82) méglich.
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Zuletzt kommen wir zur physikalischen Deutung des erhaltenen
Ergebnisses.

Wir erhalten: x(t) = cos t 1dst die Gleichung (4). Das bedeutet,
die Cosinusfunktion beschreibt bei passend gewdhlter Normierung
das Ort=Zelt-=Verhalten eines ungedé&mpften Schwingers.
Betrachten wir nun diese Normierungen (Punkt (3)).

Te

2.

Die GroBe h ist offensichtlich die Anfangselongation. Aus
Griinden der Einfachheit ist unser Anfangsverhalten so ge-
wihlt gewesen, daB sie mit der Amplitude Uibereinstimmt, denn
aus Satz 2 (3) folgt, daB die Elongation nicht groBer als

die Anfangselongation wird und aus Satz 4 (5), da8 dieselbe

unendlich oft erreicht w:i_.rd.

Es wurde festgelegt 3 = 1.
Zur Deutung untersuohen wir die MaBeinheit diesar GroBe. Wie
der Leser leicht nachprtifen kann, gilt !

| —} - (a8)
Also ist die Groﬁe als Quadrat einer Frequenz.co deutbar.

Zwingend exrgibt sich somit die folgende, eine beliebige un-
geda.mpfte Schwingung beschreibende Funktion tlbtr der Zeit.

x(t) = h(cosw t + f ) o (5)

Dabei ist Po die hier nicht betrachtete Verschiebung des.

Nullpunktes der Zeitachse, die uns von der oben gemachten
Vereinfachung unabhéngig macht.

Dem Leser sei es nun als letzte Aufgabe selbst ﬁbarlaasen
nachzupriifen, daB die Funktion (5) im Fall 'f =0 die (A5)
Bedingungen (1) und (2) erfiillt.

K.-J. Heilemann
Mathematikstudent
5. Studienjahr

FSU Jena
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Preisaufgaben

Man bestimme alle komplexen Zahlen z, welche die Glei-

chungen
_gz- 5 z=12] _ 2
Iz- ' =Y el |Z=25 - 2

Ql:

erfilllen.

P 8 Die Grundfliiche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges
Trapez mit den parallelen Seiten a und b, wobei a»Db,

und einem Winkel J~ zwischen den ungleichen Diagonalen=
abschnitten. Weiter verlaufe das Lot der Spitze auf die
Grundfléiche durch den Schnittpunkt der Diagonalen und
verhalten sich die Winkel zwischen der Grundfléche und
den Seitenflichen an den parallelen Seiten wie 2 : 1. Wie
groB ist das Volumen dieser Pyramide?

P9 Man zeige, daB fiir alle reellen Zahlen &,,...,8,,
XyseeosXy und fiir alle positiven reellen Zahlen € die

Ungleichung
1 2 2 @ 2
IE X +...+B nl é "E"" 1+...+Xn) + %(a.l-l'...-l'an)

gilt.

P 10 HMan besﬁimme das Maximum und das Hinimum der Funktion

a.lly(x) = 2 singx + 4 coszx 4+ 6 gin x cos x!

P 11 Flir welche reellen Zahlen x gilt
(:) 1 + log, 413 = (lglgn - 1) log, 10,

wenn n eine fest vorgegebene positive reelle Zahl mit
n £ 1 ist.

_P 12 JlokasaTh, UTO MeZAMaH3 TPEYTOJNbHMKN MEHBIE MOILYCyHLH
@ CTOpOH, €& 3axjoyaiuyy ¥ COJBIE DA3HOCTH MENNY aTOol
OoJycyMmolt ¥ HOJNOBMHO{ TPETBE) CTOPOHH.

EinsendeschluB: 15. 5. 1983
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- Losungen

Aufgabe 02

Die drei Seiten des Dreiecks A ABC seien a,b,c.

Es ist zu zeigen, dal FAA.BC = 9:—4%'2 ist, wobei

" pr der Radius des umschriebenen Umkreises ist.

Sei L der FuBpunkt der Hohe
by iiber der Seite a. Zieht

- man den Durchmesser des Um= °
kreis’es durch A und M, er=
hiélt man auf dem Umkreis
den Punkt E.
Es ist nun

4 ABL = 4 AEC (Peripherie-
winkel)
und _

3 4 ALB = XACE = 90°.
Also sind die Dreiecke A ALB und A ACE &hnlich
und es gilt ¢ : ha =2r : b oder *

bec
hy = 3¢
" . - R
Weiterhin ist der Fldcheninhalt FAABC =58 ha'
a+*bec :

also insgesamt FAABC ks

Aufgabe 0 Q]

Es geien der Flidcheninhalt F und der Winkel oc
bekannt. Die Grundseite bezeichnen wir mit s, die

 beiden anderen Seiten mit r.

Im gleichschenkligen Dreieck gilt
2
F = % sinet

also 7 r =-‘/rﬂno¢ #

: 82 . .
Weiterhin F = 5 cotang 'E‘l

also 8 _=‘V4F * tang %’.

AuBerdem gilt f = 7’ =90° - %’ .



29

Lostngen

Aufgabe 0 14

Gilt X4y = (x-y)2 fiir natlirliche Zahlen x,y, so

muB eine ganze Zahl k existieren,

g0 dad X+ys= x°
' x-—.y'=”k.

und

‘Daraus ergibt sich fiir x

X = % (k2+k)
und fiir y
g (k°=k).
Andereraeits ist rur Jede ganze Zahl k die Glei-
chung (k%+k) + F(k%=k) = (F(cP+ic)= $(cPak))?
erfiillt, denn es ist :

3k%4x) + F(kPok) = ka

_.‘Ima.
1(1: +k) = -2-(1: -k) -

Das bedeutet die Losungen der Gleichung sind .
die geordneten Paare

[_011). —(k;l] , wobed i ade Mange der

ganzen Zahlen durchlauft.

lfufgabe 0 15

Flr nichtnegative reelle Zahlen.x.y,z gilt
X+y+2z23 %/§7§7E?. :

Das Gleichheitszeichen gilt nur rﬁr X = y = z.
Also gilt - - . 5

8245 = 24441 > 3 _-\3/a§-4-1 =3 2\[4? und

8 +3 = 8 +2+1 >313/ 2:1' =3 3f2a '

fir nichtnegative reelle Zahlen a. :

Da beide Ungleichungen Relationen zwischen nioht-
negativen reellen Zahlen darstellen, kinnen sie ;
miteinander unter Beibehaltung der Relation mul-
tipliziert werden, also

(a+5) (a+3) > 3—‘/4a . 3 . ﬁ A b

33 + 3a + 5a + 15 > 9 = 18a.

Daraus folgt sofort
a3 + 322 + 15 > 13a.
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Lésungen
[Eufgabe 0 16'

Der Beweis erfolgt mit Mitteln der Vektorrech=
nung. Man wdhlt einen Punkt O als Koordinaten=-
ursprung. Die Ortsvektoren der Punkte A,B,C,D
seien &, b, ¢, d. Dann gilt

(a=-b)(c-d) = 0, da nach Vorauss. AB | CD

(8=c)(b=d) = 0, da nach Vorauss. AC _L ED.
Nach dem Distributionagesetz fiir Skalarprodukte
gilt
a*c - 5ec - a-d +5-d =0 (1)
a*b - b°c - a-d +c-d =0 (2)
Subtrahiert man jetzt (1) von (2), so erhdlt man
8+b - a+¢c + ¢«d - 5-d = 0 oder
(a-3)(b-3) = o.
Da man annehmen kann, daB alle vier Punkte A,B,C,D
paarweise voneinander verschieden sind, gilt also
8-d # O und 5-C # O und die Strecken AB und BC
stehen senkrecht aufeinander. '

Aufgabe 0 17

Es ist B4s85pe00,8, eine geometrische Folge, d. h.
es gilt a, =a,, a, = a,°q, a, = a1qn-1. ' :

- Flir S1 und 82 gilt deshalb
8y = a1+a2-q+...+ai-qn_1 = a1(1+q+...+qn'1) (1)
1 1 1
32 = q (1 + g teeot —ﬁﬁ)
qn—1 (2)
s =_1_(1+8.+-..+q_ )
Aus P = 8,°85° eeo B folgt
. n
i -2-(n-1)
P = a; * q
n 22 Zax-1)
a? -(1+a+a2+...+an"1)2-a? .q?
P =
Il
& (14Q+. . . 40212
P = S? . 'Ln nach (1) und (2)
2
S5
2
= (5. . J
P = (01 3;)
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Aufggbe-o 18

Es gilt S

* g * h

1 1

%
2
o
2

S « b h

2 = 2 °
Gesucht wird der Flacheninhalt des Trapezes S
fir gegebene 31,52.

Der Flécheninhalt des Trapezes ist
2(a+b) (b, +h,)

L ali; + & bb, + & &by + o0

p A ¥3 B veals s

Da die Dreiecke ABE und ECD dhnlich sind, gilt

T

bh1.

a _ b _ -

E? = HE = k. Damit wird.ah2 = bh1 und
1 1 _
= ah2 + 5 bh1 = ahg.

Weiter ist . .
o 2 2.2 ;
ah2 =k - h1 o h2 —1/k h1h2 =1/kh1 Hh2 h1 h2

Damit gilt S, = % ah, + % bh, + ah,

S1 + 32 + 2'VS1 82'
(\/S1 +\f§;)2.

Ilufgabe 0 19) Wir multiplizieren die Gleichung mit 2 und brine

gen die rechte Seite nach links, also

2(a2+b2+c°-ab-ac=bc) = O

ae-2ab+b2+a -2ac+02+b2 2bc+c

(a-b)2+(a-c)2+(b-c)? = 0,

2
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Dies gilt aber nur, wenn a=b = a=c = b-c = 0 ist.
Hieraus folgt a = b = c.

Es gibt keine Tugend, die der Wahrhaftigkeit

gleichkéme, Hoheres als Wahrhaftigkeit xenne

ich nicht; dagegen halte ich nichts fiir schreck-
licher als die Liige.

Wo die Menschen bereit sind, sowohl zu hdren
als auch auszusprechen, was zunidchst zwar

uﬁangenehm, letzlich aber doch heilsam ist,
dort stellt sich das Gliitk ein.
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Was sind Terme?

1. Es sei folgende Aufgabe gestellt:

Man vermindere das Produkt aus einer beliebigen natiirlichen
Zahl und ihrem Nachfolger um das Produkt aus derselben natiirli-
chen Zahl und ihrem Vorgédnger. Ist diese Differenz durch 2 teil-
bar?

(Bemerkung: Die natiirliche Zahl darf nicht die Null sein, da
sonst kein Vorgénger existiert.) |

Um diese Aufgabe zu lbvsen, ist es notwendig, die im Text ent-
haltenen Aussagen " in die Sprache der Mathematik zu iiberset-
zen"., Das konnte in folgender Weise geschehen:

Beliebige natiirliche Zahl: n
Nachfolger dieser Zahl: n+1
Vorgénger dieser Zahl: n=-1

Produkt aus dieser Zahl und ihrem Nachfolger: ne*(n+1)

Produkt aus dieser Zahl und ihrem Vorgénger: ne (n=-1)
Differenz: ne (n+1)=n¢ (n-1)
Wir richten unsere Aufmerksamkeit zunédchst auf die rechts ste-
henden Summen, Differenzen und Produkte. In ihnen treten n als
Variable fiir die natiirlichen Zahlen und die natiirliche Zahl 1
auf. AuBerdem sind die Zeichen fiir die Addition, Subtraktion
und Multiplikation sowie Klammern vorhanden. Mit Hilfe dieser
Summen, Differenzen und Produkte wird der im Aufgabentext ge-
schilderte Sachverhalt mathematisch erfaBt. Ein derartiges Vor-
gehen ist bei vielen Problemen notwendig, die mit den Mitteln
und Methoden der Mathematik gelGst werden sollen. Dabei kOnnen
natiirlich z. B. auch Quotienten auftreten. Wegen der groBen Be-
deutung dieser Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten usw.
hat man ihnen einen besonderen Namen gegeben, und zwar den Na-
men Term. Um Irrtiimer auszuschlieBen und Verwechslungen zu ver=-
meiden, muB in der Mathematik wie bei jedem anderen Begriff
genau festgelegt werden, was man unter einem Term zu verstehen
hat und was nicht. Das geschieht durch eine Definition. Da die
exakte Definition des Begriffes Term komplizierter ist als z.B.
des Begriffes Trapez, ist sie in diesem Rahmen nicht mdglich.
Statt dessen soll nachfolgend erldutert werden, was man unter
einem Term zu verstehen hat. Im Mathematikunterricht geschieht
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das in Klasse 6 vor der Einfilhrung in die Gleichungslehre.

2. Terme bestehen aus mathematischen Zeichen, wobei in den Klab-
sen 1 bis 8 die folgenden Zeichen auftreten kdnnen: _
- Zeichen fiir (natiirliche, gebrochene oder rationale) Zahlen,
2. B. 5, 31, %, %, (-11).
(Man beachte den Unterschied zwischen Zahl und Zeichen fiir
diese Zahl., Diese Unterscheidung ist streng genommen notwen-
dig, weil z. B. fiir die Darstellung der natiirlichen Zahl finf
das arabische Zahlzeichen 5 oder das romische Zahlzeichen V
. verwendet werden kdnnen.)
- Zeichen (d. h. Bezeichnungen) fiir Variable, z. B. m, n, a,
b, X, ¥, Z«
- Die Zeichen fiir die Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division. '
- Klammern
(Die Klammern gehSren in der Mathematik zu den sogenannten
technischen Zeichen.)
Als Beispiele haben wir eingangs schon die Terme n+1, n-1,
n*(n+1), n*(n-1) und n*(n+1)-n-(n=1) kennengelernt. Ein weite=
res Beispiel ist der Term 9-(x+y)-18x:2. Er ist aus den Zei-
. chen x und y als Zeichen fiir Variable, den Zeichen 9, 18 und
2 als Zeichen fiir natiirliche Zahlen und den Zeichen fiir die
Grundrechenoperationen (Addition, Subtraktioﬁ. Multiplikation
und Division) gebildet.

Aufgabe 1: Schreibe alle Terme auf, die aus den Zeichen a, b,
10 und den Zeichen fiir die Subtraktion und Division ge-
bildet werden kOnnen, wobel in jedem Term jedes dieser
finf Zeichen genau einmal vorkommen soll. Vorausgesetzt
wird a # O und b # O. |

Wenn man den Inhalb des Begriffes Term richtig verstehen will,
muB man sich fest einpriégen, daB in einem Term kein Relations-
zeichen, d. h. keines der Zeichen " = ", "¢ ®n, m S n 0, n
und " £ " vorhanden sein darf.

Wir haben festgestellt, daB Terme aus gewissen mathematischen
Zeichen aufgebaut sind. Es ist jedoch zu be&chten, daB nicht
jede beliebige Aneinanderreihung von Zeichen ein Term ist.
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Will man priifen und entscheiden, ob ein Term vorliegt, so be=
wdhrt sich die folgende Regel:

Eine Aneinanderreihung mathematischer Zeichen ist ein Term,
wenn i

a) diese Aneinanderreihung sinnvoll ist und

b) kein Relationszeichen auftritt.

Sinnvoll soll in diesem Zusammenhang bedeuten, daB der Wert des
Terms eindeutig berechnet werden kann. Sind in dem Term Variab-
le vorhanden, so miissen sie bei dieser Berechnung durch Zahlen
des jeweiligen Grundbereiches ersetzt werden. Ersetzt man z. B.
in dem Term 9 (x+y)-18x:2 die Variable x durch die natiirliche
Zahl 3 und die Variable y durch 1, so ergibt sich bei dieser
Berechnung: 9°(x+y)-18x:2 = 9+ (3+1)=54:2 = 36=27 = 9.

Baut man dagegen aus denselben Zeichen z. B. die "Zeichenreihe"
9e=(:)+18:xey:2 auf, so ist diese Aneinanderreihung nicht sinn-
voll, d. h. es liegt kein Term vor. Der Wert eines Terms muB
eindeutig definiert sein. Betrachtet man den Term E%E und legt
als Grundbereich fiir die Variable x den Bereich der natiirlichen
Zahlen fest, so mu8 man x=2 ausschlieBen, weil sonst der nicht
definierte Quotient £ entsteht. ‘

3. Nach der exakten Definition werden auch einzelme Zahlen (ge=-
nauer Zeichen fiir Zahlen) wie etwa 6, 131,1%,1r' upd einzelne
Variable wie etwa n, a, b, x als Terme aufgefalt. Es sind ge-
wissermaBen die "Elementarterme". Man kann sich vorstellen,

dal man aus diesen Bausteinen mit Hilfe der Rechenoperationen
und durch Verwendung von Klammern immer kompliziertere Terme auf:
bauen kann. Wenn es auch stimmt, daB z. B. 5 ein Term ist, so
sollte man trotzdem auch weiterhin von der Zahl 5 sprechen und
nicht vom Term 5, weil das nicht iiblich ist.

kurgabe 2: Welche der folgenden "Zeichenreihen" sind keine Ter-
me? 31+x*y, Ta+3b-14-(a+b), 144:12, 9x=27, ‘a+*b=b-sa,
y 81:9:3, n<n+l, n*n-1, % Xeo

In der Mathematik ist es héufig notwendig, Terme umzuformen. Keh-
ren wir zu der eingangs gestellten Aufgabe zuriick, so ergibt























































































































































































































































































































































































































































































