.....
ooooo
.
e -
.....
ee. -
.....
LLES ]
ea+9
lllll
. &

o= L
.....
LT EJ
o8
.....
[ LR

o8 ®
.....
.

Riind um dis Worss!

Jayy Jaom 14012 - iy

- e

.....
-
™ -

.....

® =0

=0®

.....

OOOOOO
.....

. =
.....

.

*8 9
.....
9 @®

o9 @
.....
.

't

t

o ®
ooooo
00000
ooooo
.....

. o

B

LA L]
.....
L L L3

e @
....
e o0

_'1

pRIMpapony  [32IAM 319

s
.....
L ]

o8 @
.....
.

% =
OOOOOO
. -

.........................................
..........................
es

WURLZEL

zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

\P[@Jnnq'sm | \lu@ uyez

---------------------------------------------------------

---------------------------

Herausgegeben vom
jugendobjeki Studienvor-
bereitung-Studienwerbung
der Sektion Mathematik
an der Friedrich-Schiller-
Universitdt Jena

18. Jahrgang

Sonderpreis fiir DDR:
020 M



Auf ein neues! 2

Das neue Jahr steht im Zeichen des 35, Jahrestages der Griindung
unserer Deutschen Demokratischen Republik, Allerorts wird
resimiert. Wir hoffen, daB auch unsere Arbeit etwas dazu bei-
trégt, deB diese Bilanz positiv ausfallen wird.

Natiirlich kdnnen wir liéngst nicht mit allem zufrieden sein,

Die versténdliche Darstellung interessanter Fragen und Grund-
begriffe der Mathematik ist kein einfaches Problem. Wir sind
bemiiht, in den- Artikeln nur Schulkenntnisse vorauszusetzen,

Der Phantasie und dem Einfiihlungsvermdgen unserer Leser wollen
wir keine Grenzen setzen, eher setzen wir sie zu einem bestimmten
Grade voraus. Natiirlich ist unser Ohr immer offen fiir die Hin-
weise und Vorschlige unserer Leser zur Verbesserung der
Gestaltung der "Wurzel™} Wir freuen uns besonders iiber Artikel,
die uns unsere Leser zur Verdffentlichung schicken,

Wir wollen aber an dieser Stelle auch daran erinnern, daB die
"Wurzel" keine populirwissenschaftliche Zeitschrift sein kann
und sein will! Jeder Leser muB also auch ein Quantum FleiB
investieren und die Artikel durcharbeiten, wenn er den Inhalt
verstehen will,

In diesem Jahr wollen wir wieder einige Beitrige iber im
Mathematikstudium behandelte Gebiete veroffentlichen, iber

die Arbeit des Jugendobjekts "Studienvorbereitung-Studien-
werbung" informieren, Mathematikaufgaben und interessante
Probleme sollen nicht zu kurz kommen.

Wir wiinschen allen unseren Lesern ein erfolgreiches Jahr
: 1984

viele persdnliche Erfolge sowie viel Freude und Gelingen

bei der Beschéftigung mit der Mathematik,

Die Redaktion der Wurzel
Poowor foneohson ansy

Thomas dermann
Chefredakteur
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Irrationalitdtsbeweise

Bekanntlich heiBt eine reelle Zahl genau dann irrational, wenn
sie nicht der Menge der rationalen Zahlen angehdrt, sich also
nicht als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen 1¥B8t. Die
Existenz irrationaler Zahlen wurde bereits in der Antike und
zuerst in der Geometrie bemerkt. Man entdeckte némlich, daB das
Verhiltnis zweier Strecken nicht notwendig rational sein muS.
Solche inkommensurablen Streckenpaare (z.B. Seite und Diagonale
eines Quadrates) zeichnen sich folglich dadurch aus, da8 es un-
mdglich ist, eine Vergleichsstrecke s derart anzugeben, daB die
betrachteten Strecken beide ganzzahlige Vielfache der Strecke s
wdren. Diese Entdéckung, die viele Fachhistoriker dem Pythago-
rder Hippasos von Metapont (um 450 VeU.Z.) zuerkennen, war fiir
die weitere Entwicklung der Mathematik von groBer Tragweite und
stellte die Gelehrten des Altertums vor grundsédtzliche Probleme.
Als Vertreter einer anschaulichen Wissenschaft orientierten sie
ihre Anstrengungen auf die Beherrschung der inkommensurablen
Strecken, der Beherrschung des Irratiomalen in der Geometrie.
Die irrationalen Zahlen als selbsténdige mathematische Objekte,
entkleidet aller geometrischer Hillen, erlangten erst sehr viel
spé&ter Anerkennung und volles Biirgerrecht. Erst im vorigen Jahr-
hundert, nachdem die unendlichen Prozesse ihren Siegeszug in
der Mathematik angetreten haetten, war die Zeit reif fiir eine
modernen Anspriichen genligende Theorie der Irrationalzahlen.

Das an dieser Stelle interessierende Problem, tiber die Irratio-
nalitét einer gegebenen reellen Zahl zu entscheiden, ist auch
heute noch im allgemeinen mit erheblichen Schwierigkeiten ver-
bunden, in vielen Fdllen sogar ungeltst. Anliegen dieses Arti-
kels kann es deshalb lediglich sein, dem Leser einen Einblick
in die reizvolle Methodik der Irrationalitédtsbeweise zu vermit-
teln und einige einfachere Beweisverfahren vorzustellen.

1. Algebraische und transzendente Zahlen

Unter einer algebraischen Gleichung vom Grad n versteht man

eine Gleichung der Gestalt

aoxn + a1xn"1 * oo +8 =0



Irrationalitétsbeweise 4
mit ganzzahligen Koeffizienten 84184s-eey8, und a5 $ 0. Geniigt
eine reelle Zahl j einer algebraischen Gleichung, nennt man g
selbst gleichfalls algebraisch. Aber nicht jede reelle Zahl ist
algebraisch. Es gibt auch solche (z.B. e wnd "), die nicht Io-
sung einer algebraischen Gleichung sind. Zahlen dieser Art hei-
Ben.tranazendent. Die Menge R der reellen Zahlen zerfillt dem-
zufolge in die Klasse der algebraischen und die Klasse der
transzendenten Zahlen.

- Die algebraischen Zahlen gestatten noch eine feinere Untertei-
lung. Man sagt,g'ist eine algebraische Zahl n-ten Grades, wenn
seine algebraische Gleichung vom Grad n befriedigt, aber nicht
Wurzel einer algebraischen Gleichung geringeren Grades ist. Im
weiteren bezeichnet An die Menge aller algebraischen Zashlen vom
festen Grad n (n=1,2,3,...). Wie sich noch zeigen wird, ist kei-
ne dieser Mengen leer. Man erkemnt fermer unschwer, dabB A1 mit
der Menge Q der rationalen Zahlen identisch ist.

Zusammenfassend ergibt sich die nachstehend skizzierte Klassifi-
zierung der reellen Zahlen:

r

Klasse der alge-
braischen Zahlen

DX e

///4’1/ ALrrres

¥’

Der schraffierte Komplex des Schemas kennzeichnet hierbei die
Gesamtheit der irrationalen Zahlen.

2. Die Methode der Wechselwe e

Die dltesten bekannten Irrationalitéitsbeweise stiitzem sioh auf
das Prinzip der fortgesetzten Wechselwegnahme. Diese Methode,
die eine zentrale Rolle in der griechischen Mathematik gpielte,
verdient wegen ihrer Niltzlichkeit nicht nur aus historischer
Sicht Beachtung. '



5 Irrationalitétsbeweise
Der Nethode der Wechselwegnahme llegt ein denkbar elnfacher Al-

gorithmus zngrunde. Gegeben seien zwei positive reelle Zahlen
f) und!.l mit!o )!1-, etwa die ILinge zweier Strecken. Von der
grtBeren subtrahiert man zunidchst sooft die kleinere der beiden
Zahlen, solange die erhaltene Differenz den Wert w:mj1 nicht
unterschreitet. Nach n, Subtraktionen ergibt sich alsdenn eine
Differenz 12 "!0 - n1}1 mit der Eigenschaft O# ; > d'!.]. Ist

o = 0, ist das Verfahren bereits beendet. Ist jzapo, wird der
soeben beschriebene WegnahmeprozeB mit!.| und 12 wiederholt. In
dieser Weise fortfahrend erhilt man

fo"n1.’1+j2 :11: gigz‘{v .
%; = :;‘}; +§Z mit 0< 5:‘_’;’

Ob dieser Algorithmus nach endlich vielen Schritten einmal ab-
bricht oder nichi, héingt einzig und allein von der Qualitit des
Quotienten j 0:11 ab. Es gilt

Satz 1: |Der Algorithmus (1) bricht genau dann nach endlich
vielen Schritten ab, wennjozj1 rational ist.

Beweis.,

Der Beweis wird sich entsprechend der beiden im Satz formulier-
ten Behauptungen, daB die Rationalitét vonj0=‘f1 sowohl eine
notwendige wie auch hinreichende Bedingung fiir das Abbrechen
des Algorithmus ist, in zwel Teile gliedern. :
Angenommen, der Algorithmus sei abbrechend und bestehe aus k
Gleichungen, was gleichbedeutend mit

jo’ i1’ ’j k41 = O

ist. Dividiert man nun diese k Gleichungen in der Reihenfolge
durch j1'.f2""' X und setzt zur Abkiirzung

a =j'm_1=!m (m=1,2,...,k),

so ergibt sich aus (1)

i 1
U =8 F gy B Ty tgm s O 7. (2)

Die letzte dieser Gleichungem besagt, daB q, ganzzahlig ist.
Folglich ist 1:q, rational und nach der vorletzten Gleichung
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auch q, _,. Analog die anderen Gleichungen (2) rlickwirts durch-
laufend gewinnt man schlieBlich aus der Rationalitét von q, die
von q,. Also kann der Algorithmus nur dann abbrechen, falls der
Quotient a, =jozf‘ rational ist.

Jetzt widre noch zu zeigen, daB andererseits die Rationalitit
von q, auch tatséichlich stets den Abbruch des Verfahrens be-
dingt. Offensichtlich &ndert sich an der Endlichkeit oder Unend-
lichkeit des Verfahrens nichts, wenn man s&mtliche Gleichungen
(1) mit derselben reellen Zahl§? O multipliziert, mit anderen
Worten, den Proze8 der Wechselwegnahme mit gjo _und’j1 aus-
flihrt. Diese einfache Uberlegung gestattet es, unter der Vor-
aussetzung q1¢. Q ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a priori

IO und g 4 8ls positive ganze Zahlen zu betrachten. Dann miissen
aber auch die nach!olge_nd gebildeten Ditfemnzeniz.jj.j 1eee
ausnahmslos ganzzahlig sein. In Verbindung mit der Ungleichungs-

kette
§1> §2> fja cee 2 0

folgt hieraus ummittelbar, daB der Algorithmus nach endlich vie-
len Schritten seinen Abschlu8 findet. Damit ist der Satz 1 voll-
stdndig bewiesen.

Nach der Bereitstellung dieses fundamentalen Setzes soll nun die
Methode der Wechselwegnahme an einem ersten konkreten Irratio-
nalitétsbeweis demonstriert werden.

Satz 2: ﬂist irrational. Genauer gilt -fé" Az.

Beweis. '

Es sei ABCD ein Quadrat der Seitenlinge ‘1 und! die Liénge der
Diagonalen AC, die sich nach Pythagoras zuso = 1/5' berechnet.
Die Seite des Quadrates wird von C aus auf der Diagonalen abge-
tragen und im Endpunkt B1 der abgetragenen Strecke das Lot er—
richtet, welches XU im Punkt C, sohneidet. Trigt man anschlie=

Bend noch E.' 1.r'¢>::t'-.(}.I auf l-c'1 ab, erhdlt man den Punkt 132. Dann
ist

fo = j1 + |AE1| mit 0¢<§, = 135,1< L,
£ - 2§, + 14B,| mit 0¢ § 5 = I15,< g2
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D ¢

o

fl\“\\\ ‘\{\\.\\l‘\‘\“\r\\\\.\hm

Hierbei bezeichnet E., die Lénge der Strecke A_.'B.l usw., Wie man
leicht feststellt, ist das Dreieck .&1?.1]?.2 dem Dreieck A]E'.B1 dhn-
lich (der Nachweis sei dem Leser als Ubung Uberlassen), das er-
stere also nur eine verkleinerte Ausgabe des letzteren. Der oben
beschriebene und nach dem Prinzip der Wechselwegnahme vollzoge-
ne Konstruktionsprozes reproduziert somit bis auf einen gewis-
sen Ahnljchkeitsfaktor die Ausgangssituation, ist folglich un-
begrenzt theoretisch fortsetzbar. Der praktischen Ausfithrung
der Konstruktionsschritte sind selbstversténdlich durch die re-
gelmiifige Verkleinerung zeichentechnische Grenzen gesetzt, was
Jedoch fiir den Beweis vollig bedeutungslos ist. Die Tatsache,
daB dieser Konstruktionsalgorithmus nicht abbriocht, ist nach
Satz 1 unvertriéiglich mit dem Rationalsein vonf :51 -'/2.‘. '{?
ist daher irrational. Da remer-/?wsung der algebraischen
Gleichung '

12 -2 =0

ist, 148t sich das Ergebnis zu ﬁ & A2 prézisieren.
Die Methode der Wechselwegnahme kann natiirlich auch rein arith-

metisch realisiert werden. Setszt man,o ='I?und S1 =1, so fin-
det man zundchst
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§o=8. Y, nit0€y, =¥7- 1<,
§1 =20 +§;mit o€, =3 - 25¢q,.
Wegen§3 =3=292"= @2~ 1)2 =s§ erhtlt man alsdann mithelos
die dritte Gleichung des Algorithmus aus der zweiten durch Mul-
tiplikation mit§2' Jede weitere Gleichung unterscheidet sich
von der jeweils vorangehenden nur durch den Fa.ktorsg. Das ist
jedoch keineswege Uberraschend, wenn men sich des Satzes iiber
die Seitenverh#ltnisse #&hnlicher Dreiecke im Zusammenhang mit
der vorigen Beweisvariante erinnert. Der logische Schluf asuf
die Irrationalitédt von1f§'errolgt abermals vermdge des Satzes 1.

Es soll abschlieBSend nicht unerwiihnt bleiben, daB der auch als
Euklidischer Algorithmus bekannte ProzeB der wiederholtem Wech-
selwegnahme anderweitig sehr niitzlich ist. So leistet er bei
der Bestimmung des griBten gemeinsamen Teilers zweier ganzer
Zahlen vorziigliche Dienste und bildet die Grundlage der in der
modernen Methematik wichtigen Theorie der Kettenbriiche.

Dr. Lothar Schnabel

: Bereich Theor. Mathematik
Fortsetzung folgt! FSU Jena

Preisaufgaben

Q 1 Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion

2. n

- s

n/m :
fiir ganzzahlige m (m > 1) und beweise, daB sie keinen

groBten Wert hat. Dabei bedeutet E;ﬁ n die Summation

ifber alle Zahlen n, durch die m teilbar ist.




9 Preisaufgaben

In der Ebene sind die zwel Punkte A und B fixiert. Man
beweise, daB der geometrische Ort aller Punkte M, die

der Bedingung 2Ai2 + Tllia = A_32 geniigen, ein Kreis mit

dem Durchmesser AC ist. C ist ein auf der Strecke AB lie-
gender Punkt, fiir den %g =2 gilt.

Man beweise: Ist E metrischer Raum mit der Metrik 4, so
gilt fir je zwel Paare von Punkten x, x'; y, y' € E die
sogenannte Vierecksu.ngleichung '

la(x,y) = alx*,5')| = a(x,x') + A(y,¥') .

Q 2

Q 3

Q 4 Gegeben seien n Geraden in der Tbene, von denen keine

' zwel parallel sind. Es ist bekannt, da8 durch den
Schnittpunkt von je zwel Geraden noch eine dritte
Gerade geht. Man beweise, daB alle Geraden durch einen
Punkt gehen!

Q 5

Q 6

HemTit pemeHWe CHUCTEMH B 00NacTy XeltCTBUTEIBHHX YMCeN:
Va -x - Vy - x

\'F2
Vb - X + yv-x =Yy

a,b - IZeHCTBUTENBHHX YHCIA .

[lpn xaxWX 3HAVEHWAX X W y BHpPaXEHME

(2cost + %—cosx-cosy)-coﬂx-cosy + 1 + cosx - cosy + cos2t
IONORATENBHO NP BCEX 3HAUeHMAX 7

YxasaTs, I'le Ha KOOPAMHATHOH IIOCKOCTH DPACIOJOXKEHH

TOYKM (x,y), YZAOBIETBOpAhiMe STQMY yCIOBMD.

EinsendeschluB 31. Mérz 1984
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Lésungen

(P 3)

Da keine Formel zur Verfiigung steht, die uns den Funk=-
tionswert von tan ¥ aus unseren Angaben sofort liefert,
geataltet sich seine Berechnung etwas langwierig.

Zuerst wollen wir die verwendeten Formeln angeben:

(1) ven e TREL
(2) cosd, .VJ&%‘

(3) 8in 2 «f = 28in o cosl
) (4) sin24(, + cos%l = 1

Da der Winkel & zwischen 0°¢< & < 45° liegt, kdnnen
keine Vorzeichenumschlige bzw. Divisionen durch Null
auftreten.

sind + cos & = 4—;_—'
sin® @ + 2sin A cos A+ cos?d, =-%

(nach 4) 2sin olcos d = %

(nach 3) gin2 d = %

(nach 4)  sin® 2 d+ cos’2d = 1
cos 2ef =

(nach 2) cos d. = VHO 2 <

(nach 1) tan & = 1-0,2 +1)
2 140,25(07 +1)

e,
tm%:'@‘
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tan %’: 11-

tan-g'= 1252-3

P 5) | 1. Zuerst wird gezeigt, daB 4/511rrational ist (analog
zum Schulstoff).

2. Beweis der Aufgabe indirekt:
Annahme : ébﬁ?-.p + q,f;? mit p,q,r rational,
| 20,
Eg ergibt sich

2 = p? = 3pg®r = q-fF(3p2 + a°r),

2
4?:2_‘23;25.9_1’ " (4).

q-(3p° + q°r)

Zur Rechtfertigung dieser Division ist die {herle-
gung (*) notwendig:

a) q = O:wiirde /7 = p und somit 37 rational bedeue
ten, also hier schon einen Widerspruch er-
geben.

b) q 4 O:Wegen r >0, q%> 0 und 3p2 2 0 gi1t
a-(3p° + q°r) $ O,
Gehen wir zu (+) zuriick: .

Auf der rechten Gleichungsseite stehen nur rationale
Ausdriicke, also muB auch -f;'rational sein.

‘Hieraus folgt 2/5‘: P + q-i?" mit p.q,i?’ rational,
und somit ist 42" rational,

Dies ist ein Widerspruch zu dem unter 1. Bewliesenen.

(P 8) | b
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Nach Definition des Tangens gilt:
(1) ten2d =2 und

X
(2) ten d =32 .
Durch Umstellung erh&lt man:
(3) h=xtan 2d und
(4) hﬂxatand: .
‘1-tend
Durch Einsetzen von (2) in (4) folgt
ok
(5) h.x_'LhE-
; 7 -
¥
Man dividiert (5) durch h und stellt die Gleichung wie
h 2
1- =2 X =
72 y
Nach einer Multiplikation mit yz erhdlt man
o =h?=2x5 .
Nun eliminiert man h:
h? = y° - 2 xy und
—1
(6) h aefy? -2xy -

Nach der Definition des Tangens und einfachen Umstel-
lungen erhilt man:

(o]
1) mﬂEL.%_ . a__ und
180°- ¢ b b
B t = ’ = .
el . = = 180°- &

2 tan :
_ !
~ (7) und (8) eingesetzt in (6) ergibt:

a=2b !

& .
- . oder
180°- @ 180°- ¢

h =




1% Losungen

Das Volumen der Pyramide berechnet sich wie folgt:

N o &tb
Vaxieyrh mitA, Trap = 2 Dprap’
1 ,8+b
V = '3- (T)(xﬂr) h .

Wir setzen Gleichungen (7), (8) und (9) ein, bekommen

- 1 (B.'I'b) 3(&-213)
2 tan o 2 tan 180°-

und erhalten somit das gesuchte Volumen:

vV = §a+b 2219.23-21:5

0
24 tan? 1895=€

SIS oEmEaaESESmsoEmIDas

P 9) | Zun#ichst benutzt man, daB das geometrische Mittel zweier

positiver Zahlen nicht grtBer als ihr arithmetisches
Mittel ist,

%Ik+z&k (1).

Die Behauptung wird nun mit vollstiéndiger Induktion be-
wiesen.

Piir n=1 erhilt man die Behauptung, indem man in (1)
k=1 setzt.
Es gelte nun

legx, +eeot a_x, | £ ‘ (x +...+—x§_1) +

+ i-(a1 teoet a§_1).
Addiert man dazu (1), so ergibt sich

|a1x1 tesot By X | + |akxk[ & % (z? tooot xﬁ) +
+ f (a? +eeet aﬁ).
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Nach der Drelecksungleichung ist aber

|a4xy +eeot 8.7 | £ lajx, +eo0t LD I+ leex | »

womit die Behaupbtung bewiesen ist.

(P 12)

Sei BO - Seitenhalbierende im Dreieck 4 ABC. Wir er-
ginzen das Dreieck A ABC zu einem Parallelogramm ABCD

(siehe Zeichnung). Dann
folgt aus den Dreiecksun-
gleichungen im Dreieck 4 BCD
2 501 €|5G| + | Cdl una wegen
IcDl = |KBI gilt

|50l < 1Bl 4 15¢)

Aus den Dreiecken 4 AOB undgBOC erhselten wir

|50l +-'%1 >,A-33' wd |B0| +-'£§L »I5C] .

— e e o
- Daraus folgt Iso| > ABl_+ | el - _I%QL , q.e.d.

EP 13) |

b1=m; b2=m
o B g
¢ = AB; a = BC;
b = AC

Wir verwenden im weiteren den folgenden Satz:
Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die

Gegenseite im Verhidltnis der beiden anliegenden

Seiten,

Dieser Satz wird von uns auf die Dreiecke ABN, ABM und

ABC angewendet.
S50 erhalten wir:

BO : 0N =MB : AN =1 : (/3 = 1) (nach Vorauss, )
O : OM = KB : B =9/3": 1 : (nach Vorauss.)
AB : AC = BN : MC = BN : (BC - M)

=

B =ON: M=IF: (A - IN)

und mit den Bezeichnungen aus der Skizze sowie zwei

kleinen Umformungen in den ersten beiden Gleichungen:
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b1 = (F- 1)ec (1)
8y = 370 (2)
§ =gt e)
b
1
s = F=%; 4)
Durch Einsetzen von (2) in (3) und von (1) in (4) er-
halten wir:
b=v3(a- 345 0) =fFa -0 (5)
1 1
= . (b=(¥3 =1)c) = %(3 +1)b=- (6)
a o o 5 c

und aus (5) und (6) erhalten wir jetzt:
b "'ﬁ(% (ﬂ+1)b -c) =-2¢

AT +1)c =2 @T+1)b, Db =20
2

und hiermit aus (5) a u-f?o.
Mit Hilfe dieser Ergebnisse und des Kosinussatzes er—
gibt sich:

ooaﬂta% und somit d-=g-
cosf’=%ﬂ und somit f8 =-E-

cosd =0 und somit yag.

(P 15) | £(x) sei eine Funktion mit

£(x+1) = (x+1) £(x) fir alle x, x = =1 (1)
f(x) # 0 fiir alle x (2)
und g(x) eine fiir alle x definierte Punktion.
1. Teil '
Es gelte g(x+1) = g(x). (3)
Zu zeigen ist dann, daB y(x) = f£(x).g(x) (4)
folgende Gleichung erfiillt:
y(x+1) = (x+1)y(x) (5)

fﬁ.’l‘ &11& I, X ‘ -1.
Aus der Definition von y(x) folgt:
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y(x+1) = £(x+1) g(x+1)
= (x+1) £(x) g(x+1) nach (1)
= (x+1) £(x) g(x) nach (3)
= (x+1) y(x) nach Definition von y(x)
2. Teil
Es gelte y(x+1) =(x+1) y(x) (6)
fir alle x, x # -1 mit der oben angegebenen Definition
von y(x).

Zu zeigen ist, daB g(x) dann die Periode 1 besitzt.
Aus der Definition von y(x) folgt:
y(x+1) = £(x+1) g(xz+1)
(x+1)y(x) = (x+1) £(x) £(x+1) mnach (6) und (1)
(x+1)2(x)g(x)=(x+1)£(x)g(x+1) nach (4).
Hieraus folgt?
g(x) = g(x+1), da nach (2) £(x) ¢ 0
und x+1 #$ 0 fiir x &4 =1 gilt.
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Das Paradoxon von Bertrand

1. Eine Aufgabe iiber geometrische Wahrscheinlichkeiten

In der WURZEL sind schon einige Artikel iiber geometrische Wahr-
scheinlichkeiten erschienen, zuletzt in den Heften 5 und 6/82.
Dort wurde u. a. eine klassische, vor 200 Jahren geldste Aufga=-
be behandelt - das Nadelproblem von Buffon: Gegeben ist ein
System von parallelen Geraden, die untereinander den Abstand a
haben. Darauf wird zufdllig eine Strecke (Nadel) der Lénge 1< a
geworfen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit p dafiir, daB die
Strecke eine der Geraden schneidet. Das von Buffon bereits 1777
verdffentlichte Ergebnis lautet : p\='§%r . |

In der Folgezeit wurde eine ganze Reihe von Aufgaben gestellt,
die mit geometrischen Wahrscheinlichkeiten zusammenhéngen. Wir
wollen uns hier einem Problem zuwenden, das 1907 von dem Mathe-

matiker Bertranid behandelt wurde.

Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius 1. Darauf wird eine
zufédllige Gerade gelegt (die Gerade soll den Kreis mit Wahr-
scheinlichkeit 1 schneiden - "sicheres Ereignis"). Gesucht
ist die Wahrscheinlichkeit p dafiir, daB die L&nge s der aus=-
geschnittenen Kreissehne groBSer oder gleich-{s.(= Seiten-
lénge des einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks) ist.

2. Drei Losungen - ein Paradoxon (?)

Erste Losung

Die Lage der zufdlligen Geraden

ist eindeutig bestimmt durch die
beiden Schnittpunkte t1, t2 mit

der Peripherie des Kreises (Abb. 1).
Fir jede Lage des Punktes t1 gilt

s & Y3 genau dann, wenn t, auf dem
"t1 gegeniiberliegenden Drittel™

der Peripherie (dick gezeichnetes :
Kreisbogenstiick b) liegt. Abb. 1

Wird eine Gerade zuféllig auf den Kreis gelegt, so entspricht
das also dem zufdlligen Werfen zweier Punkte t1, t2 auf die Pe-
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ripherie des Kreises. Fir jedes t1 ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB t2 auf b fallt, gleich

- ~_Ldnge von b _ 1]
P = Gesemtlénge der Peripherie 3 °

Zweite 108

Wegen der Rotationssymmetrie

des Kreises héngt die Lénge s

nur vom Abstand d der Geraden

vom Kreismittelpunkt ab. (Abb. 2)
Jeder Leser kann leicht nach-
rechnen, daB s 2 {3 genau dann
gilt, wemn @ S % . Der Abstand

d kann zwischen O und 1 variieren.
Eine zufdllig auf den Kreis gelegte Abb. 2
Gerade entspricht einem zufdllig

auf das Intervall [b,1] geworfenen

Punkt d. Die Wahrscheinlichkeit

dafir, daB d £ % ist also gleich -

Q
o T
<y

Léange des Intervalls [O,%] 1
B Linge des Intervalls [0,1'l -2

P

Dritte Losung
Wir betrachten den FuBpunkt x 3

des Lotes vom Kreismittelpunkt

auf die Gerade. Es ist s 243

genau dann, wenn x im konzentri-

gchen Kreis mit dem Radius %

liegt (Abb. 3). Da eine Gerade

bereits durch den Fquuﬁkt des

Lotes eindeutig bestimmt ist,

entspricht also einerzufédlligen 4bb,: 3 ,
Geraden ein zufdllig auf die Kreisflédche geworfener FuBpunkt.
Die Wahrscheinlichkeit, daB dieser Punkt im Kreis mit dem Ra-

dius % liegt, ist gleich
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Flache desa kleinen Kreises ;,r

1
" Fliche des groBen Kreises 17 =i=

Wir haben fiir die gestellte Aufgabe drei verschiedene LYsungen
erhalten., Nun werden wir uns mit zwei Fragen auseinandersetzen
miissen:

- Wo liegt die Ursache flir den (scheinbaren) Widerspruch?

= Welche der drei Losungen ist richtig?

2. Die Ursache des "Widerspruchs"

Derartige "Widerspriiche" (Paradoxa) sind in der Geschichte der
Mathematik mehrfach entdeckt worden (vielleicht sind manchem
Leser Antinomien der naiven Mengenlehre bekannt). Diese sind
aber keineswegs als ein Ungliick zu betrachten, sonderm sie ge~
ben im Gegenteil AnlaB zur Weiterentwicklung der Mathematik.
Solche Paradoxa deuten darauf hin, daB einer oder mehrere der
verwendeten Begriffe nicht eindeutig und widerspruchsfrei de-
finiert sind. Dadurch wird es némlich m&glich = z. B. durch un-
terschiedliche Auslegungen eines nicht gensu definierten Be-
griffs - "Widerspriiche" herbeizufiihren.

Der Leser mdge zunéichst selbsténdig im bisherigen Text nach _
einem nicht eindeutig definierten und auf unterschiedliche Wei-
se verwendeten Begriff suchen.

Wir stoBen bei genauer Priifung auf den Begriff "zuféllige Ge-
rade" (das wird zumindest den Lesern aufgefallen sein, die sich
an den Artiekl von 5 und 6/82 erinnern). Bei den drei LSsungen
in Abschnitt 2 wird die Aufgabe fiir eine "zuféllige Gerade"
Jeweils auf ein Problem flir einen "zufélligen Punkt™ zuriickge-
filhrt. Dabei wurden drei unterschiedliche Darstellungsmtglich-—
keiten fiir Geraden verwendet. (Der Begriff des "zufdlligen
Punktes™ wurde auch nicht definiert. Es wurde Jeweils die sog;
Gleichverteilung zugrunde gelegt. Dabei ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit dafilr, daB ein Punkt in ein Teilintervall (bzw.
auf eine Fléche) f&#llt, als Quotient aus der Linge dieses Teil-
intervalls (Fldcheninhalt dieser Fléche) und der Gesamtlénge
des moglichen Intervalls (Inhalt der mdglichen Fléche).)
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Man kdnnte also sagen, daf sich die drei verschiedenen Ldsun-
gen dadurch ergeben, daS eigentlich drei unterschiedliche Auf- -
geben behandelt werden. In der Sprache der Wahrscheinlichkeits-
theorie driickt man das folgendermaBen aus: Auf der Menge aller
Geraden, die den Kreis schneiden, wurden drei verschiedene
Wahrscheinlichkeitsverteilungen betrachtet.
Fiir jede dieser Wahrscheinlichkeitsverteilungen wurde die rich-
tige Losung gefundem.
Méglicherweise wird es manchem nicht leicht fallen, den letzten
Gedanken nachzuvollziehen. Bei der iiblichen Art und Weise, die
Wahrscheinlichkeitstheorie einzufiihren, werden zunichst "end-
lich viele gleichwahrscheinliche Versuchsausgénge" (z. B. Min-
zenwurf, Wirfeln mit einem regelméBigen Wiirfel) oder die Si-
tuation "gleichverteilter Punkt auf Intervall Fléche " also
immer Gleichverteilungen betrachtet. Das hat natiirlich seine
Berechtigung, denn Gleichverteilungen sind leicht zu verstehen
und spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitatheo=-
rie. Allerdings ist die Gleichverteilung nur eine von i. a.
unendlich vielen méglichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
der Menge aller moglichen Versuchsausgénge. Beispielsweise kann
man simtliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen P auf der Menge
(b,1‘ (also zwei mogliche Versuchsausginge) etwa auf folgende
Weise beschreiben
P(O) =p

_ P(1) = 1-p, .

wobei p eine beliebige Zahl zwischen O und 1 ist.

Im Abschnitt 2 wurden nun drei von unendlich vielen mdglichen
Wehrscheinlichkeitsverteilungen auf einer Geradenmenge betrach-
tet (ihr Unterschied wurde allerdings verschleiert).

4. Die invariante Geradenverteilung

Am Bertrandschen Paradoxon (das nun fiir uns kein Paradoxon

mehr ist) konnen wir erkemnnen, daB man nicht ohne weiteres von
einer “gleichverteilten'Geraden" sprechen kann. Es liegt aller-
dings nahe, in der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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auf der Menge der Geraden, die einen Kreis schneiden, nach
einer solchen zu suchen, die folgende
';pvapggggforﬂerung erfilllt:

Wenn zwei Gebiete G1 und G2 kon=-
gruent sind und ganz im Kreis

liegen, so soll die Wahrschein-
1ichkfit, daB G1 von der Geraden
geachnitten wird, gleich der
Wahrsqheinlichkeit sein, daB 62
geschnitten wird.

Abb. 4

Man kann beweisen, daB es genau eine solche inrariante Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gibt. Diese wurde bereits in der
WURZEL 6/82 ("auf gut Gliick geworfene Gerade") beschrieben.

In Abschnitt 2 wurde bei der zweiten Ldsung diese Verteilung
zugrunde gelegt. Wir konnen feststellen:

Beziiglich der invarianten Geradenverteilygg ist die Wahrsoheinp

lichkeit dafiir, daB eine zufdllige auf einen Kreis mit dem Ra-

dius 1 geworfene Gerade eine Sehne der Liénge s =2 43 ausschnei-
det gleich %-.

Dr. W. Nagel

Bereich Mathematische Kybernetik 7

und Rechentechnik -
(Forschungsgruppe Automatische Bildverteilung)
FSU Jena
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_Lreisaufgaben

Preisaufgaben

9~

Man gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir
an, daB das Gleichungssystem
X+py=n1n

X +y =Dp° fiir n,pe N vorgegeben

ganzzahlige positive Ldsungen (X,y,z) besitzt. Man zei-
ge auBerdem, daB die Anzahl dieser Losungen nicht grofer
als 1 sein kann.

O
@

=

Man zeige, daB der Sinus und der Kosinus eines beliebi-
gen Winkels genau dann rational sind, wenn der Tangens
des halben Winkels rational oder nicht definiert ist.

el
O

L2l

8qseeesrBy und k seien natiirliche Zahlen mit ; F a.i< k.
=

Man zeige, daB dann a1!°a21°...an! < k!

O
-
o

O

Man zeige, daB eine ganze Zahl genau dann als Summe
zweier Quadrate ganzer Zahlen darstellbar ist, wenn das
Doppelte dieser Zahl dieselbe Eigenschaft besitzt.

O
-
-

©

Es sei b1""'bn eine beliebige Permutation der positi=-
ven reellen Zahlen BiyeeessBo Man zeige, daB

a a a
1 2 n
?"‘F—"’ L] +F - Ile
1 2 n

Toyka O HA3HBAGTCA LEHTPOM CHMMETDUN TOYEYHOTO
MHOXeCcTBa M, eciM TOYKa, CHMMETPMYHAA OTHOCHTEIBHO
0 nwdokt Touke MHOXecTBa M, Taxie IPUHSZANEKUT
MHO¥ecTBy M. JloxasaTh, YTO KOHEWHOE TOUEUHOE MHO-
HECTRO HE MOXET MMETh ABYX PAa3JMYHHX IEHTPOB
CHMNMETDAY .

EinsendeschluB: o4,5.1984
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2. Fortsetzung zum Artikel ,Magische Quadrate und Wiirfel”

Mehrere Forscher, z. B. Kochansky (1686), Sauveur (1710), Hugel
(1859) und Scheffler (1882) haben versucht, den Gedanken der ma=-
gischen Quadrate auf den Raum auszudehnen. Die Probleme schei-
nen hier aber wesentlich schwieriger zu sein. Man denke sich
z. B. einen Wiirfel durch Ebenen, die parallel zu den Seitenflé-
chen laufen und gleiche Absténde haben, in lauter wiirfelfdrmige
Teile zerlegt. Diesen kleinen Wiirfeln ordne man aufeinanderfol-
gende natirliche Zahlen so zu, daB8 in jeder Reihe von links
nach rechts, von oben nach unten, von vorn nach hinten und in
Jeder diagonalen Richtung die Zahlensumme gleich ist (iibliche
Definition wie bei magischen Quadraten).
In einem Wiirfel mit 3 « 3 - 3 Wirfelteilen miiBte diese Summe in
Dy +No+0 5+ 0 o #1050
Jjeder Reihe s =

Zehlen 3, 4, 5, ... 26, 27, 28 und 29, so wére
9 8= %} (3+29), also s = 48.

Umn so einen Wiirfel in der Ebene darzustellen, denken wir uns
die zu den einzelnen Wiirfelteilen der oberen Schicht gehdren-
den Zahlen aufgeschrieben, dann ebenso die Zahlen der mittle-
ren Schicht und dann fiir die untere Schicht. Wir erhalten 3
Quadrate von je 9 Feldern, die zusammen den magischen Wiirfel
darstellen. Wir geben hierzu ein Beispiel.

sein. Nehmen wir z. B. die

hinten
8 19 21 ]
28 3 17 oberste Schicht (waagerecht)
12 26 10
vorn
hinten hinten
18 23 7| |22 6 20
mi;Ilgie 5 16 27 15 29 4 unigrgte
Schicht Schicht
(waagerecht) 2> 9 14 113 24 (waagerecht)

vorn vorn

Die senkrecht stehenden Schichten von hinten nach vorm lassen



sich dann leicht finden und ergeben folgende magischen Zahlen-
schemata:

8 28 12 |
18 5 25 linke Schicht (senkrecht)
22 15 11

hinten vorn

19 3 26
‘B3 16 9 mittlere Schioht (senkrecht)
6 29 13

hinten vorn

21 17 10
7 27 14 rechte Schicht (senkrecht)
20 4 24

hinten vorn

Die senkrecht stehenden Schichten von links nach rechts erge-
ben folgende magischen Quadrate:

hintere Schicht mittlere Schicht vordere Schicht
(senkrecht) (senkrecht) (senkrecht)
8 19 21 28 3 17 12 26 10
18 23 7 5 16 27 25 9 14
22 6 20 15 29 4 11 13 24
links rechts links rechts links rechts

Man erkennt, da8 in allen waagerechten und senkrechten Reihen
der 9 Quadrate die Zahlensummen stets 48 betragen. Die 18 Dia-
gonalen erflillen aber nicht immer diese Bedingung gleicher Zah-
lensummen, wie folgende Ubersicht zeigt:

8+ 3+ 10 =21 8+ 5+ 11 =24 8 + 23 + 20 = 51
12 + 3 +21 =36 22 + 5+ 12 = 39 22 + 23 + 21 = 66
18 + 16 + 14 = 48 19 + 16 + 13 = 48 28 + 16 + 4 = 48
25 + 16 + T = 48 6 + 16 + 26 = 48 15 + 16 + 17 = 48
22 + 29 + 24 = 75 21 + 27 + 24 = T2 12 + 9 + 24 = 45
11 + 29 + 20 = 60 20 + 27 + 10 = 57 11T+ 9 + 10 = 30

12 Diegonalen erfiillen die Bedingung gleicher Zahlensumme 48



Jiagische Quadrate 26
nicht. Die Zahlen der 4 Korperdiagonalen lassen sich leicht aus
den drei ersten Quadraten ermitteln:

'8+16+424=48; 21+16+11=48; 12+16+20=48 und 10+16+22=48
erfilllen also die Bedingungen s = 48.

Wir wollen noch ein Beispiel fiir einen magischen Wiirfel vierten
Grades anfithren. Wir werden sehen, da8 auch hier nicht alle
Diagonalen der Quadrate die verlangte Beziehung erfiillen.

In einem Wiirfel mit 4 - 4 ¢-4 Wirfelteilen miiBte die Summe in
n1 +n2+- PPy +n63+n6i . :
jeder Reihe 8 = —r gein. Piir die Zahlen 1 - 64

widre dann s = {%-- %é « 65 = 130.

Wir denken uns den Wiirfel wieder durch Ebenen, die parallel zu
den Seitenfldchen laufen und gleichen Abstand voneinander ha-
ben, in lauter wiirfelfdrmige Teile zerlegt. Jedem dieser klei-
nen Wiirfel ordnen wir wieder die aufeinanderfolgenden Zahlen

1 = 64 so zu, daB in jeder Reihe von links nach rechts, von
oben nach unten, von hinten nach vorn und in diegonalen Rich-
tungen die gleichen Zahlensummen entsiehen (iilbliche Definition).

Um den Wilrfel in der Ebene darzustellen, denken wir uns die zu
den einzelnen Wiirfelteilen der obersten Schicht gehdrenden Zah-
len aufgeschrieben, dann ebenso die Zahlen der zweiten waage-
rechten Schicht, der dritten waagerechten Schicht und schlieB-
lich der untersten Schicht. Wir erhalten 4 Quadrate zu je 16 -
Feldern, die zusammen den Wiirfel charakterisieren (siehe Zeich-
nung im SchrégriB).

/1 48 32 49 63 18 34 1
60 21 37 12 6 43 27 54
56 25 41 8 10 39 23 58
13 36 20 61 51 30 46 3

oberste Schicht zweite Schicht von oben

62 19 35 1 4 45 29 52
: 57T 24 40 9 7 42 26 55
11 38 22 59 3 28 44 5
O 31 47 2 ' 6 33 17 64

dritte Schicht von oben unterste Schicht
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Magische Quadrate

Aus diesen Schichten lassen sich alle 12 méglichen magischen
Quadrate bilden. 4 sind schon oben angegeben, die anderen 8
8ind in den folgenden Skizzen zusammengestellt.

Senkrechte Schichten von hinten nach vorm

hinten

hinten

1
63
62
4

60
6
7

57

56

10
11
53

13
51
50
16

vorn hinten

erste Schicht von links

32
34
35
29

37
27
26
40

41
23
22
44

20
46
47
17

vorn hinten

dritte Schicht von links

48
18
19
45

21
43
42
24

25 36
39 30
38 31
28 33

vorn

zweite Schicht von links

49
15
14
52

12
54
55

9

8 61
58 3
59 2

5 64

Senkrechte Schichten von links nach rechts

oben

B0 W -

48
18
19
45

32
34
35
29

49
15
14
52

unten
oben

56
10
1
53

25
39
38
28

41
23
22
44

58
59

unten

hinterste
Schicht

dritte
Schicht
von
hinten

oben

60

57

21
43
42
24

37 12
27 54
26 55
40 9

unten
oben

13
51
50
16

36
30
3
33

20 61
46
47
17 6

unten

yvorn

vierte Schicht von links

zwelte
Schicht
von
hinten

vorde-
re
Schicht

In allen waagerechten und senkrechten Reihen der Quadrate ist
die Zahlensumme 130. Auch die 4 K¥rperdiagonalen ergeben die
Summe 130
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16 + 38 + 27 + 49 = 130 52 + 26 + 39 + 13 = 130
64 + 22 + 43 + 1 = 130 4 + 42 + 23 + 61 = 130

In allen Diagonalen der 12 Quadrate ist dagegen die Zahlensum-
me nicht 130.

Betrachten wir auch magische Quadrate, deren Zahlen nicht alle
verschieden sind (siehe Def. 1 in WURZEL 10/83, Seite 153), 80
konnen wir auch sogenannte elementare magische Wilrfel untersu-
chen. Wir beschrénken uns hier auf ein Beispiel mit Quadraten
der Form

A B C D Fiir A, B, C und D ktnnen wir beliebige
C D A B natiirliche Zahlen einsetzen.

D C B A

B A D C

Wir wollen aus solchen Quadraten einen magischen Wiirfel bilden.
Wir wihlen die Zahlen O, 1, 2, 3.

Aus den vielen Moglichkeiten greifen wir folgende 4 Quadrate
fiir die 4 waagerechten Schiochten heraus:

oberste Schicht 2. Schicht 3. Schicht unterste Sch.

hinten 0 1 2 3 3 2 1 Of1 0 3 2112 3 0 1
2 3 0 1 1 0 3 2|3 2 1 ofjo 1 2 3|
3210 0 1 2 32 3 0 1|1 o 3 2

vorn 1 0 3 2 2 3 0 1lo 1 2 3ll3 2 1.0

die 8 senkrechten Schichten lassen sich daraus leicht finden.
Wir geben das Ergebnis an:

0 1 2 3/12 301 |3 2 1 011 0 3 2
3 2 1 0/11 0 3 2/ 01 2 3/]2 3 0 1
1 03 2|13 2 1 0 |2 30 1|0 1 2 3
2 3 0 1flo 1 2 31 |1 0 3 2{]13 2 10
0 2 3 1|1 3 2 0/ |2 0 1 3] [3 1 0 2
3102|2013 |1 3 2 010 2 3 1
1 3 20102 3 1 3102 |2 01 3
2 01 33102 o2 3 111 3 20




29 ' Losungen
In allen Zeilen, Spalten und Diagonalen der 12 Quadrate ist die
Summe 6. Die 4 Raumdiagonalen, die sich aus den 4 waagerechten
Schichten finden lassen, ergeben folgende Summen:
s1=0+0+0+0=0; 52=1+1+1+1=4
33=2+2+2+2=8und 84=3+3+35+3=12

Weitere Moglichkeiten ergeben sich aus dem magischen Quadrat:
B C D

Q' g e

C B A
A D C
D A B

Der Leser kann versuchen, unter den vielen moglichen magischen
Quadraten 4 als waagerechte Schichten herauszufinden, die einen
magischen Wiirfel ergeben, der alle Bedingungen erfiillt. Ob es
eine Lésung oder mehrere gibt, ist aus der sehr spérlichen Li=-
teratur liber magische Wiirfel nicht zu ersehen.

Dr. B. Hanisch, Halle

Lésungen

[P 17)|Wir bezeichnen die Geschwindigkeiten der Punkte mit v,
und v, und sei v,» v,. Die erste Bedingung ergibt die
Gleichung

2:11 = Ev[R ik,
2 1

Aus der zweiten Bedingung folgt, daB der Punkt mit 'der

groBeren Geschwindigkeit in der Zeit T genau einen

Kreisumfang mehr zuriicklegt. Das heiBt

_ 2W R
TV-TVE‘Z'R Vg 8 Ty = Sy

1

Dies in die erste Gleichung eingesetzt ergibt eine qua-
dratische Gleichung fiir v,y

2 2F R 2R R 2FR
vi- 3Ry, - ER.2ER o,

Daraus ergeben sich folgende Geschwindigkeiten:

v1=-?1|§('f‘l+%:2+1); vzafmg(~f1+ﬁg-1).

(Die negativen Wurzeln entfallen.)



Wie gegebene ﬂeichung wird mit Hilfe des Theorems

w20

2 sind » sinf8 = cos(d=-B) - cos(d+f3)
umgeformt. Wir erhalten:

2 sinzx + co8(2x) = co08(6x) + co8(6x) = co8(12X)+ = eee

+ cos(nzx - NX) = cos(nzx + nx) = 2.
In dieser Gleichung heben sich alle Glieder von cos(6x)
an bis cos(n2x - nx) gegengeitig auf:

2 gin®x + cos(2x) = cos(nzx +n0x) =2 .
cos(2x) =- cos(nzx + nx) = 2(1—sin2x),

und wegen 2 cos’x = cos(2x) + 1 und cos®x + sin’x = 1

gilt:

xos(2x) - cos(nzx + nx) = cos(2x) + 1

cns(nzx + nx) = =1,
Hieraus ergibt sich:
x(n2 +n) =¥ (2k + 1)
x = X2k + 1) '

n +n
mit k = 0’ 31’ 12’ ecey Il=1,2,3,..n

Stmtliche Losungen sind mit x = -BS2K+1) oo pany,

n“+n
1 2 1 1<
X =X+ (x= =)

EPBO) z=x+%=(x+§—1)+1=—xl+1=——§—+1

Demit wird z fir positive x minimal, wemn x = % , das
Iinimum von z fiir positive x ist gleich 1.

Sei r der Radius der inneren Kreise, R0 und R1 die Ra~
dien des Kreisringes (Roc R1). Dann muB

1) 3r = R und
2) 7"1-2 = I'(R‘?-Rg) gelten.

Durch Quadrieren von 1) und Einsetzen in 2) erhilt man
R? = 16r2 also R1 = 4r.
Daraus und aus 1) folgt Ry =R, = 1. gQ.€ed.
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Losungen

EP 33).

n sei die Anzahl der Partien, die der Meister insgesamt
spielte. Dann waren nach der ersten Stunde (%5 +8) Par-
tien beendet; im zweiten Teil wurden

%U(n - %5 - 8) + 2 + 7 Partien beendet.

Also gilt

n = %5 + 8 + %G - T%U - T% + 9 81n = 1620, also n=20.

(P 35)

Wir bezeichnen den Flidcheninhalt des gegebenen Dreiecks
4 ABC mit S und setzen %% = X.

Dann folgt aus dem Strahlensatz fiir die Fldcheninhalte
der Dreiecke'd ADE und & ABE:

x2

|6 DE|l = x°.S
|IaABEl = x.g » also muB k2 = xS = x25 gelten.
Daraus erhélt man 2
14o1- 25
= 2 ‘

Damit besitzt die Aufgabe Losungen fiir S 2 4k2, und
zwar gensu eine fiir S = 4k2 und genau zwel fiir S >4k2.

Da die Anzshl der Punkte endlich ist, kann man zwei aus
ihnen auswéhlen, deren Abstand maximal ist. Um beide
wird ein Kreis mit dem Radius 1 geschlagen. Dann liegt
Jeder Punkt der Menge in einem der beiden Kreise. Ist
der Abstand der ausgewihlten Punkte nimlich gréBSer als

"1, 80 bilden diese mit jedem anderen Punkt ein Tripel,

in dem nach Voraussetzung ein Paar mit einem Abstand &£ 1
existiert. Zu diesem Paar muB der dritte Punkt aber ge-
horen. Ist der Abstand der ausgewiihlten Punkte kleiner

als eins, so folgt die Behauptung aus der Maximalitét
dieses Abstands. 1.0-0‘.




Ssunzen - 1lg_2 2
P 47)] Unter Verwendung der Identitét 1gy2 = li schreiben
~ wir die erste Gleichung des Systems &

5 5 »18::2

1l + 3 = 0,

8x ngy _ %
Wegen lgxz $# O folgt daraus 1gxy = - %, also y = x .
Diese Gleichung in die zweite eingesetzt ergi’bt

- - 4x"3 =0 bzw. x6 = 4.

Daraus folgt die Losung des Systems x =-3/2_,' y = g.

S

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung — Studienwerbung”
“Leiter: Burkhard Gétz

Chefredokteur: Thomas Gundermann

Redaktion: ). Dimmler, R. Heinrich, S. Kratochwil, M. Réppnack, K. Tauscher

Anschrift: WURZEL, 6900 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik

Konte: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-422-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M,
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postdmter entgegen.
VeroHentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR., Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

RedaktionsschluB: 4. 1, 1984

ISSN 0232-4539 Wurzel Jena 18 (1984) 2 S.17-32




R N T RN R
LA I EL R L] Ll * o0 LA ® sPeoenae . 989 L
.o

L ]
SEPOSTONNOPRED B SRV NBNDERRG P00V OROOR SRR ROR
.e
L1

.
same

Ll (2 1]
soes
e

SRR RE » L2 ese » LR ]
sPEs s s R IARNBRRREREBRERABRRBERS
L

® % 5% & 8 RENERN
e @
sasmRrRRARENESN
eeee (L L]
eeee
009 RSP RORRRRRRRRRROERREDEN L]
] e e [ ]
asew
TEEEEEE

LL L I
'R RE]
L]

°

L] aee L]
® See0SGEROReERES SESFRRRORE SRNSTRERTRNODEN

% 9 2808 & & B B B B
L1 saeed .e
IR R R R

o0
eg "ROERIS

lesasensses seee
LL L] L . -

::...........I.......................I..l..‘

eah see o LA L I .o e8e ssews aee @
-----------------------------------------------------------------------------

LI L1 *es Sasew LL L]

-----------------------

ane
°

see .
o9 ovsssoee

WURZEL

-geifschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

ssssssaTRanawe
eoe L L LR L}

(T IXIIZ LA L L)

Herausgegeben vom
Jugendobjekt Studienvor-
bereitung-Studienwerbun
der Sektion Mathematik
an der Friedrich-Schiller-
Universitdt lena

ISSN 0232.4539

18. Jahryany

Sonderpreis fiir DDR:
0,20 M



ridnmliches Vorstellungsvermdgen . 34
Entwicklung des réumlichen Vorstellungsvermdgens

1. Von seiten der Berufspraxis werden zunehmend Fdéhigkeiten auf
dem Gebiet des rdumlichen Vorstellungsvermigens erwartet.
Eine Analyse geforderter Voraussetzungen fiir das Erlernen
von PFacharbeiterberufen ergab, daB zur Zeit fiir fast 40 %
der Berufe von den Schulabgingern Fihigkeiten vorausgesetzt
werden, die mit dem Raumvorstellungsvermdgen im Zusammenhang
stehen.

Durch die rasche Entwicklung von Wissenschaft und Technik
und ihren Einsatz in allen Bereichen des produktiven und ge-
sellschaftlichen Lebens verlagern sich die beruflichen Ti-
tigkeiten immer mehr von der kdrperlichen auf die geistige
Ebene. Immer schneller und umfangreicher gelieferte Informa-
tionen z. B. bei der Produktionsprojektierung und -ilberwa-
chung, an EDV-Anlagen und deren grafischen Ein- und Ausgabe-
gerdten, die es unmittelbar zu erfassen und zu verarbeiten
gilt, erfordern ein ausreiochend ausgebildetes Vorstellungs-
vermdgen. :

Ein geschultes Raumvorstellungsvermdgen ist nicht nur im Be=-
reich von Produktion und Technik nétig, sondern auch zur Er-
fassung von Raumstrukturen in verschiedenen Wissenschaften.
So werden bereits im Schulunterricht beispielsweise Vorstel-
lungen {iber die Struktur von Kristallen, iiber den Bau der
Atome, liber den Aufbau einzelner Molekiilmodelle und die Be=-
wegung im Raum im Fach Chemie und Physik, iiber die Gestalt
von Gebirgen und Meerestiefem oder die lage von Bodenschiit-
zen anhand von Kartenmaterial in der Geographie, iiber das
Sonnensystem in der Astronomie und iiber pflanzliche und tie=-
rische Zellen in der Biologie verlangt.

Die Fidhigkeit, Réumliches sich vorstellen zu kOnnen, spielt
auch in der Mathematik eine groBe Rolle und beschrénkt sich
nicht nur auf die Behahdlung geometrischer Kérper. Da diese
Pdhigkeit nicht nur auf vielen Gebieten des téglichen Lebens
von Nutzen sondern such fiir die eigene Perstnlichkeitsent-
wicklung bedeutsam ist, soll anhand von Aufgaben demonstriert
werden, wie die Beschéftigung mit mathematischen Problem-
stellungen zur Entwicklung von intellektuellen Fédhigkeiten,



35

rdunliches Vorstellungsvermdgen

2.

Tenk- und Arbeitsweisen beitragen kann.

Hervorragende Bedeutung hat dabei - bezogen auf die Geome-
trie = die Befihigung, das Wesentliche an bestimmten Kirpern
und in geomat}ischen Sachverhalten wahrzunehmen, geometri-
gsche Gebilde und ihre Beziehungen auf Grund von Beschreibun-
gen oder ebenen Darstellungen rdumlich zu deuten und auch
umgekehrt geometrisch wesentliche Eigenschaften von realen
oder gedachten Sachverhalten in der Ebene darzustellen.

Es sei‘folgende Aufgabe gestellt:

Bestimme die I#nge der Raumdiagonalen
eines Wiirfels mit der Kantenliénge a!

Um diese Aufgabe zu ldsen, bedarf es u. a. Féhigkeiten auch
der, sich geometrische Objekte und deren ridumliche Beziehun=
gen vorstellen zu kinnen.
Die Aufgabe kann unterschiedlich gelost werden:
- praktisch:
Es wird der Abstand zweier entsprechender Ecken von einem
Kantenmodell eines Wiirfels mit der Kantenlénge a gemessen.
- konstruktiv:
Es wird die wahre Lénge der Raumdiagonalen des Wirfels mit-
tels senkrechter Parallelprojektion (Ein- oder Zweitafel-
verfahren) konstruiert.
= analytisch:
Es wird die Formel zur Berechnung der Raumdiagonalen eines
Wiirfels - eventuell unter Nutzung einer Skizze = hergelei-
tet.
- sprachlich:
Es wird ohne ein réumliches Anschauungsmodell oder eine
Zeichnung zu benutzen, allein auf Grund erworbener Vorstel-
lungen vom Wiirfel die Antwort formuliert.
z.B.:die Lénge d der Raumdiagonalen eines Wirfels mit der
Kantenlénge a ist gleich der Lénge der Diagonalen des Recht-
ecks, das aus einer Wiirfelkante und einer Diagonalen des
Quadrats mit der Seitenlénge a gebildet wird.)

Bei den einzelnen Ldsungen bestehen unterschiedliche Anfor-
derungen beziiglich des r#umlichen Vorstellungsvermogens.
Erst wenn man in der Lage ist, wie im letzten Fall ohne Hilfs-


























































































































































































































































































































































































































































































