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Galaigsche Theorde : —
Einfllhrung in die Galoissche Theorie (1. Teil)

Die Galois=Theorie ist aus dem Problem der Aufl¥sung algebrai=
scher Gleichungen entstanden. Der geniale Mathematiker Evariste
Galois lebte von 1811 bie 1832. Er fiel in einem Duell. Seine
Abhandlung Uber die Ldsung von Gleichungen durch Wurzelzeichen
vom Jahr 1830 wurde erst 1846 von Iiouville verdffentlicht. Da=
gegen erschien 1832 der Brief an seinen Freund Chevalier, den
Galois am Abend vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er
seine wichtigsten mathematischen Entdeckungen mitteilt.

Ein wichtiges Ergebnis der Galois-Theorie ist der Satz, da8 al=-
gebraische Gleichungen vom Grade n 25 niocht durch Wurzeln alle
gemein ldsbar sind. Dagegen sind Glaiohu.ngen vom Grade ng 4 be-
kanntlioh durch Wurzeln l¥sbar.

Bevor wir auf die Grundziige der Theorie eingehen, wollen wir
die wichtigsten Grundbegriffe, die filr das Verstindnis der
Galois=Theorie notwendig sind, zusammenstellen. Einige Begriffe
der Gruppen- und Kdrpertheorie werden den meisten bekannt sein;
doch wollen wir alle in der Theorie auftretenden Begriffe noch-
mals kurgz erldutern.

L. Grundbegriffe der Gruppentheorie
a) Definition des Gruppenbegriffs: Eine nicht leere Menge von

Elementen a,b,0,... bildet eine Gruppe, wenn folgende For-

derungen erfiillt sind:

1. Jedem geordneten Paar von gleichen oder verschiedenen Ele-
menten der Menge ist eindeutig ein Element der Menge zu-
geordnet, das wir als Produkt der Elemente a b bezeich-
nen: a b = ¢, Die multiplikative Schreibweise ist unwe=- °
sentlich. Wir wollen jede Art der Verkntilpfung zweier Ele-
mente als Multiplikation bezeichnen.

2. Es gilt das Assoziativgesetz: (ab)o = a(be). Nicht ver-
langt wird bei allen Gruppen dae Kommutativgesetz: ab=ba,.

3. Es gibt ein Element e, das fiir alle Elemente a,b,0,¢0.
dem Gesetz gehorcht: ea = ae = a. e heiBt Einheitsele-
ment oder Einheit der Gruppe.
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4. Z2u jedem Element a gibt es ein inverses Element a~ ', das

der Gleichung geniigt: & &~ = e.

BEine Gruppe heifit insbesondere eine kommutative oder Abel-
sche Gruppe, wenn filr alle Elemente der Gruppe gilt: ab = ba.
Die Anzahl der Elemente heit die Ordnung der Gruppe. Bei der
Galoisschen Theorie werden wir uns auf Gruppen endlicher Ord=-
nung beschrénken.

Der Leser kann sioch selbst Beispiele aus der elementaren
Mathematik zusammenstellen, z. B. die Menge der ganzen Zah=-
len mit der Addition als Verknlpfung, oder die Menge der po=
sitiven rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniip-
fuﬁg. Man mul sich allerdings stets davon {iberzeugen, ob die
4 Forderungen an eine Gruppe erfilillt sind.

Untergruppen
Wir definieren: Eine Teilmenge von Elementen der Gruppe G,

die fir sich die 4 Forderungen (1) bis (4) erfiillt, also
selbst eine Gruppe bildet, heiBt eine Untergruppe der gege-
benen Gruppe G. Die Gruppe selbst und das Einheitselement e
sind demnach auch Untergruppen; man nennt sie uneigentliche
Untergruppen. Alle anderen Untergruppén sind eigentliche Un=-
tergruppen. Es 1d8%t sich leicht zeigen, daB bei endlichen
Gruppen die Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung
der ganzen Gruppe ist. Beweis: Es sei H eine Untergruppe von
G und Xq1XpreeesXy 4 alle Elemente von G, die nicht in H ent=-
halten sind. Die Elemente der sogenannten Nebengruppen h xy
8ind nicht in H enthalten. Dann kann man durch die folgende
symbolische Schreibweise alle Elemente der Gruppe erfassen:
G = H + Hxy + HX; +..0+ Hx)_,. Die Nebengruppe Hx, ist keine
Gruppe, da das Einheitselement in ihr nicht enthalten ist.
Hat H m Elemente, dann hat G n m Elemente, also die Ordnung
nm. Die Ordnung von H ist m, also ein Teiler von der Ordnung
von G.

Nichtleere Teilmengen von Elementen einer Gruppe bezeichnet
men als Komplexe. Damit ein Komplex H einer Gruppe G eine Un-
tergruppe von G ist, ist bei endlichen Gruppen notwendig und
hinreichend, da8 H HGH ist, also daB H mit 2 Elementen auch
ihr Produkt enthiélt. Auf den Beweis verzichten wir hier
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(siehe Literaturangaben).

Die Bezeichnungen £, 2, C, D sind aus der Mengenlehre be-
kannt.

c) Zyklische Gruppen

Einen besonders einfachen Typus von Gruppen bilden die soge=
nannten zyklischen Gruppen. Gruppen heiBen zyklische Gruppen,
wenn sie durch ein Element a erzeugt werden kdnnen. Dann
8ind die Elemente gegeben durch a, as = az, aga = a3 usw.
Wir bezeichnen diese Elemente als Potenzen von a.

Man erkennt leicht, daB bei endlichen Gruppen ein Element a
mit seinen Potenzen a2,a3...am = e eine kommutative Unter-

gruppe bildet, die durch a erzeugte Untergruppe. GauB nennt
sie die Periode von a. m gibt die Ordnung des Elementes an.

Wir wollen als Beispiel hierzu die Permutationsgruppen be-
sprechen. |
Es sei eine Anzahl verschiedener Dinge gegeben, die in ir-
gendeiner Reihenfolge vorliegen, etwa die Zahlen 1525a¢e4n
- (es kdnnen auch Gegenstiénde verschiedener Art sein, z. B.
Bausteine unterschiedlicher Farbe). Man nennt dies eine An=-
ordnung der Dinge 1,2,..e,n. Es ist wohl allen bekannt, daB
es n! = 1.2.3...(n-1)n verschiedene Anordnungen gibt. In der
Gruppentheorie versteht man unter einer Permutation die Ope=~
ration der Vertauschung. Sie ist vollgténdig bestimmt, wenn
fir jedes Ding feststeht, durch welches es ersetzt wird. Wir
. verwenden folgende Schreibweise: (Als Beispiel wihlen wir n=3) -

a = (; g ?J « 1 wird durch 2 ersetzt, 2 durch 3 und 3 durch 1.

Demnach gibt es 3! Permutationen

123 123 123 123y, . ,123
e=(1 2 3){ a=(2 3 1)' b=(3 1 2)’ C=(1 3 2)3 d-(3 2 1).
. 213

Die Permutationen bilden eine lMenge von 6 (allgemein n!) Ele-
menten. 2 Permutationen hintereinander ausgefilhrt ergeben
wieder eine Permutation. Damit ist das Cesetz der Gruppenbil-
dung gegeben. e ist das Einheitselement. z. B. ist

(12 3,,123,_,123 -1
ab_(2 3 1)(3 ] 2):(1 5 3)=e, also b=g" ',
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d)

e)

Es gilt allgemein der Satz: Jede Gruppe G 1&8t sich als Per-
mutationsgruppe ihrer Elemente darstellen (siehe Literaturan—
gabe 3).

Normalteiler von einer Gruppe
Es sei G eine beliebige Gruppe und H eine Untergruppe von G.

84 sei ein beliebiges, aber festigewilhltes Element &us G, 1'11_1
ein beliebiges Element aus H. Die Menge aller durch €4 h1 84
darstellbaren Elemente , bei denen h alle Elemente der Un=-
tergruppe H durchléuft, bildet wieder eine Untergruppe von G.
Das Produkt zweier Elemente, z. B. 84 h 51 84 hkg1

hk 31 = 84 1511 ist wieder ein Element dieser Menge.
Die Untergruppe H heiBt zur Untergruppe H konjugiert.
Wir definieren: Die Untergruppe H heiB8t Normalteiler von G,
wenn die Untergruppe g, hy g7 bei beliebiger Wahl von g,
aus G mit H zusammenf#llt. Jede Gruppe hat zwei uneigentli-
che Normalteiler, néimlich das Einheitselement und die Gruppe
G selbst. Alle anderen Normalteiler heiBen eigentliche Nor-
malteiler. Bine Gruppe, die keine eigentlichen Normalteiler
hat, heiBt einfach.

Isomorphe und homomorphe Gruppen
Zzwei Gruppen A und B heiBfien isomorph, wenn zwischen ihren

Elementen eine eineindeutige Zuordnung besteht, wobei das
Produkt zweier Elemente aus A das Produkt der entsprechenden
Elemente aus B entspricht und umgekehrt. Eine Gruppe B heiBit
zur Gruppe A homomorph, wenn sich jedem Element von A ein
bestimmtes Element aus B zuordnen 1l#dBt, so daB jedes Element
aug B mindestens einem Element aus A entspricht und dabei
das Produkt zweier Elemente aus A in das Produkt der zuge-
ordneten Elemente aus B iibergeht. In diesem Fall braucht die
Zuordnung nicht eineindeutig zu sein. Es ist leicht einzu-
sehen, daB in isomorphen und homomorphen Gruppen dem Ein-
heitselement aus A das Einheitselement aus B entspricht.
Ebenso entsprechen zueinander inversen Elementen aus A zu-
einander inverse Elemente aus B.
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Sind a und b beliebige Elemente einer Gruppe, so heiBt das
Element o = b & b~! zu a konjugiert (siehe d)). Umgekehrt

18t auch a zu ¢ konjuglert. Denn es ist @ = b~ 'b a b~ 'b =

S b"1o b. Die Menge aller zueinander konjugierten Elemente
einer Gruppe bilden, wie man sagt, eine Klasse (konjugier-
ter Elemente) der Gruppe.

Eine Klasse ist durch jedes ihrer Elemente eindeutig be-
stimmt. Ist z. B. a gegeben, so erhalten wir die ganze Klas=
se durch b a b"1, wenn b alle Elemente der Gruppe durch-
liduft. Die ganze Gruppe lHB%t sich also in Klassen einteilen.
Wegen b e b™' = e bildet das Einheitselement fir sich eine
Klasse. Hat das Element a die Ordnung m (siehe ¢), dann hat
auch jedes konjugierte Element die gleiche Ordnung, d. h.
alle Elemente derselben Klasse haben die gleiche Ordnung,
Bel Abelschen Gruppen ist jedes Element fiir sich eine Klasse.
Wegen a b = b a ist

bab ' =abp! = a. Jede Untergruppe ist daher
Normalteiler.

g) Symme Gruppen und alternierende Gruppen
Die aus allen Permutationen von n Elementen gebildete Grup~
pe bezeichnet man als symmetrische Gruppes Eine Permutation
heilt gerade, wenn sie aus einer geraden Anzahl von Vertau-
schungen zweler Elemente (Transpositionen) hervorgeht.

Bei der Definition einer Gruppe kann man von der konkreten
Bedeutung der Elemente und der als Multiplikation bezaiohne-
ten Verknilpfung absehen.

Wir sprechen denn von einer abstrakten Gruppe. Man kann sie
als eine Menge von Symbolen auffassen, fiir die eine Ver-
knlpfung erklirt ist, die die Forderungen an eine Gruppe er-
fUllt (siehe a)). Ein Produkt aus Elementen, etwa a b o ist
wieder eine Element der Gruppe. Das inverse Element erhilt
man durch (abe)™! = o~Tp=1a"1, ‘

Weitere Begriffe der Grupponthooriu werden nooh im Zusammen-
hang mit der KSrpertheorie erfolgen.

(W) Die Gruppe der geraden Permutationen heiBt die alternierends
‘Gruppe.
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II. Grundbegriffe der Kbrpertheorie

a) Definition des KUrpers
Bin K8rper ist eine Menge von Elementen mit folgenden Eigen-
schaften:
1. Die Elemente bilden beziliglich der Addition eine Abelsohe
Gruppe, das Einhgitaalemtnt wird mit O bezeichnet.

2. Die Elemente bilden mit Ausnahme von O eine multiplikati-
ve Gruppe. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet.
Wir werden uns hier meistens auf Abelsche multiplikative
Gruppen beschrinken. Ktrper mit nichtkommutativer Multi-
plikation heifien Schiefk¥rper.

3. Die beiden Gruppencperationen sind distributiv miteinan=-
der verkniipft. Fir 3 beliebige Elemente a, b, o gilt:
(a+b)o = ac + bo.

Besitzt die Menge nur endlioch viele Elemente, heiBt der Kir-

per ein eindlioher K¥rper oder ein Galoisfeld. Wegen a+0 = a

und (a+0)b = ab+Ob = ab folgt, daB Ob = O ist fir alle LEle~

mente.

Beispiele: Kbrper der rationalen Zahlen, der reellen Zahlen
oder der komplexen Zahlen.

b) oder U 8 rper

Wir betrachten als Beisplel eines Kirpers die Gesamtheit al=-
ler ganzen rationalen Punktionen der n Variablen Xq1Xgreee Xy
mit reationalen Koeffizienten. Wir nennen ihn K. Diejenigen
Funktionen, die bei allen Permutationen der n Variablen un=-
verindert bleiben, bilden auch einen Kirper, den wir als
Teilk¥rper oder Unterktrper von K bezeiochnen wollen. Wir
nennen ihn K1. Die Funktionen von K1 heifen symmetrische
Funktionen der n Variablen und kinnen als rationale Funktio=-
nen der n elementarsymmetrisochen Funktionen dargestellt wer=-
den. Fir nw3 heiflen die ilomnntaraymmetrisohon Funktionen:
Xy + Xy + Xy} XXy + XyXg + XpXg) XqXoXqe
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c)

d)

Automorphismen eines Korpers

Ein Automorphismus von einem Kérper K ist eine isomorphe Ab=-
bildung von K auf sich selbst, bei der Jjedem Element von K
ein Bildelement von K zugeordnet wird. Diese Abblldungen sol=
len folgende Eigenschaften haben:
Sind a,b,... Elemente von K und a',b',... ihre Bildelemente
(auch Elemente von K), so gelten folgende Bedingungen:
1. (a+4b)' = a' + b!

(ab)' = a'b' fiir alle Elemente von K
3. Fir a # 0 ist auch a' & 0.
Aus diesen Bedingungen 1#8% sich nachweisen, daB folgende.
weitere Beziehungen bestehen: Fiir a=0 ist a'=0

(=a)' = -a' und (a=b)' = a' = b' .
1' = 1 und daher auch (%)' = %;
Wemn a' = b', dann ist a=b (siehe Literatur 1).

Wir libertragen diese Abbildung auf Polynome. Es sei
f(x) = a +a1x+32x2+...+a x® in K, wobei die Koeffizienten
Elemente von K sind und a, # 0 ist. Als Bild definieren wir:
f'(x) = al + a1x + azxz ceet anxn. Man erkennt, daB8 die Glei-
chungen (f(x)+g(x))' = f'(x)+g'(x) und

(£(x)g(x))' = £'(x)g'(x) gelten.
Ein Polynom in K heiBit reduzibel in K, wenn es als Produkt
zweier Polynome positiven Grades geschrieben werden kann.
Nicht konstante Polynome, die in K nicht reduzibel sind,
heiBen irreduzibel in K.
Die Gruppe aller Automorphismen von K Spielt in der Galois-
schen Theorie eine Rolle, wenn wir unter K die Gesamtheit
der rationalen Funktionen der Wurzeln einer irreduziblen
Gleichung (im Korper der rationalen Zahlen) verstehen. Sie
wird als Galoissche Gruppe dieses KOrpers bezeichnet.

Kompositionsreihen

Ist N ein grofter Normalteiler einer Gruppe G, Nz grolter
Rbrmalteiler von N1, N3 grolter Normalteiler von N usw., S0
erhédlt man eine Reihe von Untergruppen, so daB jede in der
vorhergehenden enthalten ist und schlieBlich mit dem Ein-
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£)

a " ;
= e, Diese Reihe nennt

heitselement endet: G; N1,Né....,Nr

man eine Kompositionsreihe von G.

Begriff der Faktorgruppe

Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normalteiler N von G
und seine Nebengruppen gebildet werden, heiBt die Faktor—
gruppe des Normalteilers und wird mit G/N bezeichnet. Die
Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen einer Kom-
positionsreihe: G/N1, N1/N2, usw. sind lauter einfache Grup-
pen. Man nennt sie die Primfaktorgruppen der Kompositions-
reihe (oder ihre Primfaktoren). Eire Gruppe, deren Primfak-
toren s@imtlich zyklische Gruppen sind, heiBt eine aufldsbare
Gruppe. Es gilt der Satz: Jede Untergruppe einer sufl®sbaren
Gruppe ist aufldsbar. Ferner gilt: Die symmetrische Gruppe
S, ist filr n > 5 nicht auflSsbar (siehe Literatur 1).

Erweite;gggskﬁ;per

Ist E ein Kdrper und K eine Teilmenge von E, die selbst
einen Kdrper bildet, also die Bedingungen in a) erfiillt, K
also Unterkdrper von E ist, so heiBt E eine Erweiterung von
K, im Zeichen K CE. .

Wir werden uns bei der k?rzen Einfiihrung der Galoisschen

Theorie hauptsédchlich mit Gleichungen beschédftigen, deren

Koeffizienten rationalen Zahlen sind. Weiter setzen wir vor-

aus, dal wir jede ganze Funktion im Korper der rationalen

Zahlen in ihre irreduziblen Faktoren zerlegen kdnnen.

Dann gelten folgende Sitze:

1. Eine im Kdrper R der rationalen Zahlen irreduzible Funk-
tion besitzt keine mehrfachen Wurzeln. Als Beispiel
betrachten wir die Punktion f(x) = (x -2)(1 =3) =
x* 5x +6. Sie ist in R irreduzibel und hat nur einfa-
che irrationale Wurzeln. Ware f(x) z. B.

f(x) = (x =2)(x -3)(x+f2"). dann wére eine mehrfache
Wurzel vorhanden, aber die Funktion gehdrt nicht zum
KSrper.

2. Haben 2 Funktionen f£(x) und g(x) im Korper R eine Wurzel
gemeinsam und ist f(x) irreduzibel, so ist g(x) durch
f(x) teilbar (mit Hilfe des Euklidischen Al gorithmus
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g)

h)

zu beweisen).

Algebreische Flemente

Es sei KCE. a seli ein Element von E. a heifit dann algebra~-
isch tiber K, wenn es von Null verschiedene Polynome gibt,
die a zur Wurzel haben. Der mit einer algebraischen Zahl a
erweiterte Kurper K(a) wird algebreischer Zahlkirper ge-
nannt. Im Falle a = V2 bostaht er aus den Zahlen r,+r,¥2 ,
wenn K der Ktrper der rationalen Zahlen ist. ry u.nd r, 8ind
rationale Zahlen. Ale Grad von K(a) bezeichnet man den Grad
des Polynoms p(x), dessen Wurzel a ist.

ZerfillungekSrper

K, B und E seien drei Kbrper, fiir die KCBCE gilt. Isat ein
Polynom p(x) in K und 1#8+¢ es sioh im Erweiterungskbrper E
in lauter Linearfaktoren zerlegen, s¢ kann man schreiben:
p(x) = no(x-a.') (x-aa).-.(x-a,); a, ¢ 0,

Wir definieren: Der kleinste Zwischenkdrper, in dem diese
Zerlegung mglich ist, ist-der Kirper K(a,i85ies0,8,)e Die-
ser Kérper wird ZerfHEllungskdrper von p(x) ilber K genannt.
Er muB die Wurzeln a,,8,)44¢+8, enthalten.

Zum Zerfillungsktrper kann man in einer endlichen Kirper=
kette aufsteigen: K = E C-ETC Ey eee CE; = E, wobei

Ei - K(‘1"2'.0.'.1) - Ei-1 (‘i) ‘iltl

Der Grad des Zorﬂl:l.unglkgrporl wird mit (E/K) bezeichnet.
Weitere Begriffe und Uberlegungen werden in der Einfihrung
der Galoissohen Theorie noch notwendig sein.

Literatur: 1. Artin: Galoissohe Theorie = Teubner-Texte

2. Smirnow: Lehrgang der hBheren Mathematik, Bd. 3/1

3¢ Speiser: Theorie der Gruppen von endlicher Ord=
nung

Fortsetzung folgt Dr. B. Hanisch



11 —Eroisaufgaben
Preisaufgaben

R 1 Velche grdBte Fldche kann ein Dreieck haben,
1 dessen Seitenlingen folgenden Ungleichungen genilgen:
04a¢1€£bs2Lcs)

R 2 Gegeben sei ein Winkel vqh?19°. Teile diesen Winkel
1|l nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal in 19
gleiche Teils,

k

R 3 Lbse folgende Gleichung:

2]l log x + log_x + log +oeet lOg x = 5,5
I 10 o 2 7o '

b | "\I

R4 Es sind Zahlen x,y,z zu finden,fir die

2 gin x - 8in v - gin g
1 N3 2

X+vVv+ezaT und x,v,220 gilt,

- 5 g

In der Cleichung x° - 2x +'c = 0 bestimme man o,
1||wenn die L¥sungen der Gloichung Xq9Xy5 der Bedingung
Tx, =4x (=47 genligen,’ "

-
I

R 6 [lpn xaxoM sHaveHHNH q oynﬁa{ Ky0oBR kOpHOR ypABHOHER

2 x°= X= q!! 0

Oyzer pamHa IS7 :

EinsendeschiuB: 1. 4, 1985
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Stoff-Zeit-Plan der AG
Programmierung von BASIC auf dem HC"

Grundsédtzliche Bemerkungen

- Jeden Befehl am HC erlﬁuterﬁ - keine Papierarbeit!

1 ’
- Die den Schiilern bekannte Strategie zum Problemldsen weiter
ausbauen.

- Durch %eachickte Organisation der Rechnung soll der Aufwand
80 weit wie mdglich gesenkt werden. -

- ?rogramme'weitgehehd strukturieren! Von der 7. Doppelstunde
an Drill im strukturierten Programmieren.

- Keine explizite Behandlung von Fehlerm, sondern Fehleraus-
schrift provozieren ("Was passiert, wenn ...?"), Fehler kor-
rigieren und dann Regel aufsfellen.

- Jedes "Hacken™ bei Fehlerkorrekturen vermeiden!

- Altersgerechte Beispiele verwenden (z. B. keine Winkelfunk-
tionen%.

- Funktionen usw. dann einfiihren, wenn sie fiir die Anwendung
und fiir Beispiele bendtigt werden.

1/2. Doppelstunde 4 =l

Aufbau des HC

Edition von Programmen

Ablauf der Arbeit (1. Programm eingeben, 2. Start mit RUN,

3. Abarbeiten des Programms, 4. Stopp, READ- und DATA-Befehle

miissen {ibereinstimmen). e

Beispiele: Berechnungen (deb®i' muB der Einsatz des Computers
sinnvoll werden - groBe, lange Zahlen): Fléichenin-
halt von Quadrat, Dreieck, Kreis, Umfang dieser Fi=-
guren, physikalische Formeln, Minimum und Maximum
zweier Zahlen min(a,b)=(a + b - ABS(a = b))/2

max(a,b)=(a + b + ABS(a = b))/2

Schon in der ersten Doppelstunde ein laufendes Pro-
gramm! !

3. Doppelstunde

Variablenbegriff (Name-Wert-Paar)

Zahlen auf dem HC (Gleitkomma, Mantisse, Exponent,

diskreter, endlicher Bereich rationaler Zahlen)
Fehlerbetrachtungen wegen Rechnen mit Maschinenzahlen, Stellen-
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ausldschung

Beispiele: Vertauschen von x und ¥ (dynamische Betrachtung)
a) unter Verwendung einer Hilfsvariablen
b) durch Rechnung (x=x+y, y=X=y, X=X=Yy)
x=x+1 Bringt das immer eine Verdnderung?

4./5. Doppelstunde

Zyklen

rekursiver Aufbau der Rechnung, Ungetzen in dle iterative Form

Beispiele: Summe von n Zehlen (=1. Zahl + Summe von n-1 Zahlen)
Summe der Betréige von n Zahlen
Berechnen der Fakultét von n (=n x Fakultédt von n-1)
Berechnen von Quadratzahlen (n2 = (n--1)2 + 2n = 1)

6. Doppelstunde

Entscheidungen

Programmablaufplan, Struktogramm

Beispiel: Minimum und Maximum zweier Zahlen (durch Entschei-
dung) :

71-/8. Doppelstunde

Algorithmen _ '
Beispiele: Uberpriifen, ob a ein Teiler von b ist:

(an der oberen.Grenze_des Zahlbereiches kann der
Quotient fédlschlich ganzzahlig sein)
schrittweises Subtrahieren ist oft unmoglich (Zeit =
z. B. 1236548/7) ;
deshalb Anwenden des Sgtzes- Wenn b=INT(b/a)¥a,

. so gilt a/b.
"3A+1"-Algorithmus (vgl. Artikel von Prof. Kermer

alpha 6/81+1/82)
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9, Doppelstunde

Numerische BExperimente mit dem HC

Beispiele: Reohnungen mit Parametern, die sich gesetzméBig Hn-
dern (Flicheninhalt und Umfang von Quadrat und Kreis)
Was passiert, wenn ioh immer wieder rechne:

xux/2

xml/x

Xa=X

X=X3$X

x=5QR(x) B

xuSQR(1=x) " (Wert des Goldenen Schnittes)
xu=SQR (x

x=(a/x+x)/2 (Berechnung von Y& nach Newton)
xux+1/x £

xux/10+1

19,[]], Doppelstunde

indigierte Variablen

Speicherabbildungsfunktion : !

Beispiel: Pascalsches Dreieck (mit Arbeit an jeweils nur einer
Zeile) -
rechentechnische Aufbereitung in drei Schritten:
1. spaltenweises Schreiben
2. zeigen, daB die Berechnung "von vorn" falsch wird
3. in Nullen einbetten (Allgemeinheitscharakter)

PR RO R0 O

12. Doppelstunde

Sortieralgorithmen

Sortieren von n Zahlen durch dauerndes Anwenden der Formel aus
1./2. Doppelstunde

einfache gchnellere Sortieralgorithmen

13./14. Doppelstunde

Unterprogrammtechnik
Beispiel: Buklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT als
Unterprogramm

Anwenden beim Kiirzen von Brilchen (ohne Primfaktor-
zerlegung)
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10:/16. Doppelstunde
Graphik |
Beispiele: Zeichnen von Geraden, Polygonen, Kurven und gusame
nmengesetzten Figuren
Reflexion an der Bildschirmbegrenzung

]I,(]B. Doppelstunde

Zeiohenkettenarbeit
Beispiele: Linge feststellen, Gleichheitspriifung, Stroiohnngon.

Einfligungen
"Drei Chinesen mit dém KontrabaB" - alle Vokale
durch "i" ersetzen

19,/20. Do lstunde

Umrechnen von Dual= in Dezimalzahlen und umgekehrt
Berechnen der Gddelnummer (theoretigohe Informatik, Geheim=
schrift)
Beispiel: Q(ddelnummer von "der"

Alphabet k-26 424, ed5, ra18

4.26° + 5.261 + 18 =. gB52

sehr groBe Zahlen!

21./22. Do elstunde

Simulieren einer einfachen Turingmaschine (z. B, Addition von 8)
Beweis, daB filr ein gegebenes n nicht entscheidbar ist, ob es
Gddelnummer eines Algorithmus ist :(Versuch, ob Schiller dieser
Altersstufe das verstehen k¥nnen)

23. Doppelsgtunde

verallgemeinerungsfihige LSsung von linearen Gleichungssystemen
mit 2 Variablen/2 Gleichungen

24./25. Doppelstunde

Spiele mit dem HC

M. Fothe, |. Kerner
PH Dresden
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Der Stoff-Zeit-Plan der AG "Programmierung von BASIC auf
dem HC" bildet die Grundlage eines Kurses, der in diesem
Schuljahr am APW-Schiilerrechenzentrum in Dresden lauft.
Wir hoffen, daB auch andere Einrichtungen (eventuell “auch
erst in ndherer Zukunft) dieses Programm nutzen kdmnen.
Hinweise und Anfragen bitten wir an die Radaktion oder
direkt an Michael Fothe

- 7050 Leipzig

Torgauer Str. 32

zu richten.
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Unendliche Produkte

Im Lehrbuch der Klasse 11 wurde der Begriff der Zahlenfolge und
darauf aufbauend der Begriff "Unendliche Reihe" definiert.

Definitions: Ist (an) eine Zahlenfolge, so versteht
man unter der Reihe =1 8, = a1+az+a3+...+a +...

die Folge der Partialsummen (a ), wobei 8, =.z:' a -

Die Reihe heiBt konvergent dann und nur dann, wenn

die Folge (a ) konvergiert, d. h.‘QET a, = & genau

T=1
dann, wenn lim 8, = 8. Dabei heiBt a der Wert der
Reihe. e &

(a ist der Grenzwert der Folge der Partialsummen. )

Bemerkung: 2~ ist keineswegs ein Summenzeichen, sondern ledig-
lich ein Symbol fiir eine bestimmte Folge.
Analog dazu definiert man das Unendliche Produkt.

Definition: Iat'(an) eine Zahlenfolge, so versteht
man unter dem Unendlichen Produkt
@®
Tl a, = 8,°85°84°... die Folge der Partialprodukte
r=1
pn = 31'82'0-0'3-11.
Die Konvergenzuntersuchungen an den Unendlichen Produkten wer-
den groBtenteils auf der Grundlage der Konvergenz Unendlicher
Reihen gefiihrt. Deshalb einige grundlegende Sdtze liber die Kon-
vergenz von Reihen.
Satz A1= ,é?a mit positiven Gliedern ist genau dann

n=1
konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsumme be-

schrédankt ist.

- . _
Beispiel: Die geometrische Reihe Z x™ ist fiir x = 0 eine Reihe
mit positiven Gliedern. n=0

- Ist x @ 1, so ist offensichtlich 8, = n, d. h. aber, die Fol=

ge (a ) ist nicht beschrénkt, die Reihe divergiert.
n _xn+1

- Ist x<1, so gilt 8, = 1+X+teeetX = e < 11x ’ d. h.

(s ) ist beschriénkt, die Reihe konvergiert (gegen T_-)‘
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Satz A, (1. Vergleichskriterium) IstZ c, eine kon-

2
@
vergente Reihe mit positiven Gl:ledarn und ist 2= a,
n=1

eine Reihe mit positiven Gliedern derart, daB von

einer Stelle an a, £ ¢ gilt, so ist auch Z‘1an kon-
n=

vergent (analog divergent).

Satz A3: (2. Vergleichakriterium) Seien Z a, undZ e,
n=1 n=1
Reihen mit positiven Gliedern. Ist Z‘ c, konvergent

n=1
und gilt von einer Stelle an

c @®
:"'1 &= ’é“ , 80 ist auch 7 a, konvergent.
n n & n=1

Beispiel: Betrachten wir Z_'O m .
=
1

Hier giltﬂ =-1-1-2- ﬂ ﬂ+-..+m=

= (- D+ = Deerligh - 52 =

= 1= 1
n+2
‘Daraus folgt nach Satz A.l- Die Reihe konvergiert.
Andererseits ist Z' -(m —2——— . Vergleichen

n=0 n-O n-+3n+2

1
wir die Reihe mit Z so kénnen wir sagen, da "E > T_
et n! ’ ’ +3n+2

konvergiert die Reihe Z:‘ —2— nach Satz A
© n=1 n“+3n+2 2

Die Konvergenz von 2_ 12- kann man mit Satz A, nachweisen.
n=1n
1. De't i n i 4$41on: Das unendliche Produkt

'[1u = u -u2 Ug*Ugeeee (gelesen: Produkt n von 1 bis
n=1 -
® iber u ist gleich ...) ‘soll genau dann konvergent

heiflen, wenn

a) von einer Stelle ab (etwa fiir alle n>n°) kein Fak-
tor mehr verschwindet und

b) die hinter dieser Stelle beginnenden Produkte
n ™ W +1'uno+2""'un mit wachsendem n gegen einen
endlichen Von O verschiedenen Grenzwert streben.

Bezeichnet man diesen Grenzwert Um , 80 ist die Zahl

U = U, Uy .1..-uno-TJ110 der Wertl des Produktes.
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2. Erlduterungen zur Definition

- Hitte man definiert, das unendliche Produkt sei konvergent,
wenn die Folge der Partialprodukte konvergiert, so wire je-
des Produkt, in dem ein Faktor O bzw. jedes Produkt, im dem
von einer Stelle an {un}$17-=1 gilt, konvergent. Diese Fidlle
wurden mit obiger Definition ausgeschlossen.

- Aus der Definition ist ersichtlich, daB

- P41
lim p, =1lim p .4 =0, - Da p,q = Pp°Ungq, 18t up = Pn
N=> ® n=->® 1in p 5 g | n
n+ n
n~> @ o _

und lim Wiq = m——pn—' = v;' = 1 (falls diese Grenzwerte

n=y ® i g s
existieren).

D. h.: In einem konvergenten unendlichen Produkt strebt die
Folge der Faktoren gegen 1. Darum sevzen Wir w, = 1+an. wo—
bei die Zahlen a, alg Glieder des Produktes bezeichnet wer-
den, und wir schreiben fortan die Produkte in der Form

@D »
T (1+a_).
n=1 =

3. Konvergenzuntersuchungen an unendlichen Produkten '

Der in den folgenden Sétzen gezeigte Zusammenhang zwischen un=-
endlichen Produkten und unendlichen Reihen ermdglicht es uns,
Aussagen liber das Konvergenzverhalten von Produkten zu machen,
da wir in dieser Hinsicht die unendlichen Reihen vollstéindig
beherrschen.

3.1. Unendliche Produkte mit positiven Gliederm

Satz 1: £in Produkt /7 (1+a;) mit positiven Gliedern a,
ist dann und nur dann konvergent, wenn die
Reihe Z a, konvergiert.

Beweis: Zu zeigen ist: Die Folge der Teilprodukte konvergiert
dann und nur dann, wenﬁ die Teilsummen mit wachsendem n gegen
einen Grenzwert streben.

Nach dem 1. Hauptkriterium konvergiert eine Zahlenfolge, wenn
sie monoton wachsend und beschrénkt ist.

Fiir die Folge der Teilprodukte gilt:
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n = (1"'& ) (1+a )'.c. (1+a )
=(1+a ) (1+a2)'... (1+a )e (1+an+1)
Da nach Voraussetzung &, 20, ist p > O und a4 2 0, d. h. auf
(x¥bezogen p, 4 = p, fir alle n.
Plir die Folge der Partiaisummen (B')na y 8ilt:
B, = 84tec.ta) € 8 4 = Bqtesota a4 =8, + 8, 4.
Damit ist gezeigt, daB sowokl die Folge der Teilprodukte als
auch die Folge der Partialsummen monoton wéchst.

Pn4+1

Die Reihenentwicklung der e-Funktion liefert: a a
eX & 14+x (x»0), damit gilt Py = (;+a1)-...'(1+an) e 1.,,.0e Bz
=e O,
AuBerdem ist nach Ausmultiplizieren
Pp ™ 1+a1+32+...+a nt8q8otee 48" eee®8, > Spe
Diese letzten zweli Sachverhalte zeigten: Mlt 8, bleibt auch Pn
beschriénkt und umgekehrt.
wzbw.

3.2. Unendliche Produkte mit beliebigen GlI edern

Die absolute Konvergen7 definieren wir wie fclgt:

TT(1+an) heiBt absolut konvergent <= 77(1+la | ) ist konver-
df gent.

Zur Untersuchung von unendlichen Produkten ktnnen wir den fol=
genden Satz benutzen.

Satz 2: Das Produkt [7(1+a ) ist genau dann absolut kon-
vergent, wenn 5. a, absolut konvergiert.

Zur Er:l.n.m'-zz"un.g:"":an heiBt absolut konvergent ¢= ;. Z la,| kon-

_ vergiert.
Beweis zu Satz 2: Zu zeigen ist also || (1+ a ) ist konvergent
genau dann, wennWZ:\a | konvergiert. Es handelt gich hier um
unendliche Produkte bzw. Reihen mit positiven Gliedernm, wir kon-
nen also Satz 1 anwenden.

wzbw.

Nun noch ein weiterer Satz, mit dem wir die Konvergenzuntersu-
chung durchfiihren konnen:
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Satz 3: Das Produkt J7T ( 1+a ) ist genau dann konvergent,

wenn die hinter einem passenden Index m begonnene

Reihel’ £’ log(1+a,) konvergiert. (1) |
n=m+1
Das unendliche Produkt konvergiert absolut, wenn die
- genannte Reihe absolut konvergiert. (2)

Hat die Reihe den Wert 'Lm, so ist
@®
TT (14a) = (1+a1)-...'(_1+a.n_2-¢=.rI“u . (3)

n=1

1) Der Index m ist so zu wihlen, da A Ja /< 1.
n>m -
Beweis: Als erstea zeigen wir: Ist 1T(1+an) konvergent, so kon-

vergiert Z.— log(1+a ) fiir passendes m.
n=m+1
Aus der Voraussetzung in diesem Teilsatz folgt lim a, = 0,
p N= @
d. h. ab einer Stelle m gilt fiir alle n>m la ! < 1.

SEi 1im p = WObEi p = (1 )‘o-- (1+ﬂ )O
ns o B m’ n 41
Aufgrund der Stetigkeit der Logarithmusfunktion und da A Pn’ 0

gilt: lim log p, = log U =
n-»> @ :
Da aber log p, = l-og[(1+am+1)'...'(1+an2]
' 1og(1+e5n+1) +ooot log(1+an)
= 5n
Das heifit 1lim 1log Py = lim s, = log U « Der Grenzwert der
= 0O nN=>
Folge der Partialsummen existiert und hat den Wert log U n? da-
mit konvergiert die Reihe.
Als néichstes zeigen wir, daB auch die Umkehrung gilt.

Sei f 1og(1+a ) konvergent mit lim s_ = S
n=m+1 n-»o 2 n

g_ = 1og(1+a. 1)+‘...1-lc.1g(‘l-1-&t)
= 1og[(1+am+1) oo (1+a "))

= log p,-
log p 8
Dap, =e Distp =e "
lim 8 =S = lim log p
noo'? 0 n=» ® B

S

lim p, = lim e i T ®, Das heiBt, der Grenzwert der Folge
n-» @ n- @

S
der Partialprodukte existiert (und ist e m) und damit konver-
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giert TT (1+a ). i

Damit haben wir (1) gezeigt und auBerdem herausbekommen, daS
S_
m ] e L =
U, = e . Das heiBt ager ]T(T-t-an) = (1+a1) _— (1+am) Uy
= (1+a1)°...'(1+am)'e M womit auch (3) bewiesen wire.

Zum SchluB beweisen wir noc¢h (2). Hierzu milssen wir, da Satz 2
@®
gilt, lediglich zeigen, daB 2 a, und f log(1+a ) dasselbe

n=m+1- n=m+1
Konvergenzverhalten aufweisen.

Dies gelingt uns wie folgt: 1

8
Fiir (a_) mit 1im a_=0 gilt: 1im (1+a_) ° = e.

R'ne W neo 2 n=» ® a
Andereyseits ist a log(1+a_)

En log(1+an)a'ﬂ .——a-—n—_
(1+anJ = e = e 2 , das heiBt

log(1+an)
lim ———— = 1, E8 gilt also
n=» &n

'+ log(1

- €< ﬂn - 1¢e |+

1og(1+an)
1-& < s ¢ 1+& . Multiplizieren wir nun mit a,, erhal-

ten wir fiir a > 0: (1-&£ )a ¢ log(1+a,) ¢ (1+4)a

und fiir a, ¢0: (1+ ¢ )anclog(Hﬁn) e (1-£)an.

Damit ist nach dem 1. Vergleichskriterium gezeigt, daB beide
Reihen dasselbe Konvergenzverhalten aufweisen.

4. Anwendungsaufgaben

o .
a) 7T (1+ —5—). Dies ist eine Reihe mit positiven Gliedern.
n=1 +1

: ®
Wir wenden Satz 1 an, untersuchen also Z "EE_
_ n=1 n"+1

m+1 toce

a

n=1 n"+1
2 r=1.r
2 ) + 44 20 --z-—-z +oeoot ——5—2 2 Fooe
2 L2 2 r
2° +1 2- +1
altl 2T.oT
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b)

c)

d)

i%+-1-+...+-%-%—+...+%-%+... .

Das Cauchysche Konvergenzkriterium ist damit nicht erfiillt,
d. h. die Reihe ist divergent und damit auch das Produkt.

@ 2(n*
T (1+ sin"{ )) Auch hier handelt es such um eine Reihe
n=1 n
2

. ' = gin®(n
mit positiven Gliedern. Wir betrachten 2 , stel=-
len fest, daB wir —sﬂ L —5 abschéitzen kinnen, d. h. die
n n

Unendliche Summe ist nach dem 1. Vergleichskriterium konver-
gent und damit das Produkt.

a
T (1+(=1)"x") Hier sehen wir sofort, daB das Produkt fiir
n=1

|]x/ =1 divergiert (siehe Definition). In der Anmerkung gzur
Definition hatten wir festgestellt, dal die Faktoren eines
konvergierenden unendlichen Produktes gegen 1 streben milssen
(besser die Folge der Faktoren). Da aber die Folge
((-1)%") ¢ [y ebenso wie (1+(-1)nxn)n‘ g divergiert, diver-
giert auch das Produkt fiir [x/&1. PFiir Jx/ <1 konvergiert

(1)
5 (=1 )'ﬁn absolut wie auch das unendliche Produkt (siehe
Satz 2).

@ n+1
A (1+ _(-_11)1_xn ) Hier miissen wir wieder mehrere Fille
n=1

unterscheiden. Nach Satz 2 konvergiert das Produkt absolut,

n
wenn 2 %— konvergiert und dies ist der Fall fiir /x/ < 1

(Begrilndung: genannte Reihe ist eine Potenzreihe mit dem
1

Konvergenzradius r = T = 1). Das heiBt aber auch:
1lim -
n->c ' 2

Fir /x/ > 1 divergiert die Reihe und somit auch das Produkt.
Fir die Randprodukte werdaz_l wir den Wert berechnen.

a0 5
Tr;m(-nn*‘ b = - HU+ PO- P+ H- ..
n= 6

2.%.%.%.5..2..,_,

1
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F (rageny™? L—l ) = (1=101= H1- Ha- pa- Ha- H-...
- n=1 1

o .a-'("- E .
= 0 ™ % ° '5 . % ] é L g L '(T)
- O ®e (n-1) “oee

Pir x = -1 strebt die Folge der Teilprodukte, in denen kein
Faktor mehr O ist, gegen Unendlich, das Produkt divergiert.
Fir x = 1 konverglert das Produkt und hat den Wert 1.

Fir die Anwendungsbeispiele sind 2 SHize iiber unendliche Reihen
von Wichtigkeit, die ich hier noch nennen m¥chte:
Zu 4a: Konvergenzkriterium von Cauchy: .

Die Reihe £ a, ist genau dann konvergent, wenn

n=1 s
Fa v A /\ +eeo < &
£0 n,n>mn, /an'” Hn"'K{
Zu 4d: Unendliche Reihen der Fom f 8, x2 heiBen Potenzreihen.
Pir Potenzreihen gilt: =1

- Ist 1im n—#an = 0, s0 konvergiert die Reihe fiir alle x
- Ist lim -/ak = @, 80 konvergiert die Reihe fiir x#0
- Ist.0<lim W: ® , 80 konvergiert die Reihe fiir

X) ¢ —2

Iim Y&,

=

Jorg-Michael Wolf
Mathematik/Physik-Lehrerstudent
3. Studienjahr

FSU Jena
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Preisaufesaben ; -

Preisaufgaben |
R In einem Tetraeder sei die Summe der Lﬁﬂgen zweier ge=
1 geniiberliegender Kanten immer konstant. Man zeige, daB

dann die Eckpunkte des Tetraeders als Mittelpunkte sich
paarweise berilhrender Kugeln genommen werden konnen.

R 8 Durch den Punkt P, der auf einem gegeberen Kreis X
liegt, und durch den Punkt Q, der auf einer gegebenen
Gerade g liegt, werde ein beliebiger Kreis h konstru-
iert, der k auBer im Punkt P noch im t R und g
auBer im Punkt Q noch im Punkt S schneide.

Man zeige, daB bei allen mdglichen Konaéruktionen von h
der Schnittpunkt der Gerade durch R und |S mit dem Kreis
k immer ein und derselbe ist. {

R 9 1Man zeige, daB aus cot(e + f)=0 immer folgt:

E[. sin(ee 42 8) = sin x .

R 10 a,b,n seien natiirliche Zahlen, mit 1 € a<b £ n.

ieviel mbgliche Umordnungen der natiirlichen Zahlen von
1 bis n gibt es, wobei die Zahlen a und b nicht neben-
einander stehen dlirfen?

R 11 Man ltse das Gleichungssystem
1
1 1ogo’s(y-x) + 1ogz~§ = =2

x%+ y2 = 25

R 12  UYs nymkra A mo HampaBleHE® B B Bumesn memexoi.Yepes a 4

2 3 B HaBcTpeuy NemexoAy BHeXxal BeJIOCHIEAMCT,Yepes B U
nocljie CBOETO BHE37a OH BCTPETHN NemeXxoAa.CKONBEKO BpeMeHH
H8ZO BeJOCHNEeZMCTY H CKONBKO IemexoAy,YToOH NpO#TH Bech
OyTh MeXAy A ¥ B,ecim BeJOCHNEAHMCTY Ha 8TO TpedyeTcs Ha
C Y MeHue,YeM memexony?

EinsendeschluB 1. 5. 1985
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Einfiihrung in die Galoissche Theorie (1. Fortsetzung)

Die allgemeine Idee der Gruppe einer Gleichung hat erst
Evariste Galois erkannt. Bereits Niels Henrik Abel (1802 =
1829), Begriinder der allgebraischen Geometrie, hat mit Hilfe
der Gruppentheorie 1829 gezeigt, daB jede Gleichung mit Abel-
scher Gruppe durch Wurzeln ldsbar ist. Allerdings den Beweis,
daB eine Gleichung 5. Grades im allgemeinen nicht aufldsbar
ist, filhrte er ohne gruppentheoretische Betrachtungen. Mit der
Gleichungstheorie haben sich u. a. Lagrange, Abel und vor al-
lem GauB beschéftigt. Bedeutend bei der Weiterentwicklung der
Gruppentheorie ist sein beriihmtes Werk "Disquisitiones .
arithmeticae" (arithmetische Untersuchungen), 1801 erschienen.

Zur Einfilihrung der Galoisschen Theorie wollen wir uns hier auf
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten beschriinken. Die Er-
gebnisse lassen sich auch auf beliebige Grundkdrper libertra-
gen (siehe Literaturangaben).

Es sei also im Korper der rationalen Zahlen eine irreduzible
Funktion gegeben: f(t) = 0. Ihre Wurzeln bezeichnen wir mit
813855000,8 . Mit K bezeichnen wir den Erweiterungsktrper, der
alle rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen Zahlenko-
effizienten enthélt. Uber diesen Kdrper lassen sich mehrere Aus-
sagen beweisen. Die allgemeinen Beweise findet man in der ange-
gebenen Literatur. Wir wollen die einzelnen Sitze an einem Bei~
spiel erlé&utern und nachweisen.

1. Satz: kan kann stets n rationale Zahlen r1,ré....,rh 80 be-

stimmen, daB die n! Zahlen r1844To8 %0041, 8 , die
durch Permutation der Wurzeln 8y entstehen, unterein-

ander verschieden sind.

Wir wollen diesen Satz an einem speziellen Beispiel erl#éutern
und nachweisen.
Es sei f(t) = t4-5t2+6. Man erkennt leicns, daB ihre 4 Wurzeln

lauten: a1=1§] a,==12, a3={32 a,= -Y¥3. Es ergeben sich 24 Glei-
chungen:
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r1a1 + r232 + T
+

r1a1 + rzaz

ria, + T, 4 T8y 4 r4a1 = Zgy
Aus z,-2z, = (33-54)(r3-§4) * Q”folgt ry % ry.
Fiihrt man alle 23 Differenzen Z4=209 z1-z3 usw. aus, ergibt
sich, daB T4 E Toy Ty $ r3, ry ) r4, r, * r3. r, * r4, r3 $ r4
sein muB, wenn alle Zy verschieden sein sollen.
Als Beispiel widhlen wir: r1=2, r2=3, rsa'% und Ty= % .
Dann ergeben sich folgende 24 Zahlen z4 bis z,,:

zy = =V2 + %’E B13 =_;J.g‘€"' g"b_‘
2 = 2= 35 2g = 2+ 35
by W+ 3B b1y =~ 3E + 35
2y = ?f-’?’f %‘5 %16 < "%"E‘“ %F
25 = 312 - 35 w7 = -V
26 = ;WE' %'{3— Z48 = T ?1;{?" 3
ZT=-ZE Z19="Z15

2g = = 24 Zpp = =246

ag ™ < % Zpq == Zqy

£10™ = % . Zo2 = T 293

211= - 23 223 = = 218

Z92= T 24 fog == 24y

lian kann nun die Gleichung (t-z1)(t-z2)...(t-ze4) = 0 bilden
und erhtlt folgende Gleichung, wie der Leser nachpriifen kann:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(t —z1)(t -25) (% -23)(t2-zg)(t ;z4;(t ':6);t -3;3);t -215)
'(t _214)(1; -316)(1: -317)(t "218)' 5
Das Produkt der beiden ersten Faktoren = 4 %? t2+(%%) , hat
also die Form t4+at2+b, wobeil a und b rationrle Zahlen sind.
Man iiberzeugt sich leicht, daB die niéchsten beiden Faktoren

wieder ein Produkt der Form t4+at2+b haben, wobei a und b wie=-
der 2 rationale Zahlen sind, die néchsten beiden Faktoren wie-
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der ein Produkt gleicher Bauart besitzen usw. Es ergibt sich
fiir die Gleichung die Gestalt:
F1(t)-Fz(t)-Fj(t)~F4(t)°F5(t)'F6(t) = 0, wobei alle F; von der

Form t*+at%+b = 0 sind, & und b rationale Zahlen.

Z. B, ist P,(t) = t*- 22 24 (2 )%, Tuse Vurssls sind

b=y 4§58 +{5 5 t,m “t5i t=Y53 1§ e ~t3

Infolge des Bestehens der Gleichung F1(t1) = 0 148t sich jede
Zahl aus dem Korper K bereits als Funktion 4. Grades von t1 \
darstellen: a = x1+x2t1+x3t$+x4t$+x5t# i X; rationale Zahlen.
Ersetzen wir t1 durch t2, ergeben sich fir die Zahlen a aus K
eine bestimmte Permutation, die wir mit (t1,t2) bezeichnen.
Weitere Permutationen sind (t1,t3), (t1,t4).

Die Eigenschaften dieser Permutationen lassen sich durch folgen-
de S&atze charakterisieren:

2. Satz: Diejenigen Zahlen a aus K, die bé&i allen Permutatioﬁen
(t,,t;) ungetindert bleiben, bilden den Kérper R der
rationalen Zahlen.

Beweis: Ist a=x1+x2t1+x3t$+x4t?+x5t$ eine rationale Zahl, so
ist X, = Xy =X, = Xg = O und a = Xqe Die Permutationen haben
keinen Einflu8 auf die rationale Zahl a. Bleibt umgekehrt a
bei allen Permutationen ungeéindert, dann ergibt die Addition
aller Ausdriicke _
8 =X, + Xt + thE + x4ti + x5tg_ (1=1,2,3,4)
wieder eine rationale Zahl wegen '|:1+1;2+1:3+1:4 = 0,
2 2 2 2 2
t1 + t2 + tg + 1:g =
3 3
t1 + t2 + t3 + t4 =0 und
t? + tg + t; + tj = auch rational
4a = 4x1 + rationale Zahl, 4. h. a ist rational.
L 2 '
Es sei nun a= x1+x2t1+x3t1+x4t?+x5t$ eine beliebige Zahl aus K
; 2 3 4
und a's x1+12t2+13t2+x4t2+x5t2
4
¥

_ 2 3
a= x1+x2t3+x3t3+x4t3+x5
a't= x1+x2t4+x3t§+x4t2+x5tﬁ
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a', a", a'" heiBen die zu a konjugierten Zahlen.

Dann gilt folgender Satz:

3. Satz: Fir 2 beliebige Zahlen a und b aus K gilt stets:
(a+b)' = a'+b'; (a+b)™ = a"+b" und (a+b)'" = a'"+b'"
(ab)' = a'b'; (ab)" = a"" und (ab)'" = a'Mphte,

- s 3
Beweis: Wir setzen a = x1+x2t1+x3 1+x4t +x5 und

b = y1+y2t1+y3t3+y4t3

Durch Einsetzen in obige Gleichungen ergeben sich richtige Be-
ziehungen. Beli den Grundbegriffen der Kdrpertheorie haben wir
bereite den Begriff der Automorphismen eines Kdrpers definiert.
Wir sehen, daB die Permutationen (t1,ti) Automorphismen des
Korpers K bilden.

4. Satz: Die Permutationen (t1,t1), (t1,ti) (i=2,3,4) bilden
Automorphismen des Korpers K, d. h. jede rationale
Beziehung mit rationalen Koeffizienten, die zwischen
Zahlen von K besteht, geht durch die Permutationen in
richtige Beziehungen iiber.

+y5 1 S rational

Filhrt man 2 Automorphismen hintereinander aus, so ist das Er-
gebnis wieder ein Automorphismus. Die Permutationen bilden
eine Gruppe. Das Einheitselement ist (t,,t,). Es gilt der

5. Satz: Die Permutationen (ti,tk) bilden eine Gruppe, die soge-
nannte Galoissche Gruppe des Korpers K. Sie ist iden-
tisch mit der Gruppe aller Automorphismen des Kor-
pers K.

Flir unser spezielles Beispiel lassen sich die Sédtze alle nach-
weisen. Die allgemeinen Beweise findet man in der Fachlitera-
tur (siehe Literaturangaben).

Zu #hnlichen Ergebnissen kommen wir, wenn wir die Funktionen
Fi(t) untersuchen (i=2,3,4,5,6).

Nennen wir die Galoissche Gruppe G, so kOnnen wir noch folgen-
den Satz nachweisen:

6. Satz: Zu jeder Untergruppe der Galoisschen Gruppe G gehdrt

ein Unterkdrper, jeder Unterkdrper gehtrt zu einer Un~
tergruppe.
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In unserem Beispiel 148t sich leicht einsehen, da8 zu einer Un-
tergruppe der Galoisschen Gruppe stets ein Unterkdrper gehdrt.
Nehmen wir z. B. die Untergruppe H mit den Elementen (t o5 )
und (t1.t ) oder in der iiblichen Schrelbweise ( 2 3 4) und

(3 g ? i), wobei (t1, 3)(t1’.3) = (t1,t1) ist, so enthalt der

UnterkSrper die rationalen Zahlen und zu einer nichtrationa-
len Zahl a auch die Zahl a". Umgekehrt kann man einem Unter-
kGrper eine Untergruppe zuordnen. :

Man erkennt auch leicht, daB Korper, die durch konjugierte Zah-
len entstehen, sogenannte konjugierte Korper, zu konjugierten
Untergruppen gehdren. In unserem Beispiel ist der Korper K mit
seinem konjugierten Korper identisch. Solche K&rper nennt man
Galoissche Korper. Ferner ist die Galoissche Gruppe eine Abel=-
sche Gruppe. °

Fir Galoisache K&rper bzw. Unterkﬁrper besteht folgender Satz:

7. Satz: Damit ein Unterk®rper von K Galoissch ist, ist not-'
wendig und hinreichend, daB seine Gruppe ein Normal-
teiler von G ist.

Ist z. B. H die Untergruppe von G mit den Elementen h1=(t1,t1)
und h =(t1,t3), g1,g2,...,gi.... Elemente von G. Die Untergrup-
pe glhkgi = hkg 87" = hk ist identisch mit der Gruppe H, da
diese Beziehungen fhr beliebige g; und hk gelten. Also ist H
Normalteiler von G. Der zugehdrige Unterksrper K1, der alle
rationalen Zahlen und mit einer nicht rationalen Zahl a auch
a" enthédlt, ist mit dem.konjﬁgierten Unterkdrper identisch, da
dieser auch alle rationalen Zahlen und mit a" auch a enthélt.
Also ist der Unterkdrper ein Galoisscher Kdrper.

Wir haben mit Absicht eine irreduzible Gleichung vierten Grades
gewdhlt, da der Nachweis der bisherigen Jiitze fiir irreduzible
Gleichungen vom Grade a > 4 mit einem groBen Rechenaufwand ver=
bunden ist. 2. B. miiSten wir fiir n = 5 5! = 120 Gleichungen
aufstellen, um den 1. Satz zu beweisen.

Die bisherigen Ergebnisse kann man auf den Fall iibertragen, daB
R nicht nur der Kdrper dér rationalen Zahlen bedeutet, sonderm
ein beliebiger mit reellen bzw. komplexen Zahlen sein kann. Die
Galoissche Gruppe besteht dann aus allen Automorphismen von K,,
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bei denen die GriBen von R ungeéndert bleiben. Durch Bestimmung
aller Untergruppen der Galoisschen Gruppe erhélt man alle Kor-
per zwischen R und K. _

Wir wollen noch zwei wichtige Sétze anfiihren, die aus dem vor=-
hergehenden folgen.

8, Satz: Ist K, ein Galoisscher Unterkdrper, der zu dem Normal-
teiler N von G gehdrt (G = Galoissche Gruppe), so ist,
G/N seine Gruppe.
Ist N, der groBte Normalteiler, so ist G/N1 eine ein-
fache Gruppe, die keine eigentlichen Normalteiler be-
sitzt. Bedeutet N; den grioBten Normalteiler von N; _,
(i=2,3,¢¢e,r), 80 daB GyNysNypeeol, =€ eine Komposgi-
tionsreihe bildet, so sind die Faktorgruppen G/N1,
N1/H2 usw. lauter einfache Gruppen. G ist dann eine

aufltsbare Gruppe.
Es gilt dann der berilhmte Satz von Abel:

9, Satz: Eine Gleichung ist dann und nur dann durch Wurzelzei-
chen aufldsbar, wenn ihre Gruppe aufldsbar ist.

Fortsetzung folgt! " B. Hanisch, Halle
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