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Abstandsbegriffe = >

Abstandsbegriffe fiir rationale Zahlen

Zuerst einige Vereinbarungen:

Z Menge der ganzen Zsahlen
@ Menge der rationalen Zahlen
MR Menge der reellen Zahlen
1R* Menge der nichtnegativen Zahlen '

Der Artikel enthédlt einige Aufgaben, an denen Ihr Euch iiber-
priifen konnt. Die Aufgaben mit einer_° gind fiir das Versténd-
'nis nicht maBgeblich. IThr solltet aber zumindest die Aufgaben
ohne o_in Angriff nehmen.

1. Der absolute Betrag

Aus dem Mathematikunterricht der 7. Klasse ist Euch bekannt,
was unter dem absoluten Betrag einer rationalen Zahl a zu ver-
stehen ist:
a falls a 2 0 _
lal ={-a falls a € 0 : (1)
Ihr kennt auch folgende Eigenschaften:

(B1) Aus fal=0 folgt a=0 _
B2) la.b|l =lal.lb| fiir alle a,b ¢ @
(B3) la+b | € |a)+Ibl fir alle a,b & @

Die Eigenschaft (B3) wird auch “Dreiaoksungleichung" genannt
(warum?). Den absoluten Betrag kann man also als Funktion auf-
fassen: '

(BO) l1: @ — R, , die den
Eigenschaften (B1), (B2) und (B3) geniigt ((BO) bedeutet dabei:
@ ist Definitionsbereich von || und'lR_l_ ist Wertevorrat von

e _
Aus (B2) folgt sofort: |11l =1.. (2)

2. Der p=-adische Betrag

Nun kann man die Frage stellen, ob es weitere Funktionen (BO)
gibt, flir die die Eigenschaften (B1), (B2) und (B3) zutreffen.
Diese Frage wurde erstmals von dem deutschen Mathematiker Kurt
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HENSEL (1861 = 1941) gestellt. Sie kann tatséchlich positiv be-
antwortet werden. Im folgenden werden wir uns mit allen derar-
tigen Funktionen bekanntmachen. Fortan bezeichnen wir den uns
schon bekannten absoluten Betrag statt mit | | nun mit V1

Bezeichne mit p eine beliebige Primzahl. Jede rationale Zahl a
1d43% sich bekanntlich in der Form

. £ m
(3) | a=p °=

darstellen, wobei n eine von O verschiedene mnatiirliche Zahl und
m und r ganze Zahlen sind; dabei teile p weder m noch n. Fiir

a $# 0 ist r eindeutig bestimmt und heift die Ordnung von a be=-
zugllch p: r = ord_ a.

Falls a = 0 ist, setze symbolisch drdp 0=wm.

Beigpiele: ordB(-18) = 2, ordg T =0, ord, gy = -4.

Aufgabe 1 Bestimme ofd7(- %gg)
ord2(128)

9
ord3(10 )

Aufgabe 2 Zeige, daB fiir alle a,b € R gilt:
™ = . . b
ordp(a b) ordp(a).+ ordp( )

Aufgabe 3 Uberlege, warum die Aussage von Aufgébe 2 nicht gilt,
falls p eine zusammengesetzte natlirliche Zahl ist!

=

Aufgabe 4? Zeige: ordp((bn)!)'= 1+p+p2+...+pn

Aufgabe 5° Sei n = a +a1p+azp2+...+aap mit

0% a, &p-1. = Za . Zeige:
n=3
d. ! = 2 .
or p(n ) 5=1

Mit Hilfe dieser Funktionen ordp (fiir jede Primzahl p hat man
ja eine, deshalb der Plural) definiert man folgende Abbildun-
gen:



Abstands begriffe _ 4 -

lp: & —> R, , wobei
la)_ = {P-ord’P a . falls a # O
P Lo falls a = O
Die Abbildungen | Ip erfiillen (B1).

Aufgabe 6 PFiir alle a,b € & gilt: Ia.'blp = lalp'lblp 5

Damit ist also auch Eigenschaft (B2) erfiillt. Auch (B3) gilt:
In den Féllen a = O oder b = O oder a+b = O ist das offensicht=-
lich. Sei jetzt also a # O, b % O, a+b % O. Dann ist

a = pr- % und b = ps- -‘-:--mit den schon genannten Bedingungen

fir r,m,n, desgl. fir s,u,v. Bezeichne t = min ir,a} s Tolglich
r-t ® 0, s-t 0, a+b = p'o E_MLD_un _ b,

Der Nenner von ¢ ist nicht durch p teilbar (der Zdhler aller-
dings kann im Falle r = 8 = t durchaus durch p teilbar sein).
Somit

ord (a+b) @ t = min ford e, ord b}, also

lasol = proTdp(ath) ¢ =t _ p-mfn{ordpa.ordpb} . aiee

(B4) |a+b|p - maxilalp.iblp}
(Beachte: die Punktion @ (x) = p - ist monoton fallend).

Weiter: max{lal ,lblp} < Ialp + lblp o Damit ist (B3) gezeigt.
In Wirklichkeit gaben wir mit (B4) sogar eine schiérfere Unglei-
chung als (B3) nachgewiesen. Das wird noch von Bedeutung sein.
Wir erhielten folgenden

Satz 1: Die Abbildungen [ |_ erfiillen die Bedingungen
- (B1), (B2), (B3) und (B4).

Eine Definition: Jede Abbildung || : @ —>TR, mit den
' Eigenschaften (B1), (B2) und (B3) heiBt Bewertung
(oder Betrag) von ® .

Die | lp werden als die p-adischen Bewertungen bezeichnet.



5 Abstandsbegriffe

3. Einige interessante Eigenschaften der p-adischen Bewertungen
3+1. Der p-adische Abstand

So wie die Bewertung | | von R uns einen Abstand

d (a,b) = |a-bl auf der rationalen Za.hiengera.den liefert,
m auch die p-adischen Bewertungen diese Mogliochkeit:
Seien a,b € @ , dann definiere durch d_(a,b) = la-—bl den so-
genannten p-adischen Abstand von a nac

Aufgabe 7 . Zeige, daB fiir d = und d = d_. und fiir alle

a,b,c € ® folgende Eigenschar‘be:) gelten:
(M1) d(a,b) =0 & a =b

(M2) d(avb) = d(b,&)

(M3) d(a,b) <« d(a,c) + d(e,b)

(Man sagt, das Paar (R ,d) erfilllt die Axiome
(M1), (M2), (M3) eines metrischen Raumes)

Alle denkbaren "verniinftigen" Anforderungen an einen Abstands-
begriff sind also erfilllt: a und b haben den Abstand O genau
dann, wenn a = b ist; der Abstand von a zu b ist gleich dem
Abstand von b zu & und es gilt die Dreiecksungleichung. Nichtas-
destotrotz weicht der Abstandsbegriff dp natirlich von dem ge-~
wohnten, d. h. von da:’ ab. Zwel rationale Zahlen a und b lie-
gen (im p~adischen Sinne) um so dichter beieinander, je gréBer
der Exponent ist, mit dem p in die Differenz a—h eingeht. Zum
Beiapiel 18t der 2-adische Abstand von 1 und 3% recht groB:

) =|-51|2 = |2'6| = 64.’ wéhrend der 2-a.diaohe Ab=
1010 '
stand von 10 .und 1 ziemlich klein ist:
1010 101 o
d,(10 ,1) =110 -1], = 2° = 1. Daran gilt es sich zu ge-
wohnen. '

Aufgabe. 8 Berechne den p-adischen Abstand von & und b:

(1) a=1  b=26  p=5
(ii) a=1 b=26  p=3
(141) . a=1 b=244 p=3
(iv) a=1 bﬁ pP=3

2
(V) ' E%L b=0 P =r3
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d. h. fiir alle m €N gelte: Iml€ 1. Wir wollen jetzt beweisen,
daB (B4) erfiillt ist. Dazu nehme zuerst ein a € R mit lal £ 1.
Dann gilt

n n ‘ n ;
Tsal® = | ()| = Z el € 3 (Dall = 2 (. lal]
j=0 J=0 j=0
lal €1 Jald € 1. _
Da die Binomialkoeffizienten natiirlich sind, gilt :

,(31)’4 1, somit [1+al® € 1+1+...+1 = n+1  sgowie

l1+al € B/n+1.
Letzteres gilt fiir alle n€N! Nach Grenziibergang lim erh#lt
man: n»o

[1+a | = 1im |1+a] € 1im J/ne?' = 1.
.N=» @ n-»

Wir haben also gezeigt: aus lal € 1 folgt |1+a| €1, (4)
falls ) | das Axiom (7A) erfiillt. Der Rest ist jetzt einfach.
Wir haben zu zeigen unter der Voraussetzung (74):
la+b| € max §lal,Ibl} fiir alle a,be® .
Flir a = 0 oder b = 0 ist alles klar, also sei jetzt ab #% O.
0.B.d.A. ~ lal 2 Ibl, d. h. |2|€1 nach (B2).

& |a+b| = lal [1+ -l € |al.1 nach (4), also (B4) ist ertillt.
Wir haben also den

Satz 23: Pir eine Béwertung der rationalen Zahlen sind [l
die Axiome (B4) und ("A) gleichwertig.

3.3. Intervallmittelpunkte

Jetzt folgt die wohl exotischste Eigenschaft der p-adischen Be-
wertung auf ® . Betrachte filr a€ @ , r € Ry die Menge

D,(a,r) := {xe& Ix-a] < r}, also die Menge aller Punkte
dar rationalen Zshlengeraden, die von a einen p-adischen Ab-
stand haben, der kleiner sals r ist, d. h. wir betraohten S0zu=-
sagen das offene p-adische Intervall mit a als Mittelpunkt und
r als Radius. '

Sei nun bE I)P(a r) ein beliebiger Punkt dieses Intervalls. Ich
(5) - behaupte. D (a,r) = D (b,r).

Das ist eine l[engengleichhelt, wir haben also zwei Enthalten-
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Aufgabe 9 Driicke mit Worten aus, worin der Sinn der Unglei=-
chung |B.|p € 1 fiir a € R besteht!

Aufgabe 10° Sei a € R . Dann gilt filr nur endlich viele Prime
zahlen p: lalp % 1. Damit hat das Produkt

T lal. also nur endlich viele Faktoren.
p-Primzahl P
Zeige: Iala). i) lal = 1.
p=Primzahl ‘s

3.2. Das archimedische Axiom

Aus dem Unterricht wiBt Ihr, daB die rationalen Zahlen beziig-
lich des absoluten Betrages das archimedische Axiom erfiillen:

(A') Fur beliebige rationale Zahlen & und b mit a ¢ O gilt:
- es existiert ein natiirliches Vielfaches na von a, das b
betragsmilig libertrifft, d. h. lnalm)lblm.

Das kann man auch so ausdriicken:
(A)  Es existiert eine natiirliche Zahl m mit kml>1.

Aufgabe 11 Zeige die KQuivalenz der Aussagen (A') und (A)

fiir ,l=|' @ "*

Betrachte noch zusétzlich die Negation der Aussage (A):
("A)  Fir alle natiirlichen Zahlen m gilt: | m| € 1.

Wenden wir uns in diesem Zusammenhang wieder den p-adischen Be-
wertungen zu., Sei m = pr.q die Zerlegung (3) fiir m, bei der
jetzt wegen m ganz r 2 O ist. Folglich Imlp =p ' & 1. Das gilt
fiir alle Primzahlen p! Fiir alle p ist also (VA) erfiillt.

' Aus diesen Griinden heiSt || auch die archimedische Bewertung
von ® , wiéhrend alle | Ip als nichtarchimedisch bezeichnet
werden.

Ubrigens folgt aus (B4) auch ganz éllgemein (74A):
Iml = | 1414...+1) € ma.x[lm-ﬂ,l‘ll] & ...

émax.i'1',0--,'1l}= 1' Vgl. (2).
Andershérum: Sei nun (7A) fiir eine Bewertung von Q erfiillt,
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seinsrelationen zu zeigen:
Beweis der Inklusion € :

= < - = - =

| x alp rPix blp | (x~a) + (a b)lp
€ max i lx-alp. Ia-blp] nach (B4)
< r, da Ix—alpt-r und

Ia—blp = lb-alp£r.
Beweis der Inklusion 2 : ,
lx-bl  <r $lIx-a, = | (x=b) + (b-‘-a)lp |

£ max {lx—blp. Ia-blp] nach (B4)
<r (wie oben)

Die Gleichung (4) bedeutet: Jeder Punkt des Intervalls ist
gleichzeitig sein Mittelpunkt! Firwahr eine eigenartige Situa- -
tion, die es angebracht sein 1l#Bt, bei der Arbeit mit p-adi-
schen Abatdnden #uBerste Vorsicht und auf keinen Fall Erfahrun-
gen aus dem Umgang mit dem archimedischen Abstand | | - walten
zu lassen!

Rainer Zerch, FSU
Fortsetzung folgt Bereich Theoretische Mathematik

Lésungen IMO-Aufgaben
1. _Aufgabe

Bezeichnung:

MD = MC = r

AM = x

BM = y

S MDS = f,4MCS =« _

SAMR = p = 2e =90° A M B
(da & MAR = 180°=2 o= (Sehnenviereck))

4 BMT =y = 2p=90° |

(da 4 MBT = 180°-2 » (Sehnenviereck))

" Dann gilt: sin(@ + y) = sin(2« +2p3-180°) = =sin(2x #2p) (1)
cosy =cos(2u« =90°)=c08(90%°=2u )a R
(2)

=8in2« =29in « €08 &
cosy =8in2 A =28inp cos 3
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DR = r.cotp, CT = r.cot «

AR = r-tany, BT = r.tanvy (3)
i B _

x =

cosy ' Y “Gosy
Damit gilt nun

(AD+BC). S08£-C08 Y. (DR+AR+GT+BT) gosdoosy
(3)

= (cotp +tanq +cot « +tan y)cosy-cos y

cos cos &
= sTnp cosy- .cos y +8ing-cos y + mﬁk cos ¢-c08 y +8in y-cos ¢

= ﬂn(qﬁ +y)+ g—;’_&%—»sin(ac +P)
(1)

= =gin(2a +2 p )+4cos¢-cos{b .sin(ec + A)

=2gin(ec +p )cos(o + p )+4cose: .cosfd . sin(ar. +0)

2sin(o +f> )- [Eoosu .cosd ~cosx:cosf +sin«-sinp ]

2sin(« + A )cos(oLt =) [da sin(x+y)+sin(x~y)=2sinx- cosy ]

= 8in2« +sin2(b
(2)

= COS@+COo8 Y

AT = Ir : r AT
#_AD"'Bc:cosq?*'oosw =I+y.=AB a

2. Aufgabe

A(n,k) sei folgende Aussage

M = {1.....:1—1} ist mit zwei Farben"bewert_et, so daB
(a) PFiir alle ieM gilt: i und n-i haben dieselbe Farbe, und
(b) Fiir alle ieM\{k} gilt: i und Ik=i| haben dieselbe Farbe.

Es ist zu zeigen:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n,k mit ggT (n,k)=1 und k<n
(%){ gilt: A(n,k) —= Alle Elemente von M sind mit eip und
derselben Farbe bewertet.

Wir beweisen mittels vollsténdiger Induktion.
Auf n und k kan.n man den Euklidschen Algorithmus zur Bestimmung
des groBSten gemeinsamen Teilers anwenden.
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n=q°-k + T, O<ro<k
k = qer, + T, O¢ry<r

I‘o-—. qz-I‘.] + I'2

(% %) ©
rt-2=qt;rt-1+rt ry=1 laut Voraussetzung.
Induktionsanfang: t=1, d. h. n=q-k+1

Wegen (b) hat k-1 dieselbe Farbe wie 1, ebenso 2k-1, 3k-1,...
qk=1, wegen (a) dann auch n=(gk=1)=2, wegen (b) k=2, 2k=2,...
qgk=2,3,k=3,.0., d. h. alle Elemente von M haben dieselbe Farbe.

Wir nehmen nun an, daB obige Behauptung (%) fiir alle Paare
(n',k") gilt, fir die der Euklidsche Algorithmus weniger als
t Schritte benttigt.

Fliir das Paar (n,k) bestehe der Euklidsche Algorithmus (%%) aus
t Schritten.
1. Es gilt: A(n,k) — A(k,r ).

Beweis: Sei i€ {1,2,...,k=1}\{r_ } und A(n,k) erfiillt.
Dann haben i,k+i,2k+i,...,q°k+i die gleiche Farbe, falls
1<r,, mithin auch |q6k+i - g k+r | =li-r|.

Analoges gilt fiir i > r,o Die gleiche Farbe wie i hat auch
k-i .

2. Laut Induktionsvorausaetzung folgt aus A(k,r ), da der
Euklidsche Algorithmus fir (k,r ) einen Sohritt weniger als
der fiir (n,k) braucht, da8 alle Za.hlen aus {1,c00,k=1} die-
selbe Farbe haben. :
Mit Teilaussage (b) von A(n,k) folgt, daB dann auch die Ele-
mente von { k+1,k+2,...,2k=1, 2k+1y000} dieselbe Farbe haben.

_ Mit (b) folgt, daB k, 2k.....q k dieselbe Farba wie r haben.
damit ist M einfarbig.

3. Aufgabe
Hilfssaetz 1: PFlir alle k

w

k k
2 - § 1 2) m=0, 2
0 ails | m 1% {0 52) sonst.

1(2)

k kk X
Sei jetzt m » 0,25, (2) - 2(2 1 2ee[2=(m-1))

Mit eipz(n) =3¢ Exponent von 2 in Primfaktorzerlégung

ok ok
Beweis: ( O) = (Ek) = 1
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von n ergibt sich: exp,(i) <k fiir alle 1 €1 € m
. (da m < 2k)
= exp,(i) = exp2(2k-i) flir alle 1 ¢ i €m

> exp, (25(25=1)+ ... [ 25-(m-1)] = exp, (2% 1:2. ...« (m=1))
= k-_expz(‘lf cees(m=1))
> expz(m)e exp2(1- cess(m=1 ))=exp2(m! )

(2521): o [P )] > @)=0 (2.

i 2' 2 2--..-111

Hilfssatz 2: Fir alle k = 1 und alle 31....,31 mit

oK « 39 dp< cea e 3y ¢ 2 giags
Fall ; jl jl+1
alls Qj1+...+le-ao+a1x+...+ajlx +ajl+1x +
k+1
' 2 -1
+..O+B x
- 2k+1_1 ’
so ist fir alle m mit O £ m< 2%
a =g (2) und
n m'+2k
W(Q -+-.0+Q- ) = 2W(Q +IOJ+Q ).
J1 Jy 31-21‘ 312"
Beweis: Sei () =3¢ 0 fiir b>a = a, = qZ:'I(rf) und fiir
= k
2 =1
Q +ooe+Q = D 4D, X+eee+b x ebenso
31_21: _J.l_zk o 1 21:_1 :
N Sy
by = Sal3"2 ),
q=1 m
Damit reicht es zu zeigen, daB fiir alle ;j mit
ok ¢ 342"“ und fiir alle m mit O & m< 2 gilt
G)ys(9) (2) und (3) = (3‘2 ') (2)e Dazu voll-
m m+2k :

sténdige Induktion:

Tyl -j_zk. Dann ist wegen Hilfssatz 1
X Sk
(2 ) = 2k) und (2 ) = (m+2k) (2) (wegen Defini-

tion) und (m) = ( ) (2).

I. Schritt: (3;;’)=<- I+ 1+2k)+(m+2k>=cg+2k) und
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' K ok
(32123 4 ()ad=2") (325 (341-2F)

Zum Beweis der Aufgabe:

I.A. in‘(.2=

k
0 = ‘i1<12¢ ...411«-’-2 < il+1‘ il

_1 « Fall:

. w(qi1+ot-+qik) = 2'W(Q

2. Fall:

Sei jetzt:

X1
Q +o-.+Q = b 'Fb X+teooeoth X
1i°- i 1 k
-1 1 2 =1 2k A
Q_ +co-+Q =28 +a8. . X+ee+8 X - +eoet
L1y 7T iy o "ok
k+1
2 -1
+8 x
Sk+1_,
.Q teoetQ: .= C_+0.X+...4C xzk'1+
11 eoe - o 1 eee 2k_1 e ot
' ' k+1
g=¥l.g
+C. x
21v:+1__,1
k
= oy = ag+b, (2) filr 0 £ i<2
und o = & (2) fur 2% ¢ i< ok
¢, = a (2) nach HS 2 bzw. ¢ = a
1 740k - 142 1
= Falls bi 81 (2). so ist o; & 1 (2) oder ¢ x =

(Induktion iiber die: "GroBe"™ von 1n)

Dann mu8 n=2, i{EO 12=1 sein und es ist
w(Q ot ) =1 =w(Q,).

I.V, Die Aussage gilt fiir alle Folgen 0 % 114.124....4 i
mit 1 < 2%,

I, Schritt: Sei 2% & i_ «<2k+1 und 1 so, daB

1=0
Dann gilt nach HS 2:

d.

1>0
Nach I.V. ist dann w(Qi +...+Qi ) = w(Qi )e
1 1 1

h. 2K < £,

2 2w@ )

11-2

=Wy )

k+1
F P - 1n<h2

+eoe+Q )
k o ok

po 2. (9
+2 £ oo lnl( 2

(nach I.V.)

k+

1
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<kz {i 1 ¢;=1(D}2kz {1 :b; =1 ()

"Wl(Qi,l teeot Qg )=~"-w('.'?.,‘,j_,l tesot Qil)’ W(Qiq) o
n . .

5. Aufgabe
Sei 0.Bed.A. y<o¢ (= & ACB, x = 40.4.’_]?) (fiir .,cn_ﬁ ist B=M)
2> Y« 90° und M liegt auf dem Bogen AB des Umkreises von

A ABC, auf dem C nicht liegt.
Bemerkung:

Fir y>o wird A und C und

K und N vertauscht und der
Beweis &ndert sich nicht.

Es gilt nuns:

X AON = 2 ¢ | (Zentri-Peripheriewinkelsatz) (1)

(1) _ .
> L OAN = ¥ ANO = 90°- y (Winkelsumme im gleich- (2)
_ schenkligen A OAN) :

. _ (> O wegen ¢<90%)
3 ANK = 4 ACK  (Peripheriewinkel) . (3)

4 KNM = 4 KBM = 3 ABM = 34 ACM (Peripheriewinkel) (4)
4 NAK = 4 NCK  (Peripheriewinkel) (5)
4 BAM = 4 BCM = 4 KAM (Peripheriewinkel) (6)
X AKN = 180°% (Se}_lnenviei'eck) (7)

(7)
2> 4 NMB = 4 NKB = % (Pt?ripheriewinkel, Nebenw. ) (8)

Damit folgt: X ONM+3 OAM =(#ONA+ 4 ANK+ 3 KNM)+ (3 OAN+{NAK-+XKAN)

(6)(5)(2)(3)(4) _ o i,
= 90°- ¥ +JACK+¥ACM+90 " = Y+4NCK+4{BCM

= 180°~2 ¢ +(£ACK+3KCN) +(4 ACM+4BCM)
Y
¥ M

2 O AMNO ist Sehnenviereck 3 4 NMO= % OAN= (Peripheriew.) (9) '

= 180°
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)
= 4 OMB = < BUN + W0 > 4 <m0 7evoan Y

_ #+ 90°- 2= 90"
= <0MB= 90° .,

cr
- Preisaufgaben
S TMan 1l6se das Glelichungssystem
T - AN ~ QR I
o xy T X4y a " b B
XY . XY . L
T + Iy b + "

in reellen Unbekannten x,y.

S 2120 gleiche Kugeln werden zu einer dreiseitigen Pyramide
4 gFaufgeschichtet.

us wieviel Kugeln besteht die Grundfliche?

S 3In eine Kiste wurden K Kisten gelegt. In jede von diesen

i Kisten wurden entweder wieder K Kisten gelegt oder {ber-
upt keine. Man finde die Anzahl der leeren Kisten, wenn

die Anzahl der gefiillten gleich m ist.

S 4Durch einen derPunkte des Bogens AB eines Kreises werden
zwei beliebige Geraden so gelegt, daB sie die Sehne in den
Punkten D,F und den Kreis in den Punkten P und G schneiden.

Bei welcher Lage des Punktes C besitzt das Viereck DEGF
einen Umkreis?

S 5Ea sei x4y+z = ’2"- k. Fir welche ganze Zahl k hingt die Summe
4 tan y tan .z + tan z tan x + tan x tan y
nicht von x,y und z 8b (x,y,zeR).

S 6 .
z Haftr TpeTBD CTOPOHY TPEYIONBHEKA,SCTH ZA&HH ZB8 CTOPO-

HH er0 & M B M H3BECTHO,UYTO MeZJEaHH, COOTBETCTBYNIHE DTHM
CTOPOHEM,IPECOKanTCA NOJ NPAMHM yrJoM,.lpr xamwx ycao-
(

BUAX Taxo#t TpeyTroJbHUK cyuecTByeT?

EinsendeschluB 10. 4. 86
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Berechnung mit beliebiger Genauigkeit

In vielfiltigen Zusammenhiingen ist es erforderlich, den Wert
einer irrationalen Zahl, wie zum Beispiel V2, e oder auch 7,
mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen.

Dies ist theoretisch prinzipiell mdglich, wenn eine
Hﬁhéiungsrormel oder ein Algorithmus zur sukzessiven Appro-
ximation dieser GréBe vorliegen. lidtunter gibt es sogar For-
meln, die den gesuchten Wert exakt beschreibemn - jedoch selbat'.
auf unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche zuriickgehen, wie
zum Beispiel

f = 16 arc tan (-15) - 4 arc tan (-2%9-)

von J, Hachin (1706). Polglich muB man auch in diesem Falle auf
eine Reihenentwicklung, wie etwa

3 2 7 2n+1
arc ten x = x - %— + %— - %— = eee +(=-1)0 %E:T—,

zuriickgreifen, wobei diese Summe zwar mit beliebiger - aber
doch endlicher - Genauigkeit berechnet werden kann, Und man
kenn abschidtzen, welcher Fehler bei der n-ten Naherung

n
2i-1
: i-1 x . 1 1
arc tan xvz (=1)" 2 fiir x, = Xy = 27y
i=1 ¥ 1 .5' 2

entsteht. Plir den Fehler !n einer aslternierenden Reihe giif
bekanntlich

2n+1

. X
€ lenql » debe £,< Fp
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Un nun ¥ auf k Dezimelen zenau zu berechnen, wihle man
z=k+ 8 (s ... Schutzstellen wegen zusiitzlichem Rundungs-
fehler), und nsch einer kurzen Rechnung entsteht eine For-

derung an n, die die gewiinschte Genauigkeit garantiert;
2n+1

’E‘m-ﬁw

n > ~% . (ig; + lﬁéggillf, 1)fﬂ-n > §-( - 1)

Betrag sehr klein;
negativ

“2, mit 0<'x < 1, ne N,

Pells nun z = 24 ( T auf mindestens 20 Dezimalen genau), folgt

17 fir arc tan (%)‘ und

=
il

s
1]

5 fiir arc tan (é%g).

Der Computer liefert folgendes Ergebnis:

17 L & 2i-1
: 2i-1 1
T w16 . E (1)t~ SHe— 4 4 . E (-1)1-1 (%3)
i=1 _ i=4q _

W’V3c17507’
ein Wert fir 7, der schon in der 2, Dezimsle abweicht - also
unbraudbar ist. Ubrigens sind die hier einflieBenden MNii-

herungen

" arc tan (,}) 2 0.197396 was auf

3 ) 4
arc tan@)uo,z - 952— + %2— - 2’2— bzw. bei

arc tan (-2-}9) & 4,18408 » 10>  auf
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arc'mNﬁé}zég - ;T%;;j

hinauslguftt,

Eine Vergrtferung von n bleibt ohne Einfluf auf das Ergebnis,
denn die o.g. Ndherungen sind in allen 6 giiltigen Ziffern
korrekt, wobei die letzte gerundet ist. Bei 8-stelliger Rech-
nung erhdlt man mit % < 3.14159266 einen weit besseren Wert.
Dennoch scheint eine solche Berechnung mit beiiebiger Genauig-
keit nur theoretisch mdglich zu sein!? - Nein!

Da aber bei jedem Computer die Anzahl der verarbeitberen Stel-
len infolge der internen Zahlendarstellung als Wort mit be-
grenzter Liénge endlich ist, muB ein "portionsweises™ Verar-
beiten von Zifferngruppen simuliert werden., Natiirlich ist dies
bei' Verwendung eines einfachen elektronischen Taschenrechners
nur sehr milhevoll m&glich, Das Vorgehen betrachten wir am
Beispiel der Berechnung von e auf 20 Stellen.

Bekanntlich gilt

1 1 1 1 1 1 1
e=1§ E!-=1+T+T--2-+T-'§-3'+...

und fiir die n-te Niherung

“
emwe = g-}_—r = 1 + 4—(1 + %(1 + %—(1 +eooot -n-_1-_-1-(1 + %)...)J)).

Aus dieser Umformung ist der Algorithmus zur Berechnung von

e, sofort ablesbar:

1. Lies den Wert fiir n ein,
2. Weise e den Wert 1 zu.
3. Solange n > 0 gilt
weise e den Wert 1 + e/n zu;
weise n den Wert n - 1 zu.
4, Drucke den Wert von e aus,
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Zur Realisierung dieses Algorithmus verwendet man ein/einen

BASIC-Programm (fir Z 9001) Tastenfolgeplan (fiir SR 1)

1¢ INPUT W
20 E = 1 |
3¢ IF NOT (¥ > @) THEN 7¢ —E}-x-. + m.—{ﬂ—-(m)ﬂ]
49 E =1 + E/N n-mal :

5¢ N =N - 1
6¢ GOTO 3
7¢ PRINT E

Wie nicht anders zu erwarten, erhalten wir beispielsweise
es = 2,T1667 bzw. es = 2,7166667.
Un nun.die *porfionsweise" Berechnung von e auf 20 Stellen vor-

zubereiten, wihlen wir n aus einer Abschiitzung fiir den Formel-
fehler fn'

th = © - e = AT * TmOT ¢ t—m+---
n < (n+1)f+ (n+1)!(nm+m+ S8

Es ergibt sich eine unendliche geometrische Reihe mit

1
q:ﬁ( laf <1),a=m., d.h.

o0
1
tn < 21 “rigeEirt wmrore
N=

Wir verwenden daher n = 21, denn f21-< 10“21, wobei natiirlich

die 20. Stelle nicht absolut sicher ist,

Gemtif des o.g. Algorithmus' wird in Schritt 3 bei jedem Zyklus
der Wert von e durch den Wert von n dividiert, danach um 1 ver-
gréoBert und wiederum e als Wert zugewiesen. Gestartet wird mit



1, d.h.
1 = 1, 000 020 000 00O 00O CO0 000 030
| KO X.l x2 "se :':8

und es werden hier 8 Gruppen mit Jje einer Zshl bestehend esus

(z. B,) 3 Ziffern gebildet und in einem Vektor (xo, Hqs

Kps eees xB) gegpeichert. Wir betrachten nun den 2. Zyklus, um

die Division dieses Vektors durch n - 1 = 20 zu studieren:

’ g%z 619 gvz 619 047 619 9&3 E%?,...

0 x1 X2 "o b,

'8
1, 047 619 047 619 047 619 047 619 : 20 = 0,

1 047 [o41 : 207 052
- 1 040 =~ 052 « 20 —
7 619 «10°.( [1047:20] -052 - 20)+x, 380
- 600
19 047 952
- 19 040 _
7 619 380

Das Resultat e nach diesem 2. Zyklus heiBt

1+ '5'6 = 1, 052 380 952 380 952 380 952 380
4 i "‘”'XF;

0 x1 x2 e e

Ganz analog zur Rechnung im Dezimalsystem erfolgt hier die
Division mit der Basis B = 1000 und das folgende BASIC-Pro-
gramm ist naheliegend.
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1 B =19¢¢9 : X(2) = 1
2§ FORN =21 TO 1 STEP -1
3¢ FOR Jeg@ TO S8
A¢ Q = INT (X(J)/N)
59 R=X(J) ~QeN
6g X(J) = Q
0 (0 + 1) =X(J + 1) + B# R
ag NEXT J
9¢ X(@) = X(@) + 1 l
19¢ NEXT N
119 FOR J =@ TO 8
[12¢ PRINT X(J);
139 NEXT J
149 END

Etwa 6 Sekunden nach dem Start des Programmes (mit Z 9001) er-
hdlt man 2 718 281 828 459 045 235 359 357, was mit _

e =2, 718 281 828 459 045 235 362 874 ... tatsichlich in 20
Stellen (359 ist noch zu runden auf 360) iibereinstimmt.

Die an diesem Beispiel demonstrierte_ldee der "portions-

weisen" Verarbeitung von Zahlen mit beliebiger Stellenzahl 1iBt
sich auf die ziffernweise Ausfiihrung der Grundrechenarten iiber-
tragen. Dabel werden die Subtraktion nach Vorzeichenwechsel auf
die Addition, die Multiplikation auf die Addition und die
Division auf die Subtraktion zuriickgefilhrt., Weitere Auclau=tufen
sind natiirlich mglich, obgleich eine bemerkenswerte Bradlung
der Rechenzeit eintritt.

Das im folgenden aufgelistete Grundprogramm fiir die Addition
und Subtraktion zweier hochstens aus 12 Ziffern bestehenden
Festkommazahlen wird relativ zu obigen Programm so umfangreich,
da eben auch der 2, Operand eine 12-ziffrige Zahl sein kann, die
portionsweise (hier E = 10) verarbeitet werden mus.
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Nach den einzelnen Modulen des Programms sind kurze Kommentare
eingefiigt, die zum schnellen Verstiéndnis des zugrundeliegenden
Algorithmus beitragen sollen,

19 REM ADD. / SUB. 12-stell. Festkommazahlen
2¢ WINDOW: CLS

3¢ DIM, W (13): DIM X(13): DIM Y(13)

4¢ REM HAUPTPROGRAMM

5¢ GOSUB 57¢

6 IF OPg = "+ THEN S = 1: GOTO 8¢

74 IF OPg = "-" THEN S = 2

8¢ ON S GOSUB 318, 25¢

9% GOSUB 95¢
19¢ END |
19 - 19¢

Im Hauptprogramm werden die 3 zu verwendenden Vektoren dimen-
sioniert (3¢), zur Fingabe des Terms aufgefordert (5¢) und zur
entsprechenden Berechnung verzweigt (8¢) sowie die Ergebnisaus-
gabe veranlaBt (9¢).

119 REM UP X(J): = W(J)

12¢ POR J =1 TO 12

13¢ X(J) = w(J) » w(g)
14¢ NEXT J

15¢ X(13) = DP

168 X(g) = ¢

17¢ RETURN

18¢ REM UP ¥(J): = W(J)

199 FOR J =1 ToO 12

209 Y(J) = w(J) # W(g)
219 MNEXT J

22¢ Y(13) = DP

23¢ Y(@g) = ¢

24¢ RETURN




25

118 - 24¢

GemdB LA erfolgt die Belegung von x. bzw, ¥y (L = 15 saas 12)
(12¢ - 148, 199 - 21@). Weiterhin gilt x, = ¥, = 0 (16¢, 238).
Die 13. Vektorkomponente enthdlt die jeweilige Dezimalpunkt-

i

information.

269
279
28¢
29¢
3¢¢

220 - 208
Vor Ausfilhrung der Subtraktion wird der 2. Operand ziffernweise
negiert (26¢ - 28¢). Danach kann ziffernweise addiert werden,

doch vorher ist die Stellung des Dezimalpunktes zu beriicksich-

25¢"
FOR J =1 TO 12

REM UP Y(J): = - Y(J)

Y(J) = - Y(J)
NEXT J
GOSUB 31¢
RETURN

tigen (29¢).

32¢
33¢
| 348
359
369
370
38¢
39¢
499
419
42¢
43¢

31¢ REM UP VERSCHIEBUNG FUER ADDITION

IF NOT (X(13) > = ¥Y(13)) THEN 45¢
Vv = X(13) - Y(13)
IFV =@ THEN 44¢
Y(13) = X(13)
Jd = 12 '
IPF NOT (J - V> @) THEN 41¢
Y(J) = Y(J -V)

J=J =1
GOTO 379
FOR K=1 TO J
¥(K) = ¢
NEXT K

44¢ GOTO 55¢
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458 V= Y(13) - X(13)

46¢  X(13) = Y(13)

479 T =12 -
480 IF NOT (J -V >¢@) THEN 52¢@

49¢ X(J) = X(J - V)
5@ J=2J-1

51¢ GOTO 48¢

52¢ FOR K =1 TO.J
| 53¢ X(K) = ¢

54¢ NEXT K
55¢ GOSUB 1¢8¢@
564 RETURN

31¢ - 56¢

Entsprechend der Dezimalpunktstellung in den Operanden und
relativ zueinander erfolgt stets eine ziffernweise Verschiebung
"nach unten" (37¢ - 49¢, 488 - 51¢), d. h. beide Operanden wer-
den auf ein Format mit der (urspriinglich) gréBeren Dezimal-
punktstellenzahl gebracht (35@, 46@). Natiirlich mu8 "von oben"
mit Null aufgefiillt (geltscht) werden (41¢ - 43@, 528 - 54¢). Bei
der Verschiebung erfolgt keine Rundung, die Ziffern werden "ab-
geschnitten™,

57¢ REM UP EBINGABE DES TERMS / OPERANDENVEKTOREN
58¢ INPUT "?"; 73 '

598 Z13 = "" ; 228 = "" ; OPg = "M ; VZg = " W
6 J = 1 ) :
61¢ IP MIDE (28, J, 1) = CHRg (32) THEN 580

62¢ TIF NOT (MID® (28, J, 1) < > CHR® (32)) THEN 66¢
63¢ Z18 = Z18 + MID® (28, J, 1)

64¢ Jad+ 1

65¢ GOTO 62¢

66 J a J + 1

67¢ OPg = MIDZ (28, J, 1)

68¢ IF NOT (OPg = "+" OR OPg = "-") THEN 58¢
69¢9 J =J + 1
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7¢¢ IF NOT (MID® (28, J, 1) = CHR® (32)) THEN 58¢
7¢ J =J + 1

720 Z2¢ = MIDE (Z3, J) ‘
T30 Z3 = Z1% : GOSUB T6¢ : GOSUB 11¢

T4¢ 728 = 22§ : GOSUB T6@ : GOSUB 18¢

75¢ RETURN

208 - 158

Die Eingabe des Terms erfolgt unmittelbar nach dem Fragezeichen,
Zwischen Vorzeichen und Betrag der Zahl darf kein Leerzeichen
stehen., Das Operationszeichen (+/-) wird von je einem Zwischen-
raum beidseitig umgeben. (Ganz bewuBt existiert im Programm fast
keine Eingabekontrolle.) Jeder Operand kann hdohstens eine
12-gtellige Festkommazahl sein., Die gesamte Eingabe wird in die
beiden Operanden (62¢ - 65@, 72¢) und den Operator (67@) aufge~ -
spalten,

76¢ REM UP AUFBAU DER VEKTOREN
779 IF LEN (Zg) € 13 THEN 28 = 8 + "

78¢ IF NOT (MIDg (Zg, 1, 1) = "-") THEN 82¢
T9¢ w(g) = -1 '

8gg ‘Zg = LUID® (Z8, 2)

819 GOTO 84¢

82¢ W(g) = 1

83¢ IF (MID® (Zg, 1, 1) = "4") THEN 2@ = MIDZ (Zs, 2)

84 J = 1

85¢ IF NOT (MIDZ (28, J, 1)< >CHR$ (46) AND J < 13) THEN 89¢
86¢ W(J) = VAL (&IDg (28, J, 1))

87@ J=J4+ 1

38¢ GOTO 85¢

89¢% DP = J

9¢¢ IF DP = 13 THEN 94¢

91 FOR K =J T0 12

92¢ W(K) = VAL (LID® (228, K + 1, 1))
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28

93¢
94¢

leg - 249

Den Komponenten LA (L1 =1, «vv, 12) werden die Ziffern des

NEXT K
RETURN

Jeweiligen Operanden zugewiesen (84¢ - 88@). Desweiteren gilt

1,
e {
L

falls Operand positiv
falls Operand negativ

Angabe der Dezimalpunktstellung.

95¢ REM UP AUSGABE DES ERGEBNISSES

96@ PRINT VZg;

97¢ IF NOT (X(13) < > 1) THEN 1¢2¢

98¢, PFOR J = 1 T0 X(13) - 1 _

99¢ PRINT MIDg (STR g (ABS (X(J))), 2);
1900 NEXT J

1919 IF X(13) = 14 THEN PRINT CHRE (8); CHRZ (8);

ngn . "." : GOTO 187¢

1929 PRINT CHR® (46);

193¢ IF X(13) = 13 THEN 147¢

1949 FOR J = X(13) TO 12
195¢ PRINT MIDg (STR # (ABS (X(J))), 2);
1969 NEXT J -
147¢ RETURN

220 = 1978

» und DP€ {1, ..., 13} =z

ur

Die Ausgabe dea Resultates erfolgt als 12(13)-stellige Fest-
kommazahl. Das Vorzeichen "-" wiprd angegeben, kein Vorzeichen

heiBt "+7%,
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1¢8¢ RE!I UP ADDITION / SUBTRAKTION
199¢ POR J = 12 TO 1 STEP -1
1199 X(J) = X(J) + ¥(J)
1119 IF X(J) > 9 THEN
X(J) =X(J) - 1¢ ¢: X(J - 1) = X(J - 1) + 1
112¢ IF X(J)< ¢ THEN
: X(J) = X(J) + 1§ : X(J - 1) = X(J - 1) = 1
113¢ NEXT J '
114¢ IF NOT (X(P) <> @). THEN 127¢
115¢ IF NOT (X(@) = - 1) THEN 1218
116¢ FOR J =12 TO 1 STEP -1
1170 IF X(J) <> ¢ THEN
X(J) = X(J) - 18 : X(J = 1) = X(J - 1) + 1
118¢ NEXT J
1199 VZg = n-»
1289 GOTO 1269
121¢ IF X(12)> = 5 THEN X(11) = X(11) + 1
1229 FOR J =12 T0 1 STEP -1
123¢ X(J) = X(T - 1)
1240 HEXT J
125¢ IF X(@) =.1 THEN X(13) = X(13) + 1
126¢ X(g) = ¢
127¢ RETURN
198g - 1278

Es erfolgt eine ziffernweise Addition mit Ubertragsberuck-
sichtigung (1¢9¢ - 113@). Dabei bestimmt x, das Vorzeichen
(119¢). Fir x = + 1 ist der BinfluB auf DP zu beachten (125¢).
In diesem Falle erfolgt auBerdem eine Verschiebung nach unten,-

bei der die letzte Ziffer verloren geht. Es wird gerundet (121¢).
Dem Leser sei es iiberlassen, das hier angegebene Grundprogramm
zu verbessern bzw. zu erweitern. Dariiber hinaus kann das Pro-
gramm als Unterprogramm zur Berechnung komplexerer Terme, aber
auch zur Demonstration von Subtraktionsausléschung verwendet
werden, Viel SpaB beim Experimentieren!

Christian Wagenknecht
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Preisaufgaben

S 07

Audf' einer Parabel liegt das Punktepaar A,B.Gesucht
wird das Pasar paralleler Geraden AA'lIBB',welches die
Parabel 1~i den Punktepasr A',B' so schneidet,daB

Zilt: AA' ¢ BR'=s3 : 1,

Gezeten -21 oin gleichschankli~es Dreieck mit der
Basis a und den Schenkeln b.

Mazn berechine das VerhZltnis von In- und Umkreisradius.
(Lésung ohne Verwendung von Winkelfunktionan!)

Auf allen Feldern eines Schachfeldess liegen Wiirfel,
Die Flachen ler Wirfel und die Felder des Schachbret-
tes sind kongrusnt,Genau eine Seite eines jeden Wir-
fels sei zchwarz anzestrichen.BEs wird gefordert,die
#irfel zus baliebiper Ausgeogslace so zu drehen,daB
a#lle schrarzen Fliichen nach oben zeizen.Dabei soll
nicht jeder "rfel einzeln gedreht werden,sondern im-
ner zlle 7irfel,die auf einer Linie bzw, einer Reihe

lieen, eusinsaem,

2 10

Men zeige,AsB dia drei Produkte (1-a)b, (1-b)e, (1~¢)a
gebildet aus den positiven Zahlen a<41, b¢1, cel ,
nicht gleichzeitig griifer als % sein kdémnen,

Men zeige,daf fir beliebice nositive Zahlen a,b,c,d
die Ungleichuns cilt;

o) ez o}
f &°+b +c74d> P _;Jrabc+abd+acd+bcd
4 I

S 12

Hara mpauas Cl ¥ ABe Touxku A # B,He Jemamme Ha Heft.

F

Hamr#i Ha ZasHO#t mpsMoft Touxy M Taxym,uTo
< AMC =<BM] .

EinsendeschluB: 10. 5. 1986



3 Iosungen

Losungen IMO-Aufgaben (2)

4. Aufgabe
+ Ky £y X3 K5 ky kg Xg
Sei L-df{n:nem.naz -3 5“7 11 13 <17 '¢19 %23 }'.
Dann ist M € L und |Ml= 1985.
Def.: Plr nel heifBt ‘ez(n)-(E1,‘1§2....,E9) mit ke {0,1} und
Ei = ‘Ei (2) (siehe Def. von 1) die Zweiercharakteristik
von n.

Pir neL heiBt \?4(n)=(k ,k reesskg) mit X, €{0,1,2,3}

und ki =2 k (2) (siehe De:l.'. von L) die Viereroharakteriatik
von n.

Bemerkung: ne L ist Quadratzahl < ez(n) = (0,0,...,0)
nel ist vierte Potenz < €4 (n) = (0,0,...,0).
Hilfssatz: Sei Q € L und |Q| » 513. Dann gibt es in Q zwei ver—
schiedene Elemente, deren Produkt eine Quadratzahl
ist.

Beweis: Da es genau 29 = 512 verschiedene Zweiercharakteristi-
ken gibt, und 1Q| > 29 ist, gibt es in Q zwei Zahlen a,
und b, mit \‘.’(a)-ez(b Yo _
Dann ist L4 (a. ) = (0, 0,...,0), da 0+0 = 0(2) und
1+1 = 0(2).

Bemerkung: € 2(a-b) =¥ 2(a)+ €2(b) (Addition der
_ 9-Tupel komponentenweisge)
2 +
a,b, =¢ mit c,ed .
= % 1 1 0

Zur Aufgabe: Nach Hilfssatz gibt es im M zwei Zahlen a, # b
mit a.1 1= o“f;‘, in M\ {a s b } zwel verschiedene
Zehlen 8,,b, mit a,b, = og, in M\ {ag,8,,,,0, 3
zwei Zahlen a3 * b3 mit a. 3 = 03,....
in M\ {a1,b1.a2,b2,...,3512,b 2} zwei Zahlen

%513 ¥ Pgy3 DS BGq4-Hgy5 = U5y
(d.a ]M\{a.l'b1’32’b2'0--,a512|&513j = 1985“1024 2 513J

1
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Wir betrachten jetzt die Vierercharakteristiken
von o2 (of e, fir alle i=1,..,513).

Sei 84(01) (k'i,Ei....,Ei) imly00e,513

Da a Quadratzahl gilt fiir alle i i
* Bind tir alle j K3 €10:2%

> Es gibt genau 29 = 512 verschiedene derartige

Vierercharakteristiken 5 °
Da es 513 ci gibt, gibt es zwel oy mét gleiogan
Vierercharakteristiken. Seien dies o; und 011'
mit €4 ) = €4<021). 0
i,
Wegen 040 = 0 (4) wund 242 = 0 (4)
gilt nun
€4(Q§'0§1) = (0.0,.0.,0)’
o]
0. 1. c%-c';‘ Ctat g
0o
. Damit ist aber | .
b -3 =d mit a b a b, eM
11 i, io’ io’ 11’ 11

und paarweise verschiedeng
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. Abstandsbegriffe 48
wohl sie teilweise eigenartig anmutende Eigenschaften besitzen,
vollkommen gleichberechtigt neben den reellen Zahlen R . Mit
ihrer Hilfe kann man dann verschiedene Probleme der Zahlentheo=-
rie erfolgreich angreifen. Dazu gehdren in erster Iinie Prim=
zahlzerlegungen, Zerlegung von Polynomen in irreduzible Fakto-

Ten und diophentische Gleichungen htheren Grades mit einer oder
mehreren Unbestimmten.

_ Rainer Zerch, FSU
Bereich Theoretische Mathematik
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Die Lehre von Gerade und Ungerade

Zum #dltesten Wissen der Menschheit gehort auch Vissen iber
Zahlen (natiirliche Zahlen) in Form einfechster Z&hl- und Re-
chenoperationen., Die Bildung von Zahlfolgen und die Untersu-
chung der Eigenschaften von Zahlensystemen finden wir schon
euf dgyptischen Papyrusrollen und babylonischen Keilschrift-
tafeln, die 6000 Jahre alt sind. Eines der Eltesten Gebiete
gsolchen Zahlenwissens ist hierbel das Wissen {liber gerade und
ungerade Zahlen. Dieses Wissen wurde von den griechischen
Naturphilosophen zusammengefafBt und erweitert, es wurde zu
einer mathematischen Theorie ausgebaut. Im Rahmen der pytha-
gorischen Philosophie nahm die Iehre von Gerade und Ungerade
einen wichtigen Platz ein. Gerade und Ungeraae waren wesent-
liche Kategorien zur Beschreibung der Welt. Die Pythagoreer
betrachteten die Zahlen als "das Wesen der Dinge und die Or-
ganisation des Universums Uberhaupt". Pythagoras (570-495 v.
u.Z.) sagte: "Die Elemente der Zahl sind das Gerade und .das
Ungerade." (In dieser Philosophie erscheint des Gerade als
das Begrenzte, das Weibliche, das Bose;das Ungerade dagegen
als das Unbegrenzte, das Ménnliche, das Gute.) Im Gegensatz
dazu steht der von Plato herrithrende. (428-347 v.u.Z.) heutige
Sprachgebrauch: "Er ist geradlinig" (gut, wahr). "Eine krumme
Tour", "eine unegale Sache" (schlecht, falsch). Plato charak-
terisiert die Arithmetik geradezu (Wortwahl!) als die Iehre
von Gerade und Ungerade. Fiir ihn ist das Gerade das Bessere,
"Positive, Wahre.

In der Folgezeit wurde die Lehre von Gerade und Ungérade von
allgemeineren mathematischen Instrumentarien (Proportionen~
lehre, Teilbarkeitslehre;vgl. den Abschnitt "vollkommene Zah-
len") abgeltst. In den "Elementen" des Euklid (um 365-300 v.
u.Z.) steht die Lehre von Gerade und Ungerade schon ziemlich
ohne Zusammenhang zu den anderen mathematischen Teilgebieten.

1. Einfache GesetzméfBigkeiten

Definition: Eine natiirliche Zahl heiBit gerade, wenn sie des
Resultat des Verdoppelns einer netiirlichen Zahl
ist.




35 Gepade und Ungerade.

Folgerung: Alle Vielfachen von 2 sind gerade. D. he: 2°a ist
fiilr beliebiges a eine gerade Zahl.

Definition: Eine natiirliche Zahl heit ungerade, wenn sie

nicht Vielfaches von 2 ist.

Folgerung: Die ungeraden Zahlen ergeben sich duxrch Addition
von 1 zu den geraden Zahlen. D. h.: 2°a+1 ist fir
jedes natlirliche a eine ungerade Zahl.

Bezeichnung: g sei stets eine gerade Zahl aus der Menge G der

geraden Zahlen. u sei stets eine ungerade Zahl
aus der Menge U der ungeraden Zahlen.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen zerfH#llt beziiglich der
Eigenschaft "gerade" (bzw. "ungerade") in zwel Untermengen G
und U, die kein Element gemeinsam haben (keine Zehl ist zu-
gleich gerade und ungerade) und die zusammen die Menge der
natlirlichen Zahlen ergeben (jede Zehl ist entweder gerade
oder. ungerade). Dies bedeutet die Zerlegung der Menge N in
zwei Klessen G und U, Schon Plato wuBte, daB G und U gleich-
viele Zahlen enthalten (daB die Mengen gleichmichtig sind).
Er sagte, daB die Hilfte der Zahlen gerade und die andere
HH1fte ungerade ist.

Rechenregeln:

L]

gt+g=28 g &=§8 gE-8=8
g+u=u g u=g g-us=u
u+g=u u‘“g=g u-g=1u
u+u=g u‘®u=u u-u=g

Die Beweise dieser Regeln erfolgen, indem u und g jeweils in
der Form 28,2b,... als gerade Zahl und 2c+1,2d414... 818 un-
gerade Zahl mit natiirlichem a,b,c,d,... dargestellt werden.

Diese Regeln lassen sich auf eine beliebige Anzahl von Summan-
den bzw. Faktoren erweitern, dabei ist jeweils deren gerade.
oder ungerade Anzahl zu beachten., Diese Regeln finden wir in
den "Elementen" des Euklid.

Exkurs ) :
Man kenn allein mit den geraden Zahlen G wie mit den natilr-
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lichen Zahlen rechnen. Dies ist mbglich, weil

1. die Zuordnung einer beliebigen Zahl a zu einer geraden
Zahl (n#mlich 2a) umkehrber eindeutig ist

und

2, die Operationen +,-,° bei Anwendung auf gerade Zahlen stets
wieder gerade Zahlen liefern.

¢ 1&B8t sich nun wieder in "Gerade Zahlen" G”(4,8,12,16,...)
und "ungerade Zaehlen" U’(2,6,10,14,...) einteilen. Mit G°
allein kann nun wieder wie in G gerechnet werden (da es die
Vierfachen natiirlicher Zahlen sind). Dies 1&B8t sich beliebig
fortsetzen, die ersten Elemente von G,G3G",... sind die Po-
tenzen von 2. | ‘ '

(mit den ungeraden Zahlen gelingt dies nicht, weil schon
u+u#uist.) In den Definitionen in den "Elementen" des
Buklid wird diese Unterscheidung der Zashlen tatsédchlich voll-
zogen ("gerademal gerade", "ungerademel gerade", "ungerademel
ungerade") und einige diesbeziigliche Sétze werden bewiesen.

Buklid bewies auch folgende, hier in modernerer Formulierung
wiedergegebene Séatze:

Satz: Teilt eine ungerade Zahl eine gerade Zahl, so auch
deren Hﬁlfte.

Satz: Hat eine ungerade Zehl keinen gemeinsamen Teiler mit
einer beliebigen Zahl, so auch nicht mit deren Doppel-
tem.

Satz: 1 + 2 + 24P Pa® g (1)

Beweigidee: Der Bewels erfolgt mlttels vollsténdiger Induk-
tion, wobei eine Eigenschaft benutzt wird, die
nur den Potenzen von Zwei zukommt: 2k+2 2k+1
Dann schlieBt man wie folgt:

1

1 = 2 =1
142! = (2'-1)42! = 2841
1421422 = (22-1)+22 = 221

USWe




















































































































































































































































































































































































































































































