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Matrizen : : : 2

PASCAL- und HILBERT-Matrizen

Im Zusammenhang mit der Testung von Verfahren zur Ldsung von
Gleichungssystemen mit Hilfe des Computers fanden wir einige
Besonderheiten dieser Matrizen. Wir weisen aber darauf hin, daB
wir hier im wesentlichen nur interessante Probleme und keine
Losungen dieser Probleme angeben konnen.

1. Aufbau der PASCAL-Matrix

Ausgehend vom PASCALschen Dreieck der Binomialkoeffizienten
werden Matrizen konstruiert, indem aus dem PASCALschen Dreieck,
von dessen Spitze ausgehend, Quadrate "herausgetrennt" werden.
Die so erhaltenen Matrizen werden PASCAIL~Matrizen genannt. Sie
8ind symmetrisch zur Hauptdiagonalen.

Piir die vierreihige quadratische PASCAL-Matrix séhe das z. B.
folgendermalen aus:

1 1 1 1
1 2 3 4

u = 1 3 6 10
1 "4 10 20. .

Zum Aufbau der Matrizen verwendeten wir das folgende BASIC-
Programm:
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100 REM
110 REM AUFBAU DER PASCAL-MATRIX
130 REM INPUT : ©N=Zeilen- bzw. Spaltenzahl der PASCAI=Matrix

140 REM OUTPUT: . U(1..N,1..N)=Elemente der PASCAI~Matrix

160 REM  INTERNE VARIABLEN: I,K=Schleifenvariable

170 REM F1,F2,F3=Fakultaeten fuer die Berechnung der Elemente
180 REM '

190 FOR I=1 TO N

200 FOR K=1 TO N

210 X=I+K-2
220 GOSUB 400

230 F1sF

240 X=I-1

250 GOSUB 400

260 F2=F

270 X=K~1

280 GOSUB 400

290 F3=F

300 U(I,K)=F1/(F2«F3)
310  NEXT K

320 NEXT I

330 REM

340 END

350 REM

360 REM UNTERPRODGRAMM FAKULTAET
380 REM Variablen:J,X,F

390 REM

400 F=1

410 FOR J=1 TO X
420 F=F&J
430. NEXT J

440 RETURN

450 REM

2. Determinante der PASCAL-Matrix

Die Determinante jeder PASCAI~-Matrix ist unabhéngig von der Zei=-
lenzahl der Matrix gleich 1.

Wir verzichten hier auf einen Beweis. Wér mit Matrizenumformun-
gen zur Bestimmung der Determinante vertraut ist, wird aber
leicht sehen, daB sich durch geschickte Zeilen- und Spaltenope-
rationen jede dieser Matrizen auf die Matrix mit um 1 geringe-
rer Zeilenzahl zuriickfiihren 1l&B8t.

3. Die PASCAI-Matrix als Koeffizientenmatrix von Gleichungs-
systemen

Erginzt man eine PASCAI~-Matrix durch einen Spaltenvektor, so
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erhdlt man ein Gleichungssystem. Wir berechneten mit einem

Computerprogramm den entsprechenden Losungsvektor.

1 1
Pir den Spaltenvektor , _ 1 ergibt sich der X = 0
. Lsungsvktor :
k
Setzt man ftir b = [ 2 mit k=1,2,..., 80 ergeben sich
'k
n

fir jedes k ab dem Grad k+1 eines Gleichungssystems konstante
Folgen der ersten k FElemente des Losungsvektors. Ab dem Element
k+1 sind alle anderen Elemente des Losungsvektors Null,
Betrachtet man nun diese ersten k+1 Elemente der entsprechenden
Losungsvektoren in Abhéngigkeit von k, so zeigen sich dabei
verschiedene GesetzmiBigkeiten:

(1) Das jeweils erste Element jedes Losungsvektors ist Null.

(2) Das jeweils zweite Element jedes Ldsungsvektors hat den
Wert (-1)¥*1 in Abhéngigkeit von k.

(3) Das jeweils dritte Element jedes Ldsungsvektors hat den
Vert (-1)X. (2¥-2). |

(4) Das jeweils letzte von Null verschiedene Element, d. h.
das (k+1)=-te Element jedes dieser Ldsungsvektoren hat den
Wert k!, (k¥=1,2,¢0¢)¢ _

(5) Das jeweils k-te Element jedes dieser Lisungsvektoren hat
den Wert =(k=1).k!/2, (k=1,2,000)

Die Bildungsvorschrift bis zum jeweils (k-5). Element jedes
dieser Ldsungsvektoren (k=6,7,¢..) i8t hier mit angegeben.
Weitere Bildungsvorschriften fiir das jeweils dritte, vierte ...
Element sowie eine allgemeine fiir die (n-m)-ten Elemente dieser
Losungsvektoren in Abhéngigkeit von k wédren allerdings noch zu
finden.

4. Inverse PASCAI-Matrix

Mittels eines Programms berechneten wir die inversen Matrizen
der PASCAI~-Matrizen. Wir erhielten fiir n=1...6 folgendes Ergeb-
nis:
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n=1" 1
2 -
n=2 -1 1

g =6 4 -1
-6 14 =11 3
Ty ( 4 -11 10 -3

-1 3 =3 1

5 =10 10 =5 1
-10 30 -35 19 -4

n=5 10 =35 46 =27 6
=5 19 =27 1T -4

1 -4 6 -4 1

6 =15 20 =15 6 =1
-15 55 =85 69 =29 5
neg | 20 -85 146 =127 56 =10

-15 69 =127 117 =54 10
. 6 =29 56 -54 26 -5
-1 5 -10 10 =5 1

Man kann sehen, daB in den letzten Zeilen bzw. Spalten der in-
versen Matrizen fiir n=1...6 jeweils die n-1i-te Zeile des
PASCALschen Dreiecks, nur mit alternierendem Vorzeichen steht.
Die Vorzeichenverteilung auf den Matrizen hat folgendes, immer
gleich bleibendes Muster:

+ = +  eee

- 4+ = coe

+ e + L]

Allerdings fanden wir auch hier noch nicht eine allgemeinglilti-
ge GesetzmiBigkeit fiir den Aufbau der inversen Matrizen.
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5. Aufbau der HILBERT-Matrix

Die allgemeine n-reihige quadratische HILBERT-Matrix hat fole
genden Aufbau:

1 1/2 1/3 —_— 1/n
12 1/3 1/4 coe 1/(n+1;
U = 1/3 1/4 1/5 ’ see -1/(n+2
1/n  1/(n+1) 1/(n+2) ... 1/(2+n=1)
Auch die HIIBERT-Matrix ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen
‘aufgebaut. Wir verwendeten das folgende BASIC~-Programm; -
100 REM

110 REM PROGRAMM ZUM AUFBAU DER HILBERTMATRIX

130 REM INPUT : N=Zeilen- bzw. Spaltenzahl der HILBERT=-Matrix
140 REM  OUTPUT: U(1..N,1..N)=Elemente der HTLBERT-Matrix
160 REM INTERNE VARIABLEN: I,K=Schleifenvariable

170 REM

180 FOR I=1 TO N

190 FOR K=1 TO N

200 U(I,K)=1/(I+K=1)

210 NEXT K

220 NEXT I

230 END

240 REM

6. Determinante der HILBERT=-Matrix

Die Determinante der HILBERT-Matrix geht mit wachsendem n ge-
gen Null,

Wir verzichten hier auf einen Beweis und geben nur den Wert der
Determinante fiir n=1...8 an:

1.0000000000000 E+00

n=1 D =
n=2 D = 8.3333333333333 E-02
n=3 D = 4.6296296296296 E=04
n=4 D = 1.6534391534392 E-07
n=5 D = 3.7492951325141 E=12
n=6 D = 5.3672998873887 E-18
n=7 D = 4.8358026257373 E=25
D = 2.7370501412215 E-33

n=_8



.9 Mabrizen

T. Die HILBERT-Matrix als Koeffizientenmatrix von Gleichungs-
systemen

Ergénzt man die HILBERT-Matrix durch einen Spaltenvektor, so
erhélt man ein Gleichungssystem. Bei der Auswertung der Lo-
sungsvektoren stellten wir wieder GesetzmiBigkeiten fest.

1
2
Setzt man den Spaltenvektor b = 22 » 80 erhdlt man fiir

n=1...8: én
i- & 3 & 5 € .1 8
2 0 2 0 2 ¢} 2 0
2 -2 4 =4 6 -6 8
2 -4 8 =12 18 =24
2 - =6 14 -26 44

2 -8 22 =48
2 =10 32
2 =12
-
Fur die Abhidngigkeit der Elemente der Ldsungsvektoren von k

fanden wir folgende GesetzméBigkeiten:

(1) Die jeweils ersten Elemente entstehen nach der Bildungs-
 vorschrift 1-(-1)". ‘
(2) Die zweiten Elemente haben den Wert (-1)% 2+/mn/27 .
(3) Die n-ten Elemente, also die Elemente der letzten Diago-
nalen sind konstant gleich 2.
(4) Die n-1-ten Elemente ergeben sich nach der Vorschrift
=2en+4, '
(5) Die Jeweils n-2-ten Elemente haben die Bildungsvorschrift
_ -5 n+8.
(6) Die n-3-ten Elemente ergaben die Vorschrift
~1/3.0243.0%-32/3.n+16.

Es lassen sich noch weitere Zusammenhiéinge ermitteln. Die all-
gemeine Losung kinnen wir jedoch nicht angeben.

Dorothee Haroske, Holger Scharm
-Spezialschule ,Carl Zeiss" Jena
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9 Prei saufgaben
Preisaufgaben
T 1 Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem und zwei

Punkte P,=(a,0) auf der x-Achse und P,=(0,b) auf der y-
Achse, wobei a,b>» 0, Jetzt werden zwel Kreise K1 und KE
gezeichnet. Der Mittelpunkt von K, liege auf der x-Achse
und der von K2 auf der y-Achse. Desweiteren gehe K, durch
P1 und K2 durch PZ' Die beiden Kreise schneiden sich im
ersten Quadranten im Punkt P und haben im Schnittpunkt
eine gemeinsame Tangente. Man finde den geometrischen

Ort aller so zustandekommenden Punkte P, wobei P1 und P2
dabei fest bleiben sollen.

T 2 ©Es sei «+A+y=T/2 und keine zwei der Winkel w, B,y
E gleichzeitig gleich Null,
Man zeige, daB dann gilt:
tan « tan 4 + tan # tany + tan ¥y tan e = 1.
T 3 Gegeben seien zwei Kreise K, und K, unterschiedlichen
7 Radiuses. Der Durchschnitt der Kreisfldchen beider Kreise

sei leer. Auf einem der beiden Kreise liege der Punkt A.
Man konstruiere nun alle méglichen Kreise K, die K1 und
K, beriihren und durch A gehen. Man betrachte dabei die
ve;gchiedenen Moglichkeiten der Lage von A auf K1 oder K2.

Im Dreieck ABC gelte: ™ CAB = 2 - X ABC.
Man finde die Lénge der Seite a, wenn die Léngen der Sei-
ten b und ¢ bekannt sind.

Es ist unter allen komplexen Zahlen z mit §z-25il < 15
diejenige mit dem groBten Realteil zu finden.

=]

B wap Bmmcan npaBuxnumil TeTpasliep, 3aTeM B TeTpa-
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FDJ-Studentenklub ,,Schmiede*

Wer "Junge Welt"-Leser ist, wird vielleicht zur Kenntnis genom=
men habén, daB ein Studentenclub unserer Universitdt am Ab-
gschluBturnier der Aktion "ALLE REDEN UBER FUSSBALL - WIR
SPIELEN" teilgenommen hat und beim FuBball-Volksfest in
Krostitz am 7. Oktober 1986 den zweiten Platz belegte. Es ist
allerdings ein Irrtum anzunehmen, daB8 hier Sportstudenten am
Werke waren. Der groBte Teil der Mannschaft beschédftigt sich
mit Mathematik. Dieser auBergewohnliche "Auftritt" des FDJ-Stu=-
dentenclubs "Séhmiede", dessen Trégersektion die Sektion Mathe-
matik ist, soll uns AnlaB sein, etwas mehr iiber diesen Club zu
berichten.

Als Studenten der Sektionen Mathematik und Wirtschaftswissen-
schaften Anfang der 7Oer Jahre ein neues Wohnheim im Neubauge-
biet Lobeda in Besitz nahmen, dachten sie auch dariiber nach,
wie und wo sie ihre Preizeit verbringen wollten. Am Ende allen
Nachdenkens und anschlieBenden Schaffens konnte im November
1972 in Kellerrdumen des neuen Wohnheimes der FDJ-Studenten-
club "Schmiede" eroffnet werden. Seitdem wurden rund 240 Stu-
denten, aber auch einige Jugendliche aus dem Wohngebiet "H.=-
Duncker-Str.", als Mitglieder in's "Kaderbuch" des Clubs einge-
schrieben. Nach wie vor sorgt eine Mannschaft von ca. 50 Club=-
mitgliedern in ehrenamtlicher Tétigkeit dafiir, daB an 5 Off-
nungstagen in der Woche stets ein abwechslungsreiches Programm
lduft. Wenn mittwochs und sonnabends zur Disco gerufen wird, ‘
reicht oft die Kapazitdt von 120 Plétzen nicht aus. Der Diens-
tag und der Donnerstag sind zumeist Vortréigen, Gespréchsrunden,
Foren, manchmal aber auch dem Bierabend vorbehalten. Am Montag
wird die allgemeine Offnungszeit von 19.00 = 23.00 Uhr, nur
sonnabends geht's eine Stunde lénger, zumeist auch durch Musik
ausgefiillt., Unter "M i- C = Musik im Club" stellten sich bereits
eine ganze Reihe von Liedermachern, kleinen Gruppen und Volks-
kunstkollektiven vor, aber auch Clubmitglieder selbst gestal=-
ten so manchen Abend.

Seit Griindung des Clubs fanden somit etwa 1000 Vortridge statt,
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ungezéhlt ist die Zahl der Besucher zu ca. 1500 Tanzabenden.
Auf der Habenseite stehen aber auch 35000 NAW-Stunden, denn
alle Bau=-, Renovierungs- und Verschonerungsarbeiten werden zum
groBten Teil von den Clubﬁitgliedern selbst erledigt. Somit
ist es schon gerechtfertigt, daB Clubmitglieder gerne kundtun:
"eeo bei uns lduft mehr als nur Bier!" Aber auch dem wird red-
lich zugesprochen und damit alten studentischen Bréuchen Folge
geleistet.

Sicher suchten viele Clubmitglieder zunﬁchst erst einmal eine
Einrichtung, in der sie Interessen nachgehen und sich vom Stu-
dium entspannen konnten. Oftmals wurdeh sie auch schon beim er—
sten Besuch widhrend der "Jenaer Informations-Tage" oder der er-
sten Studienwoche in ihren Bann gezogen. Viele ehemalige Club-
mitglieder bestdtigen aber auch gerne, dal sie durch die
"Schmiede"™ eine ganze Menge an Erfahrungen mitnehmen konnten,
die sie heute bei der Organisierung des gesellschaftlichen Le-
bens in ihren Arbeitskollektiven, ob in der Schule oder in Be-
trieben, sténdig zur Anwendung bringen ktnnen. Zu diesen Erfah-
rungen zéhlen auch die Organisation zahlreicher clubinterner
Veranstaltungen, die wesentlich zur stédndigen Festigung des
Kollektivs, das sich durch Ausscheiden von Absolventen und Neu-~
aufnahme jilingerer Studenten sténdig erneuert, beitragen. Der
alljdhrlich am ersten Novemberwochenende stattfindende Clubge-
burtstag hat dabei seinen festen Platz und bietet beste MoOglich-
keiten zur Begegnung der verschiedenen "Clubjaehrgiénge™.

Aber wie man eigentlich auch schon vermuten kann, spielt auch
der Sport eine gewichtige Rolle im "inneren Clubleben". Sport-
lerforen sind fester Bestandteil des "Schmiede"-Programms. Ein
Patenschaftsvertrag mit dem SC Motor Jena schafft dafiir beste
Voraussetzungen, aber auch die Moglichkeit zu einer Reihe von
sportlichen Vergleichen. Bekannte Sportler wie Heike Drechsler,
Wolfgang Hoppe und Dietmar Schauerhammer, die auch ab und zu im
Club anzutreffen sind, und deren Entwicklung die Clubmltglle-
der intensiv verfolgen, wurden als Ehrenmitglieder aufgenommen.
Und mit der Anfiihrung der alljéhrlich stattfindenden Clubver=-
gleiche im FuBball schlieBt sich der Kreis dieses Berichtes.
Nach einem 4 : 3 Sieg iiber die Mannschaft des FDJ~Studenten-
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clubs "Rosenkeller" faBte die Mannschaft den EntschluB, sich

an der Umfrage der "Jungen Welt" nach dem besten FuBballer der
DDR aller Zeiten zu beteiligen und sich "hoheren" Aufgaben zu

stellen c.e.

Bild 1: Die Mannschaft des FDJ-Studentenclubs "Schmiede™ beim
FuBball=Volksfest in Krostitz

Bild 2: "Bremser zu Gast im Club® = Sportlerforum mit Dietmar
Sechauerhammer (2. von rechts) und weiteren Bobsport-
lern des ASK "Vorwérts"™ Oberhof

Bild 2

R. Schmidt-Réh
Sektion Mathematik
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Auch die Wissenschsft hat ihre Zeit
der Unmiindigkeit,

wenn sie eben anféngt und noeh
fast kindisch ist,

dann ihre Jugend,

wenn sie iippig und ibermitig ist,
, darauf ihre Mannesjahre,

wenn sie gesetzt und gebédndigt ist,
und endlich ihr Greisenalter,

wenn sie trocken und erschopft ist,.

Bacon "Ueber die Nandelbarkeit der Dinge"
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Zahlentheorie 1L

Beitrage zur elementaren Zahlentheorie

Einleitung

Die elementare Zahlentheorie beschéftigt sich vornehmlich mit
den natiirlichen Zahlen. Wir wollen uns hier etwas ndher mit dem
Begriff des Teilers einer natiirlichen Zahl n, n=1,2,3,..., be-
schéftigen. Wir setzen dabei die Kenntnis der Gesetze der ele-
mentaren Rechenoperationen und der Anordnung als bekannt vor-
aus. Wir berufen uns weiter auf die Erfahrung, daB bei der Di-
vision zweier natiirlicher Zahlen a,b zwei nicht-negative ganze
Zahlen q,r existieren, so daB a=qb+r mit O£ r& b gilt (der Le-
ser liberzeuge sich, daB mit der letzten Bedingung fiir r die
Eindeutigkeit von q und r ableitbar ist).
Ist der Divisionsrest r=0, so steht b in einem besonderen Ver-
hédltnis zu a, das wir mit dem Zeichen b’a, in Worten "b teilt
am" oder "b ist ein Teiler von a", auadriicken: fiir natiirliche
Zahlen a,b sei e

bla genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl

q gibt mit der Eigenschaft, daB a=qb ist.
Es ist nilitzlich zu erkennen, daB aus b'a die Relation b&a
folgt.
Betrachten wir nun etwa die ersten 6 natiirlichen Zahlen n, so
stellen wir bei der Suche nach natiirlichen Zahlen t mit t|n
fest, daB es genau eine natiirliche Zahl gibt, die nur einen
Teiler hat (n=1), daB es natiirliche Zahlen gibt, die genau zwei
Teiler haben (wir nennen solche natiirlichen Zahlen n> 1, die
nur die sogenannten "trivialen Teiler™ 1 und n haben, Primzah-
len) und daB es schlieBlich natiirliche Zahlen n gibt, die mehr
als zwei natiirliche Zahlen als Teiler besitzen (wir nennen sie
"zugsammengesetzte Zahlen"): Die natiirliche Zahl

n heiBt zusammengesetzt genau dann, wenn es natiirliche

Zahlen a,b gibt mit n=ab und 1< ag€b<n.
Damit zerfdllt die Menge der natiirlichen Zashlen in drei dis-
junkte Teilmengen, die Menge 1 , die Menge aller Primzahlen
und die Menge der zusammengesetzten Zahlen.
Da die Menge der zusammengesetzten Zahlen offensichtlich unend-
lich viele Elemente besitzt (man betrachte etwa die Vielfachen
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von 2), muB nicht notwendig die Menge der Primzahlen unendlich
viele Elemente besitzen. ;

Und doch ist es so, wie bekanntlioh EUKLID vor mehr als 2000
Jahren bewiesen hat: Nimmt man an, es gibt nur endlich viele
Primzahlen, die wir

Pysece,yp
nennen wollen, so erhélt man?ﬁit der wie folgt konstruierten
natlirlichen Zahl

m=p1p2...pn+1
und dem (vom Leser selbst zu beweisenden) Sachverhalt, daB der
kleinste von 1 verschiedene Teile:ﬂeinar vorgegebenen natiirli-
chen Zahl griBer 1 stets eine Primzahl ist, die sicher falsche
Aussage, daB es eine Primzahl &ibt, die Teiler von 1 +ist.

Der aufmerksame Leser wird sich an dieser Stelle fragen, woher
wir die GewiBheit nehmen, daB eine beliebige nicht-leere Teil-
menge der Menge der natiirlichen Zahlen ein eindeutig bestimmtes
minimales Element im Sinne der iiblichen Kleinerrelation "g"
besitzt. '

Genau dies wird in der elementaren Zahlentheorie zum Postulat
erhoben (als durch die Erfahrung bestdtigt, wie die eingangs
erwédhnte "Division mit Rest") und ist Grundlage zum Beispiel
fiir das nachstehende Induktionsprinzip: _
N bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen, und es sei M
eine nicht-leere Teilmenge von N (M +¢, M&N). Auf ¥ sei
eine Aussage A(m) fiir die Flemente m aus M erklért.
Dann gilt A(m) fiir alle m aus M, falls die folgenden zwei
Sachverhalte nachgewiesen werden konnen:

(i) Bs gilt A(mo) fiir das minimele Element m, aus M,
(ii) Plr jedes m>m aus M gilt A(m) unter der Bedingung, daB

A(k) gilt fir alle k aus M mit k¢ m.
Dieses Induktionsprinzip wird vor allem dann von Interesse
sein, wenn M unendlich viele Elemente hat und es kann natiirlich
ME N gesetzt werden, wie es im Beweis des nachstehenden Funda-
mentalsatzes der Zahlentheorie der Fall ist.
Beispiele fiir M=N liefern die Aufgaben,
2% n+1 und  1°1! 4 2421 4 3431 4 ... pent = (n+1)1=1

fiir alle n21
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zu beweisen, was dem Leser iiberlassen bleibt.

Nun aber zum Beweis des Induktionsprinzips. Wir beweisen, dalB
.e8 hinreichend ist, (i) und (ii) naghzuweisen, um zu wissen,
daB die Aussage A(m) dann fiir alle m aus M richtig ist.

Wir fiihren den Beweis indirekt, das heiBt, wir betrachten zwar
(1) und (ii) als nachgewiesen, nehmen aber an, daB es Elemente
m' aus M gibt, fiir die A(m') falsch ist.

Diese Elemente m' bilden eine Menge M' mit M'HD und M'c MEN.
Also besitzt M' ein minimales Element, das wir mé nennen (und
als Element von M betrachten) und fiir das A(m') eine falsche
Aussage ist, widhrend fiir alle k<m! die Aussage A(k) wahr ist.

Nun folgt aus (i), daB m!»m_ sein muB, da sonst mit m)=m_ die
Aussage A(mo) identisch mit A(mé) zugleich wahr und falsch wi-
re. Betrachten wir jetzt den als richtig vorausgesetzten Sach-
verhalt (ii) fiir m=m5: '

’

Da die dortigen Voraussetzungen fiir das spezielle m=mé erfillt
gind, diirfen wir iiber (ii) auf die Giiltigkeit von A(ma) schlie
Ben, das heiBt, wir erhalten "A(mé) ist wahr™ im Widerspruch
zur Definition von mé.

Also kann es keine Elemente m' aus M geben, fiir die A(m')
falsch ist, falls (i) und (ii) gilt. Das wollten wir beweisen.

Der nachstehende Fundamentalsatz der Zahlen-
theorie streicht die Bedeutung der Primzahlen als multiplika-

tive Bausteine der natiirlichen Zahlen heraus.

Der anschlieBende Beweis stammt von dem ungarischen Mathematl-
ker J. SURANYI aus dem Jahre 1962 und zeichnet sich durch er-—

frischende Kiirze aus (/1/).

Fundamentalsatz der Zahlentheorie

Jede natilirliche Zahl n 1 léB8%t sich als Produkt von Prim-
zahlen darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Reihen-
folge der Faktoren eindeutig ist.

Beweis: Der Satz gilt fiir 2 und jede weitere Primzahl. Es sei
daher n eine zusammengesetzte Zahl, und wir nehmen die Richtig-
keit des Satzes fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner sls n an.
Dann gibt es natilrliche Zahlen a,b mit n=ab und 1¢ ag& b<n.
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Da der Satz fiir a und b gilt, geben die Primfaktoren von & und
b eine Primfaktorzerlegung von n. Damit ist die Existenz einer
Darstellung nachgewiesen.

Der kleinste Teiler p» 1 von n ist natiirlich eine Primzahil.
Wenn wir zeigen kénnen, haB P unter den Primfsktoren von a

oder b vorkommt, so ist auch die Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung von n nachgewiesen. Denn nach Induktionsannahme (Vor-
aussetzung in (ii)) hat die Zahl n' in n=pn' wegen n' n eine
eindeutige Primfaktorzerlegung.

Es ist nun p<a, da p der kleinste Teiler grofer 1 von n ist.
Fir p=a gilt unsere Behauptung. Fiir p< & bilden wir mit a'=a-p
die Zahl n"=a'b=(a-p)b=n-pb. Damit ist pl;:, 0L n"gn und n"
besitzt eine eindeutige Primfaktorzerleg » die aus den Zer-
legungen von a' und b resultiert. Folglich muB p unter den
Primfaktoren von a' oder b vorkommen. Ist p in b enthalten, so
sind wir fertig. Ist a' durch p teilbar, so auch a=a'+p. Somit
ist auch in diesem Fall der Beweis beendet.

Ublicherweise faBt man in der Primfaktorzerlegung
n = p1p2 L N pk !
-gleiche Primzahlen zu Primzahlpotenzen zumsammen und nennt

12 4 .
n = p1 P2 "'Pr rl p1< p2 ani CPI. fiir I‘)1, 41;1

die kanonische Zerlegung von n.

Mit dem Produktzeichen ,' » das wir fiir alle natiirlichen Zah-
len n induktiv definieren durch
1

n N
'Tl a. :=a und T a, := ( a.)ea fir n>» 1
i=q 1 1 iz 1 i=1 1° 'n '
folgt fiir die kanonische Zerlegung von n die Schreibweise
r d 5
5 -
: n::IL Py 5 p1<p2<...<pr fir r 51, Qi%1,

auf die wir kiinftig zurﬁckgrei;en wollen. So auch im folgenden -

Satz. Ist n 21 in der kanonischen'Zerlegung
r A
(1) n=TF p i
' i=1 1

gegeben, so 1l&Bt sich jeder Teiler t von n in der
Form
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n i
(2) t = I__l_‘T P;” » 0Lk, &Y
darstellen.

Beweis: Es sei t ein beliebiger Teiler von n. Mit t’n.gibt es
eine natiirliche Zahl d, so daB
_ ' r %

dt =n =TT p;" .

i=1

Ist t=1, so wdhlen wir die ki sémtlich gleich Null. Es sei nun
t 21. Jeder Primteiler (Teiler, der Primzahl ist) von t muB we-
gen der: Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung von n mit einer
der Primzahlen PqseeesD,, Ubereinstimmen.

Nehmen wir nun an, der betrachtete Primteiler p; von t kommt
in t mit einer Héufigkeit ki>'i§ vor, so wirde die Zahl n' in
k,= . .
dt'pii *i 5:1 - ﬁgl ¥

eine Primfaktorzerlegung besitzen, in der der Primfaktor Py
nicht vorkommt und eine solche, in der er mit der Vielfachheit
ki-i&)'o vorhanden ist. Deshalb gilt fiir jedes ki die Relation
k;S3,, womit der Beweis abgeschlossen ist.

Wir werden (2) im nédchsten Abschnitt benutzen. Unabhéngig da-
von 1l6se der Leser folgende

Aufgabe: Bezugnehmend auf die abgebildete "Primzahl=-
Spirale" zeige man mit Hilfe der Funktion n! (n=Fakultédt), daB
es in der Folge der natiirlichen Zahlen beliebig groBe Liicken
zwischen den Primzahlen gibt.

r b1 — 1 T R L
| n —r T |
I | T T o I
PRIMZAHL -~ I I Sy gy v o
' 1wl o  § o BRI A
N Y B L B M | r | | |
L I I O I Tlal ol |
8PIRALE el el o= | |11
O A G O I O T T O T
T 1Tael 1l lael =~o0l ol I o |
SRR B N e |
Lo Y I I T N I
LA I I I O I - = ol 7| |
[N S I I I - i N Y N |
Il =y ol A
Il | o "  § “ |
I/ ) ~ |
1 b T o

]&
]




23
Die Teilerfunktion d(n)

Zahlentheorig

Wir definieren die Funktion d(n) fiir alle natiirlichen Zehlen n

durch
d(n) :=g:1 X
n

was bedeutet, daB d(n) die Anzahl der Teiler t der natiirlichen
Zehl n angibt.

Ein Blick auf die ersten Furnktionswerte

n_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
dn) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4 4 5 2 6

zeigt, daB gerade Funktionswerte sehr viel hdufiger auftreten
als ungerade unddaB wir gar die Vermutung ausspreohhn ktnnen:
Die Anzahl d(n) der Teiler einer natiirlichen Zahl n
ist genau dann ungerade, wenn n eine Quadratzahl ist.
Da n=fﬁ?ﬂ'und in n=dt der Teiler t stets mit dem sogenannten
Komplmentérteiler d ein Pérchen bildet, steht die Frage, wann
und nur wann sich ein Teiler mit sich selbst als Komplement&r-
teiler begniigen muB.

Weiter wissen wir bereits iiber d(n), daB der Funktionswert 2

unendlich oft angenommen wird. Andererseits ergibt sich fiir
n=2" der Wert d(n)=m+1 = 1+ lgg P

da die Teiler von 2™ die Zahlen 1=2°,21,22,...,2m sind ' ("log"

steht stets fiir den natiirlichen Logarithmus).

Durchléduft n also die Werte 2™ mit wachsendem m, so wiéchst
d(n) etwa wie die Logarithmusfunktion logn.

Ein Blick in die Literatur (etwa /1/) besagt, daB Zahlen vom
Typ 2™ nur "durchschnittlich™ viele Teiler besitzen. Es gibt
Folgen natlirlicher Zahlen n, bei denen d(n) stidrker wichst
als logn. Um dies beweisen zu kSnnen, wollen wir zundchst eine
Formel und eine wichtigefEigenschaft von d(n) ableiten.
Vorher einigen wir uns noch, was ™teilerfremd" fiir zwei natiir-
liche Zahlen a,b bedeutet. Zwei natiirliche Zahlen
a,b heiBlen teilerfremd genau dann, wenn 1 der einzige
gemeinsame Teiler t (t,a und t’b) ist.
Der angekiindigte Satz lautet nun wie folgt. '
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Satz. Ist n91 in der kanonischen Zerlegung

r -
(3) m=]7"pil

=1 ;
gegeben, so ist die Anzahl d(n) der Teiler von n
durch

r
(4)  a@m) = 17;Hi+1)

1=
bestimmt, und d(n) hat iiberdies die Eigenschaft

(5) d(ab) = d(a)d(b), falls a,b teilerfremd
sind.

Beweis: Wegen (2) ist jeder Teiler von n in der Form
r k.
= 1 €y £
darstellbar. Da ein Teiler von n eindeutig durch die Auswahl
von r Zahlen

i

k L k
19 ™
festgelegt ist, ist die Anzahl der Teiler von n gleich dem
Produkt der Auswahlmiglichkeiten der einzelnen k
d(n) = GJ1+1)(Q2+1)...(4;+1). was (4) ist.
Nun zu (5). PFiir a=1 oder b=1 haben wir nichts zu beweisen

(siehe Funktionswerttabelle). Es bleibt der Fall a,b> 1. Hier-
flir seien die kanonischqp Zerlegungen von a,b gegeben durch

r . 8 P
esv~=TT1;Ji’)1 ’ b=‘_ﬂ:qr1-
i=

i=1

i:

/1/ KRATZEL, Zahlentheorie, Mathematik fiir Lehrer, Band 19,
DVW 1981.
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Dann ist wegen der Teilerfremdheit von a,b

ks, = p1v1 p2V2 pvr q1/11 qgaz q;“s
die kanonische Zerlegung der natlirlichen Zahl &b (bis auf die
Reihenfolge der Faktoren), da keine der Primzahlen Py unter den
q; vorkommt. Es ist dann mit (4)

d(ab)=(V;+1) (V41)e.. (¥, +1)(/1+1)(/2+1)...(/B+1)
=TT T Gy = atadav)
i=1 i=1
was wir noch zeigen wollten.

Statt (5) hinzuschreiben, sagt man "d(n) ist multiplikativ".
Die Bedingung der Teilerfremdheit kann dabei nicht weggelassen
werden, wie d(4) # d(2)d(2) zeigt.

Nun wollen wir uns davon iiberzeugen, daB d(n) fiir gewisse Fol=-
gen natiirlicher Zahlen n tatsdchlich rascher wachst als log n.
Statt n=2m, m=1,2,3,... betrachten wir die sich als "teiler-
reicher" entpuppende Zahlenfolge

L
(6) n = " P » m=1’2’3,o-o ’
i=1 i

worin Pq< Ppo< cee <P, , T beliebig, festgelegte Primzahlen sein
sollen mit r> 1.

Wegen (4) erhaltan wir
d(n) = Tr (m+1) = (m+1)r>m
und wegen (6)
log n = mIZ: log'pi =m L(r),
worin L(r) eine von r abhéngige reelle 7ahl ist und fiir die
Summe iiber log p; steht. Wichtig ist nun, daB L(r) zwar groB

sein kann, aber .fest bleibt, wenn m groB wird. Somit erhalten
wir

r _ ,log n\* log n r-1 r-1

d(n)> m™ = (—ﬁﬂ') = -—E—r (log n)*"" 2 (log n) ;
(L(r))

wenn nur n hinreichend groB8 ist, wofilr wir nur m in (6) hin=-

reichend groB8 (m2 mo) wihlen milssen.

Wir fassen diese Untersuchung etwas genauer in einem Satz zu=-
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sammen und fiigen eine ergtnzende Aussage hinzu, die wir an-
schlieBend beweisen. . '

Satz. Es sel r> 1 eine (beliefbig gro8) vorgegebene natiir-
liche Zahl und Py<Pp<ees <Py, die ersten r Prim=-
zahlen.

Dann gibt es eine von r abhiingige natiirliche Zahl

momo(r), so daB fiir die Zahlenfolge

-f-'lil m
(7) n = i Py » mumo,mo+1,mo+2,m°+3,...

Die Abschétzung

(8) d(m) > (log n)*

erfiillt ist. , .

Es sel weiter £> 0 eine (beliebig klein) vorgegebe-
ne reelle Zahl. Dann gibt es eine von & abhiéngige

natiirliche Zahl no=no(£), gso daB die Abschétzung

(9) d(mn)< n‘ fiir alle n>n

(o]
erfiillt wird.

7u beweisen ist noch (9). Wir schreiben n in der kanonischen

Zerlegung
v Vv Y r
n = py 1 Ps 2... Py L2 ’ gso daB8 d(n) = 77'1(014-1),
; i=
Im Gegensatz zum Beweis von (8) kinnen hier die nicht notwendig

aufeinanderfolgenden Primzahlen Pq< Pp< cee < Pr beliebig groB
werden. Hieraus ergibt sich die Idee, eine von n abhiéngige
Funktion f unbestimmt vorzugeben, deren Funktionswert £(n) die
beteiligten Primzahlen p, unterteilt in solche mit pié £(n)
und solche mit p, 2 f£(n). Dann ist d(n) = Pq (n)opa(n), worin
p(n) := TT  (v41y und py(n) := TT  (y+1).
) I £(n) pia-f(n)
Zuerst betrachten wir p,(n). Offensichtlich ist
v V.
. 8 i log n
npy 9?2 also "151'5%2*
und es gibt eine natiirliche Zahl ng, 80 dag
log n 2 -
1£1+ T < (log n) fir n3n, .
Somit gilt

1+V
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(10)  log(1+y )¢ 2 log log n flir n*n,. .
Weiter ist mit exp(x) := X und (i) fir p; < £(n)

P.'(n) = exp(log (717; (l)i+1)) = exp(% 1og(|)i+1))

und weiter mit (10)
P1(n)< exp(2 log log n 81(n))
worin

5,() 1= Z2— 1¢2(n)  ist.
p;< £(n)

Somit gilt
(11) P.l(n)( exp(2£(n)log log n) .

Nun zu P, (n). Wir benutzen hier die bekannte Ungleichung
v+1< 2Y, v aus N, und erhalten

S,(n)
(12) Py(n)= 2 - mit S,(n) ._Eui
und schédtzen jetzt n wie folgt ab: pi’f(n)

v (n)
n= 77 pts Toyre Tr @™ - aw) %2
i=1 pil (n) pi.’-f.(n)

et lo
Sp(0) = TogTtmy
folgt. Dies in (12) eingesetzt ergibt zusammen mit (11)
log n .
(13) d(n)<exp(2f(n)log log n + log 2 W)

Der erste Summand im Exponenten wird mit wachsendem f(n) im
Wachstum beschleunigt, widhrend der zweite Summand dann sochwé-
cher wichst. _

f(n) ist also optimal fiir einen Wert, bei dem beide Summanden
etwa gleich sind. Ein N#herungswert hierfilr ist
| £(n) = log n(log log n)~2

und dies ergibt wegen (13) mit n 2exp(exp(9)}

woraus

1

'2') (1oglogn) /72 & p&

d(n) € exp(log n(log log n)
filr n 2 n,:= exp(exp(max(9, (})2)), was noch zu zeigen war.

(8) sagt, daB sich der Teilerreichtum erhcht, wenn die Anzahl
der beteiligten Primzahlen wiéchst. Nun ist es naheliegend, die
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Zahlenfolge

(14) n = p1p2”‘pf » =2 3 4-,-'-

zu betrachten, worin die Py die ersten r Primza.hlen bedeuten.
Bezeichnet nun 9T (x) die iibliche Primzahlfunktion, die die An-
zahl der Prlmzahlen £ X angibt, so kann der Leser nachweisen,
daB es eine natiirliche Zahl n gibt mit

e

(15) - d(n) > n

wenn man folgendes als bekannt voraussetzt:

fiir alle n>n,,

(A) Da p, die r-te Primzahl in der Folge der natiirlichen Zah-
len sein soll, ist selbstversténdlich Tt'(pr) a I.

(B) Es gibt eine Konstante n,> 0, 80 daB mit Riicksicht auf (14)
log n = Z log p;< 2p, flir alle p >ny, und schlieB8lich

i=1
(C) Es gibt eine Konstante n,> 0, so daB
1 B ;
s<(n) > % Tog 0 fiir alle n> n,.

Die Aussagen (B) und (C) sind Folgerungen aus den sehr tieflie-
genden asymptotischen Aussagen
7 :

D
Elog pin_rpr,(pr-acn)und 5T (n) Tog @ * (n-2>®).

Letztere Aussage ist der berilmte P r imza hlsatz,
worin "~ " als "asymptotisch gleich" gelesen wird und bedeutet,
daB der Quotient aus den beteiligten Funktionen links und
rechts von "~ " bei n gegen unendlich (n->® ) den Grenzwert 1
hat. Die Existenz dieses Grenzwertes voraussetzend hat der
russische Mathematischer GEBYSEV (1821-1894) bereits 1850 die

“Vergle:.chsi’unktion“ .'L__- fiir @ (n) gefunden.

Der Nachweis der Existenz des Grenzwertea beschidftigte die
Mathematiker von da an noch ein ganzes Jahrhundert, bis im Jah-
re 1949 unabhéngig voneinander P. ERDOES und A. SELBERG einen
elementaren Existenzbeweis veroffentlichten.

Dr. Horn, FSU
SektionL Mathematik
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Bericht vom Arbeitskreis 9 des XVI. Treffens
von FDJ-Studenten mit NPT

Mathematische Modellierung und Software

(Arbeitskreis-Leiter: Ingo Frommeyer, Forschungsstudent
Mathematik) »

Diesem Arbeitskreis gehdrten die NPT Dr.P.Fichtner (VEB
Kombinat Carl-Zeiss), Prof.Dr.A.Pietsch und Dr.D.Schiitze
(Sektion Mathematik, FSU Jena) sowie 15 Studenten und
Junge Wissenschaftler an, Einleitend berichtete Dr .Schiitz e
iber die direkte Forsehungskooperation zwischen der Uni-
versitédt Jena umnd dem Kombinat Carl-Zeiss.

Die FDJ-Studenten waren ein sachkundiges Publikim, die
viele Fragen vor allem zu den technischen Realisimrungs-
bedingungen des AMOS-Projektes (Automatische Modell ierung
Optischer Systeme ) hattemn. Vor allem Tdee und Real isierung
des dreistufigen Rechnerverbundsystems des Kombinates
Carl-Zeiss rief groBes Interesse hervor, Es wiurde erkamt,
dall dieses Prinzip verallgemeinerungswiirdig ist und ei ne
bessere Auslastung der Rechner gewdhrleistet., Nachdem das
fachliche Interesse der Studenten einigermallen befriedigt
war, wandten wir uns der Frage zu, welche Rolle die selb-
stdndige wissenschaftliche Arbeit an den einzelnen Sektio-
nen spielt, welche Anforderungen realisiert werden miissen
und wie eine bessere Vorbereitung der Studenten auf ihren
spiteren Linsatz in der Praxis erreieht werden kann,

Da diese Fragen in engenm Zusammenhang stehen, wurden sie
auch nicht getrennt behandelt. Dr.Fichtner konnte hier we rt-
volle Hinweise aus seiner Téatigkeit im Kombinat Carl-Zeiss
geben. So ist vor allem das friihzeitige Heranmfiihren der Stu-
denten an Preisaufgaben und deren moglichst selbsténdige
Bearbeitung unter sachkunddger Betreuung eine wichtige Me-
thode, die mit dazu beitrégt, dal kiinftige Absolventen den
Anforderungen der Forschung in der Industrie besser gerecht
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werden.

Prof.Pietsch betonte die Rolle eimer soliden Grumdausbildung,
die sich auch 2zm den Belangen der Praxis orientlerem und
nicht allein auf innermathematische Prinzipien stiitzen soll.
Es war deutlieh zu spiliren, daB die Studentem dieselben Po-
sitiomen vertraten, wie sie auch auf der zentralen Konf erenz
der FDJ=Studerten und jungen Wissenschaftler im September

in Jena herausgearbeitet wurden. Bemerkenswert war die Un-
tersehiedliehkeit der praktiziertem Méglichkeitem fiir selb-
stindig wissensehaftliche Arbeit an dem einzelmem Hoehschu-
len und Universitéten. So wurdem sie an den meistenm Math ema—
tiksektionen als unzureichend eingeschétzt. Es wurde aber
auch eim Beispiel (nicht aus der Mathematik) genarmt, in dem
alle Studenten vom ersten Semester an mit der selbstindigen
wis sensechaftlichen Arbeit konfrontiert wurden. Interessant
ist auch, wie die Kooperation mit der Industrie verwirklicht
wird., Meist wird zu einer weitgehend ausgearbeiteten Theorie
ein praktisehes Problem gesucht. Diese Methode ist aber we-
mig tragféhig. Erfolgversprechender, wenn auch schwieriger
suszufiihren und Jdurchzustehemn, sind solche Projekte wie z.B.
die ZBA-Entwieklung (Elektronenstrahlbelichtungsanlage) an
der Sektion Mathematik der FSU. Somit wurde eine Forsechungs-—
aufgabe bearbeitet, ohne dal man vorher genau wei, welche
Art der Mathematik dort bendtigt wird. Dieses Vorgehen erfor-
dert besondere Risikobereitschaft.

Ingo Frommeyer
Arbeitskreisleiter

Becle /8 /8 /B /8 /B /3 /8 /B /& /R /3 /8 / EBeke

¢

Die Majoritét der Dummen ist uniiberwindbar

und fiir alle Zeiten gesichert.

Der Schrecken ihrer Tyrannei ist indessen gemi ldert
durch Mangel an Konsequenz.

Albert Einstein
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Preisaufgaben

Hattte mnomans paBHOGeZpeHHOl{ Tpameuuu, ecid ee BHCOTA
paBHa H, & OOKOBasg CTOPOHA BUAHA %3 LEHTPA OMACAHHOH
OKPYXHOCTH NOA YTIIIOM .

]
@

C,

Eine sechsziffrige Zahl z beginne von links mit der
Ziffer 1. Wenn wir diese 1 vom Anfang wegnehmen und
sie an die iibriggebliebene Zif fernfolge reehts anhin-
gen,so entsteht eine Zahl, die dreimal so gioB ist
wie =z,

Man ermittle die Zahl z .,

Welchen Bedimgumgen miissen die reellem Zahlen 249859
a§'b1'b2'b3 geniigen, s0 daB der Ausdruek

(a,‘+b,1::)2 - (a2+b2x)2 + (a3+b3x )2
das Quadrat eines Polymoms ersten Grades in x mit re—

'ellien Koeffizienten ist?

In zwei gleichartigen Gefien, von denen jedes ein Fas—
sungsvermogen von 30 Litern hat, befinden sich insge-
samt 30 Liter Spiritus., Es werde mun das erste GefifR
vollsténdig mit Wasser umd dam das zweite mit der Mi-
sechung, die im ersten Gef#s entstanden ist, wiederum
bis zum Rand aufgefiillt. AnsehlieBend werdem in eimem
Becken der gesamte Inhalt des erstem GeféBes umd 12 Li-
ter vom Inhalt des zweiten GefZBes gemischt.

Wieviel Liter Spiritus befanden sieh zu Anfang in den
Gefédllen, wenn am Ende das Beeken 2 Iiter mehr Spiritus
als das zweite Gefidl eathilt?

T 11

—

Es sei n eims natiir1iche Zahl, gréBer als 1 und o ein
Winkel, der folgender Bedingung geniigt

Ol —. *

Man zeige, daB damn gilt: tan n-dDn-tane




Preisaufgaben ; 32

T 12 Gegeben seien drei Punkte A,E,F. Man konstulere jetzt
@ ein Quadrat so, daB A ein Eckpunkt ist und E und F

auf zwei verschiedenen Seiten des Quadrates 1liegen,
die nicht dureh den Punkt A gehen, oder auf deren
Verlédngerungen.,

Herausgeber: Jugendobjekt , Studienvorbereitung — Studienwerbung”
Leiter: Harro Rosner

Chefredakteur: Thomas Gundermann

Redaktion: C. Dahmke, J. Dimler, N. Patschke, O. Kotowski, E. Stein

Anschrift: WURZEL, Universitatshochhaus; Sektion Mathematik, Jena, 6900

Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postamter entgegen.
Versffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

RedaktionsschiuB3: 19. 1. 87
Titelseite: M. Torke

ISSN 0232-4539 Wurzel Jena 21 (1987) 2 S.17-32




Ables ist relatio

die andere NMathematik
jenseitige YOahtheit

¥

TRIR VAT e T
‘i% (e u% xﬁg‘:@
¥ \\ / oy

zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobjek? Studien-
vorbereitung-Studienwerbung der Sektion
Mathematik an der Friedrich-Schiller-
Universitdt Jena
21. Jahrgang ISSN 0232-4539
Sonderpreis fiir DDR:.0.20 M



Multiplikation 34

Multiplikation komplexer Zahien

Mit der praktischen Nutzung von Rechnern wuchs das Interesse
an guten, d.h. schnell srbeitenden Programmen Tiir bestimmte
Proehlene. Heute existieres viele Algorithmen, die afifektiv
numerischern, kombinavorische und sndere Froblemstsllunsen lSsen.
Wir wollen in ddesem Beitrag der Frage nachgehen, ob bel
bei gewissen arithmetischen Operationen, in denen nur Additionen,
Subtraktionen und Miltiplikationen von Variablen zls elementare
Operationen vorkommen, die Anzahl der Multiplikationen eventuell
dureh ErhShumg der Zahl der Additionen verringert werden kann,
Dies mag man einsehen, well doch jeder noch aus seiner Vor-
tasehenrechnerzeit, daB bei der Multiplikation zweier 10-ziffriger
Zahlen 100 mal auf die elementaren Einmmaleinskenntnisse zurlickge-
griffen werden muB, jede Ziffer nmufl mit jeder Ziffer multipli-
ziert werden, am Ende miissen dann die Zwischenergebnisse in wohl-
bestimmter Weise aufaddiert werden.
Die Addition von zweil zehnziffrigen Zahlen erscheint uns da noch
als die leichtere Ubung.
Uber komplexe Zshlen wurde bereis in fritheren Heften berichtet.
Wir geben kurz einige Eigenschaften.
Fiir komplexe Zahlen sind eine Gleichheitsrelation, zwel zwei-
stellize Operationen + und « definiert.
Jede komplexe Zahl 1d8t sich darstellen in dr Form a + b » i,
wobei a und b reelle Zahlen sind, das Symbol i bezeiehnet die
imaginére BEinheit.Bs gelten folgepaden Beziehungen..
1.(a+ Db "iV=la’' + b 'ei) a=a'Ab=Db"'
2. (a +bside(a’tb'si) = (asa'=beb') + (asb'+a'esb).1
3, (a+bsi)+(a’+b'ei) = (a+a'")+(b+b').1
Gilt b=0 , s0 ist a + b1l = a eine reelle 7ahl, die reellen
Zahlen bilden eine echte Teilmenge der komplexen Zahlen.
Aus 2. folgt fir a=a'=0 und b=Dd'®s® : ji.ji= -1, 4.h.
i ist eine Quadratvurzel aus -1, die andere ist dann -i .
Den an komplexen Zahlen interessierten Leser verweisen wir
auf ein Standardleil:rrbueh zur Algebra.



35 Mult ip 1ikation’

Laut Definitionsgleichung 2. miizsen wir bei der Multiplikation
zweier komplexer Zahlem vier Multiplikationen reeller,Zahlen
ausfithren.

Ist es mdglich,mit weniger Multiplikatiomen auszukommen?

Dazu geban wir folgendes Programm an,
£1 := a+ D

£2 := £1 . a'
£3 = b"— a'
f4h 3= a » I3
£S5 := f4 + L2
£6 1= a' + D'
£7 := b ¢ f6
f8 := f2 - £7

Nach Ausfilhrung des Probramms tragen die Variablen f£5 und f8
die Werte a:b' +al.b und a-a'- b.b' .
Gebraucht haben wir nur drei Multiplikationen zur Berechnung
von £2, T4 und £7. Freilieh ist selten etwas fiir umsonst:
Wir brasuehen jetzt fiinf Additionen, drei mehr als im 2..
Gibt es nun einen weiteren Trick, um die Anzahl der Multipli-
kationen weiter zu verringern? |
Selbst wer wagt,wird bier nichts gewinnen, denn es 1388t sich
zoigen, dal drei Multiplikationen reeller Zahlen notwendig
sind, um eine Ihlultiplika‘sion von komplexer Zahlen auszufiihren.
( In speziellen Téllen geht es freilich:

(& +bei)e(a =bei) = 52 + b2 )
7um Beweis unserer Behaupturg wollen wir etwas mehr bereit-
stellen.
Es sei 2 die Menge der senzem rationalen Zzhlen, X=\x,|,...,x1d
und Y= \y,l, o» '-3';015

ganze Zahlen.

wei disjunkte Mengen von Variablem fiir


























































































































































































































































































































































































































































































