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Eréiaaufgaben

Preisaufgaben

U 1 Ldse folgende Gleichung

221, 4 a5 4 3,254 1,625 4 ..s
wobel die rechte Seite eine unendliche geometrische
Reihe darstellt.

o

U 2 Beweise folgende Gleichung:

sinsx + cosex + 351:12:: . coaax- 1 ®

ad

U 3 Lése folgendes Gleichungssystem:

x3+x3y5+y3-'l7

X+ Xy+Yy = 5 .

—=.

U 4 BEs seien m, n und p die Liingen der Seiten eines beliebi-
gen Dreiecks. Beweise die folgende Ungleichung:

m2+n2+p2¢2(mn+mp+np).

=2

U 5 'Bestimme die Menge aller x, fiir die gilt:

/ log VX'
x >2 .

=2

U 6 XopAa oxpyxHocTH paBHa IO cM. Uepes OAMH KOHEL XODAN Ipo-
Be/leHa KacaTelNbHad K OKPYXHOCTH, & 4epes Zpyroft — CeKymas,
fapall JelbHas kacaTelbHo#t. OmpeZe MTE PaZUyC OKPYHHOCTH,

=

8CJI BHYTPEHHMY OTpPe3Ok cexyueft pased I2 cu,

EinsendeschluB: 1. 5. 1988

Aufgaben zur gegenseitigen Lage von Ebenen und Kérpern
(Fortsetzung)
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Das Fiinfeck (T1)(T2)(T3)(T4)(T5) entspricht nach Konstruktion
der wahren GroBSe und Gestglt des PFiinfecks T1T2T3T4T5.

Als zeichnerische Kontrolle kenn das Ergebnis des ersten Aufge-
benteils, wonach T;TE][T;TZ und T;T;}fTET;'iat, genutzt werden.
Der Neigungswinkel der Schnittebene mit der Bildebene iast dem
Aufrifl zu entnehmen.

Variante 2: Eintafelbild

Theoretische Grundlagen

Bei dieser Konstruktionsmoglichkeit ist fiir das Umklappen der
Schnittfigur in die Bildebene erst die Schnittgerade der
Schnittebene mit der Bildebene zu bestimmen. Im Unterricht der
- POS wurde dafiir der Begriff "nullte Hohenlinie h " verwendet.



Lagebeziehungen ' '
2ur Konstruktion dieser Hohenlinie werden die "DurchstoBpunkte®

zweier in der Schnittebene liegenden Geraden durch die Bild-
ebene bendtigt.

Am Beispiel eines schriig zur Bildebene im Raum liegenden Drei-
ecks ABC sei das erléutert. Die Geraden durch die Eckpunkte A,B
bzw. AC durchstoBen die
Bildebene in den Punlk-
ten 31 und 32.

Die Gerade & durch die
Punkte'S1 und S, ist
die gesuchte Schnittge=-
rade der Dreiecksebene
mit der Bildebene. Zur
Kontrolle kann noch der
DurchstoBpunkt der Ge-
raden durch die Eckpunkte B und C des Dreiecks konstruiert wer-
den, der ebenfalls auf der Schnittgeraden s liegen mus.

Die Konstruktion der Punk-
te S1 und 82 erfolgt durch

c' ,
das Umklappen der Dreiecke T - &
S4B'B bzw. S,C'C in die CC////”M//M .
Bildebene - analog dem in 4" c
{ _ >
der POS vermittelten Ver- < \‘*\ A

fahren zur Bestimmung der
wahren Linge einer Strecke
und des Neigungswinkels einer Strecke gegen die Bildebene.
Ferner werden zur Konstruktion der wahren GroBe und Gestalt der
Schnittfigur mittels Eintafelbild noch "Fallinien" benstigt,

de h. die Geraden einer Ebene, die senkrecht zu den einzelnen

- Hohenlinien dieser Ebene verlaufen. Damit steht das Bild (der
RiB) einer Fallinie ebenfalls senkrecht auf der "nullten Hi-
henlinie",

Fir die einzelnen Dreiecke PFPP', die vom Originalpunkt P, sei=-
nem Bildpunkt P' und dem Fullpunkt Fp der Fallinie durch den
Originalpunkt auf der Hohenlinie h0 gebildet werden, wurde in
der POS der Begriff "Stiltzdreieck" benutzt.

Mittels dieser Stiitzdreiecke kann die Umklappung der Originale-
punkte der Sehnittfigur in die Bildebene konstruiert werden.
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Die fiir das Stiltzdreieck er-
forderliche Seitenlénge PP

ist dem HohenmaBstab des Ein-
tafelbildes zu entnehmen.

Das so konstruierte Dreieck
(A)(B)(C) entspricht der wah-
ren GroBe und Gestalt des Drei-
ecks ABC. Der Neigungswinkel
der Dreiecksebene zur Bild- : .
ebene kann in einem der Stlitzdreiecke gemessen werden.

Ausfilhrung

In unserer Aufgabe vereinfacht sich 'allerdings die Konstruktion
~der wahren GroBe und Gestalt der Schnittfigur. Nach Vorausset-
zung ist PR parallel zur Bildebene und stellt somit selbst eine
Hohenlinie der Schnittebene dar. AuBSerdem mu8 die Unklappung
der Schnittfigur in die Bildebene nicht unbedingt um die Sohni tt-
gerade (nullte Hohenlinie) erfolgen, sondern kann durchaus auch
um jede andere Hohenlinie der Schnittebene vorgenommen werden.
Die Schnittfigur erscheint denn in der durch die gewdhlte HG-
henlinie bestimmten Ebene, die parallel zur Bildebene liegt.
Beim Einzeichnen der Stiitzdreiecke muB dann aber die neue Hi-
hendifferenz der Originalpunkte zu dieser "Hilfs"-Bildebene be-
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achtet werden. R

(1) ir)

- PN T'=@'= (%)

(P

(1o (%)

Pl

Fir die Konstruktion wird zweckméBigerweise der ™niedrigste"
Punkt der Schnittfigur, also T2 = Q gewkdhlt. Die Parallele zu
P'R' durch Q' ist die fiir die Umklappung erforderliche Hohen-
linie hq. AuBerdem vereinfacht gich die Konstruktion, wenn zu=
nédohst das Dreieck PQR in die "Hilfs"-Bildebene umgeklappt
wird. Man kommt mit einem Stiitzdreieck aus, da P und R gleich
hoch liegen. Mittels der Schnittpunkte der verléngerten Fall-
linien durch T{, L. T& und Té mit den Dreiecksseiten des Drei-
ecks (P) (Q) (R) kann die wahre Gr&Be und Gestalt der Schnitt-
figur T1T2T3T4T5 sofort angegeben werden.

Die Kontrolle kann wie bei Variante 1 durchgefithrt werden.

Der Neigungswinkel der Schnittebene mit der Bildebene kann dem
Stiitzdreieck entnommen werden.

Determination , .
Nicht immer ist die Schnittebene wie in unserem Aufgabenbei-
Spiel so durch drei nicht auf einer Gerade liegenden Punkte
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vorgegeben, daf zwei der Punkte auf einer zur Bildebene paral-

lelen Geraden liegen. Deshalb ist die Variante 1 zur Lisung
analoger Aufgaben allgemein nicht so einfach zu realisieren,
auch bel Anwendung der Variante 2 knnen Schwierigkeiten auf-
treten. Eine Kopplung beider Varianten erweist sich als zweck-
miBig.

Wiederum am Beispiel eines Dreiecks ABC in allgemeiner ILage im
Raum sei das gekoppelte Vorgehen demonstriert.

Ausgehend von einer A"
1

Darstellung des Drei-
ecks im Zweitafel-
bild wird eine zwei=-
te AufriBebene ge-~
sucht, zu der das
Dreieck ABC senkrecht
steht, um das Verfah-
ren nach Variante 1 =
vollziehen zu konnen.
Zur Realisierung wird (a)
durch einen Eckpunkt -
des Dreiecks eine HG-
henlinie gelegt, die, £>
um einen weiteren Be- <
zugspunkt zu erhalten,
eine Dreileckseite : _\\\
schneiden muB. In un- '
serem Fall wdre das A

die Hohenlinie durch

den Eckpunkt C., Die 4
zeichnerische Ldsung @)
wire im AufriB eine

Parallele durch C? zur

RiBachse. Der somit 3
erhaltene Schnitt-

punkt E" mit der Drei- =
eckseite K?ﬁ?'wird in

den Grundrif iibertra-

gen. Durch gein Bild E!

"
Ay -
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auf der Strecke ATB' mit dem Punkt C' ist das Bild der Hihen-
linie im GrundriB bestimmt. Da die Fallinien durch die Eckpunke
te A und B des Dreiecks senkrecht auf der Hohenlinie hc stehen,
muS die RiBachse der zweiten gesuchten AufriSebene parallel zu
den Fallinien der Dreiecksebene gezeichnet werden, damit die
Dreiecksebene senkrecht auf der zweiten AufriBSebene steht

(z. B. Parallele zu A'F}). Bel exakter Konstruktion milssen dann
die Bildpunkte Al, Bg und Cg auf einer Geraden liegen, die mit
der RiBachse den Neigungswinkel o der Dreiecksebene mit der
Grundrifebene einschlieBSt. Das weitere Vorgehen zur Bestimmung
der wahren GrdBe und Gestalt des Dreiecks ABC bzw. der durch
diese Ebene bestimmten Schnittfigur ist das bereits bekannte.

Das hier beschriebene Vorgehen empfiehlt sich besonders dann,
wenn die Sochnittfigur zundchst nicht im AufriS K darstellbar ist,
sondern nur der Kdrper und die durch drei Punkte gegebene
Schnittebene in allgemeiner Lage. :

Ist allerdings die Schnittfigur als solche durch das Zweitafele
bild dargestellt, kann nach der bereits dargestellten Konstruk-
tion einer Hohenlinie im Auf- und GrundriB sofort die wahre
GroBe und Gestalt der

Schnittfigur durch Pa- A

ralleldrehen zur Grund=-
riBebene konstruiert wer-
den. Ist beispielsweise
unser fiir die Demonstra=-
tion gewihltes Dreieck ABC
nicht die Schnittebene,
sondern bereits die Schnitt-
figur, so 1&B8t sich mit=-
tels des umgeklappten Stiitz-
dreiecks A'FA(A) der Eck-
punkt (A) des Dreiecks kon-
struieren. Da C auf der ge-
withlten Hohenlinie liegt,
ist C' gleich dem Eckpunkt
(C) des Dreiecks. Fermer
liegt der Eckpunkt (B) des

(8)
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Dreiecks sowohl auf der Geraden durch (A) und E' als auch auf
der Senkrechten zu hé durch B', so daB die Zuhilfenahme eines
weiteren Stlitzdreiecks nicht erforderlich ist. Der Nachteil
besteht in dieser Darstellung darin, daB sich die Bilder der
Dreiecke A'B'C' und (A)(B)(C) gegenseitig iiberdecken.

3. Aufgaben zur selbsténdigen Bearbeitung
Hinweis

In einem der nachfolgenden Hefte werden eventuell erforderli-
che Losungshilfen zur Bew#ltigung der Aufgaben bzw. die Ldsun-
gen selbst zur Kontrolle angegeben.

Aufgabe 1:
In unserem erdrterten Beispiel schnei-

[ det die durch die Punkte P, Q und R
festgelegte Ebene einen Viirfel in
‘ einer (ebenen) Figur.
g Konstruieren Sie die wahre GroBe und
Gestalt dieser Figur fiir B = 4 om,
PF = 6 cm, QF = 2,5 om, RF = 5om!
-Bestimmen Sie zeichnerisch den Neigungswinkel der Ebene PQR zur
GrundriBebene!

Aufgabe 2:
Streckenléngen und Winkel, die sich konstruktiv ermitteln las-

sen, kinnen auch berechnet werden. Dazu sind die'bekannten
Strahlensétze, die Satzgruppe des Pythagoras und asndere in der
Planimetrie vermittelten Sdtze auf den Raum zu Ubertragen.
Entwickeln Sie fiir die Aufgabe 1 Formeln zur rationellen Be-
rechnung der Seitenléngen der Schnittfigur und des Neigungs-
winkels der Schnittebene zur Bildebene!

Berechnen Sie die einzelnen Seitenléngen und den Neigungswin-
kel fiir die in Aufgabe 1 angegebenen Bedingungen, und verglei-
chen Sie die zeichnerisch und rechnerisch ermittelten Resulta-
te miteinander!

Aufgabe 3:
Bei dem in Aufgabe 1 im Schriighild dargestellten Sachverhalt
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seien die Punkte P, Q und R auf dem jeweiligen Strahl EE'

und FG frel beweglich.

Geben Sie Bedingungen fiir die Iage von P, Q und R auf den je-
weiligan Strahlen an, so daB nachfolgend angefiihrte Figuren
beim Schnitt des Wilrfels durch die Ebene PQR entstehen!

a) gleichseitiges Dreiéck e) gleichschenkliges Trapez

b) gleichschenkliges Dreieck f) regelmiBiges FMinfeok

.¢) unregelmiBiges Dreieck g) beliebiges Sechseck

d) Quadrat ' h) regelmiBiges Sechseck
Aufgabe 4:

Flir den Flécheninhalt einer schriég zur Bildebene 1:I.egondan Pi-
gur gilt die Formel A = '5'5%%:_ .

(A = Flécheninhalt der Originalfigur,

A' - Fldcheninhalt der im GrundriB abgebildeten Fgur,

« - Neigungswinkel der Figur zur Bildebene)

Ieiten Sie mit Hilfe nebenstehender Abbildung die angegebene
Formel her, indem
Sie Zerlegungen
bzw. Erginzungen
von ebenen Figuren
nutzen!

Berechnen Sie mit-
tels dieser Formel
den Flédcheninhalt
der Schnittfigur
von Aufgabe 1!

Aufgabe 5:
Durch ‘ein Schréigbild (g = %) ist ein Wiirfel und eine Schnitt-

ebene mittels der Punkte P, Q und R vorgegeben.
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Ermitteln Sie fiir die Abbildungen 5.1. ung 5.2. die wahre
Grofe und Gestalt der Schnittfigur und den Neigungswinkel der
Schnittebene zur GrundriBebene! '

Horn

Dr. Rainer D&rr
FSU, Sektion Mathematik

Bereich Methodik
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Pythagoras

Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras

In diesem Abschnitt soll der Satz des Pythagoras in zweierlei
Hinsicht verallgemeinert werden. Zuerst soll seine Giiltigkeit
im dreidimensionalen euklidischen Raum untersucht werden und in
einem zweiten Teil soll dieser Satz in der euklidischen Ebene
variiert werden.

(1) Der Satz des Pythagoras besagt, da8 die Summe der Fléchen-—

inhalte der Quadrate {iber den Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks genauso groB wie der Flécheninhalt des Quadrates
liber ‘der Hypotenuse ist. Sind also &, b die Katheten des
rechtwinkligen Dreiecks und ¢ dessen Hypotenuse, dann gilt
32 + b = 02. Bekannt ist die Moglichkeit zur Berechnung
der Raumdiagonalen eines Quaders mit e2 = 32 + b2 + 02
(Abb. 1). Betrachten wir

den Quader und stellen uns
die Aufgabe, die Figur in
Teile zu zerlegen, in de- '. “fq?
nen die GréSe e, a, b, ¢ A,
Korperkanten sind und die ’

Seitenflédchen simtlich <@ \\
rechtwinklige Dreiecke &“

ausmachen, erfiillen 6 sol- __.,.g'_'
che Teile die gestellte -
Forderung, wobei eine solche .
Figur schraffiert in Abb. 1 hervorgehoben ist. Eine derar-
tige réumliche Figur wird als Orthoschem bezeichnet. Ein
Orthoschem besitzt sémtlich rechtwinklige Dreiecke als Sei-
tenfléchen im dreidimensionalen Raum und ist durch einen
total-orthogonalen Kantenzug (Abb. 2) ausgezeichnet. Dabei

| gilt: al b L ¢

Beim Vergleich mit Abb. 1 1&8%

sich unschwer die Beziehung

e2 = a2 + b2 + 02 als richtig aner-
kennen. Diese Gleichung wird als
"rdumlicher Pythagoras" bezeichnet.
Das Analogon zum rechtwinkligen
Dreieck stellt somit das Orthoschem

-'"
r

/4

Abb. 1
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(2)

(oder orthogonaltetraeder) im R~ dar und der "rédumliche
Pythagoras" ist eine analytische Moglichkeit der Beschrei=-
bung dieser Figur.

Eine anders geartete Verallgemeinerung ergibt sich, wenn wir
die Gliltigkeit des Satzes untersuchen und dabei die Quadrate
durch andere Figuren ersetzen., Die Giiltigkeit fiir quadrati-
sche Flédchen mit 32 + b2 = 02 188t gich auch in der Form
schreiben, daB die Fléacheninhalte A1 = a2, Az = b2, A3 = 02‘
die Gleichung A1 + 4, = A3 erfiillen. Es soll nun untersucht
werden, welche Bedingungen an die Figuren iiber den Dreiecks-
seiten gestellt werden milssen, damit die genannte Gleichung
fir beliebige Figuren erfiillt ist. Natiirlich erhebt sich
sofort die Bedingung, daB das Dreieck rechtwinklig ist, al-
80 a2 + b2 = 02 Gliltigkeit besitzt. Da Quadrate einander
stets #dhnlich sind, soll als weitere Forderung, zundchst als
Vermutung, formuliert werden, wenn die Figuren iiber Kathe=-
ten und Hypotenuse #&hnlich 8ind, dann gilt die Beziehung
&1+A.2=A3.

Das so0ll im folgenden bewiesen werden:

Bs ist bekannt, daB sich Flécheninhalte &hnlicher Figuren
wie die Quadrate entsprechender Seiten bzw. Strecken verhal-
ten. Es gilt somit am rechtwinkligen Dreieck das Verhéltnis
a- : b2 :t 0" = A1 : Az : A3. Aus dieser Proportion lagsen
sich mehrere Verhéltnisgleichungen aufstellen.

A A A
1 b 2 1
(1) -2': - I, (2) i (3) -1,: -

0.B.d.A. widhlen wir 2 Proportionen aus, etwa (2) und (3)e 2
Durch &quivalente Unformung ergeben sich aus (2) Ay = AB'EE
c

und sus (3) 4, = AB-EE . Die Addition von A; wnd A, liefert

fgf(ae+b2)c |
A1 + A2 = 02 und da nach unserer 1. Forderung
32 + b2 = 02 ist, ergibt sich A1 + A2 = A3.
Dieses Ergebnis 1l#8t sich als Satz formulieren:

Satz: Sind bei einem rechtwinkligen Dreieck die Figu=

ren liber den Katheten und der Hypotenuse ghnlich,
dann erfiillen deren Flédcheninhalte die Gleichung

A1 +A2’= A3¢ ’ ‘
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Ein Beispiel mit Halbkreisen als &hnliche Figuren soll
dies belegen.

A + A.z = A
Fﬂr die Halbkreisrlaohe A gilt:

A = LE— u.nd somit

v '5: .(2.) + .2. .(2.) (E') » Woraus
Xbb. 3 a2 + b% = ¢ folgt. -
Literatur:

i

/1/ Pythagoras - milssen es immer Quadrate sein? in: alpha 3/85
W. Jungl, Volk und Wissen Volkseigener_ Verlag Berlin 1985

/2/ Polyedergeometrie in n-dimensionalen Ré&umen konstanter
Krimmung. J. BShm/E. Hertel, VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin 1980.
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Froblem des LLucas

"Ein Objekt heift rekursiv,

wenn es sich selbst teilweise enthilt

oder durch sich selbst definiert ist."
(Niklaus Wirth, 1979)

Vor 100 Jahren brachte ein Monsieur Claus (das Anagramm des
Mathematikers Lucas) ein Spiel mit folgender Legende auf den
Markt: Zu Benares in Indien gibt es einen Tempel, in dem seit
vielen Jabrhunderten Priester bemiiht seien, einen Turm so zu ver-—
setzen, wie Brahma es ihnen selbst geboten habe. Der Turm besteht
angeblich aus 64 der Griéfle nach geordneten und auf einer Stange
aufgesteckten diinnen goldenen Blattchen. Sobald die Ménche
dieses Ritual hinter sich gebracht haben, wird der Tempel :zu
Staub zerfallen und die Welt mit einem Donnerschlag untergehen.
Das Spiel ist unter dem Namen "Tirme von Hanoi" bekannt geworden.

Als Modell eignen sich drei senkrechte Stangen, die auf einem
Holzbrett befestigt sind. Auf einer der Stangen (Nr.1) steckt am
Anfang eine Anzahl unterschiedlich groBer, in der Mitte durch-
bohrter Scheiben. Sie sind nach abnehmender GroBe von unten nach
oben ubere:nandergestapelt.

Diese Scheiben werden nun nach den folgenden Regeln versetzt:

1. Stecke immer nur eine Scheibe von einer Stange auf eine
andere um.

2. Lege stets eine kleinere Scheibe auf eine griéfiere.

Alle Scheiben sind auf eine andere Stange (Nr. 2) zu versetzen.
Gesucht ist die optimale Lisung dieser Aufgabe, also ein Verset-
zen in mbéglichst wenig Schritten.

In diesem Artikel werden wir Programme zur Lésung dieses Problems
erarbeiten und diskutieren. Darilber hinaus werden einige all-
gemeine Aussagen zur Anwendung rekursiver Prozeduren und Funk-—
tionen formuliert.

Die Scheiben bekommen der GréfBe nach die Nummern 1 bis n.
Die kleinste Sch31he tragt die Nr. 1. .

Problem: Lege k Scheiben von a nach b!

e ey e e e e

Ist k=0,
s0 ist keine Versetzung
vorzunehmen.
Andernfalls
lege die obersten k-1 Scheiben
von Stange a nach Stange c,
.- dann die k—-te Scheibe
von a nach b
und anschlieflend die obersten k-1 Scheiben
von Stange c nach Stange b.
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Diese Vorschrift besitzt eine rekursive Struktur, denn um k-1
Scheiben zu versetzen, mufd die gleiche Vorschrift wiederum
angewandt werden (fir k := k—-1). Der Abbruch ist gegeben, wenn
k=0 gilt. ’

Beispiel:

k=4 Scheiben von Stange a=2 nach Stange b=1:
{a) 3 Scheiben von Stange a=2 nach Stange c=2
(b) die 4. Scheibe von Stange a=3 nach Stange b=1 /
(c) 3 Scheiben von Stange c=2 nach Stange b=1

k=3 Scheiben von Stange a=3 nach Stange b=2:
(a) 2 Scheiben von Stange a=3 nach Stange c=1
(b) die 3. Scheibe von Stange a=3 nach Stange b=2
(c) 2 Scheiben von Stange c=1 nach Stange b=2

k== Scheiben von Stange a=2 nach Stange b=1:
(a) 2 Scheiben von Stange a=2 nach Stange c=3
(b) die 3. Scheibe von Stange a=2 nach Stange b=1
(c) 2 Scheiben von Stange c=3 nach Stange b=1

und so weiter

Mit der Formel c = &6-a-b kann die Nr. der jeweiligen "Hilfs-
stange"” C berechnet werden.

Die Vorschrift wird gestartet mit:
Alle n Scheiben von Stange a=1 nach Stange b=2.

Die Notation der Lidsung kann auch in Form von Struktogrammen
erfolgen:

Unterprogramm Hanoi (k,a,b)

k>=1 y

ja nein

Hanoi (k—1,a,6—a-b)

Drucke k,a,b
(k-te Scheibe von a nach b)

Hanoi (k—1,6—a-b,b)

Hauptprogramm

Lies n

Hanoi (n,1,2)
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Das Struktogramm 14Bt sich leicht in ein Turbo-Pascal-Programm
ibertragen.

PROGRAM Tuerme_von_Hanoi ;
VAR n, Anzahl: integer;

{$A-3
PROCEDURE Hanoi {(k, a, b: integer);
GIN
IF k >= 1 THEN
BEGIN
Hanoi(k - 1, a, &6 — a — b))
write(k 3, 'ty a, ‘=", b);

Anzahl := Anzahl + 1;
Hanoi(k - 1, 6 — a - b, b)
END
END;
{$A+3

BEGIN

clrscr;

write('Anzahl der Scheiben: ')

readlnin) '

Anzahl := 03 ‘
writeln( ' Bewegungen der einzelnen Scheiben: ')g
writeln(’'Scheibe : von =2 nach’)j;

Hanoi(n, 1, 2);

writelns;

writeln(’'Anzahl der BRewegungen: °, Anzahl)
END.

Mit der globalen Variablen Anzahl wird die Anzahl der Bewegungen
ermittelt. Geben Sie das Programm z.B. in einen Personalcomputer
1715 ein und starten Sie es fir verschiedene n. Ermitteln und
begrinden Sie den Zusammenhang zwischen n und Anzahl'! Schitzen
Sie ab, wie lange man bendtigen wirde, um 44 Scheiben umzusta-
peln!

k, a und b sind formale Wertparameter. Hei jedem Aufruf der
Prozedur Hanoi wird Speicherplatz fir diese Variablen bereit-
gestellt.

Man sieht an der Prozedur Hanoi, dafl rekursive Programme oft sehr
kurz und elegant sind. Der Mensch ist - im BGegensatz zu einem
Computer - jedoch nur schwer in der Lage, den Uberblick bei der
Programmabarbeitung zu behalten.

Der folgende gerichtete Graph illustriert die Programmabarbeitung
(Beispiel n=4), wobei die Pfeile die Aufrufe und die Riickkinfte

angeben. !

Die Zahl in Schragstrichen gibt die Reihenfolge der Drucke an.
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anol
Drucke 1,1,3} 71/
anpif1,1,3 anoi (0,2,3)
Drucke 1
. [Banoi (1,3,2 anoi (0,3,1)

127 Drucke 1,3,2]| /3/
anoi (2,1,2 ﬁanuilo.l,illl
rucke
anoi(2,2,3 anoi

8/ Drucke 1, 15/
anoi(1,2,1 anpi (0,3,
Drucke 2,2 :
anoi (1,1,3 anoi
[Xy; Drucke 1,1,3] /7/
anoi (3,1,3 anpi(0,2,3)
anoif(4,1,2 Drucke 4,1,2 j
anoi {3,3,2)
/8/ 191
anoi (1,3,2
Drucke 2,3,1
anoi (1,2, anoi({0,2,3
- 110/ Drucke 1,2 111/
anoi (2,3,1 anoi (0,3,1)]]
Drucke 3,3,2
anoi (2,1,2 mmim
112/ Drucke 1 /137
anoi(1,1,3 anoi {0,2,3)]
Drucke 2,1, )
anoi (1,3 anpi(0,3,1)
/14/ Drucke 3 115/
anoi (0,1,2)]|
— 0 $ - 1 $ 2 $ 3 $ 4 -—

Rekursionstiefe

Der Computer realisiert rekursive Prozeduren und Funktionen mit
Hilfe eines Stapels (Kellerspeicher, stack) fiir die Parameter
u.a. BrofBen. Das Element, das als letztes in den Stapel einge-
bracht wurde, ist das erste, das aus dem Stapel zu entnehmen ist.
Ein Stapel arbeitet nach dem LIFO-Prinzip (last in - first out).

\ [ € Stapelzeiger (stackpointer)

zeigt auf das oberste/top Element

|

J

Bei jedem rekursiven Aufruf einer Prozedur bzw. Funktion werden
gestapel t:
i. die Riickkehradresse und
o. die Werte aller lokalen Variablen (auch die der Wertpara-
meter).
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Die Rickkehradresse markiert entweder die write-Anweisung (beim
1. Aufruf), oder das Ende der Prozedur Hanoi (beim 2. Aufruf).
Denken Sie daran, daB das Pascal-Programm’ bei der Programmabar-—
beitung als Maschinencode vorliegt! (Im Pascal fir Kleincomputer
kénnen nach dem Compilerlauwf die Maschinencode-Adressen der
einzelnen Programmzeiler angesehen werden.) Nach der Abarbeitung
von Hanoi erfolgt ein Entstapeln der Riickkehradresse sowie der
Werte der lokalen Variablen. Damit wird ein Pulsieren des Stapels
deutlich.

Es ergibt sich die Frage nach der Effizienz des rekursiven Pro-
grammierens. Bei jedem rekursiven Aufruf seien ¥ Bytes zu
stapeln. Sind n Scheiben zu versetzen, so ist die Rekursionstiefe
maximal n (vgl. die Angaben an dem gerichteten Graphen). Daher
sind maximal n # » Bytes im Stapel eingetragen. Der Speicher-
platzaufwand widchst also linear mit der Problemgrifie n. Dies

ist ein ginstiges Verhalten. Mit der Compiler-Direktive {($A-3
wird in Turbo-Pabcal die Befahigung der Rekursivitat eingeschal-
tet. Aufgrund des Aufwandes im Hintergrund zum Stapeln und
Entstapeln ist ein rekursives Programm in der Regel langsamer als
ein iteratives Programm, das das gleiche Problem lést.

Rekursives FProgrammieren ist also dort angebracht, wo die
Probleml 6sung eine besonders naheliegende rekursive Struktur
besitzt und wo sich nicht unmittelbar eine iterative Problem-
lésung angeben lant.

BASIC verfigt nicht Gber einen Mechanismus fur rekursive Prozedu-
ren und Funktionen. Wenn Sie dennoch rekursiv programmieren
mochten, so sind Sie verpflichtet, den Stapel selbst anzulegen
und zu verwalten. Als Datenstrukturen eignen sich ein— oder
mehrdimensionale Felder, in die die Werte der "lokalen Variablen"
eingetragen werden. (Der Speicher eines Computers kann als ein-
dimensionales Feld aufgefafit werden.)

Im folgenden wird ein BASIC—Programm angegeben, das auf einem
Kleincomputer (KC B85/2) entwickelt wurde.

10 CLS .
20 INFPUT "Anzahl der Scheiben:"j;K : PRINT
30 DIM R(K,3)
40 A=1 : B=2 : H=0
S0 IF K<>0 THEN GOSUEB 100 : ELSE GOSUB 200
60 IF K<>0 OR H<>0 THEN 50
70 END ~
1

100 REM Stapeln

110 H=H+1

120 R(H,1)=K & R(H,2)=A 2 R(H,3)=B
130 K=K-1 : B=6-A-B

140 RETURN

200 REM Entstapeln

210 K=R(H,1) : A=R(H,2) : B=R(H,3)
220 H=H-1

230 PRINT K3;":";A;"=>";H

280 K=K-1 : A=6-A-B

250 RETURN
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Von Natur aus ist das Problem "Tirme von Hanoi" rekursiv. Aus
der rekursiven Lésung lassen sich jedoch iterative Lésungen
herleiten. Erarbeiten Sie ein Programm, das einen derartigen
Algorithmus realisiert! Als Programmiersprachen schlagen wir
Turbo-Pascal (Personalcomputer 17135) und BASIC (Kleincomputer
KC 85) vor. Dazu geben wir folgende Hinweise:

Aus den Ldsungen unserer Programme erkennt man, dafB jeder zweite
Zug mit Scheibe Nr. 1 erfolgt. Ist Scheibe Nr. 1 bewegt worden,

so stehen als niachste zwei andere zur Wahl. Da eine aber kleiner
als die andere ist, muB diese bewegt werden. ' ’
Fir die Bewegung der Scheiben bedeutet:

1 - mathematisch positiver Drehsinn (links herum)

r - mathematisch negativer Drehsinn (rechts herum)

Anordnung der Stangen:t (::)

Man ermittelt fir n=4:

Scheibe Nr. von nach . Drehsinn

i 3 r

2 1 2 1

1 > 2 r

3 1 3 r

1 2 1 r

2 2 3 1 Scheibe Nr. Drehsinn
i 1 3 r i r
4 1 2 1 2 1
1 3 2 r 3 r
2 3 1 1 4 1
1 2 1 r

3 3 2 r

1 1 3 r

2 1 2 1

1 3 2 r

Senden Sie an die links angegebene Anschrift die Unterlagen zu
Ihrem Programm (Kurzbeschreibung, Programmlisting, Strukto-—
gramm) ! Geben Sie bitte mit an: Name, Vorname, Privatanschrift,
Schule/Arbeitsstelle, Tatigkeit, Alter. Fur die (unserer Mei nung
nach) originellsten Programme winken einige Buchpreise. .Die Aus-
wertung des Wettbewerbs und das Literaturverzeichnis werden in
einem spateren Artikel verdffentlicht.

Einsendeschluf3: 30.4.87

Autoren:

Dr. Michael Fothe ' Prof. Dr. sc. Immo 0. Kerner
Spezialschule mathematisch—-natur-— Padagogische Hochschule Dresden
wissenschaftlich—-technischer Karl-Friedrich-Wilhelm-Wander
Richtung Erfurt Sektion Mathematik

Vilniuser Str. 18 Wigardstr. 17

Erfurt, 5 0 &6 2 ) Dresden, 8 0 & O
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Losungshinweise bzw. Ldsungsangaben zu den
»Aufgaben zur gegenseitigen Lage von Ebenen und Kérpern“

Zur Aufgabe 1 und 2:

Moglichkeiten der konstruktiven Losung wurden bereits im Bei-
trag selbst am Beispiel erléutert, so daB hier nur Hinweise zur
rechnerischen Ldsung gegeben werden. R

T,: Aus ’JE.]T2 : PT2 = BF : PF und

7
1

S ] 2 ¢ ' F

PT, =) PF° + T mit <

EF = AB = 4cm, PP = 6cm und -4,

ﬁ = 2,5cm erhélt man

T

T2T3: Anslog zur Berechnung von T1T2 ergibt sich aus der Strah-
lensatzfigur F'(G)R(fl‘3)fl.‘2 filr '.[.'2T2 <=4,5 cm.

‘I";&E: Mittels Strahlensatzfigur P(T )R(T )Q 1&Bt sich T3
rechnen, wobei mitte;l.s Strahlensatzfigur F(G)R(T )Q sioh
R_— RQ durch RG : RF ersetzen léBt.
degen‘R_' RF - TG = 1cm erhdlt man TL& = 1,3cm .

T4T5: Mittels Strahlensatzfigur P(T JR(G)F 188t sich RT" und
mittels Strahlensatzfigur F(E)P(T JR 1#éB8t sich m‘; aowie
durch Differenzbildung dieser Werte von PR 148t sich 'T__![‘_'
berechnen.

Wegen PR -'/PF + RF

i erha.lt man die Formel

i PR + BF (1- BE = 2By g somit T.0C ~ 3,7 om.
RF TF A i s
T1T5: Versuchen Sie sich nochmals selbst! Sie erhalten

i

;'.Pé 431,9 Cllle
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o: Zur Berechnung des Neigungswinkels « wird die Fallinie der

Ebene durch den Punkt Q bendtigt.

MM, LPR, M.M,;LM.Q
R tan o¢ = E}E%
s
¢ o / Hierbei ist IW; = FQ = 2,5 cm,
H,I% M,Q = H,F 1léB8t sich mittels An-

wendung der Satzgruppe des Pytha-
goras auf das rechtwinklige Drei-
_ eck PFR ermitteln. _

Aus Fﬁg = P, - M R und PP = i, . PR bzw. RF° = RM, - PR

T P . RF
tolgt W, =1/ S -

Somit ergibt sich fiir die gegebenen Werte ein Neigungswin-
kel von or=33°.

Zur Aufgabe 3:

a,b,c) Fiir alle FP = TR = FQ & AB ergeben sich gleichseitige
Dreiecke. Desweiteren entstehen als Schnitte gleichsei-
tige Dreiecke, wenn 2°AB< FP = FR = FQ < 3-AB.

Die Bedingungen  fiir gleichschenklige bzw. unregelmiiBige
Dreiecke lassen sich gleichermaflen durchdenken.

d) Quadrate entstehen bei den Vorgaben fiir die Lage von P, Q
und R nur als Grenzfélle, de h., wenn P, Q und R in genau
einer Seitenfléiche des Wiirfels vorkommen

(z. B.: P, R beliebig und Q = F)

e) Eine Moglichkeit fiir das Entstehen von gleichschenkligen
Trapezen sind die Bedingungen FP = FR <AB und TQ > AB.
Finden Sie in Analogie zu a,b,c) auch hier noch die anderen
lMoglichkeiten.

f) Im Beitrag wurde bereits am Fiinfeck erdrtert, daB Schnitt-
geraden zueinander parallel sind, wenn die Schnittebene
zwei zueinander parallele Ebenen (hier: gegeniiberliegende
Seitenfléchen des Wiirfels) schneidet. Somit gibt es kein
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regelméfiges Fiinfeck als Schnittfigur.

g,h) Ein regelméBiges Sechseck entsteht nur dann, wenn die Eck-
punkte des Sechsecks den Mittelpunkten der jeweiligen Wilx—
felkante entsprechen. Die Bedingungen fiir die lage von P,
Q und R sind dann Ieicht abzulesen.
In der nebenstehenden Abbildung er-
scheint die Figur 123456 auch als
regelmifiges Sechseck, kann aber
keine ebene Figur sein.

Versuchen Sie mittels der im Beitrag
angedeuteten "Dreiebenenprobe” zu
begriinden, warum die Figur 123456
nicht durch den Schnitt einer Ebene
entstehen kann.

4

1

susammenfassend ist feststellbar (in vereinfachter Form):

- Wenn alle drei Punkte P, Q, R auf den Wiirfelkanten lie-
gen, entstehen Dreiecke als Schnittfigur.

—~ Wenn zwei Punkte auf den Wirfelkanten liegen und ein
Punkt auBerhalb, so entstehen Vierecke.

- Wenn ein Punkt auf der Wiirfelkente liegt und zwei Punk-
te auBerhalb, so entstehen Fiinfecke.

Somit lassen sich leicht die Bedingungen fiir die Lage von

P, Q und R ‘angeben, wenn allgemein als Schnittfigur ein

Sechseck entstehen soll.

Zur Aufgabe 4:

Ein Dreieck ABC mit.dem_Neigungswinkelcf , dessen Seite AB pa-
rallel zur Bildebene ist, hat den Flécheninhalt
A E‘h
= T
und fiir den Flécheninhalt seiner Projektion gilt

4Y u &BIh

WWegen A'B' = AB nach Voraussetzung und h' = hecose folgt

Aigg.i.'_h.é.‘?.c’_s_"(_=a.'cosaf :

Da aber jede geradlinig begrenzte Figur so in Dreiecke zerlegt
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zerlegt werden kann, daB deren eine Seite parallel zur Grund-

rifebene verlduft, gilt allgemein:

Die Flidche einer ebenen Figur wird bei Projektion
mit dem Cosinus des Neigungswinkels verkleinert.

Berechnung des Flédcheninhalts der Sohnittiigurlaus Aufgabe 1:
yy: PF = RG : RF
x1:§-ﬁ=ﬁ-‘ﬁ

(1]

ve [R! Aus y, und x4 l&8t sich yo und x, be-
,Afa; stimmen, somit der Flécheninhalt des
% AV Dreiecks, der vom Flécheninhalt des
///, c;A{ Quadrates zu subtrahieren ist.
1 / / S A’ ; "
TR 7 Mittels A =23'6'Ea_ erhdlt man dann fiir

A <15,2 cm®.

Zur Aufgabe D

Die Losung wird an Aufgabe 5.2. demonstriert.

(1) Darstellen des im Schrégbild gegebenen Sachverhalts im Zwei-
tafelbild. ,

(2) Einzeichnen des Dreiecks PQR als Schnittebene zur besseren
Vorstellung.

~ Festlegen einer Hohenlinie der Schnittebene zur Umklappung
der Schnittebene, Darstellen der Hdhenlinie im AufriB und
libertragen in den GrundriB.

- VWahl einer weiteren AufriBebene, auf der die Schnittebene
senkrecht steht (RiBachse senkrecht zum Bild h' der festge-
legten Hohenlinie).

- Konstruktion des zweiten AufriBes und Konstruktion der wahren

- GroBe und Gestalt der Schnittfigur nach bekanntem Verfahren.
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Losung: RegelmiiBiges Sechseck (vgl. Ldsung Aufgabe 4.h).
Die Aufgabe 5.1. kénnen Sie Jetzt analog lGsen.

Dr. Rainer Dorr
Sektion Mathematik
Bereich Methodik
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Nachtrége zur ,Lehre von Gerade und Ungerade*

Im folgenden sollen einige Erginzungen zur Artikelfolge '"Die
Lehre von Gerade und Ungerade"(Wurzel 1086) gegeben werden.
1. Die Erkenntnis, daB die Zahlen in gerade Zahlen und ungera-
de Zahlen eingeteilt werden kdnnen, .gehirt zum &ltesten zah-
lentheoretischen Wissen iiber Zahlen. Die Kgypter kannten schon
frih die Teilbarkeit durch 2, wie ihre Rechenalgorithmen er-
kennen lassen. Die Bezeichnungen "gerade'" bzw. "ungerad¥"sind
aber fiir das friihe Agypten nicht nachweisbar, sondern erst ab
der alten pythagoreischen Schule in Griechenland, die auf ba-
bylonisches Wissen aufbaut.
2. Das altégyptische Wissen iiber Gerade und Ungerade wude von
den Griechen iibernommen. (Bei den R&mern dann mit pares und
impares (lat.) bezeichnet, vgl. auch die heutige franzfsische
Bezeichnung ‘pair und impair.) Im.deutschen Mittelalter hiefen
sie gleiche und ungleiche Zahlen. Der heutige Sprachgebrauch
"gerade und ungerade" stammt wohl von Stifels deutscher "Arith—
metik"™ 1545 her.
3. Das alté@gyptische Wissen iiber Gerade und Ungerade wurde von
den Griechen iibernommnen und spéter direkt bzw. iiber arabische
Mathematiker nach Mitteleuropa iiberliefert. Bei den Indern
finden wir dieses spezielle Wissen nicht eausgeprédgt, dadurch
findet man im mittelalterlichen Europa nur teilweise die "Grund-
rechenarten" Verdopplung bzw. Halbierung, je nach dem, welche
Quellen der ﬁberlieferung zugrunde gelegen haben (einige arabi-
sche Mathematiker schdpften aus indischen Quellen ! ). Bei.
Leonardo von Pisa ("liber abaci™1202) finden sich diese Rech-
nungsarten nicht, halten sich aber z.B. bis in Christian Wolffs
"Anfangsgriinde"(1710).
“. Die "Grundrechenarten" waren: Zéhlung, Addition, Subt raktion,
Verdopplung(Duplatio), Multiplikation) Halbierung(Mediatiao),
Division, Aufsteigung(Reihenrechnung) und Wurzelziehen. Diese
Zusammenstellung (nach steigendem Schwierigkeitsgrad) ist nur
im historischen Zusammenhang in der Gegamtentwicklung des Rech-
nens verstdndlich. "Man kann behaupten, daB die Zahl der unter—
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schiedenen Spezies im umgekehrten Verhéltnis zur HShe der vor- .
handenen Mathematischen Kenntnis steht."(Tropfke).

5. Die Inder untersuchten keine "figurierten Zahlen", ein Ge-
biet, welches bei den Griechen ein groBes Interesse fand. Die-
se fanden fiir die Dreieckszahlen n(n+1)/2, die Quadratzahlen

n2 und die heteromeken Zahlen n(n+1) die Entwicklungen:

14+ 2+3 4 ees + 1 =n(n+1)/2
14345+ cee + (20-1)=n°
24+ 44 6+ a0 + 2n =n(n+1) .

Also die Summe der ersten genzen bzw. ungeraden bzw. geraden
Zahlen. Spéter fand man auch andere Beziehungen, wie.

12 + 22 + 32 + ses + n2 = n(n+1)(2n+1)/6

12 + 32 + 52 + eee + n2=n(n+‘1)(n+2)/6 (n ungerade)

22 + 42 + 62 ¥ cee + n2 xn(n+1)(n+2) /6 (n gerade)
und :

und viele andere.

6. Schon zu Platons Zeiten war ein Spiel bekannt, welches sich
die Eigenschaften von.Gerade und Ungerade zunutze machte:
"Gerade und Ungerade'". Dazu ein Beispiel:

Ein Spieler erhdlt 2 Minzen (z.B. 5Pf und 10Pf) und soll jede
in eine Hand nehmen. Die Zahl der Miinze in der rechten Hand
soll verdoppelt werden, dann ist die Zahl der Miinze der linken
Hand dazu zu addieren. Nun wird angesagt, ob das Resultat eine
gerade oder ungerade Zahl ist. Ist die Zahl gerade, liegt (was
herauszufinden ist) das SPf-Stiick in der rechten Hand, anson-
sten in der linken.

Man kann natiirlich beliebige andere Miinzen nehmen, solange eine
Zahl gerade und die andere ungerade ist. In jedem Fall kann man
mittels der Rechenregeln fiir Gerade und Ungerade feststellen,
in welcher Hand sich welche Miinze befindet.

Dieter Bauke
Gera
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Preisaufgaben

U 7 QOcHoBaHWeM TpeyrodbHOl IUPAaMUAH CIYyHUT paBHOGEZpeHHH
OpAMOYTOJBHH} TPeyrONBHUK. BOKOBHE IpaHM, 3aKINYakiNe
PaeHLHE CTOPOHH OCHOBAaHMA, MepHeHAUKYINADPHH K MIOCKOCTH
OCHOBaHWfl, BHCOTA IMMpaMUAH DPABHA H, & yroll, COCTABJEH-
HHit OZHMM W3 ZABYX DaBHHX pelep MMpaMUiH C IIOCKOCTHD
OCHOBaHUA, DaBCHel

B Ty mupamuzly BIMcaHa OpsiMas TPEYToAbHAA HPE3MA TaK,
UTO TpM ee BepIMHH JexaT Ha GOKOBHX pe6paxX MMpaMuZH,
TPX ALyTie €e BeDIMHHE IexaT Ha OGHOBAHAH IMpaMnfiy, a
AuaroHanke OAHOW U8 ABYX ee DABHHX OOKOBHX rpaHeft co—
CTABJfAST C HJOCKOCTBK OCHOBaHUf yron A, OmpeneiuTs Go-
KOBYlI0 IOBEPXHOCTH U OOBeM BIMCAHHOH HpHMOft TpeyroxbHOH
IPU3MH

U 8 Es seien die folgenden Gleichungen erfiillt:
X Z
2 * g« o=

i 'b (a'b,c.z'y'z* O)

Cc
§+§-+-£=0

Beweise die Beziehung:

U

Berechne x fiir die Gleichung
1051510541053x=0

U 10 Ldse folgendes Gleichungssystem:

-E'—{?:m

lg(x + 3y - 3)=m1
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U 11 Beweiae, daB fiir die Winkel eines Vierecks die folgende
Beziehung gilt:

coszﬂ'--l- coszﬂ- cos21"— cosch-251n0!+f)ain(d-+r)cos(&+p)

U 12 Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck mit dem gleichen
Flécheninhalt wie ein gegebenes Dreieck ABC
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Losungen der 28. IMO (nach Jérg Jahnel)

1.

Wir betrachten die Gesamtanzahl Z der Fixpunkte, genommen

iiber alle Permutationen von S. i€ S ist offenbar in genau
'(n-T)! Permutationen Fixpunkt. Diese sind genau diejenigen,

die aus einer Permutation von S\{1} durch Hinzunshme des
Fixpunkts i entstehen. Es folgt:
n
Z=3_ (n=1)! = n(n=1)! = n!
i=1 .
Andererseits gilt laut Definitionen

Z = i K-p, (K)
k=0

n

Daraus folgt E:%‘K-pn(K) = n!, was zu beweisen war.
k=
Gegeniiber der Aufgabenstel- A

lung filhren wir zweli weitere
Bezeichnungen ein.
P gei der Lotfuﬂbunkt von N
auf die Gerade AB, R der Lot-
fuBpunkt von N auf die Gerade
AC, Dann AN die Halbierende
des Winkels & BAC ist, gilt

PN = RN. !
Da N der Schnittpunkt der Win-
kelhalbierenden von < BAC mit
dem Umkreis des Dreiecks A ABC N
ist, gilt weiterhin

BN = CR.

Nun ist BP =+ EN2~FN° und CR -lﬁ‘uz-ﬁ'ﬁz, denn fiir B#P bzw.

C#R folgt dies aus dem Lehrsatz von PYTHAGORAS und in den

restlichen Fdllen ist es trivial. Es gilt also

BP = CR.
Weiterhin ist & ABN + & ACN = 180°, da C]ABNC ein Sehnen-
viereck ist.
Wir unterscheiden nun die folgenden drei Félie.
1. Fall: & ABN <90° |
Dann igt % ACN »90°, P liegt also im Innern von AB und R
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auBerhalb von AC. Es ist @lso KB~KP = BP und MR-MC = CR.
Man erh#lt
KB - KP = MR - MC |+ MC + KP
KB + MC = KP + MR
2. Fall: 4ABN = 90°
Dann iet auch ¥ ACN = 90°, damit B=P und C=R. Damit ist die
Beziehung
KB + MC =
trivial.

3. Fall: 4 ABN > 90°
Dann ist & ACN <90°, P liegt auBerhalb von AB und R im In-
nern von AC. Es ist also KP-KB = BP und MC-MR = CR. Man er-
h#lt

MC - MR = KP =

KB + MC = KP +

o]
Bl

+

|+ MR + KB

=1s]

Zusammenfasgend gilt also immer KB+MC = KP+MR. Da AL die

Winkelhalbierende von & BAC ist, gilt IM = IK, Es ergibt sion
3 KB-TK + § WC+TM = 5 KP-IK + § WR-IN

Da der Inhalt einer Dreiecksfliéiche immer die Hélfte des Pro-

duktes aus einer Grundseitenliinge und der Lénge einer zuge=-

hérigen Hohe ist, folgt
Ak * A = Akt A

denn die Linge der H6he von N auf LK ist KP und die Lénge der

HBhe von N auf IM betrégt MR, Beidseitige Addition von Ay eru
liefert

Aakan * Auge * Ane = Aagru * Akw + A

was nichts anderes bedeutet, als AABC = AAKNM' Dies war zu
zeigen. '

+ A + A

3. Sei 8={0,...,K=1}. Wir betraohten die Funktion @: SP-R
mit (y1,...,yn)k—*»¢(y1,...;yn) - 31J$1I+...+yn|xnl. Zuniéichst
untersuchen wir den Wertebereioh.R(¢)..Wégen ¥420 und lxilho
fir alle ie{1,...,n} gilt fiir alle ye 5™ die Beziehung
@w(y) 2 0, ‘
Andererseits ist wegen y; € K=1 fﬁ; alle i« {1,...,n} die
Beziehung


























































































































































































































































































































































































































































































