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Auswertung der Wurzel-Preisaufgaben 1987/88

Beim Idsen der im Schuljahr 87/88 (d.h. von Heft 9/87 bis
Heft 7/8/88)veriffentlichten Preisaufgaben erzielten fol gen-
de 8 Einsender die besten Ergebnisse:

Harald L 1 e s k e Eisenach 61 Punkte
Jirgen S c he fter Reichwalde 61 Punkte
Thilo Kuessner Greifswald 51 Punkte
Jochen We tzel Stmmerda 45 Punkte
Christian K1 i e s ener Jena 42 Punkte
Henrik Ho 1 k e Leipzig 38 Punkte
Gerald Schmidt Stendal 37 Punkte
Petra Kuc kuk Berlin 34 Punkte

Den oben genannten gratulieren wir recht herzlich. Ein Dan-
keschon gilt auch allen anderen, die sich an das Ldsen der
Preisaufgaben gewagt haben. Fiir das néchste Jahr hoffen wir
auf einen weiteren Aufwértstrend in den Einsendungen und
wiinschen dazu allen Lesern viel Erfolg.

Fir alle Leser, die sich am Preisaufgaben-Wettbewerb betei-
ligen wollen, hier noch einmal die ausfiihrlichen Ldsungsbe-—
dingungen:

Die Losungen sind - jede Losung auf ein gesondertes Blatt)
versehen mit Name und Adresse - unter dem Kennwort
"Wurzel-Preisaufgaben" an uns zu senden. Alle Aussagen sind
stets zu beweisen. Unbewiesen verwendete Tatsachen, die iliber
den Schulstoff hinausgehen, sind anzugeben. Der LBsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen u.&.) muB deutlich erkennbar
sein, '

Fir vollstdndige Lisungen erh&lt der Einsender die fiir die
Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul jahres ver-
senden wir an alle Einsender, die mindestens 10 Punkte er-
reichten, einen Buchscheck im Werte von 0,50 M je Punkt.
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden diese Punkte
fir das néchste Schuljashr gutgeschrieben.



—Prelisaufgabon-
Haitnure oTHOmEeHUE CTOPOH HOPAMOYI'OJBHOTO TpeyPOHBHHHa eciu
U3BECTHO, UTO OJHA MOJIOBAHA THIOTEHYS3H (oT BepuMHH 70

CepefiMHb TMIOTEHYSH) BUAHA M3 LEHTPA BIMCAHHO! OKDPYXHOCTH
[IOZ, HPAMEM YTJIOM.

U 2 Man zeige, daB fiir alle natiirlichen Zahlen nt2 und k22

den Zahlen dargestellt werden kann.

‘; gl die Zahl nk als Summe von n aufeinanderfolgenden ungera=r

Es sei ABCD ein konvexes Viereck mit der Fldche F.
Man zeige: BS%(EE-Cﬁ+ﬁ§°Kﬁ)

Man lése die Gleichunzen

a) 3X,1: 27
b) 3*=1=2Y
‘in natiirlichen Zahlen.

?
F

5 Der Inkreis des Dreiecks ABC berihre die Seiten AB,BC,AC

in den Punkten M,N bzw. P.
- -
Bs gelte AN+EP4+CN=0

Man beweise, daB das Dreieck ABC dsnn gleichseitig ist,

Auf dem Graphen der Funktion y-xe liegen die Punkte

chen der Segmente, die vom Graphen und den Strecken AM
bzw. BM gebildet werden, minimal 1ist.

A (a,a ) und B (b, bz), wobei a<b. Man finde denjenigen
Punkt M (m,m ) mit a<m<b, fiir welchen die Summe der Flé-

Einsendeschiuf: 1. 4. 1989



Die Funktion f(x) = [x]

Bekanntlich gibt es zu jeder reellen Zahl x genau eine ganze
Zahl g mit der Eigenschaft g® x< g+1. Die durch die Vorgabe von
x eindeutig bestimmte ganze Zahl g heift das grtfte Ganze von

x und wird mit dem von GAUSS eingefiihrten Symbol [x] bezeichnet.
Die so fiir alle reellen Zahlen definierte Funktion f(x) = (x]
it insbesondere filr die Zahlentheorie von Bedeutung. Leider ge=-
ben die meisten mathematischen Nachschlagewerke keine oder nur
unbefriedigend Auskunft iiber ihre Eigenschaften und Anwendungen.
Die Autoren mchten mit der vorliegenden Abhandlung diese Lilcke
schlieSen helfen.

Einen ersten Eindruck von der Funktion f(x) = [x] vermittelt
ihr in Abb. 1 dargestellter treppenformiger Graph. Er setzt
gich aus zur Abszissenachse parallelen halboffenen Strecken
der Lédnge 1 zusammen. Der jeweils linke Endpunkt der Strecken
gehort dem Graphen an, nicht jedoch der jeweils rechte.

1)

A ,f-——v (1)31’1
vy
1 A
o
e
-2 -4.'.' 'l’ﬂ 2 3 X
"r : I’
‘o_?'_ 2 L

Abb. 1

Eine nahe Verwandte der betrachteten Funktion ist

£(x) = {x} := x=[x] , deren Funktionswerte dem gebrochenen
Teil von x entsprechen. Sie ist periodisch mit der Perioden=
lange 1 und beschrénkt. Ihr Graph erinnert an eine Sége.
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1. Elementare Eigenschaften des Symboles [xl

Der Satz 1 stellt die einfachsten und am h#ufigsten bendtigten
Bigenschaften des Symboles [x] vor.

Satz 13
(1) Ist k ganzzahlig, so gilt [x+k] = [ x]+k.
(2) Ist x nicht ganzzehlig, so gilt [-x] = -[x]-1.
(3) Ist k eine positive ganze_Zahl, 80 gilt

I -
(4) (] + (=] +eoo+[x ] £ [x.‘l-a-x2+...+xn] .

Beweig: Die Behauptung (1) folgt unmittelbar aus der Definition
des Symboles (x]. Fiir aelle reellen Zahlen x ist [x] ¢ x ¢[x]+1
und somit [x] +k & k< [x] +k+1. Wegen der Ganzzahligkeit von

| [x]+k ergibt sich [x+k] = [x]+k, also (1).

Um (2) zu bestéitigen, kann man sich der bereits bewiesenen
Eigenschaft (1) bedienen. Ist x4 Z und folglich von der Ge=-
stalt x=(x]+r mit 0€re1, erhdlt man nach (1)
(=] = (-Cx]-r] = =[x]+[-7] -
Wegen -14 -r< 0 gilt (=r] = =1 und somit (2).
Etwas mehr Mithe bereitet der Beweis von (3). Ist k>0 und t
eine beliebige reelle Zahl, so gilt mit [t] £%< [t]+1 such
k[t] £ kt ¢ k[t] +k.
Ersetzt man in dieser Ungleichung t durch LE]- , folgt

| k[-%]-] <€ (xl« k[%’—] +k.

Wie man bemerkt, werden nach dieser Substitution ausschlieBlich
ganze Zahlen miteinander verglichen. Da aber fiir beliebige
genze Zahlen & und b mit a<b stets auch a+ €b richtig ist,
ergibt sich weiter | '

k[J,‘%i] ¢ (el g .
Beachtet man nun [(x) & x € [x]+1, erhdélt man hieraus nach Divi-
sion durch k20
[:q’ X
Diese Ungleichung liefert wegen der Ganzzahligkeit von [%—]
die behauptete Gleichheit (3).
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Den Beweis von (4) kann man leicht mittels vollsténdiger In-
duktion fithren. Fiir n=1 ist die Aussage (4) trivial. Angenonm-
men, die Behauptung ist fiir n = m €1 und beliebige reelle Zah=
len X sXgpeee s Xy wahr.

: [xk] 5[% xlg

Aus dieser Induktionsannahme und [t] €t fiir alle t€R folgt

2 (53 - 2153 [ d  25] + [x0]

[Lﬂ‘lxﬂ +[xm+1ﬂ&[§;"k+xm+1‘-| =ngk] ’

also die Allgemeingiiltigkeit von (4) fiir n = m+1. Damit ist
auch die letzte Behauptung des Satzes 1 bewiesen.

2. Die HERMITEsche Formel

Nunmehr soll das griBte Ganze des Vielfachen einer reellen
Zahl ndher untersucht werden. Mit den bisherigen Kenntnissen
ist mit Ausnahme einiger Spezialfiélle fiir [nx] und positivem
ganzzahligem n lediglich die grobe Abschiétzung n[x] € [nx] € nx
gesichert. Genauere Auskunft fiber [nx] gibt die HERMITEsche
Formel.,

Satz 2: Fir alle x€R und bellebige positive ganze Zah-
len n gil‘l:

(5) nxgy = x+l{- .
(ax) = & [x+ £]

Bewelg: Setzt man x = [x]+r mit 0 $r €1, so liefert (1) wegen
der Ganzzahligkeit von n[x] fiir die linke Seite von (5)

[nx] = [n[]+m] = nfx] +[n].

Fir die rechte Seite von (5) gewinnt man analog zuniichst

:g[x+ %] = g[[x]+r+ %] = g([x]+[r+ %])
-1 n-1 " n-1 ars
RPN B B =

und weiter durch die Anwendung von (3) in Verbindung mit (1)




n=1 n=1
K - [:nfi+k]'
X+ == njx|{ + °
=[x 51= 013 + F |5
Da wegen n21, 0¢r<¢1 und 0€ k€ n-1 stets
¢ <|lndik] e 2@-12] T2-2] 4
= n = n nj =

gilt, sind die Summanden der erhaltenen Restsumme nur der Wer=-
te U und 1 fdhig. Die ersteren sind fiir den Wert dieser Rest=
summe bedeutungslos. Es sind genau die Summanden, fiir welche
[nrl+k €n ist. Somit erh&lt man schlieBlich

n=1 -1 '
S [ 5] -nll+ 3 2 =l o]

und die Bestdtigung der Formel (5).

3. Das Reziprozitétsgesetz von EISENSTEIN

Zuerst einmal bedarf der Begriff des Reziprozitidtsgesetzes
einer ErlHuterung. Es sei T(a,b) ein fiir a und b definierter
Term, wobei a und b einem gewissen Grundbereich entnommen sind.
Ist dann auch T(b,a) definiert, so heiBt ein gesetzméliger Zu-
sammenhang zwischen den Termen T(a,b) und T(b,a) ein Reziprozi-
tétsgesetz. Solche Reziprozitédtsgesetze sind bereits aus dem
Schulunterricht bekannt. Beispielsweise gilt fiir positive re-
elle Zahlen a und b die einfache Beziehung

log % + log % = 0,

das Reziprozitiitsgesetz der Logarithmusfunktion. Ein Rezipro-
zitédtsgesetz flir das groBte Ganze ist der folgende Satz von
EISENSTEIN.

Satz 2: Es seien a und b beliebige ungerade ganze Zahlen
- mit a®3, b23 und ggT(a,b) = 1. Dann gilt
a=1 '

b=1
(6) égi[?%{]+-;§?[}€= = LE:l%éR:ll.

Beweig: Filr jedes geordnete Paar (k,l) der Summationsindizes
80ll im weiteren die ihm entsprechende Differenz bk-al etwas
néher betrachtet werden. Uberdies sei zur Abkiirzung
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a=1
2t
S(a,b) := EJ%‘]

vereinbart. Die zweite auf der linken Seite von (6).stehende
Summe ist dann offensichtlich S(b,a).

Zunédchst bemerkt man, daB keine der Differenzen bke-al verschwin-
det. Denn wédre bk-al = 0 und somit al=bk, miiBte alpk (a teilt:
bk) gelten. Da jedoch ggT(a,b) = 1 und a % 1 vorausgesetzt sind,
wiirde dies alk erfordern. Das ist aber wegen

0c1 2k « 251 <o
unmoglich. Demnach gilt stets bk-al % O.

Nun soll die Anzahl der positiven Differenzen bk-al ermittelt
werden. Denkt man sich k fest gewdhlt, so ist genau dann
bk-al® 0, wenn 1 der Bedingung 1< b—k genigt. Wegen jz darf
1 mithin von 1 bls[-—fI variieren. Zu Jedem festen k gibt es
folglich exaktl: k] positive Differenzen bk=al. Also existie-

ren insgesamt genau S(a,b) Zahlenpaare (k,1) mit bk-al»Jd.

Die Bestimmung der Anzahl der negativen Differenzen bk-al be-
reitet jetzt keine Miihe mehr. Vertauscht men né&mlich in den
vorstehenden Uberlegungen a mit b und damit zwangsléufig auch
k mit 1, behalten alle SchluBfolgerungen ihre Richtigkeit.
S(b,a) gibt demzufolge die Anzahl der positiven Differenzen
al-bk an, also die Anzahl aller Zahlenpaare (k,1) mit bk-al< C.

Zusammenfassend erh#dlt man, daB8 S(a,b) + S(b, a) mit der Gesamt-
zahl der geordneten Paare (k,1l) ilibereinstimmt. -Demmach ist
5(a,b) + S(b,a) = {8=1)(b=1)

und (6) vollsténdig bewiesen.

4. Einige zahlentheoretische Anwendungen

Aus der Fiille der verschiedenen Anwendungsmdglichkeiten des
groBten Ganzen kann an dieser Stelle nur ein bescheidenes An-
gebot realisiert werden. Die Auswahl beschrédnkt sich auf eini=-
ge typische Beispiele unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades
aus der Zahlentheorie, dem Hauptanwendungsgebiet.
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Zu den héufigsten und gleichzeitig einfachsten Anwendungen ge-
hort das Umformen endlicher Summen etwa der Gestalt

< f£(k)g(1),
12kl sx

wobei iiber alle geordneten Paare (k,1l) natiirlicher Zahlen mit
1 2kl € x z2u sumnieren ist.

Satz 4: Sind f und g zwei filr natiirliche Zahlen definier-
te Funktionen, so ist filr beliebige reelle x » 1 stets

tar © E]
7 Z‘ L8 = Fm" f’g(l).

Beweis. Aus der Summationsbedingung 1 € k1 € x und k¢1 a 1
folgt, daB k alle natiirlichen Zahlen des Intervalles [ 1,xJ
durchlduft, 1 filr jedes dieser k diejenigen des Intervalles

19

Abb. 3

-
L

Dies gestattet auch eine in Abb. 3 wiedergegebeme geometriache
Interpretation. Es ist iiber alle Gitterpunkte (Punkte mit ganz-
zahligen Koordinaten) des 1. Quadranten zu summieren, die auf
oder unterhalb-der Hyperbel 1 = E liegen. Dabei bleiben die Git~
terpunkte auf den Koordinatenachsen unberiicksichtigt. L&Bt man
vorerst k konstant und nur 1 laufen, was anschaulich einer Sum-
mation parallel zur l-Achse entspriiche, erhdlt man zunichst
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[£]

(k) &, g(1).
' 1=1

Die anschlieBend noch auszufiihzende -Summation iiber k beweist
die behauptete Umformung (7).

Dieses Verfahren 1d8t sich ohne Schwierigkeitem auch auf Sum=-
men ﬁberfmgen, deren Sumationhedingung ein anderes Aussehen
begitzt. Es seien beispielhaft 1 € lcl2 €x, 0¢€ k2+12 € x oder
devyk + V' €x genannt. Die Herleitung analoger Formeln zu (7)
sei allerdings dem Leser als Ubung ilberlassen.

Eine schulbezogene Anwendung des griSten Ganzen betrifft die
Berechnung der Ziffern einer in der Skale g> 1 darzustellenden
natiirlichen Zahl m, d. h. der durch

m = (e ess0q0,), i= c 8" +eeet C,8 + C

)8
und ¢ = ckdg fiir alle k=0,1,...,n eindeutig bestimmten ganzen

Zahlen Cpee

Dr. Lothar Schnabel (Bereich Theoretische Mathematik)
Christian Sonntag (Spezialschule CARL ZEISS, Klasse 11a)
Peter Stenzel (Spezialschule CARL ZEISS, Klasse 11a)

(Fortsetzung folgt)

Crofton’s Seilliniensatz (Teil Il)

5. Schnitt mit zwei konvexen Polygonen

Zuerst betrachten wir zwei konvexe Polygone P und Q, die gemein=-
same Punkte haben sollen (siehe Bild 9).

L 4
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Zu den Geraden, die sowohl P als auch Q schneiden, gehdren of-
fensichtlich auch Geraden, die nicht den Durchschnitt Pn Q der
beiden Polygone treffen-(vgl. g in Bild 9).
Mit U(P) bzw. U(Q) bezeichnen wir die Umfénge beider Polygone.
Wir denken uns um P und Q ein Seil straff gespannt und nennen
die entstehende Linie die #&uBere Seillinie Ca, deren Lénge Ih
sei.
Folgende MaBzahlen benttigen wir:

M(P) ... fiir die Menge der Geraden, die P aber nicht Q tref-

fen,

/4(Q) +.. flir die Menge der Geraden, die Q aber nicht P tref-
fen und

a(P,Q).. fiir die Menge der Geraden, die sowohl P als auch Q
treffen.

Wir erinnern uns daran, daB wir mit u(P) und u(Q) die Anzahl
aller Geraden, die P bzw. Q treffen, bezeichnet haben. Fiir das
von der &uBeren Seillinie C begrenzte konvexe Polygon A be=-
zeichne }LLA) die MaBzahl der Geraden, die A schneiden und es
ist )u.(A) =
Nun ﬁberlegen wir uns, daB
- Jjede Gerade durch P entweder nur P und nicht Q oder aber
sowohl P als auch Q trifft,
~ Jjede Gerade fAurch Q entweder nur Q und nicht P oder sowohl
P als auch Q schneidet und

- Jede Gerade durch A entweder nur P oder nur Q oder beide .
Mengen trifft.

Mit den oben bezeichneten GrdBen./L(P), /;(Q) und /u(P Q)
schreiben wir das in Form des folgenden linearen Gleichungs-
systems:

A(P) + u(P,Q) = u(P) = U(P)

AQ) + u(P,Q) = u(Q) = U(Q)

AB) + Q) + L(P,Q) = u(A) =
Daraus erhalten wir

A(P,Q) = U(P) + U(Q) - L.

Die MaBzahl fiir alle Geraden, die sowohl P ‘als auch Q schneiden,
ist also durch die Umfénge der Polygone und die Lidnge der &uBe-
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ren Seillinie bestimmt.

Uber die Lénge der Seillinie geht die Lage der Polygone zuein=-
ander mit ein.

Dieses Ergebnis werden wir fiir konvexe Polygone P und. Q, die
keine gemeinsamen Punkte haben, benutzen (siehe Bild 10).

Bild 10.

Zuerst betrachten wir auBer der #duBeren noch die innere Seil-
linie Ci, die man sich durch ein straff um P und Q gespanntes
und gekreuztes Seil vorstellen kann,
Die Liéinge der inneren Seillinie sei Li‘
Es entstehen zwei Polygone P' und Q', die nur den Kreuzungs-
punkt von C; gemeinsam haben (siehe Bild 10).
Fiir alle Geraden, die sowohl P' als auch Q' treffen, wobei P
und Q' gemeinsame Punkte haben, wissen wir von oben
a(P',Q') =U(R') + U(Qr) - L.

Da die Rénder von P' und Q' gerade die innere Seillinie sind,
gilt '

U(R') + U@Q") = Ly,
Danit erhalten wir die Formel

M(P',Q') = Li - I:a.
Anhand von Bild 10 machen wir uns klar, daB fast alle Geraden,
die sowohl P’ als auch Q' schneiden, auch P und Q treffen.
Ausgenommen davon sind Geraden, die nur durch den Kreuzungs—
punkt der inneren Seillinie gehen, diese erhalten aber nach un-
gerer Festlegung im 3. Abschnitt sowieso nur die MaSzahl 0.
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Ergebnis: _
Eine laGizahl fiir die llenge aller Geraden, die sowohl ein

konvexes Polygon P als auch ein zu P disjunktes konvexes
Polygon Q schneiden, ist die Differenz aus der Idnge der
inneren Seillinie (L;) und der der &uBeren Seillinie (L,).

Diese Formel ist ein Spezialfall des (fiir beliebige konvexe Ge-
biete von Crofton und filr zwei oder mehrere konvexe Polygone
von Silvester) als Seilliniensatz bekannten Resultates aus der
Integralgeometrie. ‘

Das Ergebnis héngt wesentlich von der Festlegung der liaBzahl
fiir Geraden, die eine Strecke schneiden, in Abschnitt 2 ab.

Der armenische lathematiker R.V. Ambartzumjan hat auch fiir an=-
dere Festlegungen und mehrere Polygone im Rahmen der kombinato=-
rischen Integralgeometrie dazu Formeln entwickelt.

6. Trefferwahrscheinlichkeit einer Geraden mit zwei Polygonen

Am Anfang haben wir nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine
Gerade durch P auch Q trifft, gefragt. Vor der Berechnung die-
ser Wahrscheinlichkeit miissen wir uns zuerst klar machen, daB
wir im Gegensatz etwa zum Viirfeln oder dem Werfen einer lMiinze
nicht endlich viele mdgliche Ereignisse vorliegen haben. Wir
konnen also nicht die Wahrscheinlichkeit als Quotient aus der
Anzahl der fiir unser Problem glinstigen Fdlle durch die Anzahl
der moglichen Fédlle ausdriicken. Zur Berechnung von sogenann-—
ten geometrischen Wahrscheinlichkeiten (das sind z. B. Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, daB ein zuf&llig in einen Kreis vom
Radius R geworfener Punkt in einen darin enthaltenen Kreis mit
dem Radius r féllt, bzw. die beim Buffonschen Nadelproblem oder
dem Bertrandschen Paradoxon suftretenden Wahrscheinlichkeiten,
vgl. dazu WURZEL Nr. 5 und 6/1982 sowie 2 von 1984) dividiert
man eine geeignete MaBzahl fiir die gilinstigen Fédlle durch eine
MaBzahl filir die moglichen Félle (z. B. Fldcheninhalt des klei=-
nen Kreises durch den des groBen Kreises).

In unserem Fall setzen wir fiir alle mdglichen Fdlle U(P). Das
sind all die Situationen, in denen g das Polygon P iiberhaupt
trifft.

Glinstig im Sinne der Aufgabenstellung sind die Fdlle, in denen
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die Gerade dann auch noch Q schneidet, wofiir wir im 5. Abschnitt
I'i - I‘a berechnet haben.
Also kdnnen wir die gesamte Wahrscheinlichkeit mit

Ly=Dg

ey
durch die Léngen der Seillinien und den Umfang von P ausdriicken.
Diese Wahrscheinlichkeit héngt ebenfalls ab von der im 3. Ab-
schnitt festgelegten MaBzahl fiir die lMenge der Geraden, die
eine Strecke schneiden. Die dort gewéhlte Festlegung paBt zu
der anschaulichen Vorstellung, daB alle Geraden als gleichbe--
rechtigt betrachtet werden, und in der Integralgeometrie kommt
dem sogenannten bewegungsinvarianten Geradenmal, das unseren
iberlegungen zugrunde liegt, eine besondere Rolle zu.

Dr. S. Nagel
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29. Internationale Mathematikolympiade 1988 in Canberra
(Aufgaben und Lésungen des ersten Tages)

1. Man betrachte in einer Ebene zwei Kreise mit den Radien R
und r (R>r) mit dem gleichen Mittelpunkt. Es sei P ein fe-
ster Punkt auf dem kleineren Kreis und B ein variabler
Punkt auf dem groBeren Kreis. Die Gerade BP schneide den
groBeren Kreis ein zweites Mal in C. Die Senkrechte 1 auf
BP in P schneide den kleineren Kreis ermeut in A (falls 1
eine Tangente in P ist, dann ist A=P).

(I) Man bestimme die Menge aller Werte von
B2 4 TK2 + XBZ ,
(II) Man bestimme den geometrischen Ort aller Mittelpunkte
" " yon AB, (Kreis = Kreislinie)

¢

Logung:

Sei ¥ OPA =.Y, GD = dem Durchmesser durch P, M der Mittel-

punkt von PA und N der von BC.

Dann gelten: :

S = BC? + CA® + AB®
= (BP+2C)? + Pc? + pa2 4 BP? 4 PA2

2(PAZ + PB® + PC° + BP-EC) (1)
PA = 2r cos ¥

BP = BN - PN =1ﬁR2-r200092.} - r gin .}
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PC = PN4NC = PN+BN =7R°-r2cos°t + r sin

BP+PC = GP+PD = Ro-r°

Durch Einsetzen in (1) erhilt man

S =2 [4r2c032.}+2(32-r20032a}+r231n2.})+R2-r2]

= 6R% + 212

Die Summe ist konstant und somit unabhiingig von -¥.

Die Parallele zu BC durch A schneide den grdBeren Kreis in
den Punkten B' und C', die Eckpunkte der Rechtecke BPAB'
und CPAC' darstellen. Der Mittelpunkt U der Diagonale BA
ist ebenso der Mittelpunkt der Diagonmale PB' und damit
gilt P = 5 FB'. Analog gilt PV = 4 PC's

Da B' und C' denselben Kreis (O,R) beschreiben und U und V
eindeutig sind, ist der geometrische Ort aller Mittelpunk-
te von AB das Bild des Kreises (O,R) unter einer Stauchung
H(P;%).

2. Sei n eine positive ganze Zahl; es seien 11,A2....,A2n+1

Teilmengen einer Menge B und es gelte:

(a) Jede Menge A; enth#lt genau 2n Elemente.

(b) Filr alle Indizes 1 und j (1 £ 1< j £ 2n+1) enthdlt die
Menge Ain Aj genau ein Element.

(¢) Jedes Element von B gehSrt zu mindestens zwei der Men-
gen Ai.

Fir welche Werte n kann man fiir gegebene Menge B und ihre

Teilmengen Aqshyyeee,h, 4 mit den Eigensohaften (a), (b)

und (c¢) Jedem Element von B eine der Zahlen O oder 1 so zu-

ordnen, daB genau n Elementen jeder Menge A; die Zahl O zu-

geordnet wird?

Losung:
Wir beweisen, daB s0 eine Zuordnung genau dann méglich ist,
wenn n gerade ist.
1. Zu Beginn zeigen wir, daB die Bedingungen (a) - (c) eine
stdrkere Version von (¢) implizieren:

(c*) Jedes Element von B gehdrt exakt zu zwei der Men-
gen A.ic
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2n+1 -
‘Beweis: Es gilt Aj = ;;4 (A n Ad) fUr j=1,00e,20n+1 (%)
i)

Die Beziehung "z" ist trivial, die umgekehrte
Beziehung folgt aus (c).

Angenommen, es existiere im Widerspruch zu (c*)
ein aeA n AN AB. Wegen (b) enthdlt jede Menge
(A1n Ai) genau ein Element. Somit wiirde A, we-
gen (#) im Widerspruch zu (a) maximal 2n-1 Ele-
mente enthalten. '

2. Als néchstes zeigen wir:
Ist die Zuordnung der Nullen und Einsen zu den Elementen
von B in der geforderten Art und Weise mdglich, muB n
eine gerade Zahl darstellen.

Beweis: Wir definieren eine 2n x 2n Matrix wie folgt:
An die Stelle der Matrix, die der Zeile i und
der Spalte j entspricht, schreiben wir die Zahl,
die dem (eindeutigen) Element von A n Aj zuge-
ordnet ist (filr i#j) bzw. die Zahl, die dem
(eindeutigen) Element von A ;N App,q Zugeordnet
ist (fiir i=j). Wegen der Voraussetzung und (o%)
enthdlt jede Zeile n Nullen und somit die ganze
Matrix 2n2 Nullen. Da die Matrix bezliglich der
Hauptdiagonale symmetrisch ist, mu8 die Anzahl
der Nullen auf der Hauptdiagonale ébenfalls ge-
rade sein. Aber die Zahlen auf der Hauptdiago-
nale sind die Zshlen, die den Elementen von

12n+1 zugeordnet sind. Die Anzahl der Nullen ist
somit n und gerade.

3, Zum SchluB zeigen wir, daB fiir ein gerades n eine ent-
sprechende Zuordnung von Nullen und Einsen mogllch ist.
Sei T eine Matrix, definiert durch

T =

=0-=0
O=0=
= 0=0
O=O -

und fiir n=2k sei U eine 2n x 2n-Matrix, definiert duroch
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TT eoe T
U = .
TT‘OIT
‘ k=-mal
Dann gibt U, interpretiert wie in 2., eine gewlinschte

Zuordnung.

3. Es sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich
N={1,2,3,...} Es gelte:
£(1) = 1, £(3) = 3,
und flir alle neN
£(2n) £(n),
£(4n+1) = 2f£(2n+1)=£(n),
£(4n+3) = 3£(2n+1)-2£(n).

Man bestimme die Anzahl aller Elemente ne N mit n & 1988
und f(n) =

Log 3
Durch einfaches Ausrechnen erhalten wir folgende Funktions-
werte: :
n: 2345678910111213.14151617...
f(n): 13153719 513 311 715 117 ...

Dabei zeigt sich fiir die vorliegenden Werte, daB folgende
Beziehungen gelten: £(2K)=1, £(2¥-1)=2-1,

f(2k+1)=2k+1, welches eine Verbindung mit der Bin&rdar-
stellung der Zahlen nahelegt.

Behauptung: f£(n) entspricht der Zahl, die man durch Riick-
wirtslesen ihrer Bin#irdarstellung (wobei fiih-
rende Nullen ignoriert werden) erh&lt.

Beweis (durch Induktion):
Da f£(2n)=f(n) gilt, geniigt es, nur ungerade Zahlen zu
betrachten.
Pilr n=4m+1 gilt folgende Summendarstellung mit a e{O 1}

und a, =1, 1=0 ¢ 4m+l = 23, woraus folgende Dar-

0 3
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stellungen abgeleitet werden kdnnen:

m = EE: ay 2:"2

J=2
2m+1 = 1 + EE: e pd=1
J=1
Nach der Behauptung gilt weiterhin:

k <
£(2m+1) = ok=1 4 ;:%ajzk'1'(3'1) = 2k-1, EE:aJEk'J

=4 -
£(m) = 25 8y ok=J

j=2

K
£(4m+1) = S a, 2K7J
j=0 ¢

Durch einfaches Ausrechnen kann dann die Beziehung

£(4m+1) = 2£(2m+1) - £(m)
verifiziert werden.
Fir n = 4m+3 gilt folgepde Summendarstellung mit
éé ' 23, woraus wiederum folgt:

a, =84 = 1 : 4m+3 = 5 j
k
m=3] a 2d=2
J=2
k -1
om+l = 1 + 3 a, 2970,
j=2 d

Analog dem vorigen Fall 1#8t% sich die Beziehung

£(4m+3) = 3f(2m+1) = 2f(m)
nachpriifen, womit die Behauptung bewiesen wére.

Somit miissen wir nur noch die Anzahl natiirlicher Zahlen be=-
gtimmen, die kleiner 1989 sind und deren Bindrdarstellung
ein Palindrom bildet. '

Nun ist die Anzahl 2m-stelliger binérer Palindrome gleich
der Anzahl (2m-1)-stelliger bindrer Palindrame, némlich
gleich 5l 1 o

Es gilt 2'0< 1988< 2''. Die Anzahl von Palindromen < 2048
betrdgt 1 + 1 +2 + 2 + 4 +4 +8+ 8+ 16 + 16 + 32 = 94.
Da 1988 = (11111000100), und auBerdem nur zwei 11-stellige
Palindrome groBer 1988 existieren, ist die gesuchte Anzahl
gleich 92,
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Preisaufgaben

S 7 UyCTB T, L, ¥, = AJMA:H MeLaH Tpeyronbiuka ABC. Jo-
KaniTe, Yio ) )
Té+ s 4 ng%Jch'( Z+(F+VC) ,

ec’u a, B, ¢ — cTOpoHE ABC. |
L7 KaxuX TPeyl'ONBHLKOB AOCTII3seTCH 3HAK DaReHCTBAT

"V 8 Man 1ldse das Gleichungssystem

fx+y~-4l=5 _
lx—3l+ly-‘?|'3 . |

V @ Die Gleichung 1:4 + an:3 + bx + ¢ce0 habe 4 reelle Lisun-
gen, I'Jlan zelge, daB ab‘O gilt.

i b s - s —— —

V10 Die Zahlen a, b, ¢ liegen im Interwvall [O,zl und es gelte

cos a - =a
sin cos b=b _
~ cos sinc=c .
Man ordne a, b, ¢ ihrer Gr*Be nach.
V1

1 Gegeben sei ein abgeschlossenes Intervall [a,b] und eine
Menge von Intervallen [a,l,b,l'l 5 [ae,be'] o WeE & [an,bn] .
welche im Inneren von [a,b] liegen. Fiir jeden Punkt
x€[a,b] sei die Anzahl der Intervalle [ai’b1] mit xG[ai,b;
ungerade.

Man beweise, daB n ungerade ist.

V1@ Welche reellen Zahlen x, y, z erfiillen die Gleichungen

x2 + y2 + z2=14

Xy + X2 + yz 11
Xyz =6 °?

Einsendeschiu3 1. 5. 1989

Bemerkung zu ,,Analogen zum Satz des Pythagoras*

In dieser Arbeit waren leider sinnentsteliende Druckfehler ent-
halten (die Bezeichnung der GriBen auf Seite 162 stimmte nicht
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mit der auf den Seiten 16%-164 iiberein),so daB wir die uns von
Herrn Miller aus Vielau zugesandte kurze Lisung zu dieser Auf-
cabe ver®ffentlichen m*chten: (2

Ausgehend von den paarweise aufeinander

senkrecht stehenden und ein Rechtssystem
bildenden Einheitsvektoren e ey, e, be-
trachten wir die das Dreieck ABC mit dem

Flachenlnhalt A aufspanrenden Vektoren 3
A-xex, 'SB yey, SC #ze, und weiterhin €% A

-
die Vektoren AB =-xe  + yey und BC "~y + g0, (vgl., Skizze).

Dann ergibt sich bei Beachtung der Distributivitédt und der f'r
die Multiplikation der Basisvektoren geltenden Regeln

ALL:%’AJB’ x BCl= %Ixye + Xze o + yze, |

und somit
Aﬁ- (125{)2 (g—)2 zx s WeZabow, .

Satz 5: Ist m=(c n***%1% ) , S0 berechnen sich die Zifferm
Cy (0 £« k € n) nach der Formel

@ o =[] - s [ ] -

Beweig: Dividiert man die Gleichung m= cngn+...+c1g+o° durch
(0 £ k € n), erhdlt man :

+ T
g = 8y k
. mit

ca o gtk + +¢, und r, := “k~ i i
ak e = ng +l.l Gk+1g k k .

teoot =7 Al

g g
Da im Positionssystem mit der Skale g die Ziffern nur die Wer-
te 0,1,004,;8=1 annehmen konnen, gilt fiir Ty die Abschétzung

-1 =1 =1 1
Ufrkﬁsg—+..-+§m+§ra1-?<1-
Mit Riicksicht auf die Ganzzahligkeit von a, ist also

e

Die Betrachtungen bleiben auch fiir k>»n richtig und sinnvoll,
setzt man in diesem Falle ak=6. Man denke sich etwa in der Dar-
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stellung (c n***CqC 0) von m hinreichend viele bedeutungslose
Ziffern O links hinzugefligt. Somit ergibt. sich

LRSI

n=k=1

=c.g = +esoto, q8+0, =g(c 8 +...+ck+zg+qk+1) = ¢)

fiir alle k<n und
m m P
[g_n] - gl:gE+’|] = 8,=88p,q = g0 = ope

Die letzten beiden Anwendungen beschédftigen sich mit Teilbar-
keitseigenschaften von Fakultéten.

Satz 6: Gegeben sei die natiirliche Zahl m 2 1. Der maxi-
male Exponent n, mit welchem eine Primzahl p in m!
enthalten ist, ist

(9) | n=m[m]-

P LK

Beweig: Da p Primzahl ist, geniigt es, die Teilbarkeit der Fak-

toren 1,2,...,m von m! durch pk (k21) zu diskutieren. In der

Folge der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen sind

pk,Epk.Bpk,... und nur diese durch pk teilbar. Gehoren k, die-

ser Vielfachen von pk der Menge {1,2,...3nf}der betrachteten

Faktoren an, so gilt kopk €m <(k0+1)p » also

m
kO £ -—E<ko+1-

Das bedeutet aber, daB es in der Menge {1 2,...,m}genau
[‘E] durch p teilbare Zahlen gibt. Sie sollen zur Menge

Mk zuaa.mmengefaﬂt werden. Bezeichnet ll’{kl die Anzahl jihrer Ele=-
mente und pK die hdochste Potenz von p, die in einem der Fakto-
ren 1 2,...,m enthalten ist, dann folgt

ZIMI( )_—1[-121

Im Felle p »m sind wegen K=0 beide Summen als leere Summen
(= 0) zu verstehen. Leer sind auch die Mengen M und[%] = @

filr k>K. Die obigen endlichen Summen konnen demnach formal
als unendliche Reihen geschrieben werden.
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2\l - 2 [&]

Ihr Wert ist der gesuchte Exponent n, da jeder betrachtete Fak-
tor von m!, der ein Vielfaches von pl, aber nicht von pl"'1 ist,
bei der Summation genau l-mal gez&hlt wird, né&mlich als Element
der Mengen M,,M,,e..,l;. Damit ist (9) bewiesen. :

Nachtréglich sei noch bemerkt, daB wegen O! = 1 die Behauptung
(9) trivialerweise auch fiir m=0 richtig ist, nicht jedoch der
gefiihrte Beweis.

Der Satz 6 bildet das Fundament vieler weiterer S&atze. Einer
der interessantesten ist der folgende Satz von LANDAU,

Satz T: Es bezeichnesg = (y1,y2,...,yn) ein geordnetes
n-tupel reeller Zshlen, ¢ = (x,‘,xz,...,xn) ein sol-
ches natiirlicher Zahlen. PFerner sei

A;(49) = a4y + 85375 +eeot By

Bi(tg) 1= byyyq by Vo teset hniyn

(1 € i € m), wobei die Koeffizienten Bpi1804reee18 4
und b1i’b21"“'bni netiirlich vorausgesetzt werden.
Dann ist der Quotient

Ay(@)tA (). h) (g)!
(10) B, ) B, (@) ---B, )"

fiir alle 4 ganzzahlig und nur dann, wenn die Unglei—
chung

(1) B 8 L) o BT

fiir alle 49 mit y1,y2,...,yn€[o,17 Giiltigkeit besitzt.

Beweis: Im ersten Teil des Beweises soll gezeigt werden, dal
die Bedingung (11) fiir die Ganzzahligkeit von (10) hinreichend
ist. Sei also (11) erfiillt und 4 =(x;;X5s.0,X, ) ein beliebi-
ges n-tupel natiirlicher Zahlen. Ist p eine willkiirlich gewéhlte

Primzahl und
_% .{.r 41- £
[. .] qk !

fiir alle qg=1, 2,...,n und k = 1, erhélt men zunéchst
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A.(t) n b4 n
. 4
=it | ;3] " e Tax

B. (¢

- i k L]
p = ql q=1 q q

Aug (11) folgt mit Yq=eoe=Yquq™Y +1=...=yn=6 und yq=1 wegen
der Ganzzahligkeit der Koeffizienten einerseits

m m
a a b .

mit‘g =(r1k,r2k,...,r ) andererseits

b ,.»r
2 [l E[Brral

Diese Teilergebnisse llefern in Verblndung mit (1)

&l “"1 ] J “ostac]

'QM:'

i= P
und somit A @) s @?)
m @ 4 m [a's)
‘—k——'-& b
EE; k=1l: P .]' EE; 11[

Demzufolge ist nach Satz 6 eine beliebige Primzahl im Z#hler
von (10) mindestens ebenso oft wie im Nenner enthalten. Mit-
hin mu8 (10) ganzzahlig sein.

Nun wdre noch zu beweisen, daB8 (11) fiir die behauptete Ganz~
zahligkeit von (10) auch notwendig ist. Der Beweis soll indi-
rekt gefiihrt werden. Angenommen, es gibt ein n-tupe;
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q:(y.l,yz,...,yn) mit y1,32....,yn€£0,1] , filir welches

m m

E [2, @) < 3__-:1 [31“9)1
gilt. Diesem aq kemn nun in eindeutiger Weise durch die Vor—
schrift

= [py T +1

ein n-tupel ¢, =(x1,x2,...,x ) na.turlicher Zahlen zugeordnet
werden, wobei p eine hinreichend gro3 gewidhlte Primzahl bedeu-
tet. Mit HLI werde das Maximum aller Koeffizienten a und. b
bezeichnet, mit M, das Maximum aller Differenzen A; o) = [ Alﬂ} ]
und B4~ [3,69]-
Nach der Definition des groBten Ganzen geniigt M der Ungleiohu.ng

g = M2<.1. SchlieBlich werde noch
nll
1
p72nm1 und p'?-f_-:EE

fiir die Wahl der Primzahl p vereinbart, was wegen der Existenz
unendlich vieler Primzahlen mdglich ist.

Unter diesen Voraussetzungen erhdlt man bei gleichzeitiger Be-
achtung von pch X Py +1<2p fiir das konstruierte n-tupelf

P e[A (1')] [A i @) ,;[__

fiir alle k 2 2 und in Verbindung mit (1)

A (
[Ai("o)] 5[ =

=< [ne - e (CCORTS 2

ni
1
=[Ai(1g)] +[M2 + —p—] =[Ai(4q)] :
Diese beiden Abschidtzungen bleiben richtig, wenn man Ai(g)

durch B, (#) und A, @) durch B, #®)) ersetzt. Also gilt mit Rilck-
sicht auf die Annahme

m (09} Ai(‘?) m @ Bi(f)
& E[50]- Braak Bhol - £ £

Das bedeutet aber, daB (10) fiir das konstruierte n-tupel
nicht ganzzahlig ist, da die Primzshl p nach Satz 6 im Nenner
in einer hdheren Potenz als im ZEhler enthalten ist. Soll
folglich (10) filr alle n-tupel natiirlicher Zahlen ganzzahlig
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sein, ist die Erfiillung von (11) eine notwendige Voraussetzung.

Ubungsaufgaben
(1) Man beweise, daB8 der Term
(2::.| ) (212)!
x.'Isz (x1 +x2)!

fiir jede Belegung x1,12¢ N gﬁnzzahlige Werte liefert.

(2) In Verallgemeinerung der Aufgabe (1) bestltige man die Ganz-
zahligkeit von

(&I.')! (312)!

X131 (x,4x,)1)8 1

fiir alle a.x1,x2¢ IN und a 2 1.

(3) Man zeige, da8 x1!x2!(2.x1+x2)!(:c1+2x2)! fir beliebige natiir-
liche X, und X, stets ein Teiler von (4x1)! (4::2)!' ist.

(4) Man beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n die Gleichung

[ﬁ?+ I?ﬁ'} [1-4-1'-1;-2']

Dr. Lothar Schnabel (Bereich Theoretische Mathematik)
Christian Sonntag (Spezialschule Carl Zeiss)
Peter Stenzel (Spezialschule Carl Zeiss)
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Einfilhrung in die Assembler-Programmierung
(Fortsetzung aus 7/8-88, 11:88 und 12-88)

9, Bit-Befehle

Wie schon bekannt, werden 8 Bits zu einem Byte zusammenge faBt
und entsprechend der Skizze numeriert:

1 Byte | & | Bit7 | Bit6 | Bit5| Bit4 | Bit3 Bit2 | Bit1 | Bitd

Bits aus beliebigen Registern kdnnen wahlweise gesetzt (Signal-
zustand "1") oder riickgesetzt (Signalzustand "@") werden.

SET b, r ordfiet dem Bit b des Registers r (emtspr. (HL))
den Zustand ™" zu.
SET b, (HL)
RES b,r ordnet dem Bit b des Registers r (entspr. (HL))
den Zustand "@" zu.
RES b, (HL)
Befehlscode: |
r A B C D E H L (HL)

SET @,r | CBCT CBC@ | CBC1 | CBC2 | CBC3 | CBC4 | CBCS CBC6
SET 1,r | CBCF | CBC8 | CBC9 | CBCA | CBCB CBCC | CBCD | CBCE
SET 2,r | CBD7 CBDg | CBD1 | CBD2 | CBD3 | CBD4 | CBD5 CBD6
SET 3,r | CBDF | CBD8 | CBD9 | CBDA CBDB | CBDC | CBDD | CBDE
SET 4,r | CBE7 | CBE@ | CBE1 | CBE2 | CBE3 CBE4 | CBES | CBE6
SET 5,r | CBEF | CBE8 | CBE9 | CBEA | CBEB | CBEC | CBED CBEE
SET 6,r | CBF7 CBF¢ | CBF1 | CBF2 | CBF3 | CBF4 | CBF5 CBF6
SET 7,r | CBFE | CBFg | CBFY | CBFA | CBFB | CBFC | CBFD | CBFE

RES ¢,r | CB87 | CB8¢ | CB81 | CB82 | CB83 | CB84 CB85 | CB86
RES 1,r | CBSF | CB88 | CB89 | CB8A | CB8B | CB8C | CB8D | CB8E
RES 2,r | CB97 | CB9@ | CB91 | CB92 | CB93 | CB94 | CBYS.| CB96
RES 3,r | CB9F | CB98 | CB99 | CB9A | CB9B | CB9C | CBID | CBOE
RES 4,r | CBAT | CBA@ | CBA1 | CBA2 | CBA3 | CBA4 | CBA5 | CBA6
RES 5,r | CBAF | CBA8 | CBA9 | CBAA | CBAB | CBAC | CBAD | CBAE
RES 6,r | CBB7 | CBBY | CBB1 | CBB2 | CBB3 | CBB4 | CBB5 | CBB6
RES 7,r | CBBF | CBB8 | CBB9 | CBBA | CBBB | CBBC | CBBD | CBBE
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8. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
1041 3E F¢ | ID A,FgH A mit FPH laden
@2 CB C7 SET #,A Bit@# setzen
@4 CB BF RES 7,A | Bit7 riicksetzen
@6 32 91 9@ ID(@@P1H) ,A | nach Zelle 1 lad.
$9 c9 RET

Bei der Programmabarbeitung wird zundchst F@H 2 [1111; 0000 | in
den Akkumulator geladen und anschlieBend Bit# gesetzt und Bit7
rilckgesetzt, so daB im Akkumulator [@$111:¢@@1] & 71H steht. Die-
se Zahl wird dann in die Speicherzelle 1 geladen. Man iiberzeuge
sich von der Richtigkeit der Uberlegungen durch CALL@ : ?PEEK(1).
Es wird 71H = 113 (dez.) ausgegeben.

10, Logische Operationen

Zwischen Akkumulator und Registerinhalten ktnnen logische Ope=-
rationen durchgefiihrt werden. Die Verkniipfung erfolgt bitweise
und das Ergebnis steht im A-Register.

AND r bewirkt Ae—A A r, wobei die entsprechenden Bits
durch ein logisches UND verkniipft
werden.

OR r bewirkt A<—A v r, wobei die entsprechenden Bits
durch ein logisches ODER ver-
knlipft werden.

XOR r bewirktt Ae—A @ r, wobei die entsprechenden Bits
durch ein EXKLUSIV-ODER verknﬁpft
werden.

In entsprechender Weise wirken die Befehle:

AND (HL) OR (HL) XOR (HL)

AND N OR N XOR N

Beispiel fiir logiSGhe Operationen

AND OR' XOR
9191911 g1g19191 $1016191 | Inhalt des Akkumulators

119@9119 11999119 119¢911¢ | Inhalt des Registers r

91903109 11819111 19¢1¢911 | Ergebnis der logischen Ope~
ration im Akkumulator
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Operationsoode:

AND A AT OR A BT
AND B Ag OR B BP
AND C A1 OR C B1
AND D A2 OR D B2
AND E A3 OR E B3
AND H A4 OR H B4
AND L A5 OR L B5
AND (HL) | A6 OR (HL) | B6
AND N E6 OR N F6
Fortsetzung folgt
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Struktureﬁ L1

Algorithmengrundstrukturen

In alpha 5/1988 werden "Algorithmengrundstrukturen und ihre
Notationsformen" dargestellt (verbal, grafisch als Programm-
ablaufplan und Struktogramm, BASIC-Programm).

Zwischen den Grundstrukturen existieren verschiedene inter-
essante Zusammenhinge, so zwischen den verschiedenen Wieder-
holungsanweisungen.

Im folgenden wollen wir eine “"iibersetzungsvorschrift"” erarbei-
ten, mit deren Hilfe ein Zyklus mit Anfandsbedingupg durch einen
Zyklus mit Endbedipngung ersetzt werden kann.

Wir erinnern uns an wesentliche Unterschiede zwischen diesen
Wiederholungsanweisungen:

" Zyklus mit Zyklus mit
Anfangsbedingung Endbedingung
Unterschied (Solangeschleife, (Wiederholschleife,

WHILE-Anweisung) REPEAT-Anweisung)

- = ]

]

Die Wiederholung der Anweisungd(-en) erfolgt,
bis die Bedingung den Wahrheitswert

]
Nr. 1 FALSCH (FALSE) \ WAHR (TRUE)

besitzt.

]
|
]
Die Bedingung wird am :
|
I

Nr. 2 Anfang Ende

|
der Wiederholungsanweisung Uberprift.
|

Beide Unterschiede sind bei der Ubersetzung zu berilcksichtigen.

Struktogramm A: Zyklus mit Anfangsbedingung

WHILE Bedingung
DO

Anweisung(-en)

Struktogramm B: Beriicksichtigung des Unterschieds Nr. 1

REPEAT
Anweisung(-en)

UNTIL NOT(Bedingung)
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Struktogramm C: Berlcksichtigung der Unterschiede Nr. 1 und 2

Bed ingung

Jja nein

REPEAT
Anweisung(-en)

UNTIL NOT{Bedingung)

Im Struktogramm C sind eine einseitige Auswahl und ein Zyklus
mit Endbedingung geschachtelt.

Die Aquivalenz der Struktogramme A und C 18Rt sich sehr gut mit

Hilfe von Programmablaufpl#nen (PAPs) zeigden. Beide Struktogram-
me werden in PAPs Uberfiihrt:

- PAP A PAP C : PAP C’

n
1_

PAP C’ ergibt sich aus C durch Uberfiihren der Bedingung NOT(B)
in B und gleichzeitigem Vertauschen der Ausginge Jj und n.
Die Bquivalenz der PAPs A und C’ ist sofort ersichtlich.

Mit dem folgenden Beispiel wird die Ubersetzung von WHILE- in
REPEAT-Anweisung demonstriert. Die gewdhlte Programmiersprache
ist Turbo-Pascal (Version 3) auf einem robotron Personalcomputer
1715, : ‘

Das Programm berechnet Glieder der FIBONACCI- Zahlenfolge
Definition der Zahlenfolge:

ag = 0
3.1 = 1
Bp, = 8peg + 8y (neN)
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PROGRAM Variante_1;
VAR a, b, c:

BEGIN P
clrscr;

a :=0.0; b :=1.0;

write(a : 20 : 0, b : 20 : 0);

WHILE a < 1.0E10 DO
BEGIN
c = a + b;
write(c : 20 : 0Q);
a:=b; b:i=c¢c
END

real;

END.

PROGRAM Variante_2;

PROGRAM Variante_3;

VAR a, b, ¢: real; VAR a, b, c: real;
BEGIN BEGIN
clrscr; clrscr;
a =0.0; b :=1.,0; a = 0.0; b :=1,0;
write(a : 20 : 0, b : 20 : 0); write(a : 20 : O, b : 20 : 0);
IF a < 1.0E10 THEN REPEAT
REPEAT c = a + b;
c = a.+ b; write(e : 20 : 0);
" write{(c : 20 : 0}; a :=b; b:=c¢
a :=b; b:=e UNTIL a >= 1.0E10 -
UNTIL NOT(a < 1.0E1l0) - .
END.
END.

Variante 1: Der Zyklus wird als WHILE-Anweisung notiert.

Variante 2: Die WHILE-Anweisung wurde in eine REPEAT-Anweisung
ilbersetzt.

Variante 3: Dieses Programm entsteht aus der Programmvariante 2,
indem die IF-Anweisung herausgenommen wird (da in jedem Fall

a < 1.0E10 erfiillt ist) und die -Bedingung NOT(a < 1.0E10) zu

‘a >= 1.0E10 vereinfacht wird.

Dem interessierten Leser empfehlen wir, andere Zusammenhinge
zwischen den Algorithmengrundstrukturen aufzuspiiren.

Literatur:

Alfred Schilling, Wolfgang Topfer: Informatik. Lehrbuch filr das
strukturierte Programmieren. Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1988

M. Fothe
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Aufgaben und Lésungen der 29. IMO in Canberra (2. Tag)

4. Man zeige, daB die Menge aller reellen Zahlen x, die der Un-

gleichung EES
k
geniigen, eine Vereinigung von disjunkten Intervallen ist,

wobei die Summe aller Intervallidngen 1988 betrigt.

-
Los s

Durch Umstellen der gegebenen Ungleichung erhédlt man
0 ;
CP(x) =5 'Fl_ (z=j)-=- 4 Ek "FF (x=j) £ 0.,
j=1 k=1 jﬁk

Wenn man nun die linke Seite der Ungleichung als Funktion
in x auffaBt, wird klar, daB die Menge in der Aufgabenstel.-
lung eine Vereinigung von Intervallen der Form (i.xi],
i=1,2,e0e,70 ist, wobei die Beziehung i <x < i+1<« X441 fir
i=1,2,600,69 e:fﬁllt ist und die xy die Wurzeln des Poly=-
noms P(x) darstellen.

Nach dem.gurzelsatz von Vieta ist die Summe der Wurzeln
gleich ):7:1 j + (4/5) k.

i J= k=

Somit ist die Summe aller Intervalldngen gleich

0
§£“ (x;-1) = (4/5) )J:Q. k = 1988.
i=1 k=1 _

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit der Hypote-
nuse BC; der FuBpunkt der Hohe auf BC sei D. Die Verbin=-
dungsgerade der Inkreismittelpunkte der Dreiecke ABD und
ACD schneidet die Seiten AB, AC in den Punkten K bzw. L.
Es seien S und T der Flécheninhalt von ABC bzw. AKL.
Zeige, daB S 2 27T ist.
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Figc 1

Losung: c D 5
Seien X und Y die Mittelpunkte der Inkreise der Dreiecke
ABD und ADC, r der Inradius des Dreiecks ABC, T, der des
Dreiecks ABD, T, der des Dreiecks ADC und s der halbe Unm-
fang des Dreiecks ABC. Dann gilt

8 o D = l’;- : | (1)
Ferner sind die Dreiecke ABD und CBA &hnlich, so daB
Trc
Analog gilt
rb .
1'2 = —é.- - ‘ (3)
" XY schneide AD in M, aann ist ¥ XDM = 45° und
DX =_I‘1ﬁ=ﬂ££—- (4)
Analog ist
DYy =2 2, (5)

wobei DX senkrecht zu DY steht. Aus (4) und (5) folgt
AXDY ~ ABAC und damit 4 DYK = & BCA und & DXL = <4 CBA.
Wenn man das Viereck DYKB betrachtet, ist es jetzt einfach
zu sehen, deB & BKY = 135° und somit A LAK gleichschenklig
ist ( ¥ CLB = 135°).

Sei Z der FuBpunkt der Senkrechten von X auf AB, dann gilt

& - - X¢ s-a)c¢
X2 r.l_zK_-a—:.(T) (6)
(r=s-a ist eine bekannte Eigenschaft eines rechtwinkligen
Dreiecks).

Indem wir die Ahnlichkeit von A ABC und A DBA ausnutzen,
erhalten wir '

















































































































































































































































































































































































































































































