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Geleitwort

Die von Partei und Regierung entwickelte und beschlossene Wirtschaftsstrategie und
die sich daraus herleitende Wirtschaftspolitik erfordern eine héhere Qualitit und
Effektivitit der Ausbildung unserer Ingenieure. Eines ihrer Kennzeichen ist griind-
liches und in Zukunft zunehmend hoheres mathematisches Wissen und Kénnen als
Teil der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fundierung von Konstruktion, Pro-
jektierung und Technologie. Deshalb muB die Zielstellung der mathematischen Aus-
bildung an den Ingenieur- und Fachschulen darin gesehen werden, auf der Grund-
lage sicherer Rechenfertigkeiten solche mathematischen Theorien, Gesetze, Methoden
und Verfahren bereitzustellen, die ein rationelles und effektives Arbeiten in den
naturwissenschaftlich-technischen und 6konomischen Lehrgebi gestatten.

Die inhaltliche und methodische Gestaltung der Lehre hat dabei so zu erfolgen, da8
sie unter Beriicksichtigung des wissenschaftlich-technischen Fortschritts eine solide
und stabile Basis sowohl fiir die fachspezifische Ausbildung der Studenten als auch
fiir die sténdige individuelle Aneignung neuer Erkenntnisse aus Wissenschaft, Tech-
nik und Okonomie durch die Absolventen bildet.

Mit der Neubearbeitung in der 7. Auflage der beiden Lehrbiicher ,,Mathematik fiir
Ingenieur- und Fachschul wurden ihre Anpassung an die Lehrprogramme und
ihre Eignung fiir das Selbststudium verbessert. Wir sind iiberzeugt, da damit die
Qualitéit des Lehrwerkes erhoht wurde, so daB mit ihm die gute langjihrige Tradition
in der Praxis bewahrter lehrplangebundener mathematischer Fachschulliteratur fort-
gesetzt wird. ¥

Mogen beide Binde des Lehrwerkes dem Studenten ein wirksames Handwerkszeug
zur effektiven Gestaltung seines Studiums sein und dem Fachschullehrer helfen, die
Lehrprogrammforderungen in einen qualitativ hochwertigen Mathematikunterricht
umzusetzen.

Dem Autorenkollektiv, den Lektoren und dem Verlag sei an dieser Stelle fiir die sorg-
faltige und verantwortungsbewuBte Arbeit und die hohe Einsatzbereitschaft bei der
Neubearbeitung des Lehrwerkes aufrichtig gedankt.

Im Interesse der weiteren Vervollkommnung der Studienliteratur bitten wir alle
Nutzer, uns ihre Erfahrungen mit dem Lehrwerk mitzuteilen und uns ihre Ver-
besserungswiinsche zuzuleiten.

Zentrale Fachkommission Mathematik
beim Ministerium
fiir Hoch- und Fachschulwesen
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Einleitung

Das vorliegende zweibiindige Lehrbuch soll in erster Linie der Mathematikausbildung
an Ingenieur- und Fachschulen dienen. Durch die Art der Stoffdarbietung ist es so-
wohl fiir den Gebrauch neben dem Unterricht als auch zum Selbststudium geeignet.
Das Lehrbuch ist auBerdem fiir den in der Praxis titigen Ingenieur zur Wiederholung
und als Nachschlagewerk verwendbar.

1m wesentlichen wurde der Stoff ausgewiihlt, der in fast allen Fachstudienrichtungen
die mathematische Grundausbildung bestimmt. Zugleich wurde der Anschluf an die
weiterfithrende Literatur gesichert.

Den Anforderungen der Fachstudienrichtungen entsprechend kann beim Studium die
Reihenfolge der Abschnitte teilweise verindert werden. Zum Beispiel kann die Dif-
ferentialrechnung nach der Behandlung der Potenzfunktion unterbrochen und zur
Integralrechnung iibergegangen werden, ehe der weitere Ausbau auf diesen Gebieten
erfolgt. Weiterhin kann innerhalb des Abschnittes ,,Lineare Systeme* das Austausch-
verfahren oder der Gausssche Algorithmus ausgewihlt werden.

Das zu erreichende Ausbildungsziel und die im Unterricht zur Verfiigung stehende
Zeit zwingen dazu, teilweise auf exakte Beweisfithrung zu verzichten und dafiir die
gewiinschten mathematischen Aussagen durch anschauliche Betrachtungen zu ge-
winnen. .

Die Beispiele sollen den gebotenen Stoff erliutern unc vertiefen. Am Ende der Unter-
abschnitte wird auf eine Anzahl zugehoriger Aufgaben verwiesen, die am Schlu jedes
Hauptabschnittes zusammengefaBt sind. Diese Aufgabenabschnitte enthalten im all-
gemeinen zwei durch einen Strich getrennte Aufgabengruppen. Die erste Gruppe stellt
eine gewisse Minimalmenge an Aufgaben dar, die zur Einiibung und Festigung des
zugehorigen Stoffkomplexes erforderlich ist. Die zweite Aufgabengruppe bietet zu-
sitzliche Ubungsmoglichkeiten und enthilt auch etwas schwierigere und weiter-
fiihrende Aufgaben. Kurze Zielstellungen am Beginn und zur Selbstiiberpriifung ge-
dachte Kontrollfragen am Ende der Abschnitte sollen die selbstindige Aneignung des
Lehrstoffes erleichtern. .

Aufgaben, Formeln, Bilder und Beispiele werden innerhalb der Abschnitte fortlau-
fend numeriert, wobei die Abschnittsnummer vorangestellt ist.



1. Mengen

1.1. Der Begriff der Menge

Die Mengenlehre bildet die Grundlage der Mathematik. Sie ermdglicht eine Verein-
heitlichung und Prizisierung der mathematischen Denkweise und mit Hilfe der
Logik einen Aufbau der gesamten Mathematik aus wenigen Grundaussagen. In diesem
Abschnitt werden Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik, die Mengenrelationen
und -operationen sowie wichtige aussagenlogische Verkniipfungen eingefiihrt. Ihre
Anwendung in den folgenden Abschnitten fithrt zu einer rationellen und iibersicht-
lichen Darstellung und erleichtert das Erkennen von Zusammenhéngen.

Georg CANTOR (1845 bis 1918), der Begriinder der Mengenlehre, gab fiir den Mengen-
begriff die

Erklarung

I Eine Menge ist eine Zusammenfassung M bestimmter, wohlunterschiedener

Objekte m unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem, Ganzen. Die Ob-
jekte m heiBen die Elemente von M.

Mengen werden mit groBen Buchstaben, Elemente bei allgemeiner Darstellung mit
kleinen Buchstaben bezeichnet. Die Elemente einer Menge werden durch geschweifte
Klammern zusammengefaft.

BEISPIELE

1.1. Alle Studenten einer Ing ule, die derselben Seminargruppe angehéren, bilden
eine Menge M. Ihre Elemente sind die Studenten dieser Seminargruppe.
1.2. Die Menge N aller Losungen der Gleichung 22 = 16 enthilt nur die beiden Elemente —4
und 4: N = {—4, 4}.
1.3. Die Menge K aller Primzahlen enthiélt unendlich viele Elemente: K = {2,3, 5,7, ...}.
1.4. Die Menge L aller geraden Primzahlen enthiilt nur ein Element: L = {2}.
Ein Objekt ist entweder Element einer Menge oder nicht. Diese -Beziehung ist die
Grundbeziehung der Mengenlehre.
Man schreibt
a € M, gelesen: ,,a (ist) Element (von) M*;
b ¢ M, gelesen: ,,b (ist) nicht Element (von) M*,

BEISPIEL
1.5. Fiir N in Beispiel 1.2. gilt 4 € N, 5 ¢ N.

h

Anmerkungen zur Erklirung des Mengenbegriffs:

1. Jedes Element einer Menge muB sich vom anderen unterscheiden lassen. Eine
,»Menge* Honig in einem Glas ist demnach im Sinne dieser Erklirung keine Menge.
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. Eine Menge fait Elemente mit einer gemeinsamen Eigenschaft zusammen. Diese

muB so formuliert sein, daB fiir jedes Objekt feststeht, ob es diese Eigenschaft hat
oder nicht. Die Eigenschaft, ein ,,schnell fahrender Personenkraftwagen* zu sein,
ist ein Beispiel fiir eine ungenaue Formulierung und erklirt keine Menge.

. Wihrend die Umgangssprache unter einer Menge eine Vielzahl von Elementen

versteht, konnen Mengen im Sinne der angegebenen Erklarung auch aus wenigen
Elementen bzw. aus keinem Element bestehen.

Eine Menge, die nur zwei Elemente enthilt, heit Zweiermenge (z. B. N in Beispiel
1.2.). Wenn sie nur ein Element enthilt, heift sie Einermenge (z. B. L in Beispiel
1.4.), und wenn sie kein Element enthilt, heiBt sie leere Menge (Symbol: @).

BEISPIELE

1.6,

1.7.

. Die Menge A aller reellen Losungen der Gleichung * = —4 enthilt kein Element, denn
es gibt keine reelle Zahl, die die Eigenschaft hat, daB ihr Quadrat negativ ist: 4 = 0.
Die Menge K aller Losungen der Gleichung 2z = 0 ist K = {0}, denn nur fiir die Zahl 0
ist2.0=0. .

K ist nicht die leere Menge, denn K enthilt das Element 0, wiihrend die leere Menge @
kein Element enthilt.

Es besteht also ein Unterschied zwischen der Einermenge, die die Zahl 0 enthilt, und der
leeren Menge O.

Zwischen dem Mengenbegriff und Grundbegriffen der Logik besteht ein enger Zu-
sammenhang, der in den folgenden Ausfithrungen dargestellt wird.
Zu den Grundbegriffen der Logik gehért der Begriff ,, Aussage.

Eine Aussage ist ein Gebilde, das einen Sachverhalt der objektiven Realitiit wider-
spiegelt. Sie ist wahr, wenn sie mit dem Sachverhalt iibereinstimmt, anderenfalls
ist sie falseh.

Die Eigenschaften ,,wahr (w)* und ,,falsch (f)* heien Wahrheitswerte.

BEISPIELE .
1.8. ,,Dresden liegt an der Elbe* (w)

1.9. ,,Kupfer ist ein Nichtmetall** (f)
1.10. 3 +4=17 (w) 1.11. 3 +4=10 (f)
1.12. 3 +4 =7 (f) 1.13. 3 +4<8 (w)

Gr

Es

1.
2.

undlegend ist der

Satz der Zweiwertigkeit

Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
gibt also

keinen dritten Wahrheitswert,
keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch ist.

Aussagen sind daran erkennbar, daB sie einen (und nur einen) Wahrheitswert haben.
Allerdings léBt sich nicht immer feststellen, welcher Wahrheitswert vorliegt.

BEISPIELE
1.14. 3+ 5 1.15. ., Komm her!* 1.16. H,0
1.17. ab + ¢ 118.34+5=38

1.19. ,,Der Monat Mirz hat 30 Tage.*
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1.20. ,,Auf anderen Sternen leben vernunftbegabte Lebewesen.
1.21. ,,Am 1. Juni 1750 regnete es in Berlin.*

Die Beinpiele‘ 1.14. bis 1.17. sind keine Aussagen; 1.18. ist eine wahre, 1.19. eine falsche Aus-
sage; 1.20. und 1.21. sind Aussagen, deren Wahrheitswert noch nicht bzw. nicht mehr feststell-
bar ist.

Die Gebilde der folgenden Beispiele haben keinen Wahrheitswert, sind also keine Aus-
sagen. Sie werden aber bei bestimmten Einsetzungen (Belegungen) fiir z und x zu Aus-
sagen.

BEISPIELE

1.22. ,,u ist eine Séure* wird fiir ¥ = HCl zu einer wahren Aussage und fiir v = NaOH zu
einer falschen Aussage.

1.23. 2* = 16 wird fiir x = —4 zu einer wahren und fiir z = 3 zu einer falschen Aussage.

Die Buchstaben % und z stehen fiir Leerstellen, denn es lieBe sich auch schreiben:

1+ ist eine Sdure*; (...)2 = 16.

| Ein Zeichen, das fiir eine Leerstelle steht, heiBt Variable (Veriinderliche).

Die Beispiele 1.22. und 1.23. enthalten demnach Variablen und gehen in Aussagen
iiber, wenn diese Variablen belegt werden. Solche Gebilde heifen Aussageformen.

Eine Aussageform ist ein Gebilde, das mindestens eine Variable enthilt und durch
Belegen dieser Variablen zu einer Aussage wird.

Der Bereich der Objekte, aus dem die Belegungen auszuwiihlen sind, heift Grund-
bereich. Er ist so festzulegen, daB beim Belegen eine sinnvolle Aussage entsteht. Eine
Aussageform wird durch ein Objekt gelost (erfiillt), wenn sie beim Belegen der Varia-
blen mit diesem Objekt in eine wahre Aussage iibergeht. Das Objekt heifit Lsung
(Erfiillung) der Aussageform (z. B. ,,HCI* in Beispiel 1.22.).

Mit Hilfe des Begriffs ,,Aussageform‘* laBt sich das Prinzip der Mengenbildung er-
kléren. '

Wenn eine Aussageform fiir die Objekte eines Grundbereichs vorliegt, so bilden
alle Objekte, die diese Aussageform erfiillen, eine Menge.

Die Aussageform (auch definierende Bedingung genannt) driickt eine gemeinsame
Eigenschaft aller Elemente der Menge aus. Daraus ergibt sich die Moglichkeit, eine
Menge durch Angabe der Aussageform (und des Grundbereichs) darzustellen, z. B.
A = {u | u ist eine Sdure}, gelesen: ,,4 ist die Menge aller (Elemente) u, fiir die gilt:
« ist eine Saure*.

Die andere schon bekannte Méglichkeit ist die Darstellung durch Aufzihlen der Ele-
mente.

BEISPIELE

1.22. (For g) Als Grundbereich werde die Gesamtheit aller Flissigkeiten gewahlt. Die
Lésungen der Aussageform bilden die Menge
A = {u| u ist eine Saure} = {HCl, HNO,, H,S0,, ...}.
Ein anderer méglicher Grundbereich konnte die Gesamtheit aller Schwefelverbindungen
sein. Fiir diesen Grundbereich wire die Losungsmenge
B = {u| u ist eine Siure} = {H,80;, H,S0,,...}.
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i
Ein Bereich, der nicht als Grundbereich gewiihlt werden darf, ist z. B. die Gesamtheit
aller Stidt da sich sinnl A geben wiirden (z. B.: ,,Wien ist eine
Siure®).

1.23. (Fortsetzung) Fiir den Grundbereich aller (positiven und negativen) ganzen Zahlen ist
die Losungsmenge .
C=fx|a® =16} = {—4,4}.

Bei Einschrinkung des Grundbereichs auf nur positive ganze Zahlen gilt
D= x| =16} = {4}.

Wie die Beispiele zeigen, hiingt die sich ergebende Menge vom vorgegebenen Grund-
bereich ab.

Eine Menge heiBt Allmenge, wenn sie alle Objekté des Grundbereichs enthilt, Tm Ab-
schnitt 1. dieses Buches wird sie mit U bezeichnet.

BEISPIEL
1.24. Grundbereich: Gesamtheit aller reellen Zahlen.

Es gilt {z |z + @ = 22} = U, denn die Gleichung wird durch jede reelle Zahl geldst.
Kontrollfragen

1.1. Wie ist nach CANTOR der Begriff der Menge erklart?

1.2. Was ist eine Aussage, und woran ist sie erkennbar’

1.3. Was ist eine Variable?

1.4, Was ist eine Aussageform, und wie 1aBt sich mit ihrer Hilfe das Prinzip der Mengen-
bildung erkléren?

Aufgaben: 1.1. und 1.2.

1.2. Relationen zwischen Mengen

Zwischen zwei Mengen kann die Relation des Enthaltenseins (Teilmengenrelation,
Inklusion) oder der Gleichheit bestehen.

BEISPIEL

1.25. Die Menge A = {p, r} ist in der Menge B = {p, ¢. r, s} enthalten, denn alle Elemente von
A sind auch Elemente von B.

Definition

A auch Element von B ist.
Schreibweise: A S B, gelesen ,,4 (ist) Teil-(Unter-)menge von B,

Wenn A C B, gilt auch B 2 A4, gelesen ,iB (ist) Obermenge von A*.

I Eine Menge A heit Teilmenge einer Menge B genau dann, wenn jedes Element von

BEISPIEL

1.26. Grundbereich sei die Menge aller ganzen Zahlen von 1 bis 20, also {1, 2, ..., 20}.
Darin ist die Menge der durch 6 teilbaren Zahlen 4 = {z| 2 ist durch 6 teilbar}
= {6, 12, 18}, entsprechend ist B = {z | z ist durch 3 teilbar} = {3, 6, 9, 12, 15, 18}.
Jedes Element von 4 ist auch Element von B, folglich besteht zwischen 4 und B die
Relation 4 £ B.

Wenn zwei Mengen die gleichen Elemente enthalten, besteht zwischen ihnen die Rela-
tion der Gleichheit.
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Definition

Zwéi Mengen A und B heifen gleich genau dann, wenn jedes Element von 4 auch
Element von B und jedes Element von B auch Element von 4 ist (d. h., wenn
A S Bund B £ 4).

Schreibweise: A = B, gelesen ,,4 (ist) gleich B“.

BEISPIEL
1.27. Im Grundbereich {1, 2, 3, ..., 20} sei
A = {z| z ist durch 6 teilbar} = {6, 12, 18} und
B = {x | z ist durch 2 und durch 3 teilbar} = {6, 12, 18}.

Jedes Element von 4 ist auch Element von B und umgekehrt, d. h., 4 und B enthalten
die gleichen Elemente. Folglich besteht zwischen 4 und B die Relation 4 = B.

Mengen werden oft durch Punktmengen in einer Ebene veranschaulicht, die durch
geschlossene Kurven begrenzt werden. In Bild 1.1 ist 4 S B dargestellt: Jedes Ele-
ment von 4 (z. B. P;) muB auch Element von B sein. Ein Element von B kann Ele-
ment von 4 sein, muB es aber nicht (z. B. P,). Andererseits ist ein Element, das nicht
zu B gehért (z. B. P;), mit Sicherheit auch nicht Element von 4. In Bild 1.2ist 4 = B
dargestellt. Fiir einen beliebigen Punkt gilt: Er liegt entweder sowohl in 4 als auch
in B(P,) oder weder in A noch in B(P,).

x2 Bild 1.1 % Bud1e

Die Definition der Teilmengenrelation fordert, daB alle Elemente der Teilmenge 4
auch Elemente der Obermenge B sind. Diese Forderung ist aber auch fiir den Fall
A = B erfiillt. Folglich ist die Gleichheitsrelation ein Sonderfall der Teilmengen-
relation. (Fiir jede beliebige Menge 4 gilt z. B. 4 S 4.)

Wenn A Teilmenge von B ist und B mindestens ein Element enthalt, das nicht in 4
enthalten ist, so heiBt 4 echte Teilmenge von B (4 — B). Fiir die Mengen in den
Beispielen 1.25. und 1.26. ist diese Bedingung erfiillt.

Fiir die leere Menge 0, eine Menge 4 und die aus den Elementen ihres Grundbereiches
gebildete Allmenge U gilt

Wenn zwischen zwei Mengen weder die Teilmengen- noch die Gleichheitsrelation be-
steht, so kénnen sie gemeinsame Elemente haben, aber jede der beiden Mengen ent-
hilt mindestens ein Element, das nicht in der anderen Menge enthalten ist. Falls
beide Mengen keine gemeinsamen Elemente haben, heiBen sie disjunkte (element-
fremde) Mengen.

BEISPIEL
1.28. Esseien P = 3,5,7},Q = {4, 6,8}, R = {5, 7, 9, 10}. Bestehen zwischen diesen Mengen
Teil oder Gleichheitsrelati ?
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Lésung: Die Mengen P und @ enthalten keine i El te und sind d h
disjunkte Mengen. Gleichfalls sind @ und R disjunkte Mengen. Die Mengen P und R ent-
halten zwar gemeinsame Elemente, aber jede Menge enthilt mindestens ein Element, das
nicht in der anderen Menge enthalten ist (3 ¢ R, 9 e P 10 ¢ P). Zwischen P, Q und R
bestehen also weder Teil noch Gleichhei

Wenn zwischen 4 und B eine Mengenrelation besteht, so existieren zwischen den
Aussageformen, durch die 4 und B definiert werden, ganz bestimmte logische Be-
ziehungen, die mit Hilfe von Bindewortern ausgedriickt werden kénnen.

(1) Wenn die Teilmengenrelation 4 S B besteht, so gilt zwischen den Aussage-
formen € A und « € B fiir alle Elemente des Grundbereichs

»wenn z € 4 gilt, so muB auch z € B gelten* (s. Bild 1.1: Da der Punkt P, in 4 liegt,
muB er auch in B liegen), und umgekehrt

»wenn z € B gilt, so kann « € 4 gelten* (muB aber nicht; s. Bild 1.1: P,, P, liegen
zwar beide in B, aber nur P, liegt auch in 4).

Eine Verbindung zweier Aussageformen (oder Aussagen) durch die Bindeworter
,,wenn...,s0 muB ...“, die bei Vertauschen der A geformen (Aussagen) ,,wenn ...,
80 kann ...“ zu lesen ist, heift Implikation (Symbol: =): 2 € 4 = « € B. Der vor
dem Zeichen stehende Teil heiBt Vorderglied, der andere Hinterglied.

Das Vorderglied einer Implikation hei8t hinreichende Bedingung fiir das Hinterglied,
das Hinterglied heiit notwendige Bedingung fiir das Vorderglied.

BEISPIELE

1.29. Fir die Mengen 4 = {z | « ist durch 6 teilbar} und B = {z | « ist durch 3 teilbar} des
Beispiels 1.26. gilt 4 = B. Folglich gilt fiir die Aussageformen
s ist durch 6 teilbar = z ist durch 3 teilbar, gelesen ,,wenn z durch 6 teilbar ist, so
muB z durch 3 teilbar sein*‘, und von rechts nach links gelesen ,,wenn  durch 3 teilbar
ist, so kann z durch 6 teilbar sein‘‘.
Fiir eine beliebige Zahl ist demnach die Teilbarkeit durch 6 hinreichende Bedingung
fir die Teilbarkeit durch 3 (denn aus der Teilbarkeit durch 6 muB Teilbarkeit durch
3 folgen), aber ist keine notwendige Bedingung (denn es konnen auch Zahlen durch
3 teilbar sein, die nicht durch 6 teilbar sind, z. B. die Zahl 15). Andererseits ist die Teil-
barkeit durch 3 notwendige Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 6 (denn Zahlen, die
nicht durch 3 teilbar sind, kénnen nicht durch 6 teilbar sein), aber sie ist keine hin-
reichende Bedingung (denn die Zahl mu auch durch 2 teilbar sein).

d

oder notwendige Bedingung fiir ,,z ist

1.30. Ist die Bedingung ,,x ist ein Viereck' hinreict
ein Trapez‘‘?

Losung: Es gilt ,,wenn z ein Viereck ist, so kann z ein Trapez sein‘, und umgekehrt gilt
s»wenn z ein Trapez ist, so muB z ein Viereck sein*. Demnach gilt .

»% ist ein Trapez'‘ = ,,z ist ein Viereck'.

» igt ein Viereck* ist Hinterglied der Implikation, folglich notwendige Bedingung fiir
s ist ein Trapez''.

(Fiir die Menge 7 aller Trapeze und die Menge V aller Vierecke gilt 7 & V. Zwischen
den Begriffen ,,Trapez‘ und ,,Viereck* besteht eine Relation, die durch die Bezeichnun-
gen ,,Art-(Unter-)begriff* und ,,Gattungs-(Ober-)begriff** ausgedriickt wird. Im Beispiel
ist ,,Trapez' der Artbegriff und ,,Viereck' der Gattungsbegriff.)

Es seien @ die Menge aller Quader und W dne Menge aller Wiirfel. Aus der zwnschen Q
und W bestehenden Relation sind die Rel die zwischen den di

den Bedingungen ,,x ist Quader** und ,,z ist Wiirfel** sowie zwischen den Begriffen ,,Qua-
der* und ,,Wiirfel* bestehen.

1.31.

=
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Lésung: Da der Wiirfel eine Sonderform des Quaders ist (ein Quader mit gleichen Kanten-
lingen), gilt W < Q. Entsprechend gilt ,, ist Wiirfel = ,, ist Quader*; daraus folgt
,»% ist Wiirfel* ist hinreichende Bedingung fiir ,,« ist Quader, ,,z ist Quader* ist not-
wendige Bedingung fiir ,,z ist Wiirfel*’. Der Begriff ,,Wiirfel"* ist Artbegriff, der Begriff
»»Quader** Gattungsbegriff.

(2) Wenn die Gleichheitsrelation A = B besteht, so gilt fiir alle Elemente des Grund-
bereichs

,wenn z € A, so muB z € B“ und umgekehrt ,,wenn z € B, so muBl z € A

Eine Verbmdung zweier Aussageformen (Aussagen) durch ,,wenn ..., 80 muB ... die
bei Vert: hen der A formen (A gen) gleichfalls ,,wenn ..., so muB ‘ zu
lesen ist, heift Aquivalenz (Symbol: ): cdoxeB

Ubliche Lesarten sind ,,dann und nur dann ..., wenn ...”“ oder ,genau dann ...,
wenn ...“. ,,Aquivalenz‘ heifit wiirtlich iibersetzt ,,Gleichwertigkeit‘. Durch dqui-
valente A geformen werden gleiche Mengen definiert.

Da bei x € A & x € B sowohl xE A= x € B als auch € B=>xz € A4 gelten, heilit
jedes Glied notwendige und hinreichende Bedingung fiir das andere Glied.

BEISPIELE

1.32. Fir A = {z | z ist durch 6 teilbar} und B = {z | z ist durch 2 und durch 3 teilbar}
gilt A = B, folglich gilt fiir die Aussageformen
& ist durch 8 teilbar* & .z ist durch 2 und durch 3 teilbar*, gelesen ,, ist genau dann
durch 6 teilbar, wenn z durch 2 und durch 3 teilbar ist*.
Fiir eine beliebige Zahl ist demnach die Teilbarkeit durch 2 und durch 3 notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 8 (und umgekehrt).

1.33. Ist dle Bedmgung »Z 1st em leichseitiges Viereck** hinreichende, no dige oder not-
dige und hinreich di fiir ,,2 ist ein Rhombus*?
Lisung: Es gilt

»Wenn z ein gleichseitiges Viereck ist, so muB z ein Rhombus sein, und umgekehrt
,,wenn z ein Rhombus ist, so muB x ein gle:chsemges Viereck sein‘‘; demnach gilt

5 i8t ein glexchsextlges Viereck" & ,,z ist em Rhombus . Dxe Bedmgung 12 ist ein gleich-
seitiges Viereck' ist eine dige und h

(Far die Menge V, aller gleichseitigen Vierecke und die Menge R aller Rhomben gilt
Vg = R. Die Begnffe ,»Rhombus'* und ,,gle)chsextlges Vlereck“ werden équivalente Be-

gn!fe genannt, wobex der eine zur Definition des werden kann: ,,Ein
Rhombus ist ein gleichseitiges Viereck*.)
Kontrollfragen

1.5. Wie ist die Teilmengenrelation definiert?
1.6. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit eine Menge echte Teilmenge einer anderen ist?

1.7. Mit Hilfe welcher Bindeworter ist eine Implikation zu formulieren? Wie ist sie nach
Vertauschen von Vorder- und Hinterglied zu lesen? Welche Art von Bedingung sind das
Vorder- bzw. Hinterglied?

1.8. Mit Hilfe welcher Bindewérter ist eine Aquivalenz zu formulieren? Welche Art von Be-
dingung sind Vorder- bzw. Hinterglied?

Aufgaben: 1.3. und 1.4.
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1.3. Operationen mit Mengen

Bei einer Operation mit Mengen wird aus zwei gegebenen Mengen eine neue gebildet.
Das ist auf verschiedene Weisen moglich. Die neue Menge kann z. B. die Zusammen-
fassung aller Elemente sein, die sowohl in der einen als auch in der anderen Menge
enthalten sind. Die Menge dieser gemeinsamen Elemente heit Durchschnitt.

Definition

Gegeben seien zwei Mengen 4 und B. Ein Element & gehort genau dann zum
Durchsehnitt 4 n B (gelesen: ,,4 geschnitten mit B‘), wennx € 4 und z € B.

Zwischen z € A und z € B steht das Bindewort ,,und“. Eine logische Verbindung
zweier Aussageformen (oder Aussagen) durch das Bindewort ,,und* heifit Konjunk-
tion (Symbol: A). Sie driickt das Zusammenbestehen zweier Sachverhalte aus. )
Mit Hilfe des Symbols fiir die Konjunktion schreibt sich die Definition des Durch-
schnitts;

z€AnBozcAdrzeB (1.2)

(gelesen: ,,z ist Element des Durchschnitts 4 n B genau dann, wenn z Element von 4
und Element von B ist‘).

In Bild 1.3 ist 4 n B als schraffierte Punktmenge dargestellt. P, liegt in 4 und in B,
also im Durchschnitt; Py, P; liegen nur in 4 bzw. B, also nicht im Durchschnitt;
P, liegt weder in 4 noch in B und damit auch nicht im Durchschnitt.

Py

x

QD

Bild 1.3

BEISPIELE
1.34. Im Grundbereich {1, 2, 3, ..., 20} sei )
A = {z |z ist durch 2 teilbar} = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20},
B = {z |z ist durch 3 teilbar} = {3, 6, 9, 12, 15, 18}.
Dann ist
A nB = {z|zist durch 2 und durch 3 teilbar} = {6, 12, 18}.
A n B enthilt also alle Elemente, die A4 und B gemeinsam haben.

1.36. Es seien M = {¢,d} und N = {a,b,c,d, ¢}, d. h., es gilt M S N. Dann ist
MaN={,d}=M.
6. Es seien D = {z | = ist ein Dreieck} und V = {:é | z ist ein Viereck}. Da es keine geo-

1.3
. metrische Figur gibt, die sowohl Dreieck als auch Viereck ist, sind D und V disjunkte -
Mengen, und esist D n V = 0.

Aus den letzten beiden Beispielen folgt durch Verallgemeinerung:

1. Wenn eine Menge 4 Teilmenge einer Menge B ist, so ist ihr Durchschnitt gleich der
Teilmenge (Bild 1.4): 4 n B = 4.
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2. Wenn zwei Mengen 4, B disjunkt sind, so ist ihr Durchschnitt die leere Menge
(Bild 1.5): AnB = 0.

.

Eine weitere Operation mit Mengen ist die Vereinigung. In ihr sind alle Elemente
zweier Mengen enthalten, die in mindestens einer der beiden Mengen enthalten sind.

Bild 1.4 Bild 1.5

Definition
Gegeben seien zwei Mengen A und B. Ein Element z gehort genau dann zur
Vereinigung 4 u B (gelesen: ,,4 vereinigt mit B), wenn z € A oder z € B.

Zwischen z € 4 und z € B steht das Bindewort ,,oder. Eine logische Verbindung
zweier Aussageformen (oder -Aussagen) durch das Bindewort ,oder” heiBt
Alternative (Symbol: v). Sie driickt aus, daB von zwei Sachverhalten mindestens
einer besteht.

Da das ,,oder* der Alternative auch das Zusammenbestehen der beiden Sachverhalte zuldBt,
wird es ,,einschlieBendes oder* genannt.

Mit Hilfe des Symbols fiir die Alternative schreibt sich die Definition der Vereinigung:

xiAuB@xészEi' (1.3)

In Bild 1.6 ist AuB als schraffierte Punktmenge dargestellt. Py, Py, Py liegen in
wenigstens einer der Mengen 4, B (P, sogar in beiden), also in der Vereinigung; P,
liegt weder in A noch in B und damit auch nicht in der Vereinigung.

Bild 1.6

Zwischen Durchschnitt und Vereinigung gilt die Relation (vgl. Bilder 1.3, 1.6):

AnBZ AuB | % : (1.4)

BEISPIELE
1.37. Grundbereich, 4 und B wie in Beispiel 1.34. Dann ist
Ay B = {z| z ist durch 2 oder durch 3 teilbar}
= {2, 3,4, 6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20}.

A u B enthilt alle El die durch mindestens eine der Zahlen 2 odér 3 teilbar sind;
also auch die Elemente, die durch 2 und durch 3 teilbar sind.
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1.38. Es selen M ={,d} und N = {g,b,c,d,¢}, d.h, es gilt M S N. Dann ist
MuyN = {a,b,c,dej=N.

Aus dem letzten Beispiel folgt durch Verallgemeinerung: Wenn eine Menge A Teil-

menge einer Menge B ist, so ist ihre Vereinigung gleich der Obermenge (Bild 1.7):

AuB=B. .

BEISPIEL

1.39. A und B seien disjunkte Mengen (Bild 1.8). Die Vereinigung A u B ist die im Bild schraf-
fiert dargestellte Menge. Wenn z.B. 4 = {2,4,6,8} und B = {12, 14, 16}, so ist

/ L
Bild 1.7 //% @

Das Bindewort ,,oder* wird auch verwendet, wenn ausgedriickt werden soll, daB von zwei Sach-
verhalten genau einer bestehen soll (, hlieBendes oder*, ,,entweder — oder*): Disjunk-
tion.

Beispiel: ,,Jede Zahl ist gerade oder ungerade*. Fiir jede ganze Zahl kann nur einer der beiden
Sachverhalte gelten.

Bild 1.9 zeigt schraffiert dargestellt eine Punktmenge, die alle Elemente enthiilt, fiir die ent-
weder z € 4 oder z € B gilt. Fiir diese Mengenoperation gibt es kein Operationszeichen. Zu be-
achten ist, daB die Begriffe Alternative und Disjunktion auch mit ver hter Bed g ver-
wendet werden, z. B. in der Schaltalgebra.

Bild 1.8

Die néchste Mengenoperation bildet aus nur einer gegebenen Menge mit Hilfe der All-
menge U eine neue Menge. \

Definition

Gegeben sei eine Menge 4 als Teilmenge der Allmenge U. Ein Element z gehort
genau dann zum Komplement 4, wenn = ¢ A4.

In Bild 1.10 ist 4 als schraffierte Punktmenge dargestellt, wobei U die durch das
Rechteck begrenzte Punktmenge sein soll. Es gilt:

BEISPIEL

1.40. Es seien U={123,..,10
uind A={r|z<8 ={,234,567.

c®» o0

Bild 1.9 Bild 1.10
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Die definierende Bedingung fiir die Menge A ergibt sich aus der definierenden Bedin-
gung fiir A durch Vorsetzen von ,,es ist nicht wahr, daf ...*“. In der Logik wird mit
einer solchen Formulierung die Negation einer Aussageform (oder Aussage) gebildet
Die gegebene Formulierung ergibt stets die Negation. Die folgenden Beispiele zeigen,
daB bei anderen Formulierungen Vorsicht geboten ist.

BEISPIELE

1.41. Fir ,,z ist kleiner als 8 (z < 8) (vgl. Beispiel 1.40.) heiBt die Negation: ,»Es ist nicht
wahr, daB z kleiner als 8 ist*, oder ,,z ist nicht Kkleiner als 8 (z = 8)“.
Falsch wire: ,,z ist groBer als 8 (z > 8)*“.

1.42. Fir ,,Farbe z ist weiB* heiBt die Negation: ,,Es ist nicht wahr, daB Farbe 2 weiB ist*,
oder ,,Farbe z ist nicht weiB*.
Falsch wire: ,,Farbe z ist schwarz, denn die Negation von ,,weiB* kann jede andere
Farbe auBer ,,wei‘* bedeuten.
Es gilt der
Satz ,
Das Komplement des Komplements einer Menge A ist gleich A:

a

4| (1.8)

Er folgt aus der Tatsache, daB sich eine zweifache Negation aufhebt. Fiir die Aussage-
form aus Beispiel 1.41. heiBt z. B. die zweifache Negation: ,»E8 ist nicht wahr, da =
nicht kleiner als 8 ist*. Das bedeutet aber das gleiche wie die urspriingliche Aussage-
form.

Mit Hilfe der schon besprochenen Mengenoperationen wird die néichste definiert.

Definition

Gegeben seien zwei Mengen 4 und B. Ein Element gehort genan dann zur Diffe-
renz A \ B (gelesen: ,,4 ohne B*), wenn z € 4 und z ¢ B.

ITGA\B@ZGAquil' 1.7)

Entsprechend wird definiert: € B\ A& z€BAaz ¢ A. In Bild 1.11 sind beide
Differenzen als schraffierte Punktmengen dargestellt.

Also gilt:

Das Symbol der Differenz zweier Mengen wird in der Literatur unterschiedlich gelesen, z. B.
,»Rest 4 beziiglich B,

Bild 1.11
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Fiir Differenzmengen gilt stets (vgl. Bild 1.11):

ANB=AN(40B); BN\A=B\ (4nB) (1.8)
ANBC4; B\ACB 3 (1.9)

Die Formeln (1.8) lassen sich vorteilhaft fiir die Ermittlung von Differenzmengen
verwonden. Dabei ist zu beachten, daB stets eine Teilmenge der zuerst geschrieberien
Menge entsteht (vgl. Gln. (1.9)).

BEISPIELE
1.43. Grundbereich, 4 und B wie in Beispiel 1.34. Dann ist
A\ B = {z|zist durch 2 und nicht durch 3 teilbar}
=AN (AnB)=AN\ {612,618} = {2,4, 8, 10, 14, 16, 20},
BN\ A=B\(4nB)=B\ {61218 = (3,9, 15.
1.44. Es seien M = {¢,d} und N = {a, b, ¢, d, e, d. h,esgilt M S N.
Dann ist
MN\N=M\(MoN) =M\ {d =0,
N\M=N\(MaN)=NN\ {cd) = {a, b,¢. i
1.45. Es seien 4 = (2,4, 6,8} und B = {12, 14, 16}, d. h., 4 und B sind disjunkte Mengen.
Dann ist
ANB=AN(A4nB)=A\ 0=4A=1{24,68},
BN A=B\ (40B).=B\ 0=B= {12 14,16}.
Aus den letzten beiden Beispielen folgt durch Verallgemeinerung:
1. Wenn eine Menge 4 Teilmenge einer Menge B ist, so ist ihre Differenz 4 \ B die
leere Menge: 4\ B = 0.
(Die Menge B \ 4 ist in Bild 1.12 schraffiert dargestellt.)
2. %Vem:1 zwei Mengen 4, B disjunkt sind, so gilt fiir ihre Differenzen: AN\ B = 4,
\4=B8.

Bild 1.12

Es folgt eine Zusammenstellung der Eigenschaften von Mengenoperationen, ohne sie
zu beweisen. Die meisten Eigenschaften sind offensichtlich.
Es gilt stets:
Kommutativitit | AnB=Bn4; AuB=Bud
Assoziativitit An(BnC)=(4AnB)nC;
AuBuC) =(AuB)yu( (1.10)
Distributivitat An(BuC)=(A4nB)u(dn0);
Auy(BnC)=(AuB)n(d4du0)
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Bild 1.13 veranschaulicht 4 n (BnC) = (A nB)nC.

Bild 1.13

BEISPIEL

1.46. Essei A = {a,b,¢,d}, B= {b,¢,d,¢,C = {c, d, e, f}. Es ist zu zeigen, daB
An(BuC)=(A4nB)u(4n0).

Lésung: Zuniichst werden die in Klammern stehenden Operationen ausgefithrt:
BuC={,cdeft, AnB= b, c,d}, AnC = {d}.
Daraus folgt
An(BuC) = fcd},
(AnB)u(d4nC) = {bcd},
also
An(BuC)=(AnB)u(4n0).

Die Differenz zweier Mengen ist im allgemeinen weder kommutativ noch assoziativ:

ANB+BNA | AN(B\O) +(ANB\C (1.11) (1.12)

Zu Formel (1.11) vgl. Beispiele 1.43. bis 1.45.

BEISPIEL
1.47. Fir 4 = {m,n,0,p,9}, B={o, ¢, 8,8}, C={p 0,7 % v} sind AN\ (B\ C) und
(A \\ B) \\ C zu bilden.
Lisung:
B\ C=B\ (BnC)=B\ {g7} = st}
AN(BNO) =4\ bo,5t)={mnp4d;
(ANB) =4\ (AnB)=A\ {9 = {m n 2},
(AN B)\ C = {m,n,p} \ C= {m,n}.
Entsprechend Formel (1.12) ist {m, n, p, g} & {m, n}.

Kontrollfragen

1.9. Mit Hilfe welcher logischer Verbind werden Durchschnitt und Vereinigung von
Mengen definiert? :

1.10. Es sei A Teilmenge von B. Was folgt daraus firr Durchschnitt A n B, Vere i AuB

und Differenz 4 \\ B?

1.11. Es seien 4 und B disjunkte Mengen. Was folgt daraus fixr Durchschnitt 4 n B und die
Differenzen 4 \ B, B\ 4?

1.12. Welche Relation besteht zwischen Durchschnitt und Vereini zweier M ?

Aufgaben: 1.5. bis 1.8.
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14. Aufgaben
1.1. Welche der folgenden Gebilde sind Aussagen, welche sind Aussageformen, und welche

1.2

1.3.

1.4.

1.5

1.6.

1.7.

sind weder Aussagen noch Aussageformen?

a)2+5<3 b) bz —3y =2 ,
¢) 2a*+5=0 d) (3r —4) (3r + 4)
e)6+4=9 f) 3,26

8) ,,Monat z hat 31 Tage*
Die folgenden Mengen sind durch Aufzihlen der El te dar llen. Grundbereich
sind alle ganzen Zahlen von 0 bis 10. )
a) A= {z|3z <12 b) B = fu]ut — 8u + 15 = 0}
) C={y|2+32=0 .
Welche Relation besteht zwischen den Mengen A, B?
8) A = {z| z ist ein Pudel}, B = {z | z ist oin Hund};
b) A = {z| z ist ein Dreieck mit zwei gleich langen Seiten},
B = {z| z ist ein gleichschenkliges Dreieck} ;
©) A = {u| uist ein Trapez}, B = {u | u ist ein Parallelogrammj}.
Es ist f llen, ob die A form H(z) hinreichend twendige oder notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die A f K(z) ist.
a) H(z): ,,z ist eine Tanne*; K(z): ,,z ist ein Nadelbaum*‘;
b) H(z): ,,x ist eine gerade Zahl*; K(z): ,,z ist eine durch 2 teilbare Zahl“;
©) H(z): ,,z ist ein Rechteck®; K(z): ,,z ist ein Quadrat®.
Mit 4 = {r,s,t,u}, B={g,7,81),C = {, u}, D = {v, w} sind zu bilden:
a) AuB, AnB, A\ B, B\ 4
b)AuC, AnC, AN\C C\ 4
¢) AuD, AnD, AND, D\ 4
Mit A={z|2<6}, B={u|u>3}, C= fv|v=8), D= {4,5,6 sind im Grund-
bereich aller ganzen Zahlen von 0 bis 10 zu bilden:
a) bis ¢) Aufgaben wie bei 1.5.
Mit der Menge 4, dem Komplement 1, der leeren Menge @ und der Allmenge U sind zu
bilden:

a) An@, Au@, AN\0, 0\ 4
b)AnU, AuU, AN\U, U\ 4
) And, Auvd, ANA, A\ 4
1.8. Es sind zu bilden:
a) (AN B)u(4nB)u(B\ 4) b) (AN B)n(B\ 4)
c) Au(4nB) d) Bn(AuB)
1.9. MitK = {m,n,0,0,q}, M = {n,0,p, 7,8, N = {0,p, ¢, 8, t}, L = {o, p, g} sind zu bilden:
a) Kn(M\ N) . b) Ku(M\ L)
c) K\ (MuN) d) K\ (LnN)
1.10. Es seien: V die Menge aller Vierecke, 7' die Menge aller Trapeze, D die Menge. aller

Drachenvierecke, P die Menge aller Parallelogramme, R die Menge aller Rechtecke, S die

Menge aller Rhomben und @ die Menge aller Quadrate.

a) Welche Teil lationen bestehen?

b) Fiir welche Operationen mit je zwei der b Mengen ist das Resultat wieder
eine dieser Mengen? >
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111,

1.12.

1.13.

Mit den Mengen der Aufgaben 1.5. und 1.8. sind zu bilden:
a) (4nB)\ (CuD) b) (BuC)\ (4 uD)
a) In Bild 1.14 ist zu schraffieren:

[C\(BuD]Jul(BnD)\ (4u0)]

b) Welche Menge stellt die waagerecht schrafierte Fliche in Bild 1.14 dar?
¢) Welche Menge stelit die senkrecht schraffierte Fléche in Bild 1.14 dar?

Durch ebene Punk sind folgende Beziehungen grafisch d llen (vgl. Bild
1.13):
a) (AnB)\NC=(A4A\0)nB b) (ANB\NC=4\(Bu0)

Bild 1.14



2. Zahlenbereiche und Operationen

2.0. Vorbemerkung

Fiir die Mathematik und ihre Anwendung sind Zahlen und Operationen mit ihnen von
fundamentaler Bedeutung. Wihrend der in der Praxis titige Ingenieur im wesent-
lichen mit natiirlichen Zahlen (z. B. als Stiickzahlen) und rationalen Zahlen (z. B. als
Zahlenwerte von GroBen) arbeitet, werden fiir die Darstellungen in der Mathematik
besonders die reellen Zahlen benétigt.

Die Grundrechenoperationen und ihre Eigenschaften, aber auch die Rechenoperatio-
nen dritter Stufe und deren Gesetze miissen beherrscht werden, um z. B. numerische
Rechnungen, Losen von Gleichungen und das Umstellen von Formeln fehlerfrei durch-
fiihren zu konnen.

Im Abschnitt 2.7. wird der Bereich der komplexen Zahlen eingefiihrt. In ihm sind
Rechenoperationen ausfiihrbar, die im Bereich der reellen nicht definiert sind, z. B.
Radizieren und Logarithmieren negativer Zahlen. Komplexe Zahlen haben nicht nur
Bedeutung in der Mathematik, sondern sie werden auch in der Praxis, so z. B. in der
symbolischen Methode der Regelungstechnik, ang det.

2.1. Der Bereich der reellen Zahlen und seine Teilbereiche

In Form einer Ubersicht werden die wichtigsten Eigenschaften folgender Zahlen-
bereiche und ihrer Elemente dargestellt: natiirliche, ganze, rationale (sowie irratio-
nale) und reelle Zahlen.

Natiirliche Zahlen: 0, 1, 2, 3, ...

Sie werden benutzt,

um die Anzahl der Elemente einer (endlichen) Menge anzugeben (Kardinalzah-
len), :

— um den Platz eines Elements in einer nach einem beliebigen Prinzip geordneten
Menge anzugeben (Ordinalzahlen: 1., 2., 3., ...).

Alle natiirlichen Zahlen bilden eine Menge, die mit V bezeichnet wird. Sie 1Bt sich
auf dem Zahlenstrahl darstellen (Bild 2.1). Jede natiirliche Zahl @ hat einen (unmittel-
baren) Nachfolger a + 1. Folglich gibt es keine gréBte natiirliche Zahl. Es gibt aber
eine kleinste natiirliche Zahl, nimlich die Zahl 0.

4 y . n

L
0 7 2 3 foe Bild 2.1
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Addition und Multiplikation sind uneingeschriinkt ausfiihrbar:
a€N,beN=>a+beN,au-beN.

(Subtraktion und Division sind nicht uneingeschréiinkt ausfiihrbar.)

Die Zahl 0 gibt als Kardinalzahl die Anzahl der Elemente der leeren Menge an. Es gibt auch die

Auffassung, daB sie keine natiirliche Zahl ist. Dann ist die Zahl 1 die kleinste natiirliche Zahl.

Ganze Zahlen: ..., —3, —2, —1,0, +1, +2, 43, ...

Sie bilden eine Menge, die mit G bezeichnet wird. Sie 1aBt sich auf der Zahlengeraden

darstellen (Bild 2.2), die als Erweiterung des Zahlenstrahls aufgefait werden kann.

Dabei ist der positiven ganzen Zahl +a und der natiirlichen Zahl a derselbe Punkt

zugeordnet (gleiches gilt fiir die ganze Zahl O und die natiirliche Zahl 0), und die

Erweiterung erfolgt durch die Hinzunahme (der Menge) der negativen ganzen Zahlen

—a. Demnach ist G D N.

4 4 s 4 +
— + +

5 2 1 0+ 2 - Bild 2.2

Jede ganze Zahl a hat einen Nachfolger a + 1. Es gibt weder eine groBte noch eine
kleinste ganze Zahl. Addition, Multiplikation und Subtraktion (aber nicht die Divi-
sion) sind uneingeschriinkt ausfiithrbar.

Rationale Zahlen: % acGbeG\ {0

Eine rationale Zahl kann durch jeden Bruch % zweier ganzer Zahlen (b = 0) darge-

stellt werden, der demselben Punkt der Zahlengeraden zugeordnet ist. Im allgemeinen
wird derjenige Bruch gewihlt, bei dem Zihler @ und Nenner b teilerfremd sind. Die
verschiedenen Darstellungsweisen lassen sich durch Erweitern oder Kiirzen (Multi-
plizieren bzw. Dividieren von a und b mit der gleichen Zahl) ineinander umformen.

BEISPIEL

2.1. Fir die rationale Zahlr=:1;—2-sind verschiedene Darstellungsweisen a b
[y W T .
MT="8 " 36 -9 3

Die letzte Darstellungsweise ist zu bevorzugen.

Die rationalen Zahlen bilden eine Menge, die mit R bezeichnet wird. Sie 1aBt sich auf
der Zahlengeraden durch Punkte darstellen, die rationale Punkte heiBen. Dabei ist

der ganzen Zahl @ und der rationalen Zahl % derselbe Punkt zugeordnet. Demnach

ist R > G. Die vier Grundrechenoperationen (auBer Division durch 0, siehe 2.2.) sind
uneingeschriinkt ausfiihrbar.

Nichtnegative rationale Zahlen werden auch gebrochene Zahlen genannt. Sie bilden
die Menge R*. Es ist R* — R. @ .

Die Darstellung einer rationalen Zahl > als Dezimalbruch ergibt sich durch Division
des Zihlers a durch den Nenner b. Es entsteht

— bei abbrechender Division ein endlicher Dezimalbruch

7 20
(z. B.: i 1,75; T 4),
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— bei nicht abbrechender Division ein unendlicher periodischer Dezimalbruch, weil
bei der Division durch b héchstens b — 1 verschiedene Reste auftreten kénnen

2 -
(z. B.: i ,285714 rein periodischer Dezimalbruch, —% = —0,318 gemischt
periodischer Dezimalbruch).
Da ein endlicher Dezimalbruch auch als unendlicher mit der Periode 0 aufgefaBt

werden kann (z. B.: %0-

Jede rationale Zahl liBt sich als (unendlicher) periodischer Dezimalbruch dar-
stellen.

= 4,6), ergibt sich:

Umgekehrt 1d8t sich jeder periodische Dezimalbruch in einen Bruch % umformen. Die Begriffe

tionale Zahl“ und ,,periodischer Dezimalbruch* sind d h équivalent.

Die rationalen Punkte liegen dicht auf der Zahlengeraden, d. h., zwischen je zwei ver-

schiedenen rationalen Punkten liegt stets mindestens ein weiterer rationaler Punkt.

11

E )

zwischen ¢ und b, (und damit auch zwischen a und b) liegt z. B. b, = o (@ + &)
21

Zwischen a = % und b = ; liegt z. B. der Mittelwert b, = % (@ + b) =

= 38 usw.

Daraus folgt: In R gilt nicht mehr die Nachfolgerrelation, d. h., zu einer beliebigen
rationalen Zahl liBt sich nicht der (unmittelbare) Nachfolger angeben.

Obwohl die rationalen Punkte dicht auf der Zahlengeraden liegen, gibt es unendlich
viele Punkte, die nicht rational sind. Der Beweis iibersteigt den Rahmen dieses
Lehrbuchs. Die zugeordneten Zahlen heiBien

Irrationale Zahlen

Beispiele sind: die meisten Wurzelwerte (z. B. }/2-), die meisten Logarithmen (z. B.
Ig 2), die meisten Winkelfunktionswerte (z. B. sin 10°), die Zahl = usw. Es gilt:

Jede irrationale Zahl liBt sich als (unendlicher) nichtperiodischer Dezimalbruch
darstellen.

Da er nicht vollstindig angegeben werden kann, werden rationale Zahlen als Nihe-
rungswerte benutzt. Die Niherung kann mit beliebiger Genauigkeit erfolgen, z. B.

12 ~ 1,41 oder J2 ~ 1,41421 usw.

Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen entsteht durch Vereinigung der Menge R der rationalen
Zahlenmit der Menge der irrationalen Zahlen. Sie wird mit P bezeichnet (groBer griech,
Buchstabe ,,Rho*, kann aber auch ,,Pe* gelesen werden). Demnach ist P = R.

Wie in R sind auch in P die vier Grundrechenoperationen (auBer der Division durch 0)
uneingeschrénkt ausfithrbar, und auch in P gilt nicht die Nachfolgerrelation.
Beziiglich der Dezimalbruchdarstellung folgt:

Jede reelle Zahl 1Bt sich als (periodischer oder nichtperiodischer) Dezimalbruch
darstellen.
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Jeder reellen Zahl ist ein Punkt der Zahlengeraden (reeller Punkt) zugeordnet. Um-
gekehrt ist auch jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl zugeordnet. Die
Menge aller reellen Punkte ergibt somit liickenlos die Zahlengerade.

Die Menge P wird durch die Kleiner-Beziehung geordnet.

Detinition

Fiir zwei beliebige reelle Zahlen a, b gilt a < b (gelesen ,,a kleiner als b*‘) genau
dann, wenn a auf der Zahlengeraden weiter links liegt.

Folglich gilt fiir zwei reelle Zahlen a, b
entweder a<b oder a=>b oder a>b.

Zusammenhiingende Teilmengen von P heifien Intervalle. Es gibt folgende Bezeich-
nungen und Schreibweisen (Bild 2.3):

Bezeichnung Schreibweise Bedeutung

abgeschlossenes [a,b]={z|la<2=b) Menge aller reellen Zahlen von a bisb

Intervall (einschlieBlich der Endpunkte) ,

offenes (@b ={zla<z<b Meixge aller reellen Zahlen zwischen

Intervall a und b (ausschlieBlich der End-
punkte)

Beide Intervalle haben endliche Linge und heiBen deshalb endlich. Weitere endliche
Intervalle sind (Bild 2.3):

{x| @ < z < b) = (a, b] links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall;
{#|a <z < b} = [a, b) links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall.

= [25] i (2;5)
= - i § 5 g
2 3 4 5 2 3 4 5
(2:5] [2;5)
i = § E "
# 3 —
2 3 4 5 2 3 4 5
Bild 2.3

Unendliche Intervalle werden mit den Symbolen co (gelesen ,sunendlich®) oder —oo
geschrieben. Sie sind an der Seite, an der diese Symbole stehen, offen. Beispiele sind

{#|z=al = [a, o), x|z <b) = (—00,b), P = (—00, ).

Die Intervallsymbolik darf nur auf Teilmengen von P angewendet werden. Teilmen-
gen von N oder @ sind durch Aufzihlen der Elemente darzustellen. Beispiele sind
(z|2<z<B;zeN)=1{2,3,4),{z|z> —3;2¢€ Q) ={-2, —1,0,+1, 42, ...}.
Da Intervalle Mengen sind, lassen sich mit ihnen Mengenoperationen durchfiihren.
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BEISPIELE

2.2,

2.3

2.4,

Mit A=[1,3], B=(2,5)sind AnB, AuB, A \ B und B \ 4 zu bilden.
Lésung: Aus Bild 2.4 folgt
AnB=(23,AuB=1[1,5, AN B=[1,2], B\ 4 = (3, 5).

Intervall 4 \ B ist rechts abgeschlossen, denn 2 ¢ B, folglich 2 € 4 \ B. Intervall
B \ 4 ist links offen, denn 3 € 4, folglich 3 ¢ B\ A.

] I i lBIF

N f Bild 2.4
0 1 2 3 4 5

Mit 4 =[1,3), B=(3,5]sind AuB, 4 n B, A\ Bund B\ 4 zu bilden.

Lésung: Einziges gémeinss,mes Element ist 3, folglich 4 uB=1[1,5), AnB = {3},
ANB=[1,3),B\ 4=@3,5].

A n B enthilt nur eine Zahl, ist also kein Intervall und muB als Menge mit geschweiften
Klammern geschrieben werden.

Mit 4 =[1,3), B=(3,5]sind A4uB, AnB, A N\ B und B \ 4 zu bilden.

Losung: Wegen 3 § A und 3 § B enthalten 4 und B kein gemeinsames Element, folglich
AuB=][1,3)u(35] =[1,5]\ 8, AnB=0,AN\ B=A4,B\ 4 =B.

Kontrollfragen

2.1. In welchen Zahlenbereichen gilt die Nachfolgerrelation?

2.2. In welchen Zahlenbereichen sind die vier Grundrechenoperationen (auler der Division
durch 0) uneingeschréankt ausfiihrbar?

2.3. Wodurch unterscheidet sich die Dezimalbruchd llung einer rationalen und einer
irrationalen Zahl?

2.4. Welcher Zahlenbereich wird durch P \ R gebildet?

Aufgaben: 2.1. und 2.2.

2.2,

Rechenoperationen erster und zweiter Stufe

Die vier Grundrechenoperationen sind

Rechenoperation Symbolik a b ¢

Addition a+b=c Summand Summand Summe

Subtraktion «—b=c Minuend Subtrahend Differenz

Multiplika- : a-b=c Faktor Faktor Produkt

tion (Multiplikand) | (Multiplikator)

Division a:b=c Dividend Divisor Quotient
T=¢




2.2, Rechenoperationen erster und zweiter Stufe 29

Addition, Subtraktion sind die Rechenoperationen 1. Stufe, Multiplikation, Division
sind die Rechenoperationen 2. Stufe.
Fiir Addition und Multiplikation gilt:

]

Kommutativitit | ¢« +b=1> + a; a-b=b-a (2.1)
Assoziativitit @+b)+c=a+@®+c);-b)y-c=a-(b-c) (2.2)
Distributivitit a-(b+c)y=a-b4a-c (2.3)

Das Multiplikationszeichen wird i. ullé. weggelassen und nur an den Stellen gesetzt, an denen

sich MiBverstindnisse ergeben konnen,.z. B. zwischen Zahlen: 4 - 5 (3= 45), aber 3 }/_2—3 3. }/E;
2 =2-a, 42 + 3) = 4 - (2 + 3). Ausnahme: Gemischte Zahlen (Summe einer ganzen Zahl

und eines echten Bruches), z. B. 2 % =2+ % = %‘ die von dem mit Multiplikationszeichen
zu schreibenden Produkt unterschieden werden miissen, z. B. 2 -—z—,;— %

Die vier Grundrechenoperationen §ind eindeutig ausfiihrbar, d. h., fiic « € P, beP
sind @ + b, ab, @ — b und a: b (b = 0) eindeutig bestimmt.

Umkehropeérationen
Ausa+z=c Ausa-z=c¢ ’
z = ¢ — a folgt: z = c: a folgt:

Subtraktion ist die Umkehroperation zur | Division ist die Umkehroperation zu.
Addition (gesucht ist ein Summand). Multiplikation (gesucht ist ein Faktor)

Wegen der Kommutativitit existiert jeweils nur eine Umkehroperation.

Rechnen mit Null und Eins: Es gilt stets

a+0=aq; l-a=a; a:l=a¢ - \
a—0=ua; 0.« =0; a:a=1(a +0) (2.4)
a—a=0; 0:a=0(u=0)

Aus ¢ -0 = 0 und 0.0 = 0 folgt der
Satz

Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens ein Faktor gleich Null
ist:

|a~b=0©a=0vb=0. (25)

Dieser Satz wird hiufig beim Lésen von Gleichungen benutzt.
Division durch Null: Weder a: 0 (2 %= 0) noch 0: 0 sind ausfiihrbar, denn

a:0 =z (a + 0) genau dann, 0:0 = z genau dann,
wenn a =2 - 0. wenn 0 =x-0.
Wegen a = 0 ist diese Gleichung fiir Diese Gleichung ist fiir jede Zahl z er-

keine Zahl z erfiillbar. fiillbar, also nicht eindeutig erfiillbar.
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Satz
| Die Division durch Null ist nicht ausfiihrbar.
M'onotonib beziiglich der Kleiner-Beziehung: Fiir reelle Zahlen gilt stets

at+c<b+c G .
n.<b=>{a_c<b_c wenn ¢ € P (beliebig reell);

ac < be . ac > be (2.6)
a<b=}{a:c<b:c; a<b:>{a:c>b:c
wennc > 0 wennc < 0.

Beispiele: -2 < 6=> —2+4+3 <6+ 3;
—2<6=>(—2)-3<6-3;aber —2 < 6= (—2)(—3) > 6(—3).

Multiplikation und Division sind also fiir ¢ < 0 beziiglich der Kleiner-Beziehung nicht
monoton. Es gilt die

Regel: Beim Multiplizieren oder Dividieren beider Seiten der Ungleichung a < b mit
einer negativen Zahl ist das Zeichen ,,<‘‘ durch das Zeichen ,,>‘‘ zu ersetzen.

Rechnen mit Briichen

Der Bruch i heiBt echter Bruch, wenn % € (—1, 1), anderenfalls heiBt er unecht.

Beispielé i\md —E sind echte Briiche, wahrend 3 und —l unechte Briiche

sind. 10

Kiirzen: —=-f—2(c=§=0) Erweitern: %:Z—'z(c*m
Division des Zéhlers und des Nenners Multiplikation des Zihlers und des
durch die gleiche Zahl c. Nenners mit der gleichen Zahl c.

Durch Kiirzen oder Erweitern wird ein Bruch in einen anderen umgeformt. Beide sind
verschiedene Bezeichnungen fiir dieselbe rationale Zahl.

Addition, Substraktion zweier Briiche (b 3= 0, d 5= 0):

_axc, c _ad  be ad+tbe
- t7=wtw =" @7

o 3

2
b

)
EIR

Gleichnamige Briiche: Die Zihler werden addiert (subtrahiert). Der gemeinsame
Nenner wird beibehalten.

Ungleichnamige Briiche sind vor dem Addieren (Subtrahieren) glelchmmlg zu
machen. Das kleinste gemeinsame Vielfache aller N heiBt Haupt;

Multiplikation zweier Briiche (b == 0, d == 0):

g % (2.8)
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Die Zihler werden miteinander multipliziert, und die N werden mitei
multipliziert.

Zwei Zahlen (oder Ausdriicke mit Variablen) heiBen reziprok, wenn ihr Produkt
gleich 1 ist.

aund% (@ +=0); % und% (@ == 0, b == 0) sind reziprok. (2.9)
a 1 a a b ab
Denna-—-=T._(.l_=;= ’T.;_Ezl

_;_=_._;a;b=a.% (2.10)

Der Dividend wird mit dem Reziproken des Divisors multipliziert (Riickfiihrung der
Division auf die Multiplikation).
Die Multiplikation (Division) eines Bruchs mit einer Zahl kann auf die Gln. (2.8) und
(2.10) zuriickgefiihrt werden.

a _@ac_aca. & 0

5T P TR IT T e 5-c
Ein wichtiges Hilfsmittel beim Erweitern, Kiirzen und Bestimmen des Hauptnenners
ist die Faktorenzerlegung. Ihr Ziel ist die Umformung eines mehrgliedrigen Aus-
drucks (algebraische Summe, z.B. a% — 4ab + 2a = ac + (—4ab) + 2a; Poly-
nom, griech. ,,poly*, viel) in einen eingliedrigen (Monom, griech. ,»;mono‘‘, einzeln).
Sie kann durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren, Anwenden binomischer For-
meln [a? 4+ 2ab + b = (a + b)%; @® — b® = (a + b) (@ — b)].oder durch Probieren
erreicht werden.

BEISPIELE

2.5. 15a® + 5a = 5a(3a + 1). Das Monom besteht aus den drei Faktoren 5, ¢ und (3a + 1).

2.6. ac—bc+a—b=cla—b)+ 1(a — b) = (@ — b) (¢ + 1). Dieses Monom besteht aus
den zwei Faktoren (@ — b) und (¢ + 1).

2.7. 16p* — 9¢* = (4p + 39) (4p — 3¢)

2.8. 75a%h — 3b = 3b(26a* — 1) = 3b(5a + 1) (5a — 1). Zuniichst werden die gemeinsamen
Faktoren ausgeklammert.

2.9. 4a® — 12ab + 95® = (20 — 3b)?

2.10. 242 — Bab — 12b = (2a + 3b) (@ — 4b).
Auf Grund der Zerlegungen 2a* = 2a -a, —12b* = 3b - (—4b)
Kl produk gesetzt. Durch A Teinlso s heatiti
tigkeit, oder der Ansatz ist zu &ndern.

2.11. 25a% + b?; 4a® — 10ab + 9b%; 2a® — 3ab — 12b* sind nicht zerlegbar.

wird versuchsweise das
sich entweder die Rich-

Briiche konnen durch Kiirzen auf eine einfachere Form gebracht werden. Vorher sind
Zihler und Nenner in Faktoren zu zerlegen.
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BEISPIELE

2.12

2.13.

2.14.

2.15.

o

2.16.

Der

30mn + 360 6n(5m+6m) __ 6n
" 25m? — 36n  (6m + 6n) (5m — 6n) bm — 6n

Das Kiirzen des letzten Bruches mit 6 fiihrt zu keiner weiteren Vereinfachung:
6n: 6n 1
(om —6n):6n  bm i
6n
Es entsteht ein Doppelbruch.

8ax — 6bx 2z(4a — 3b)  2x(4a — 3b)

1

1

6b2? — 8ax?  22%3b — da) —22%da — 3b) —z z
Um kiirzen zu kénnen, wurde im Nenner noch der Faktor —1 ausgeklammert.

3:2~2zy—8y’___(3z+4y)(xf2y)=(3z+4y)(z—2y)_ 3x + 4y

22% — 8y? 2(2* — 4%) 2Ar — 2) (z + 29) 2z + 2y)
Kiirzen mit —1; 2. =22 _ (6 —20)i (-1) 2 —3b
v—u (®—u):(—1) u—v

Derselbe Bruch entsteht, wenn mit —1 erweitert wird.

16u — 9v und4a+m
4u — 3v dam

lassen sich durch Kiirzen nicht vereinfachen, da Zahler und
Nenner keine gemeinsamen Faktoren enthalten.

Hauptnenner ungleichnamiger Briiche wird ermittelt, indem alle Nenner in Fak-

toren zerlegt werden (die Zahlen in Primfaktoren) und das Produkt aller Faktoren
dieser Nenner gebildet wird, wobei jeder Faktor mit dem groBten in den Zerlegun-

gen

auftretenden Exponenten zu potenzieren ist. Die Faktoren, mit denen die Briiche

zu erweitern sind, ergeben sich, wenn der Hauptnenner durch die Nenner dieser
Briiche dividiert wird.

BEISPIELE
2.17. r ’s f—8 _ ¥t 28
12a°b° 150a% 135b%c3

2.18.

ey —— —_—
22:3.a%° 2.3.5%.a% 3°.5.b%

_ (856 4 (r —s)- (23 abc?) — (r 4 25) - (2°-5-a%%)

= 22.33. 5%. a3bSc? o
Der Erweiterungsfaktor des ersten Bruches ist

(22-3%. 5% a%5c3) : (2t . 3. a%%) = 32.5%. ¢,

Fiir die beiden and Briiche berechnet er sich prechend. |
2a — ¢ _ 4 —3c (22 —c)2— (4b—3¢c)a

6a? — dab  12ab — 8b* 4ab(3a — 2b)

—— S,

2a(3a — 2b) 4b(3a — 2b)

_ 4ab — 2bc — 4ab + 3ac _ 3uc — 2bc _  c(3a — 2b) .

- 4ab(3a — 2b) " 4ab(3a — 2b)  4ab(3a — 2b)  4ab
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2.19. In diesem Beispiel stellt sich nach der Faktorenzerlegung der Nenner heraus, daB sich
nach Erweitern des vierten Bruches mit —1 ein einfacherer Hauptnenner ergibt:
b c d
2 & e

a*— 1 a4+ a e a—a®
—— —— e e —
(@a+1)(@a—1) a@+1) a al—a)

e

b c d —e
T oa2—1 +a‘+u+: az —a
—— —— e ——
(@+1)@—1) a@at+1) a a@a—1)
_batea—1)t+da+1)@a—1)—ea+1)
- ala + 1) (@ — 1)
1 a-+b 1 _ab+(a+b?—ba+b) a®+2b _afa+ 2b) a + 2b
a+b =

2.20.

b a ab(a + b) “abla+ b) abla+ b) b+ b
r 8 t

a+3+a+4+u+12

Da sich die Nenner nicht zerlegen lassen, ist jeder Nenner als Faktor aufzufassen, und der

Hauptnenner ist das Produkt (a + 3) (a + 4) (¢ + 12), denn diese Nenner enthalten
keinen gemeinsamen Teiler.

2.21.

Doppelbriiche werden durch Erweitern mit dem Ha.upt.ﬁenner der auftretenden
Nenner auf einfache Briiche umgeformt.

BEISPIELE

2 R R 2
BB, + 2k (R,R,+ 1Ry )-(RI+R,)
2.99. R, + R, - L+ R
R,R, R,R,
R, R, L R, R, 12 ). (R, R,
e (.+.+R‘+R2)(,+ )
_ RyRy(Ry + Ry) + R\R® _ R,Ry(R; + 2R,)

(Ry + Ry + R\Ry (R + Ry)* + RiR,

a a
—+b — +b) bed
2.93 c i (c + ) __abd + b%d _ bd(a + be) _ bd
M a ¢ [a ¢ T ac+bc*  cla+be) ¢
TR (bd+d)_b°d

Die Division einer Summe durch ein Monom wird gliedweise ausgefiihrt.

BEISPIEL
8a% — 6ab? + 10a _ 8a% _ 6ab® 10 _ , 5
B2k 2ab = b mp RTREF

Eine Summe wird durch eine Summe nach dem Algorithmus (Rechenvorschrift) der
Partialdivision dividiert (vgl. Beispiel 2.25.):

(1) Dividend und Divisor sind nach gleichen Gesichtspunkten zu ordnen, z. B. die in
den Summanden auftretenden Variablen nach dem Alphabet und nach fallenden
Potenzen einer Variablen (im Beispiel : geordnet nach fallenden Potenzen von a);

(2) das erste Glied des Dividenden ist durch das erste Glied des Divisors zu divi-
dieren (im Beispiel: 9a%: 3a = 3a?);
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(3) der berechnete Quotient ist mit dem gesamten Divisor zu multiplizieren (im Bei-
spiel: (3a + 2b) - 3a* = 9a® + 6a%);

(4) das Produkt ist vom Dividenden zu subtrahieren (im Beispiel :

(9a® — 9a%b — 10ab?) — (9a® + 6a?b) = —1B6a’b — 10ab?);

(8) falls die Differenz Null ist, ist die Rechnung beendet, anderenfalls wird wieder bei
(2) begonnen usw. .

‘BEISPIELE

2.25. (9a® — 10ab® — 9a%h) : (3a + 2b)
(9a® — 9a% — 10ab%) : (3a + 2b) = 3a® — 5ab -

—(9a® + 6a%b)
—15a% — 10ab?
—(—15a% — 10ab%)
0.
2.26. (4a® — 102 + 10b — 9b%): (2a — 3b) = 2a + 3b — 5 — L
—(4a® — 6ab) 2a — 3b
6ab — 10a + 10b — 9b*
—(6ab — 9b%)
—10a + 100
—(—10a + 15b)
Rest: —5b
Kontrollfragen
2.5. Wie heiien die Rechenoperationen 1. und 2. Stufe, und wie werden jeweils a, b und ¢
bezeichnet?
2.6. Wasergibta-1,a-0,a:4a,0:a (2 3 0)?
2.7. Bei welchen Operati ist bei einer Ungleick das Ungleichheitszeichen zu éndern?

2.8. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit % ein echter Bruch ist?
2.9. Wie heiBt die definierende Bedingung fiir reziproke Zahlen?

Aufgaben: 2.3. bis 2.9.

2.3. Der absolute Betrag

Zwei Zahlen (oder Ausdriicke mit Variablen) heiBen zueinander entgegengesetat,
wenn sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, z. B. +3 und —3 (oder @ und
—a; u —v und v — u). Auf der Zahlengeraden liegen sie symmetrisch zur Null,
folglich haben sie von ihr gleichen Abstand. Die Null ist zu sich selbst entgegenge-
getzt: +0= —0=0.

Wird vor eine Zahl ein Pluszeichen gesetzt, so bleibt sie unverindert; wird ein Minus-
zeichen gesetat, 5o entsteht die entgegengesetzte Zahl.

BEISPIEL

2.27. Wenn @ = 3 ist, 80 ist +a = +3 und —a = —3;
wenn @ = —4 ist, 8o ist +6 = +(—4) = —4 und —a = —(—4) = +4.
































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































