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Vorwort

Die Vektorrechnung trégt in hohem MaBe zur Losung zahlreicher naturwissen-
schaftlicher und technischer Probl bei. Sie gestattet die exakte und umfassende
Formulierung von GesetzmaBigkeiten und Strukturen, auch innerhalb der mathe-
matischen Wissenschaft, in einer hohen Allgemeingiiltigkeit und stellt zugleich
Verfahren von hohem praktischem Wert zur Losung konkreter Einzelaufgaben
zur Verfiigung.

Im Mathematikunterricht der sozialistischen Schule werden die Bediirfnisse
der gesellschaftlichen Praxis beriicksichtigt. Deshalb wurde im Zuge der Moderni-
sierung des Mathematikunterrichts der erweiterten Oberschule in dem fiir das
Schuljahr 1959/60 giiltigen Lehrplan festgelegt: ,,Jn der Klasse 12B wird es dem
Lehrer freigestellt, an Stelle der sphirischen Trigonometrie eine Einfiihrung in die
Vektorrechnung zu geben.*! Ein groBer Teil der Mathematiklehrer der damaligen
12. Klassen entschied sich fiir die Behandlung der Vektorrechnung und sammelte
wertvolle methodische Erfahrungen.

In der Direktive zum Mathematiklehrplan fiir das Schuljahr 1960/61 heiBt es:
,,Die Vektorrechnung ist . . . verbindlicher Lehrstoff. Die bisherige Regelung, ent-
weder Vektorrechnung oder sphirische Trigonometrie zu betreiben, wird damit
auBer Kraft gesetzt ... Die Vektorrechnung ist anschaulich zu behandeln, die
verschiedenen Verkniipfungen von Vektoren werden geometrisch gedeutet.*
Einige Uberspitzungen, die sich im Schuljahr 1959/60 herausgestellt hatten, wur-
den aus den Formulierungen des Plans herausgenommen.

Im Unterricht in der Vektorrechnung muBten vor allem zwei Schwierigkeiten
iiberwunden werden: Einerseits konnte noch kein Lehrbuch fiir die Hand des
Schiilérs zur Verfiigung stehen, andererseits konnten noch nicht von allen Lehrern
in geniigendem MaBe Erfahrungen auf diesem Gebiete gewonnen werden.

In dem vorliegenden Methodischen Beitrag teilen eine Reihe von Lehrern ihre
im Unterricht in den letzten beiden Schuljahren gesammelten Erfahrungen mit
und stellen diese zur Diskussion. Neben den Einzelbeitriagen, in denen die Ver-
fasser schildern, wie sie stofflich und methodisch ihre Lehrgiinge beziehungsweise
deren Teilabschnitte planten und durchfiihrten, findet der Leser einen Abschnitt,
dem ein in der Schulpraxis verwendetes Beiblatt zum Mathematiklehrbuch der
Klasse 12 als Manuskript zugrunde liegt. Ferner sind Vorschléige fiir entsprechende

! Mathematik-Lehrplan fiir die erweiterte Oberschule fiir das Schuljalir 1959/60, 9. bis 12, Klasse,
8. 148,

* Direktive {iber die Unterrichtsgestaltung in den Klassen 10 bis 12 der erweiterten Oberschule im
Schuljahr 1960/61, 8. 22,



Kontrollarbeiten enthalten. SchlieBlich werden Moglichkeiten gezeigt, die Vektor-
rechnung im Mathematik- und Physikunterricht sinnvoll wirksam werden zu lassen.

Die in den einzelnen Diskussionsbeitriigen vertretenen Standpunkte und Mei-
nungen decken sich keineswegs immer. Die Diskussion zu den Ausfiihrungen dieses
Sammelbandes soll helfen bei

a) der Verbesserung der Formulierungen des Lehrplans,
b) der Gestaltung entsprechender Lehrbuchkapitel und
¢) der methodischen Durchdringung der Vektorrechnung im Unterricht.

Das Deutsche Padagogische Zentralinstitut bittet alle Lehrer, sich unter Be-
achtung der obengenannten Gesichtspunkte recht rege an der Diskussion zu
beteiligen.

H. Junge / Dr. F. Neigenfind
Wissenschaftliche Mitarbeiter des
Deutschen Pidagogischen Zentralinstituts



DISKUSSIONSBEITRAG NR. 1
Harald Stenzschell

1. Zur Bedeutung der Vektorrechnung fiir den Mathematikunterricht

Die Vektorrechnung wurde zu Beginn des Schuljahres 1960/61 obligatorisch in
den Lehrplan der erweiterten Oberschule aufgenommen. Die Griinde dafiir liegen
vor allem in dem Wert der Vektorrechnung fiir die Ausbildung der Raumvor-
stellung sowie fiir die Erfassung und Deutung technischer, physikalischer und
mathematischer G aBigkeiten. Dariiber hinaus gewinnt die Vektorrechnung
auch noch aus einem anderen Grunde an Bedeutung:

Mit Hilfe der Vektorrechnung lernt der Schiiler erstmalig erkennen, daB die
Giiltigkeit der ihm bisher bekannten Rechengesetze auf Zahlen beschrankt ist und
daf fiir Vektoren zum Teil andere als diese Rechengesetze — wenn auch oft mit
denselben Bezeichnungen — gelten. Ein recht instruktives Beispiel hierfiir liefert
ein Vergleich zwischen der Multiplikation von Zahlen und der von Vektoren. So
folgt etwa aus dem Produkt a- b — 0 zweier reeller Zahlen a, b das Verschwinden
wenigstens eines der beiden Faktoren a, b. Es folgt aber wed: r aus dem skalaren
Produkt zweier Vektoren % - B = 0 noch aus ihrem vektoriellen Produkt A x B = o
unbedingt das Verschwinden eines der beiden Vektoren 2, B. Im ersten Falle
konnen die beiden Vektoren senkrecht aufeinanderstehen; im zwei Falle kénnen
sie kollinear sein. Ich habe im Unterricht den Vergleich von Rechenoperationen
mit Zahlen und Vektoren auch auf Drehungen ausgedehnt. Jede Drehung um eine
feste Achse kann durch eine gerichtete Strecke dargestellt werden. Dazu wird die
Strecke in die Richtung der Drehachse gelegt und die Streckenléinge entsprechend
der GroBe des Drehwinkels festgesetzt. Es erhebt sich die Frage, ob diese gerich-
teten Strecken Bilder von Vektoren sind. Die Schiiler iiberpriifen dazu, ob die fiir
Vektoren geltenden Rechengesetze auch fiir Drehungen Giiltigkeit besitzen. Wenn
unter der Addition zweier Drehungen ihre Nacheinanderausfihrung verstanden
wird, so ist die Nichtgiiltigkeit des Kommutativgesetzes bei der Addition zweier
Drehungen leicht zu zeigen, wie aus Abb. 1 hervorgeht.

Die Schiiler erkennen somit, daB Drehungen (mit endlichen Drehwinkeln) nicht
als Vektoren angesehen werden konnen. .

Durch solche und éhnliche Vergleiche werden gleichzeitig eine Reihe wichtiger
Voraussetzungen fiir das Verstédndnis des Aufbaues des Zahlenbereiches geschaffen.
ErfahrungsgemiiB bereitet es einem Teil der Schiiler immer wieder begriffliche

Schwierigkeiten ei I daB die Grundgesetze der Addition beziehungsweise
der Multiplikation von Zahlen einer Bestitigung beziehungsweise eines Beweises
bediirfen. ,
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2. Zu den Unterrichtsverfahren

Bei der Vorbereitung der unterrichtlichen Behandlung des Stoffgebietes ,,Vektor-
rechnung‘‘ muf sich der Lehrer im klaren dariiber sein, daB erhebliche Anforde-
rungen an das abstrakt-logische Denken der Schiiler gestellt werden.

Die Erfolge der Arbeit zeigten, da8 es richtig war, bei der Wahl der Unterrichts-
verfahren das erarbeitende Unterrichtsgesprach und die eigene schopferische
Tatigkeit der Schiiler in den Vordergrund zu stellen. Es ist Aufgabe des Lehrers,
die Schiiler nicht nur zum Verstindnis der grundlegenden Tatsachen, sondern
bis zu einem gewissen Grade auch zur selbstindigen Handhabung der Vektor-
rechnung zu fithren, damit sie in die Lage versetzt werden, zumindest einfache
Probleme ohne fremde Hilfe und Anleitung zu lésen. Hierzu bieten sich vor allem
die Beweise von Sitzen aus der Geometrie und der Trigonometrie an. Ich stellte
derartige Probleme sehr haufig als Hausaufgaben, wobei ich ofter notwendige
Erlauterungen zum Losungsweg gab. Hausaufgaben lieB ich, soweit mdoglich,
zu jeder Stunde anfertigen; die dafiir notwendige durchschnittliche Arbeitszeit
wurde mit 30 bis 40 Minuten veranschlagt. Am Beginn der nachfolgenden Stunde
trugen einzelne Schiiler die Losung der Hausaufgabe vor oder skizzierten zu-
mindest den zur Losung notwendigen Gedankengang. Im Falle einer falschen
oder unvollstindigen Losung legte ich groBen Wert darauf, daB der Schiiler seine
(Gedanken mindestens bis zu dem Punkte darzustellen in der Lage war, von dem
ab er in der Losung der Aufgabe nicht weitergekommen war. Sofern Schwierig-
keiten bei mehreren Schiilern auftraten, erarbeitete ich die Losung noch einmal
mit der gesamten Klasse.

3. Zur Einfiihrung des Vektorbegriffes

Im Physik- und Mathematikunterricht der vorhergehenden Klassen haben die
Schiiler bereits Vektoren kennengelernt. Es handelte sich dabei vornehmlich um
die Darstellung von Kriften, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Es er-
schien deshalb als zweckmaBig, diese bereits bei den Schiilern vorhandenen Kennt-
nisse fiir die Einfithrung des Vektorbegriffes nutzbar zu machen.

Am Beispiel von Kraften konnen verhéltnisméBig leicht die ,» Bestimmungs-
stiicke* veranschaulicht werden, die einen Vektor charakterisieren: GroBe, Rich-
tung und Durchlaufsinn. GroBen, die diese ,,Bestimmungsstiicke* nicht in sich
vereinigen, werden als Skalare bezeichnet. So sind zum Beispiel Temperatur,
Wichte und Masse Skalare, da sie lediglich durch ihre GréBe bestimmt sind. Nach
diesen einfiihrenden Erlduterungen zeigte ich, daB Verschiebungen aller Punkte
des zwei- und dreidimensionalen Raumes durch Vektoren beschrieben werden
konnen.

AnschlieBend wurden die additiven Verkniipfungen von Vektoren sowie die
Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar behandelt.

Den Ausgangspunkt fiir die Behandlung der Komponentendarstellung von Vek-
toren bildete die Einfihrung der beiden Begriffe Einheitsvektor und Ortsvektor.
Die Problemstellung ,,Wie kann man die Lage eines Punktes im dreidimensionalen
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Raum bestimmen, etwa die Lage des tiefsten Punktes der Lampe im Klassen-
zimmer?* leitete unter Verwendung dieser beiden Begriffe iiber zur Komponenten-
darstellung.

Die Schiiler erkannten bald, daB die Lage eines Punktes im dreidimensionalen
Raum durch ein Zahlentripel eindeutig bestimmt ist. Sie gelangten damit zur
salgebraischen* Charakterisierung des Vektors. SchlieBlich erkannten sie auch,
daB es eine Reihe physikalischer GroBen gibt, die durch Vektoren dargestellt
werden konnen. Dabei kann der Fall eintreten, daB der Vektor nicht mehr

e 77
g
Z
S
g o
5 I
3 Elw
£ ~
3 ¢
P~y
A Querschnitt AN
Wandung[=—————— | ———"™| Wandung

Abb. 2

frei beweglich, sondern an einen Raumpunkt gebunden ist. Die am haufigsten
auftretende Art gebundener Vektoren stellen die sogenannten Feldvektoren dar:
Jedem Punkt eines Raumes ist ein Vektor zugeordnet. Beispiele dafiir liefern etwa
die elektrische oder die magnetische Feldstirke sowie die Geschwindigkeit einer
Stromung. Zur Ver 1 Sachverhalts und zur gleich-
zeitigen Wiederholung der Integralrechnung dienten Aufgaben! wie die folgende:

Die Geschwindigkeit v eines Luftstromes in einem Windkanal von rechteckigem
Querschnitt von der Breite I und der Hohe A mége in der Hohenrichtung gleich-
miBig verteilt, in der Querrichtung des Kanals aber parabolisch verénderlich sein

(y=a+b2?%. An den Seitenwinden (x= j:%) sei sie 2?, in der Mitte 3%.

lichung des

Man berechne aus diesen Angaben die durchstromende Luftmenge:
+}
Q="h f vdx.
-1
In dieser Aufgabe wird der Begriff des Vektorfeldes besonders deutlich. Jedem
Punkt (Luftteilchen) eines bestimmten Querschnittes ist ein Vektor zugeordnet,

! Aus Rothe: Hohere Mathematik, Teil IV, Heft 1/2, S.53. B. G. Teubner ‘Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1949.
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dessen MaBzahl der Liange gleich der MaBzahl der Geschwindigkeit des Luft-
teilchens ist und dessen Richtung durch die Strémungsrichtung angegeben wird
(Abb. 2).

Diese und ahnliche Beispiele verdeutlichen den Schiilern, daB unter Umsténden
dem Vektor, der eine physikalische GroBe darstellt, mehr Bedingungen auferlegt
werden miissen, als es die mathematische Definition erfordert.

4. Zur A hl von An d fgaben zur Vektorrechnung

-} B

Zweckvoll ausgewihlte Anwendungsaufgaben sind ein wichtiges Mittel, engere
Verbindungen zwischen dem Unterrichtsfach Mathematik und den naturwissen-
schaftlichen Diszipli sowie der sozialistischen Produktion zu kniipfen.

Es wiirde den Rahmen dieses Beitrages iibersteigen, siamtliche behandelten
Anwendungsaufgaben und die daran zu kniipfenden Betrachtungen darzustellen.
Deshalb sollen nur einige wenige Beispiele stellvertretend fiir viele stehen. 1 y

NaturgemiB ergeben sich fiir das Stoffgebiet Vektorrechnung die engsten Be-
ziehungen zur Physik und insbesondere zur technischen Mechanik. Diesem Problem-
kreis en die im folgenden skizzierten Anwendungsaufgaben.

z y
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Abb. 3

Nach der Behandlung der Komponentendarstellung von Vektoren wurde
folgende Aufgabe gestellt:

An der Spitze eines Geriistes, dessen MaBe der Abb. 3 zu entnehmen sind, ist

ein Seil befestigt, an dessen Ende mit einer Kraft & gezogen wird.

Bestimmen Sie GroBe und Art der Beanspruchung der Stabe!



Nach den Gesetzen der Mechanik herrscht Gleichgewicht, wenn die Summe aller
in der Spitze angreifenden Kréfte Null ist:

A+B+C+8K=o.

Im weiteren Verlauf der Losung erfolgt die Zerlegung der Krifte in ihre Kom-
ponenten, wobei sich die Richtungskosinus aus den Koordinaten der Punkte P,
(v=1,2, 3, 4, 5) ergeben.

Danach kann geschrieben werden:

A(cosay i+ cospy i+ cosy, T) + B(cosa, i+ cosf, i+ cosy, )
+ C(cosag i+ cosfyj+cosy; T) + K (coso, i+ cosPyi+ cosy,¥)=n.

Daraus ergibt sich:

i(cos oy 4 + cosap B+ cos 23 O + cos o, K) + j(cos By A + cos By B + cos f; C + cos 8, K)
+T(cosy; A +cosy, B+cosy, C+cosy, K)=0.

Daxm sind die einzelnen Komponenten fiir sich gleich Null; es entsteht ein
Glei 'y mit 3 Unb ten 4, B, C. Ein negatives Vorzeichen im Er-
gebnis bedeutet, daB der Vektor seinen Durchlaufsinn umgekehrt hat, daB also
in dem betreffenden Stab Druckkrifte auftreten.

Nun wird der Belastungsfall geindert und dadurch die Aufgabe etwas kom-
plizierter:

Das Geriist sei in der Weise belastet, daB ein Seil bei P befestigt ist, bei P,
iiber eine feste Rolle lauft und — mit einem Gewicht @ belastet — senkrecht herab-
hangt. Es ist die Beanspruchung der Stibe des Geriistes unter diesen Umsténden
zu bestimmen.

Eine anschlieBende Auswertung der Aufgabenstellung konzentrierte sich vor
allem auf folgende Punkte:

. Wo kommen in der Praxis derartige Belastungsfille vor?
Die Schiiler fanden sehr bald Beispiele, wie die Belastung eines Oberleitungs-
mastes elektrischer Bahnen durch die Seilkraft und die Belastung eines Kran-
auslegers oder eines Forderturmes.

Die Schiiler dieser Klasse haben im Unterricht in der sozialistischen Produktion
im Schuljahr 1959/60 im Bauwesen und im Schuljahr 1960/61 in einer Werk-
zeugmaschinenfabrik gearbeitet. Dadurch ergaben sich auch sofort Einsichten
in das Prinzip der Berechnung von Hebezeugen.

. Welche Vorteile bietet die vektorielle Berechnung gegeniiber anderen Be-
rechnungsmethoden ?
Hierzu erkannten die Schiiler, daB die Art der Belastung (Zug oder Druck)
durch das Vorzeichen des Ergebnisses sichtbar wird und daB besonders im drei-
dimensionalen Raume mit Vektoren wesentlich rationeller gerechnet werden
kann, als es etwa mit trigonometrischen Hilfsmitteln moglich ist.

—

1o

Nach Behandlung des skalaren Produktes zeigte ich einige Anwendungen dieses
Produktes, unter anderem in der Physik. Insbesondere der physikalische Begriff
der Arbeit erfahrt durch das skalare Produkt insofern eine umfassendere Bedeu-
tung, als Kraft und Weg im dreidimensionalen Raum betrachtet werden konnen.
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Eine Aufgabe lautete:

Der Angriffspunkt der Kraft & = 6i — 4,5] + 9T (Komponenten in kp) wird
vom Punkt P, (6; 7; 2) zum Punkt P, (3; 8; 4) (Koordinaten in m) geradlinig
verschoben (Abb. 4).

~ 3
X
Abb. 4

a) Bestimmen Sie die GroBe der Kraft K!
b) Bestimmen Sie den Verschiebungsvektor s!
c) Welche Arbeit tritt bei der Verschiebung auf?

Wird diese Arbeit gewonnen oder muB sie geleistet werden?
Es ergibt sich: a) |[R]=7137,25~11,7.
Die Kraft K betrigt angenihert 11,7 kp.

b) Der Verschiebungsvektor lautet:
s=—3i+j+2%.
c)A=K-s=—4,5.
Es muB eine Arbeit 4 — 4,5 kpm geleistet werden.

Nach der Behandlung des vektoriellen Produktes ging ich zu einigen An-
wendungen des vektoriellen Produktes speziell in der Mechanik iiber, insbesondere
zur Darstellung des Momentes einer Kraft als M =t x K.

Eine Aufgabe lautete: -

Bestimmen Sie GroBe und Richtung des Drehmomentes nach Abb. 5!

Eine anschlieBende Auswertung der Aufgabenstellung zeigte, daB die Dar-
stellung des Moments als Vektorprodukt erheblich umfassender als eine skalare
Gleichung ist; das Vektorprodukt liefert neben dem Betrag des Moments auch
die Drehebene und durch das Vorzeichen des Momentenvektors auch noch die
Drehrichtung.

Hier ergab sich nun ein Ansatzpunkt, um einen Ausblick auf die vektorielle
Behandlung der Mechanik zu geben, insbesondere darauf, daB mit weiter-
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gehenden Hilfsmitteln, etwa der Differentiation von Vektoren, nicht nur Pro-
bleme der Statik, sondern auch der Kinematik gelést werden konnen.

|

Abb. 5

5. Zum Inhalt und zu den Ergebni der K1 jarbei

Da der Inhalt und die Ergebnisse der Klassenarbeiten bis zu einem gewissen
Grade AufschluB iiber den Leistungsstand einer Klasse geben konnen, méchte ich
auf die drei Klassenarbeiten eingehen, in denen Aufgaben aus der Vektorrechnung
enthalten waren.

1. Klassenarbeit (nach Behandlung der additiven Verkniipfungen und der Kom-
ponentendarstellung) :

Arbeitszeit fiir die folgenden zwei Aufgaben etwa 50 Minuten. .
Aufgabe 1: Ein Vektor hat die skalaren Komponenten 4,=17; 4, = 4, = 4.
Bestimmen Sie seine Linge und seine Richtungskosinus!
Aufgabe 2: Gegeben sind drei Vektoren:
U: 4,=4;4,=5;4,--3;
B: |B|=9; B,=1; B,=8; B,<0;
C ist zu bestimmen aus A + B + € = 0.
Bestimmen Sie den absoluten Betrag und die Richtungswinkel von
=-A+B+C!

Die erste Aufgabe losten 17 von insgesamt 21 Schiilern vollstandig und richtig,
das sind 819%; die zweite Aufgabe 15 Schiiler oder 729%,.

2. Kl beit (nach Behandl des skalaren und vektoriellen Produktes):
Arbeitszeit fiir die folgenden vier Aufgaben etwa 75 Minuten.

12



Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Aufgabe 3:

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie GroBe und Richtung des in P; angreifenden Moments

nach Abb. 6!

Gegeben sind zwei Vektoren U und B:

A= i+3j+2%
B=4i+T7j+61%

a) Welchen Winkel bilden beide Vektoren miteinander?
b) Berechnen Sie (2% — 4 B) - (3 A + B)!

Leiten Sie entweder den Si-
nussatz oder den Kosinus-
satz der ebenen Trigonometrie
mit Hilfe vektoralgebraischer
Uberlegungen her!

(i x [(= ) x (- -

An dieser Aufgabe sollte ge-
priift werden, ob die Schiiler
ein wirkliches Verstiindnis der
Produktbildungen in der Vek-
toralgebra erreicht haben und
nicht nur formal die Rechen-
techniken beherrschen.

Die erste Aufgabe losten 12 Schiiler
oder 579, vollstindig und richtig; die
zweite Aufgabe 14 Schiiler oder 67%; die
dritte Aufgabe 18 Schiiler oder 869, und die vierte Aufgabe 15 Schiiler oder 72%,.

3. Klassenarbeit (wihrend der Vorbereitungszeit auf die Reifepriifung):
Arbeitszeit fiir die folgende Aufgabe etwa 30 Minuten.

Aufgabe:

y
— 2

]

Abb. 6

Bei der Konstruktion von Behaltern fiir den chemischen Apparatebau
ist der Winkel zwischen den beiden Strecken AB und C'B aus Abb. 7
zu bestimmen.

| —— 2400
| ——
I -
| —_—
| - 630
I — |
J i

S e fe

2350
/
4
2100 ——

4ngaben in mm
Abb. 7

Diese Aufgabe losten 18 von insgesamt 20 Schiilern oder 90%, vollstindig und

richtig.
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Eine Zusammenstellung der Noten wiirde insofern ein falsches Bild iiber die
Unterrichtsergebnisse aus der Vektorrechnung liefern, als in jeder Klassenarbeit
grundsétzlich ein erheblicher Teil der Aufgaben nicht dem gerade behandelten
Stoffgebiet, sondern weiter zuriickliegenden Stoffgebieten — teilweise bis zur
Klasse 7 — entnommen wird.

DISKUSSIONSBEITRAG NR. 2
Eberhard Lehmann

Dem gesellschaftlichen Bediirfnis entsprechend, wurden Teile der Vektorrech-
nung in den Lehrplan der erweiterten Oberschule aufgenommen. Die Stoffdar-
bietung muB faBlich sein. Ich habe die Vektorrechnung aus der Anschauung
aufgebaut und damit gute Unterrichtserfolge erzielt. Ehemalige Abiturienten,
jetzt Studenten an der Technischen Universitit Dresden oder Diplomingenieure,
berichten, daB die Vektorrechnung in ihrer in der Schule dargebotenen, unkom-
plizierten Form fiir das anschlieBende Studium von groBem Wert gewesen ist.

Im folgenden sollen die stoﬂ'hchen und methodischen Schwerpunkte des von mir
erprobten Unterricht g ichnet werden.

1. Translationen

Das Hintereinanderausfiihren von zwei oder mehr Translationen erkliren wir
als Summe von Translationen.
Wir wollen eine Translation n-mal hintereinander ausfiihren:
D3+ D+ 04+ Dy =n0,.
Die Giiltigkeit der Distributivgesetze wird geometrisch erliutert:
(m+n)p=mv+np (Abb.8)
7(0;+ ;) =nv; +n2, (Abb.9).

— e e e s . e e = ——
m- % nw

Abb. 8

Beim Versuch, das Hintereinanderausfiihren von Translationen umzukehren,
kann von der Summation dreier Translationen, die nicht in einer Ebene liegen,
ausgegangen werden. Eine einzige Translation ist imstande, die drei Einzeltransla-
tionen zu ersetzen:

D =Dy + Dy + Dy

Es ist jetzt v vorgegeben, gefragt ist nach ,,der** Zerlegung in Einzeltranslationen.

Die Schiiler stellen zunéichst fest, daB diese Aufgabe vieldeutig ist. Bei der Losung
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des hier neu auftretenden Problems werden als zusétzliche Bedingungen die Rich-
tungen der Einzeltranslationen vorgeschrieben.

=7 /[ /S
M/'///

Abb. 9

Wir wihlen die Achsen eines rdumlichen, rechtwinkligen Koordinatensystems.
Jetzt ist die Aufgabe losbar. Die Einzeltranslationen heilen ,,Komponenten
von v*“. Die Komponenten werden mit v_; v,; v, bezeichnet (Abb. 10). Es gilt:

D=10,+0,+D..

Als Koordinaten von » bezeichnen wir die Koordinaten des Raumpunktes, der
durch die Spitze des die Translation symbolisierenden Pfeiles bestimmt ist. Die
Koordinaten sind die Lingen der Projektionen von v auf die Achsen des Koor-

dinatensystems, dessen Ursprung mit dem Anfangsp t von » faillt.

z

Abb. 10

Nachdem die Schiiler die Begriffe ,,Koordinaten* und ,,Komponenten* kennen-
gelernt haben, wird der Begriff des Vektors mit seinen Grundeigenschaften an
einfachen Beispielen eingefiihrt. Es wird auf das Zusammensetzen von Geschwindig-
keiten, auf die Addition von Kraften hingewiesen. Wir fiigen zwei Beispiele an.
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1. Ein Lautsprecher wiegt 5 kp. Er hiingt an 2 Drahtseilen, die mit der Waage-
rechten Winkel von 30° bilden. Wie groB ist die Zugkraft in den Seilen (Abb. 11)?

Abb. 11

Die senkrecht nach unten wirkende Kraft von 5 kp zeichnen wir nach GréBe und
Richtung ein. Die Zugkrifte in den Seilen miissen dieser Kraft das Gleichgewicht
halten, sie miissen addiert die zu der gegeb Kraft & entg tzte Kraft — &
ergeben. Die durch die Pfeilspitze von — & gelegten Parallelen zu den die Seile dar-
stellenden Strecken schneiden diese in den Endpunkten der Pfeile, die die gesuchten
Zugkrifte &, und &, symbolisieren.

Es gilt: I8
‘Rﬂ=!ﬁz\“” m30°=15“'
K,=K,=K=5.

Die Betriige der Zugkrifte in den Seilen sind gleich dem Betrag des Gewichts
des Lautsprechers.

2. Das Foucault-Pendel gibt eine experimentelle Beweismoglichkeit fiir die Erd -
rotation. Eine an einem geniigend langen Seil (moglichst reibungslos) auf-
gehiingte Masse schwingt so lange, daB wihrend dieser Zeit eine scheinbare Dre-

. hung der Pendelebene beobachtet werden kann. Nach den Gesetzen der Physik
bleibt die Schwingungsebene aber konstant. Die Folgerung, die wir aus dem
Versuch ziehen, kann also nur sein, daB sich die Erde wihrend der betreffenden
Zeitspanne unter der Schwingungsebene des Pendels hinwsggedreht hat. Am
Nordpol wiirden wir eine scheinbare Drehung der Schwingungsebene von 360°
in 24 Stunden beobachten koénnen, am Aquator wire diese Drehung gleich Null.
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Um wieviel Grad je Stunde wiirde sich die Schwingungsebene eines Foucault-
Pendels in Berlin scheinbar drehen?

Die Rotationsgeschwindigkeit der Erde stellen wir als Pfeil in Richtung der
Erdachse dar: 360
1 Grad je Stunde.

2

o=

An einem Ort P der Erdoberfliche mit der geographischen Breite ¢ == 0° be-
zichungsweise 90° kann sich die Schwingungsebene nur um die Achse des fiir den
Ort giiltigen Erdradius drehen. In diese Richtung muB also der die Winkelgeschwin-
digkeit w* symbolisierende
Pfeil zeigen (Abb. 12).

Von der Rotationsgeschwin-
digkeit w der Erde kann fiir
die Drehung der Schwin-
gungsebene eines Pendels am
Ort P nur die Komponente
in Frage kommen, die in
Richtung von R zeigt. Das ist
die Projektion von w auf die
Richtung des zu P gehorigen
Erdradius:

o*=ow.sing.

Fiir Berlin ist

@ = 52°30"18".
Damit wird |w*|=11°54" je
Stunde. In Berlin dreht sich Abb, 12
die Schwingungsebene eines
Foucault-Pendels in einer Stunde scheinbar um den Winkel 11° 54’. Die anfanglich
durch Uberlegung gefundenen Losungen fiir die Sonderfille ¢ = 0° und ¢ = 90°
konnen nunmehr rechnerisch iiberpriift werden.

Die hier geschilderte Art der Einfiihrung des Vektorbegriffs konnte zu breit an-
gelegt erstheinen. Sie bietet jedoch wesentliche Vorteile, inshesondere kann durch
solche und @hnliche Einfiihrungsbeispiele als Ausg 1kt die Behandl des
gesamten Stoffgebietes der Vektorrechnung den Schiilern gegeniiber leicht moti-
viert werden.

9

2. Vektoren

Eine Strecke bekannter Liange und Richtung mit festgelegtem D hlaufsi
ist das Bild eines Vektors. Aus der Schar der vielen parallelen Strecken, die Bilder
des gleichen Vektors sind, wird fiir den praktischen Gebrauch eine ausgewéhlt. Es
kann den Schiilern mitgeteilt werden, daB in der Mathematik Vektoren oft nicht
nur als geometrische, sondern auch als arithmetische GroBen aufgefaBt werden.
Diesen arithmetischen GroBen sind gerichtete Strecken dann etwa in der Weise

2 [27922-1] 17



zugeordnet wie den Zahlen die Punkte der Zahlengeraden. Die Punkte werden
den reellen Zahlen umkehrbar eindeutig zugeordnet, eine dhnliche Zuordnung be-
steht dann zwischen den Vektoren und den gerichteten Strecken. Den Schiilern
ist bekannt, daB bei der Darstellung von Geschwindigkeiten und Kraften von
Vektoren gesprochen wird. Auf die eigentlich hier vorliegende Unkorrektheit kann
hingewiesen werden.

Es werden folgende Symbole eingefiihrt: a; b; ¢; ... UA; B; €; ... Auf Feld-
vektoren, linien- und ortsgebundene Vektoren wird hingewiesen; es geniigt hier,
ein Magnet- oder Stro feld zu skizzi Die nicht gebund Vektoren
heilen , freie Vektoren‘’. Im Geg zum ortsgebund Vektor soll der ,,Orts-
vektor* Représentant eines freien Vektors sein; er ist einer aus der Schar der
vielen zueinander parallelen Ortsvektoren.

Die Komponenten des Vektors v sind die drei Teilvektoren auf den Koordinaten-
achsen, die addiert v ergeben. Die fiir die Translationen erarbeiteten GesetzméBig-
keiten werden auf die Vektoren iibertragen. Nach Einfiihrung der allgemeinen
Einheitsvektoren e¢ und der speziellen Einheitsvektoren i; j; ¥ konnen wir die
Komponentendarstellung und die Koordinatendarstellung erarbeiten:

D= |D|ep=vep
‘v, =2xi; 0,=yj; v. =21
v=zityj+zi

Die Koordinaten eines Vektors legen diesen fest, jedem Raumpunkt 1aBt sich
ein Vektor zuordnen. Ein Vektor im Raum ist durch drei Skalare bestimmt.

Ein Vektor v ist dann und nur dann gleich dem Nullvektor, wenn alle drei Koor-
dinaten des Vektors gleich 0 sind. Zwei Vektoren sind einander gleich, wenn sie
in allen entsprechenden Koordinaten iibereinstimmen :

Dy =1D,, WeNN &; = @3 Yy = Y} 2 = 2.

Die Nachweise der Giiltigkeit des Kommutativ- und Assoziativgesetzes fiir die
Addition und der Distributivgesetze fiir die Vielfachbildung kénnten jetzt Schiiler-
iibungen sein.

Es wird die Linge eines Vektors v bestimmt (Abb. 13):

o] =0 T,
denn v ist die Lénge der Raumdiagonale in dem Quader mit den Seiten x; y und z.

Wir stellen nun die Frage nach den Winkeln, die v mit den Achsen des Systems
bildet:

L(osi) =5 X (03])=F; KX (8 =7.

Aus Abb. 6 folgt:
cosz =2 co ﬂ—l- cosy = —
T Py =%

Wir quadrieren, addieren und erhalten:
@yttt

cos? a + cos? ff + cos®y = e

18



2%

Allgemein gilt: Die Quadrat der Richtungskosinus ist gleich 1:
cos?a + cos?ff + cos®y = 1.

Die Richtungskosinus sind ausfiihrlich:

% y z
cosa = —; cosfi = ;0B = —————
Ver+yi+ 22 Va2 + y2 + 22 Va2 + g2 + 22
z
2R
)
27 ¥y y
N, 4 SN
3/ \’{
~.

/
// Abb. 13

X
Fiir die Koordinaten gilt:
z=|p|cosa; y=|v|cosf; z=|v|cosy.
Hieraus folgt eine weitere wichtige Darstellung fiir den Vektor:
p=zi+yj+zi=|v|(cosxi+cosfj+cosyf).
Fiir den Einheitsvektor in der v-Richtung gilt hiermit:
ep=cosai+cosfj+cosyt.

Beispiele folgender Art werden angeschlossen:

Ein Vektor » hat die Linge v = 9. Von seinen Koordinaten sind &= — 4 und
y = 8 gegeben. Wie heiit die z-Koordinate, und wie lauten die Richtungskosinus
des Vektors n?

v=|0|=9=712%+y?+22 =16 + 64 +2%;
81 =16 + 64 +2%;
z=4+1.
4 8 1
coso =~ cosﬁ=—9—, c05/=j:§—-
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Als Anwendung der Vektorrechnung kann folgendes Beispiel gebracht werden.
Es zeigt deutlich die Vorteile der Vektorrechnung knappe, iibersichtliche Dar-
stellung bei scharfer mathematischer SchluBfolgerung.

Es ist zu beweisen, daB die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks sich in einem

Punkt § schneiden und daB § jede Seitenhalbierende im Verhaltnis m: n = 2: 1

teilt (Abb. 14).

ta v

Sc

o
Abb. 14

Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, und s sei S, die Teilstrecken der
Seitenhalbierenden von den Eckpunkten des Dreiecks bis zum Punkt § sollen 4 Sa
und z s heiBen. Hierbei sind 4 und p zunschst beliebige Koeffizienten, Aus
Abb. 14 folgen die Beziehungen:

[ 3 a
Hesc—A-sa=Db; Se=—0-5; Sa=c+5; b=-a-c.

In der ersten Gleichung ersetzen wir die Vektoren s, sq, b durch die ihnen ent-
sprechenden Ausdriicke der iibrigen Gleichungen:

s )

-a —ai+a —ct+el e
b =gl 2

u(l—,u—%):c(l+g _1>.

Nach Division dieser Gleichung durch (1 -—u— —;—) erhalten wir einen Ausdruck

der Form a = k-c, wobei k eine Konstante ist. Dies ist ein Widerspruch zur An-
nahme, denn diese Gleichung sagt aus, daB der Vektor a das k-fache des Vektors ¢
ist, daB der Vektor a die Richtung des Vektors ¢ hat. Vorausgesetzt waren aber
verschiedene Richtungen der Vektoren a und c. Bei Division der Gleichung durch

oder

Hieraus folgt:

20



(l + % - l) stoBen wir auf den gleichen Widerspruch. Die Widerspriiche kénnen
nur durch 1—pu-— % =0und —1+24+ % = 0 gelost werden. Aus diesen beiden

Gleichungen lassen sich A und z bestimmen:

2-2u-24=0
/\l—i,u=0
-1+%+1=0[ 2
2,
3
A
lep—2m0
k-3 ~1-3a-o
-2+u+24=0
=2
3
Die Koeffizienten 4 und x sind einander gleich: A= p= % . Daraus folgt:
2 2 2 1
Y e Ayl = ) s e (] =) = D ] 2
Ai(l=A)=p:(1-p)=m:n 3.(1 3 33 1

3. Das Skalarprodukt

In der Physik werden Definitionen zahlreicher Begriffe gefordert. Oft wird zum
Beispiel kurz formuliert: ,,Arbeit gleich Weg mal Kraft in Wegrichtung*. Diese

Abb. 15

und #hnliche Anforderungen in den Naturwissenschaften sind es, die zur Ein-
fiithrung eines ,,Produkts* zweier Vektoren zwingen. Das Produkt selbst, in un-
serem Fall die Arbeit, ist kein Vektor, sondern eine skalare GroBe. Deshalb wird
es als ,,skalares Produkt® bezeichnet. Es soll wieder von der Anschauung aus-
gegangen werden, indem wir uns bei der Definition der Produktbildung nach dem
Sachverhalt unseres Beispieles richten (Abb. 15). Die Komponente in der Weg-

1 Weitere Aufgaben sind von Dr. J. Kusch in ,,Mathematik und Physik in der Schule* 1960,
Heft 2, 8. 73ff. angegeben.
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richtung ist gleich der GroBe der Kraft &, multipliziert mit dem Kosinus des von &
und s eingeschlossenen Winkels. Die geleistete Arbeit ist also:
A=K .scos(R;s).
Allgemein wird definiert:
Das skalare Produkt zweier Vektoren a und b ist das Produkt aus der Linge des
einen Vektors und der Linge der Projektion des anderen auf die Richtung des ersten:

a-b=a-.b.cos(a;b).
Das skalare Produkt heiBt auch das innere Produkt oder Punktprodukt (nach
der Sprechweise ,,a punkt b*).
Es werden nun eine Reihe von Folgerungen erarbeitet:

1. Eine Division wie bei Zahlen gibt es nicht!

Aus a-x = ¢ ist ¥ nicht eindeutig bestimmbar. Alle Vektoren mit gleicher Pro-
jektion auf a sind Losungsvektoren.

2. Aus a-b = 0 folgt nicht notwendig, daB a = 0 oder b = o, es bleibt vielmehr die
dritte Moglichkeit, daB cos(a; b) = 0, das heiBt < (a; b) = 90°. Es ergibt sich
hieraus die wichtige Beziehung fiir die Orthogonalitét zweier Vektoren a und b.

alb, /Na.b=0; a-b=0,/NalD

mit a0, b 3= o0.

Qehiil band salk

Die folgenden Erkenntnisse von den n weitg 1 indig

erarbeitet werden.

3. Es gilt das Kommutativgesetz: a-b=b-a.

4. Ein Assoziativgesetz gibt es nicht, da es kein skalares Produkt von drei Vek-
toren gibt.

5. Es gilt das Distributivgesetz: a-(b+¢)=a-b+a-c.

Der geometrische Nachweis bereitet den Schiilern keine Schwierigkeit.

6. Die skalaren Produkte der Einheitsvektoren i;; ¥ werden gebildet:
t.i=j.j=F%.-T=1 (wegen cos0° =1)
i+j=j.-f=1.1=0 (wegen cos90°=0).
7. Das skalare Produkt zweier Vektoren v, und v, wird in Koordinatenschreibweise
ermittelt.
Mit : i
=ity itat
und . g
D=2y ity jt+al
wird
. Dy =2 Xy + Y1 Yo+ 21 %2
8. Das skalare Produkt eines Vektors v mit sich selbst ergibt:
v-0=2a%+y?+22=192, also |[v|=v=)p.0.
9. Die Bestimmung des von zwei Vektoren v, und v, eingeschlossenen Winkels

ergibt: Dy Vy =12 -y COSQ

Dy - Dy
Oy



oder ausfiihrlich:
Ty Tt Y1 Yt 22

cosp = =t
Vai+yl +7 - Vai+ys+2

Sind die Vektoren in der Darstellungsweise:
0y = v (co8oty - i+ cos By -+ cosyy - );
Dy =0, (COS &y« T+ CO8 By« |+ cOS Yy - F)
gegeben, so gilt:
COS @ = COS O, - COS 0ty + COS f3; - CO8 By + €OS Py - COS V.
Es soll als Beispiel angeschlossen werden:

Der Angriffspunkt einer Kraft & wird vom Punkt A (2; 5) verschoben bis zum
Punkt B (8; 3). Welche Arbeit wird geleistet, wenn |®]| = K = 5 kp und wenn !

die Richtung des Vektors r = 61 + %i hat (Abb. 16)?

Abb. 16

Den Punkten 4 und B werden Vektoren zugeordnet:
a=2i+5j; b=8i+3j.
Dann lautet der Vekﬂ)r des Weges von 4 nach B:
s=b—-a=06i-2j.

Der Kraftvektor heiBt mit unbestimmten Koordinaten:

=i . 4
K=+ 4] =g
K=|R|=5=Vai+yi

25
zi+yi=25 5 Yr=25
9
x;:yg=6:?=4:3 Y=43; =+ 4.

23



Da die Richtung von R durch r =61i+ %i festgelegt ist, miissen fiir z, und y,
die positiven Zahlen + 4 und + 3 gewahlt werden, so daB gilt:

K=4i+3j

A=R.5=24-6=18.
Die gesuchte Arbeit ist das skalare Produkt aus & und s und betragt 18 kpm.

4. Das Vektorprodukt

Mit einer einzigen Art der ,,Produktbildung kommt die Vektorrechnung nicht
aus. Es sei wiederum ein Beispiel aus der Physik zugrunde gelegt.

Ein Koérper sei um den Punkt 0 drehbar, im Punkt P greife an diesem Korper

eine Kraft & an (Abb. 17). Dem Punkt P ordnen wir den von 0 ausgehenden

Ortsvektor t zu. Der Korper erfahrt bei Einwirken der Kraft ein Drehmoment,

das bestimmt werden soll. Das Ergebnis muB richtungsabhingig, also wieder

ein Vektor sein.

Abb. 17

Aus der Mechanik ist bekannt: Drehmoment gleich Kraft mal Kraftarm. Der
Kraftarm wird dargestellt durch das vom Drehpunkt auf die Richtung der Kraft
gefillte Lot. Seine Linge ist gleich dem Produkt aus der Linge des Vektors r und
dem Sinus des von t und & eingeschlossenen Winkels ©#. Dem Drehmoment wird
ein Vektor zugeordnet, dessen absoluter Betrag gleich dem Produkt aus Kraft
und Kraftarm ist und der so in Richtung der Drehachse zeigt, daB von seiner
Spitze aus die Drehung im Gegenuhrzeigersinn, also im mathematisch positiven
Sinn, erfolgt. Ist eqp der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse in der eben
beschriebenen Weise, so lautet die Formel fiir das Drehmoment:

M= (r-K-sind)eq.
Nach diesen Festlegungen wird die zweite Art des Produktes aus zwei Vektoren
v, und v,, die den Winkel ¢ miteinander einschlieBen, definiert. Das Ergebnis ist
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ein Vektor und heiBt Vektorprodukt, suBeres Produkt oder Kreuzprodukt (nach
der Sprechweise ,,0; kreuz v,").

Das Vektorprodukt zweier Vektoren v, und v, ist gleich dem Vektor, der soviel
Liingeneinheiten lang ist, wie das von v, und v, gebildete Parallelogramm Flichen-
einheiten hat, und der auf der Ebene dieses Parallelogrammes in der Weise senkrecht
steht, daf die kiirzeste Drehung
von v, in die Richtung von v, von
seiner Spitze aus als mathematisch
positive Drehung erscheint (Abb.18):

©, 410,

0 =1, XDy =[v; - v,-8in (033 V)] &

Auch die Folgerungen aus dem
Vektorprodukt werden zum »
groBten Teil von den Schiilern
in Hausaufgaben oder in
Schiileriibungen wihrend des s 0
Unterrichts erarbeitet:

Abb. 18

-

. Das Kommutativgesetz gilt nicht.
axb+bxa
axb=—[bxa].

o

Es gilt : (na) xb=n(axb)=ax@nb).

Es gilt das Distributivgesetz: a x (b +¢)=axb+axc

Eine Division als Umkehrung des Vektorproduktes existiert nicht. Aus der
Gleichung a x % — cist ¥ nicht eindeutig bestimmbar. Jeder Vektor x mit glei-
cher Projektion auf die in 0 auf a in der Parallelogrammebene errichtete Senk-
rechte ist Losungsvektor.

. Die Bedingung fiir die Parallelitdt zweier Vektoren a und b lautet:

axb=p mit as=o und b#o (sind=0;%=0°.
allbNaxb=p0; axb=0,Na|b (mit as0;b=0).
Es gilt stets:

Lol

o

axa=o.

e

Die Vektorprodukte der Einheitsvektoren i; j; f werden bestimmt:
ixi=jxj=fxf=0 (sind=0);
ixj=% jxt=1; Exi=j;
ixi=-F EIxj=—i; ixi=—j.
. Die Berechnung des Vektorprodukts der Vektoren
D=2 ity itnfund o= i+yitznt
in Koordinatenschreibweise ergibt:

~

Dy X Dp=(2yi+yitad) x(@i+tysitzi
= (- it@Eon—az) i+ (@ -l
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Die Richtigkeit der Folgerungen 1 bis 3 ist geometrisch leicht nachzuweisen:
1. Ungiiltigkeit des Kommutativgesetzes (Abb. 19a und b):

Abb.19a u. b

2. Giiltigkeit des zweiten Gesetzes (Abb. 20a und b):
Die Richtung des Produktvektors bleibt erhalten. Beim Ver-n-fachen einer

Parallelogrammseite ver-n-facht sich der Flicheninhalt.

nlost)

(nor )26

ol [4

Abb, 20a u. b

3. Giiltigkeit des Distributivgesetzes (Abb. 21):
Das Parallelogramm, gebildet aus a und (b + c), ist flichengleich der Summe
der Parallelogramme, gebildet aus a und b und aus a und c.

Folgendes Beispiel sei durchgerechnet (Abb. 22):

Ein Kérper sei um den Punkt P, (3;2;1) drehbar. Im Punkt P, (6; — 4; — 1)
greife an diesem Korper die Kraft & = 21+ 5+ f an. Es soll der Einheits-
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vektor in Richtung des Drehmoments berechnet werden. Gesucht ist ferner die
absolute Grofe des Momentes.

Abb. 22

Den beiden Punkten des starren Kérpers ordnen wir Vektoren zu:
Po=3i+2j+1:
P =6i-4j—f.
Der Vektor s, der vom Drehpunkt zum Angriffspunkt der Kraft fiihrt, ist
s=p,— Po=3i—6j—2%. '
Das Moment erhalten wir durch Bildung des Vektorproduktes:
M=4i-7j+27%.
Die absolute GroBe wird
M =716 +49 + 729 ~ 28,14.
Wir bestimmen die Richtungskosinus:
27

3oL =——3 =——; 8y =—=

s 7 e
Hiermit ergibt sich der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse:

1
e (& — T4 270
L 1794( ! )

5. Anwendungen der Vektorrechnung in der Geometrie

Aus der Fiille der Anwendungen sollen einige Beispiele durchgerechnet werden.
1. G ht sind die Koordinaten des Punktes P, der die Strecke AB im Verhalt-

nis 2 teilt (Abb. 23). _

Den Endpunkten der Strecke AB mit A(z,; ¥,;2,) und B(2; ¥,5 ) ordnen
wir Vektoren zu:

Q=i+ Yal+2T;
b=xi+yj+ai.

Der Vektor t teile die Strecke A B im Verhaltnis 4: 1.
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Abb. 23

Aus Abb. 23 folgt:
AP=1.PB
A_I_;=r—a; 133=h—r

r—a=A(b-r)

oder
a+Ab
1+2

Wir heben hervor, daB diese eine

Vektorgleichung drei andere Gleichungen ersetzt:

_ TatA-m

YatA-Ys o 2.+ A-2

1+4 7 1+4

Welcher Punkt teilt die Strecke 4 B mit 4(2; — 3; 8) und B(2; 11; — 6) im Ver-

hiltnis A = 3:4?

a=2i-3j+8% b=2i+11j-6f.

Der gesuchte Teilpunkt ist P(2; 3; 2).

2. Es ist die Gleichung der Geraden zu bestimmen, die durch das vom Ursprung
auf die Gerade gefillte Lot p und den Einheitsvektor n in Richtung dieses

Lotes gegeben ist.

Es muB eine Bedingung dafiir gesucht werden, da8 die Endpunkte der Vektoren
t auf dieser Geraden liegen. Wir erkennen aus Abb. 24, daB alle Vektoren, deren

Abb. 24

Projektionen auf die Richtung von n

gleich p sind, dieser Bedingung geniigen.

Diese Projektionen erhalten wir aber

durch die skalaren Produkte der Vektoren

t mit nt. Die Gleichung der Geraden ist:
r-n=p.

Diese Gleichung wird als die Hessesche
Normalform der Geradengleichung be-
zeichnet.

Sie erméglicht es, auf einfache Weise
den Abstand eines Punktes P, von
einer gegebenen Geraden zu bestimmen
(Abb. 25). Der zu P, gehorige Ortsvektor

sei 1;. Multiplizieren wir diesen Vektor r, skalar mit n, so erhalten wir die
Projektion von 1, auf die Richtung von 1. Die Linge dieser Projektion ist aber
gleich der Summe aus der Linge des gesuchten Abstandes d und der Lénge des

Lotes p vom Ursprung auf die Gerade:

28
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Abb. 25

3. Welchen Abstand hat der Punkt P,(12;8) von der Geraden, die durch ihren
Abstand p = 6 vom Ursprung und durch den Winkel « = 30°, den die Abstands-
gerade mit der 2-Achse bildet, gegeben ist?

1, =121+ 8j.
Von 1 sind die Richtungswinkel x = 30° und f = 60° bekannt.
L., 1
cosa—?ls, cosf = 5
cosai-+cosfi= l}/§i+l i
" 1=3 3!
r-n=6Y3+4.
Der gesuchte Abstand des Punktes P; von der Geraden ist
d=1,-n—p=6)3+4-86;
das sind angenihert 8,392 Lingeneinheiten.

4. Die Hessesche Normalform spielt auch im dreidimensionalen Raum eine grofie
Rolle. Hier gibt sie die Gleichung einer Ebene an. Der Abstand einer solchen
Ebene vom Ursprung sei p, nt sei der Einheitsvektor vom Ursprung in Richtung
des Abstandslotes.

Welchen Abstand hat der Punkt P;(10; 15; 12) von der Ebene, die durch das
Dreieck mit den Eckpunkten A(7; — 2;3); B(—5;1;3); C(3;3;1) gegeben
ist (Abb. 26)?

Wir bestimmen zunéchst den Einheitsvektor n vom Ursprung in Richtung des
vom Ursprung auf die Ebene gefillten Lotes; n steht senkrecht auf der Ebene
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des Dreiecks und somit auch senkrecht auf den Dreiecksseiten a; b; c. Die skalaren
Produkte aus einer Dreiecksseite mit diesem Einheitsvel

tor n miissen verschwinden.

]

“ Abb. 26

‘Wir setzen allgemein an:
n=z,i+yj+z.t
Den Punkten des Drejecks werden Vektoren zugeordnet:

A=71-2j+3f; B=-5i+1j+3F €=3i+3j+11.
Fiir den Einheitsvektor 1 gelten die Bedingungen:
a-n=0; b.-n=0; za+ys+z.=1.

Es gilt ferner:
a=C-B=8i+2j-2f
b=A-C=4i-5j+2%.
a-n=8z,+2y,—22,=0;
b.n=42,-5y,+22,=0.
122, =3y, =0; 4%,=Yu;
22, =82, +82,=162,; z,=8a,;
224+ 162 + 6422 =1;

8lz;=1;
1. Sy
Tn 9’ yn—9,~,. 9
1, 4. 8
n=—9~‘+79—|+9f



An dieser Stelle sollten die Schiiler iiberpriifen, ob die Lénge von n wirklich
gleich 1 ist und ob n wirklich senkrecht auf a und b steht.

Die Projektion eines Vektors r vom Ursprung zu einem Punkt der Ebene auf
die n-Richtung ergibt die Léinge des Lotes vom Ursprung auf die Ebene.

B 23

An=—— =p.

9 9" 9 "9
Der Abstand des Punktes P; von der Ebene (mit v, = 101+ 15 j + 12 ) ist also

d=1,-n—p
10 60 96 23 143

Qo == H

9 9 9 9 9
das sind also angenihert 15,89 Léingeneinheiten.

DISKUSSIONSBEITRAG NR. 3
Wolfgang Friedrich

Die Direktive fiir den Mathematikunterricht in der Klasse 12 des B-Zweiges
der erweiterten Oberschule im Schuljahr 1960/61 schreibt eine Einfithrung in die
Vektorrechnung vor.

Die Fachlehrer der Rudolf-Hildebrand-Schule Markkleeberg haben ihre in den
beiden Schuljahren 1959/60 und 1960/61 bei der unterrichtlichen Behandlung die-
ses Stoffgebiets gesammelten Erfahrungen zusammengestellt, um diese auch an-
deren Kollegen mitzuteilen.

Im folgenden méchte ich eine Darstellung der Stoffauswahl geben, versehen
mit einigen methodischen Erlauterungen. Auch sollen die Aufgaben, die ver-
wendet worden sind, zur Anregung dienen, an einzelnen Stellen die Betrach-
tungen noch weiter auszubauen beziehungsweise zu begrenzen.

In der zeitlichen Aufgliederung hielten wir uns an den Lehrplan, der 40 Stunden
vorsah; es hitte sogar etwas mehr Zeit zur Ubung zur Verfiigung stehen kénnen.

In der Auswahl der Problemstellung und der Ubungsaufgaben stand das mathe-
matische Vorhaben im Vordergrund. Da an unserer Schule Mathematik- und
Physikunterricht nicht in einer Hand liegen, ist diese Auffassung naheliegend.

1. Der Vektorbegriff

Bei der Einfiihrung gingen wir von der analytischen Geometrie aus, die mit
den Grundgebilden Punkt und Gerade arbeitet. In der neueren Zeit ist es iiblich
geworden, Punkt und Vektor als Grundgebilde zu verwenden. Der Vektorbegriff
wurde am Verschiebungsmodell eingefiihrt und folgendermaBen definiert:

1. Ein Vektor a ordnet jedem Punkt P des Raumes genau einen Bildpunkt Q zu,
den wir mit Q = P + a bezeichnen (Abb. 27).
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IL. Es gibt zu zwei vorgegebenen Punkten P und Q genaw einen Vektor a,. fiir den
P+ a=Qist. Wir bezeichnen thn mit a = Q — P (Abb. 28).

C

e

= &
o e
e A

Ve Ve
Z 7 e
T v
Z e / Q
A
P
Abb. 27 Abb, 28

Durch das Verschiebungsmodell entsteht die Vorstellung, daB der Vektor eine
GroBe ist, die definiert ist durch Betrag, Richtung und Durchlaufsinn. Fallen die
Punkte P und @ zusammen, so entsteht durch Definition der Nullvektor.

2. Die Vektoraddition

Als erste Verkniipfung der Vektoren wird die Vektoraddition behandelt. Hierzu
bedient man sich des Vektorparallelogramms.

a=Q-P
b=R-Q @-P)+(R-Q=R-P.
¢c=R-P

Eigenschaft: Zu zwei beliebigen Vektoren a und b existiert genau ein Vektor ¢ derart,
dap fiir einen beliebigen Punkt P

(P+0a)+b=P+(a+b)

18t.

Abb, 29



Der Vektor ¢ heift die Summe der Vektoren a und b.

Hier konnte eventuell noch einmal auf das Verschiebungsmodell zuriick iffen
werden. Vor allem aber 148t sich hieraus das Assoziativgesetz der Vektoraddition
herleiten. Zur Bestétigung dieser G aBigkeiten halte ich sowohl den geome-
trischen als auch den rechnerischen Beweis fiir angebracht.

Der geometrische Beweis ergibt sich aus Abb. 29.

Der rechnerische Beweis sieht folgendermafBen aus:

(a+b)+c=a+(b+¢c)
(@-P)+(R-QI+(R-P)=@-P)+[(B-Q) +(R-P).
Nach Auflésen der Klammern ergibt sich die Gleichheit.
Ebenso gilt in der Vektorrechnung fiir die Addition das Kommutativgesetz.

3. Vervielfachung von Vektoren

Im folgenden wird die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar durch

hstehende Uberlegung dargestellt:

Es sei a = Q — P eine nicht identische Verschiebung und 4 eine beliebige reelle
Zahl. Dann ist Aa = 4 (Q — P) eine Streckung, eine Stauchung beziehungsweise
eine Umkehr des Durchlaufsinns,
je nachdem |A|=1 beziehungs-
weise 4 < 0 ist (Abb. 30).

Die Aussagen werden von den
Schiilern geometrisch beziehungs-
weise rechnerisch bewiesen:

e R

la=aq;
Apa)=(Au)a; (R-P)2A=(BG"P)
A+pa=ia+pua; A"R_':p
Ala+Db)=2Aa+Ab. Abb. 30

Als Beispiel soll die Beziehung (A + ) a=2a -+ a rechnerisch bewiesen werden:

Dazu fiihren wir ein: A= wnd pa=

Dann ist
) 2@-P)=(R—P) und u(@ - P)= (S P)
oder
_(R-P) _(8-P)
=@-p ™ e-p

Betrachten wir nun die Gleichung
A+pa=>b+c,
so muB geschrieben werden:
[ (R—P)  (8-P)
L@-P)  (@-P)
womit die Behauptung bewiesen ist.

g ](Q—P)=(R-P)+<S—P),
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4. K und Koordi d T g von Vektoren

4

Um mit den eingefiihrten Begriffen wirklich arbeiten zu kénnen, ist es notwendig,
die Koordinatenschreibweise fiir Vektoren einzufiihren. Dabei stiitzen wir uns auf
die analytische Geometrie der Ebene, wo jeder Punkt durch die Angabe eines
Koordinatenpaares eindeutig bestimmt ist (Abb. 31).

‘Wenn beispielsweise der Punkt @ die

Koordinaten (a,b) hat, so bedeutet

das doch, daB a ein Vielfaches der

aQ Einheit auf der x-Achse und daB &

ein Vielfaches der Einheit auf der

y-Achse ist. Die Einheit auf der

b z-Achse bezeichnen wir als Vektor e, ,

die auf der y-Achse als Vektor ¢,. So

kann der Vektor a nach dem Punkt

@ auch dargestellt werden durch die
Gleichung :

a=ae;+be,.

¥

Abb. 31

Diese Darstellung nennen wir die Komponentendarstellung eines Vektors.
Ebenso kann -
=(2)

b

geschrieben werden. Hier ist die Bezugnahme auf die orthogonalen Basiseinheits-
vektoren #uBerlich nicht mehr sichtbar, steht aber unausgesprochen dahinter.
Diese Art der Darstellung heiBt Koordi hreibwei

Der Vektor a kann auch aus zwei beliebigen anderen Vektoren zusammen-
gesetzt gedacht werden; das fiihrt dann zum schiefwinkligen Koordinatensystem.
Wichtig ist, die Schiiler erkennen zu lassen, daB das Koordinatensystem nicht
von vornherein gegeben ist, sondern der jeweiligen Aufgabenstellung angepaBt
werden kann.

Eine Verallgemeinerung fiir den dreidimensionalen Anschauungsraum bereitet
keine Schwierigkeiten. Ein beliebiger Vektor a kann in Komponentendarstellung
gegeben sein:

=0, e +a, e, +a, ey

oder er erscheint in Koordinatenschreibweise:

Fiir den dreidimensionalen Raum muB die Darstellung eines Vektors intensiv
geiibt werden. Schiilerzeich oder Veranschaulict an einem Stdbchen-
modell sind hierbei unerliaBlich. Das Vorstellungsvermégen unserer Schiiler fiir
den dreidimensionalen Raum ist oft viel zuwenig entwickelt, und wir sollten
jede Gelegenheit niitzen, um diesem Ubel abzuhelfen.

Bei der Einfithrung der Koordinatenschreibweise haben wir zwei verschiedene
mathematische Objekte durch ein und dasselbe Symbol dargestellt: einen Punkt
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und den zu diesem Punkt hinweisenden Vektor. Um diese Inkorrektheit zu be-

seitigen, denken wir an folgende, schon in den ersten Definitionen gegebene
Bestohung: Punkt — Punkt - Vektor;
Punkt + Vektor = Punkt.

Diese Beziehung bleibt bestehen, wenn man zur Unterscheidung beim Vektor

als letzte Koordinate eine Null, beim Punkt eine Eins anfiigt. Die endgiiltige Dar-
stellung ist also folgende:

a, a;
a a

a= v B P =1 v
az a;
0 1

Hinter diesen Darstellungen stehen — fiir den Schiiler nicht im einzelnen formu-
liert — die Begriffe ,lineare Abhangigkeit beziehungsweise ,,Vektorraum*. Als
Basisvektoren eines Vektorraumes diirfen nur solche Vektoren verwendet werden,
die voneinander linear unabhiingig sind. So diirfen die Basisvektoren des dreidimen-
sionalen Anschauungsraumes beispielsweise nicht in einer Ebene liegen. Ich machte
— nur fiir den unterrichtenden Lehrer — hier noch einmal die exakte Definition
der linearen Unabhéngigkeit formulieren :

Alle Elemente eines n-dimensionalen Vektorraumes, das heiBit alle n-dimen-
sionalen Vektoren, sind eindeutig darstellbar als Linearformen o u, + ouy+ - - -
+ o, %, mit Hilfe von # festen ,,Basisvektoren‘ w,, u,, - -+, u,.

5. Geradengleichungen und ihre Anwendungen

Als néichstes wird die Parametergleichung der Geraden behandelt. Dazu sei ein
Punkt 4 des Raumes durch seinen Ortsvektor gegeben. Durch A mége eine (durch
e
/

/
e

S
e

e 0 Abb. 32

ihre Richtung) bestimmte Gerade laufen. Die Richtung sei gekennzeichnet durch
den Vektor a. Ist X irgendein Punkt der Geraden, so ist X — 4 ein zu a kollinearer
Vektor: X — 4 = ta.

Folglich heiBt die Geradengleichung:

X=A-+ta (Abb. 32).
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Dieser Sachverhalt wird an einem Beispiel aus der analytischen Geometrie der
Ebene nachgepriift: 3 N
A =<5 s a=[T7]).
1

-3
x=3+2t t= 2‘) 5

o

y=5+1Tt;

5
y=5+155%;
L AL
y=g* 3

Die Geradengleichung durch zwei Punkte bereitet dann auch keine Schwierig-
keiten mehr: Der Vektor a kann auch durch (B — A) dargestellt werden, was zu
der Gleichung

X=X(t)=A+t(B-A4)
fiihrt.

Um mit der Geradengleichung operieren zu konnen, das heift, um zum Beispiel
den Schnittpunkt zweier Geraden zu ermitteln, muf} folgende Voriiberlegung an-
gestellt werden: Wahrend zwei Geraden einer Ebene, wenn sie nicht parallel laufen,
immer einen Schnittpunkt haben, braucht das im dreidimensionalen Raum nicht
der Fall zu sein (windschiefe Geraden). Im Raum muB nachgepriift werden, ob
die Vektoren (4, — 4,), a, und a, linear abhéngig sind. Diese Bedingung kann aus
der unmittelbaren Anschauung mit Hilfe von Stébchenmodellen gewonnen wer-
den. Ein Beispiel fiir den dreidimensionalen Raum méchte ich anfiihren:

Gegeben seien die Punkte beziehungsweise Vektoren:

-3 -8 1 2
4 -1 3 4
di={ g [idam| g s u=|5 )5 273
1 1 0 0

Die gleichindizierten Stiicke bestimmen jeweils eine Gerade. Nachdem die
lineare Abhiingigkeit durch (4, — A,) = a, + 2 a, nachgepriift ist, wird der Schnitt-
punkt durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen ermittelt:

-3 1 -8 2
4 3 -1 4
X=X(t)= 7 +t 5 =X=X()= _id +1, 3
1 0 1 0
Damit entsteht ein Gleich y von drei Gleichungen mit den zwei

Unbekannten #, und #,. Die dritte Gleichung ist, wie vorher nachgewiesen, eine
Linearkombination aus den beiden anderen Gleichungen:
-3+ t=-8+2t, ; t;,=2t-5
443t =-T+4t,
745t =—4+3t,.
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Daraus folgen f,=2 und ¢, = — 1.
Die Probe ist leicht auszufiihren.

Eine weitere Anwendung ist die Teilung einer Strecke im Verhéltnis A. Der
Punkt X, = 4 + r(B — A) teile den Vektor (B — A) so, daB (X, — A4) das r-fache
von (B — A) ist (Abb. 33). Der zur Ge- A 8
winnung des Teilverhiltnisses benttigte x

Vektor (X, — B) ist das s-fache von i

(B—A). Daraus entsteht die Gleichung: A
r(B—4)—s(B-4)=(B-4) Al
beziehungsweise : r-l18-4
Abb. 33

(B—A)(r—s—1)=0o.
Da die erste Klammer nicht gleich Null sein kann, folgt die Bedingung

r r
r—g8=1; wegen l:;wu'd l=-1_r oder r = — 3=

Damit kann die Geradengleichung fiir jeden Punkt eindeutig als Funktion des
Teilverhiltnisses angegeben werden:

2
X=X =A4- -5 (B-4)

A+AB

Das Teilverhaltnis ist ein Parameter.

Als Anwendung in der ebenen Geometrie berechnen wir den Schwerpunkt eines
Dreiecks (Abb. 34):

Durch die Ortsvektoren sind die Eckpunkte des Dreiecks ABC gegeben. Die
Halbierungspunkte der Seiten werden durch Einsetzen von A= -1 in die

Gleichung X = A4 + t(B—A) gewonnen.
Fiir die Schwerlinien ergeben sich folgende

Gleichungen: H
B+C B+C
x-21 +r<.4——2—), ¥
A+C A+C
Xy = 3 +8 (B = 2 ) H
X,=A+B+t(C—A+B)- ”L
2 2
Um S zu bestimmen, kann man zwei
Gleichungen gleichsetzen und dann unter

Elimination von 7 und s beispielsweise ¢ Abb, 34
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berechnen. Aus den Gleichungen aber ersieht man, daB r— s=f=
Gleichungen erfiillt. Es folgt:

S=%(A+B+C).

| =
g

Hieraus ergibt sich:
SM. SM, SM, 1

8c 84

SB T2°
Deutung des Ergebnisses: 1
Der Schwerpunkt im ebenen Dreieck teilt jede Schwerlinie im Verhaltnis 4= -3

Abb. 35

Als weitere Aufgabe konnte der Inkreismittelpunkst eines Dreiecks als Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden berechnet werden (Abb. 35). Wenn a, b, ¢ die Léngen
der drei Seiten sind, so entstehen die Gleichungen der Winkelhalbierenden :

Xo=A+ lwa;

X, =B+muwp;

Xo=0C + nwy;
wobei die Richtungsvektoren w,, wpg, Wy, aus nachstehender Uberlegung gewonnen
werden :

W = B-4 i C—4 _b(B-4)+c(C-4)

c b be
C-B A-B ¢(C-B)+a(d-B)
wg = t— =
a c ac
Wy = B-C " A-C _b(B-0)+a(4-0) .
a b ab

Nun ist aus der Beziehung 4 + Iw, = B+m wp folgende Gleichung herzu-
leiten:
- (C=B)c+(A-B)a .
ac

e (B—A)bb-:(C—A)czB



Unter Hinzunahme der Dreiecksbedingung (4 — B) = (C — B) + (4 — C) ent-
steht schlieBlich:
I m

Da aber (4 — B) und (4 — C) nicht kollinear sind, folgt, daB die beiden Skalare
verschwinden miissen:
- be N __ac
Satbtc’ " atbrc

Das aber fithrt zum Schnittpunkt der Winkelhalbierenden beziehungsweise zum
Inkreismittelpunkt:

aA+bB+cC

W= a+b+c

An Zahlenbeispielen wird die Verwendung dieser Formel geiibt.

Weiterhin werden folgende Aufgaben gelost:
1. Beweise den Satz: Verbindet man die Ecke eines Parallelogramms mit der Mitte
einer nicht von dieser Ecke ausgehenden Seite geradlinig, so teilt diese Gerade

die nicht von dieser Ecke ausgehende Diagonale im Verhaltnis — %!

2. Beweise, daB die beiden Diagonalen eines Parallelogramms einander halbieren!

6. Ebenengleichungen

Im weiteren Unterricht gehen wir zur Behandlung der P tergleichung der
Ebene iiber:

In der Ebene gibt es zwei linear unabhiingige Vektoren. Unter Verwendung die-
ser beiden Vektoren kann jeder beliebige Punkt Z dadurch erreicht werden, daB
folgende Vorschrift beachtet wird: A 2

Z=A+up+vq (Abb.36).

Das aber ist bereits die Parameter-
gleichung der Ebene. Interessant ist
es nun, fiir die Parameter » und v
gewisse Beschrinkungen anzugeben
und den Sachverhalt geometrisch
zu deuten. Dabei treten Begriffe
wie ,,Halbebene® beziel :
,,ebene Fliche“ auf. Auch solche
Sachverhalte sollten an Beispielen
gezeigt werden.

Die nichste Aufgabe ist das Bestimmen der parameterfreien Form der Ebenen-
gleichung. Ubrigens bereitete das den Schiilern ziemliche Schwierigkeiten.

Ferner kann der Schnittpunkt einer Ebene mit einer Geraden bestimmt werden.
Es gibt hierzu wieder sehr viel Ubungsmoglichkeiten.

Abb. 36
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SchlieBlich folgt zur Festigung und Vertiefung eine Zusammenstellung der bisher
behandelten Formeln und GesetzméaBigkeiten. Dabei werden fiir den dreidimen-
sionalen Raum die Rechts- beziehungsweise Linksorientierung erliutert und fiir
die Vektoren die Begriffe ,,Betrag” und ,,Richtungskosinus® eingefiihrt. Beides
fallt nicht schwer, da geniigend Ankniipfungspunkte aus der elementaren Geome-
trie vorhanden sind.

7. Skalarprodukt und Vektorprodukt

Zur Einfithrung der produktartigen Verkniipfungen zweier Vektoren, das heiBt
zur Behandlung der Operationen ,,skalares Produkt und ,,vektorielles Produkt*,
miissen einerseits die Grundgesetze der Multiplikation von Zahlen, andererseits
Begriffe und Gesetze der Physik (Arbeit, Drehmoment usw.) Ausgangspunkte sein.

Grundgesetze der Multiplikation von Zahlen:
- Die Multiplikation ordnet zwei Zahlen aus einer bestimmten Menge eine be-
stimmte Zahl derselben Menge zu.
Die Multiplikation ist assoziativ: (a-b)-c=a-(b-c).
Die Multiplikation ist in dem Sinne umkehrbar, da8 zu beliebigen @ und b die
Gleichungen a-z=b und y-a = b mit » und y aus derselben Menge existieren.
Die Multiplikation ist kommutativ: a-b = b-a.
- Die Multiplikation ist mit der Addition distributiv verkniipft:
a-(b+c)=ab+ac;(a+d)-c=ac+be.
- Aus a-b = 0 folgt stets entweder @ = 0 oder b= 0 oder a = b= 0 (Gesetz iiber
die Nullteilerfreiheit).
Diese GesetzmaBigkeiten kénnen von den Schiilern erarbeitet werden; sie wer-
den fiir den ,,Aufbau des Zahlbereichs* doch benétigt.

—

®w

o

=3

Vom Begriff der Arbeit ausgehend, wird zuniichst die Kraftkomponente in Weg-
richtung und damit der Projektionssatz dargestellt. Der zwischen den Vektoren
a und b eingeschlossene Winkel wird mit (a, b)
bezeichnet (Abb. 37). Damit wird definiert:
I3 Sind a und b zwei Vektoren, so bezeichnet
man den Ausdruck a-b als ,,skalares Produkt*,
inneres Produkt  beziehungsweise ,,Punkt-
produkt*. Es ist gegeben durch:

(a,6) |

Abb, 37 a.-bD=a.b.cos(a,b).

Mit Hilfe dieser Definition wird nun der Reihe nach die Giiltigkeit der Gesetz-
méBigkeiten 1 bis 6 auch fiir die Verkniipfung von Vektoren nachgepriift und da-
bei festgestellt: 4, 5 gelten, die anderen nicht. Damit ist gerechtfertigt, nur von
»produktartigen Verkniipfungen* zu sprechen. Bei der Beziechung 6 muB deutlich
gemacht werden, daB entweder |a| oder |b| oder cos(a,b) gleich Null ist. Das
letatere fithrt ohne Einschrinkung zur Feststellung:

Aus a.b=0 folgt a Lb.
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Dariiber hinaus wird festgelegt, da$8 der Nullvektor auf jedem beliebigen anderen
Vektor senkrecht steht.

Um auch dann zwei Vektoren skalar miteinander multiplizieren zu kénnen,
wenn sie in Koordinaten gegeben sind, muf3 das skalare Produkt zweier Einheits-
vektoren bestimmt werden. Die Betrige der Einheitsvektoren sind gleich 1, das
Produkt zweier zueinander senkrechter Einheitsvektoren ist gleich 0.

Damit ergibt sich die Aussage:

a-b=(a,e; +a,e,+a,eg). (b, e, +by,es+ b eg)
=(a.b.) ey + (a,b,) ex + (a:b:) e5.
In der ersten Ubungsaufgabe berechnen wir den Winkel, den die Vektoren

2 -3
-2 4
a= 1) b= 0
0 0
einschlieBen. Dazu leiten wir die Formel cos(a,b)= b _ her und wenden

sie bei der Losung der Aufgabe an. la]- 0]

g

o

Co - Normali-
komponente

o

Parallet-
homponente

Abb. 38

Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir nun die Zerlegung eines Vektors z in
Parallel- und Normalkomponente beziiglich des Vektors a rechnerisch erfassen
(Abb. 38). Es ist: T=th s x=Aatl

Wir ermitteln den skalaren Faktor 4, indem wir mit a skalar multiplizieren.
Wegen a 1 xq folgt: aex=aedata-z;

UL IR EF SO a-x
i 2L e

Diese Uberlegung benutzen wir, um die Hohenvektoren im Dreieck

1 -3 2
2 5 -1

A= 5] B=| _ BE C= g | = berechnen (Abb. 39).
1 1 1
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13
Abb. 39 B

Als letzte Anwendung fiir das Skalarprodukt betrachten wir die Formeln:

(a+b)*=a%+2ab+b%
(a—b)%=a2-2ab+b?;
(a+Db)-(a—b)=a2-b2

Diese Formeln werden zunichst aus der Definition des Skalarproduktes bewie-
sen. Dann bedeutet die erste Formel einfach den Kosinussatz der ebenen Geometrie.
Nun erlaubt das Ganze eine geometrische Deutung:

Abb, 40

Die Ausdriicke (a + b)2 und (a — b)? seien die Diagonalen eines Parallelogramms
(Abb. 40). Durch Addition der beiden ersten oben stehenden Gleichungen kann
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der Satz: ,,Jm Parallelogramm ist die Summe der Diagonalenquadrate gleich der
doppelten Summe der Seitenquadrate* bewiesen werden.

Durch den Ansatz |a| = |b| beziel ise a? — b% = 0 beweisen wir die Aus-
sage: ,,Jm Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.*

Fiir das Vektorprodukt wird von der Definition ausgegangen:

Sind a und b zwei Vektoren, so nennen wir v das ,,vektorielle oder das J,aufere
Produkt* oder das ,,Kreuzprodukt' der beiden Vektoren a und b, in Zeichen v = a x b,
wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1.|v| = |al-|b|-sin (a, b);

2.v1q;

3.010b;

4. 1st |v| > 0, so ist a, b, v ein rechtsorientiertes Dreibein des Raumes (Abb. 41).
Die Bezieh 1. kann g isch gedeutet werden:

Der Betrag des Kreuz-

produktes ist gleich der Map-
zahl des Flicheninhalts des
von den beiden Vektoren a

und b aufgespannten Par-
allelogramms.

Weiterhin interessiert der
Ausdruck |a x b!=0.

Die Schiiler erkennen:
Der Betrag des Kreuzpro-
dukts ist dann gleich 0,
wenn entweder einer der
beiden Vektoren a und b der
Nullvektor ist oder wenn die beiden Vektoren a und b Nullvektoren sind oder
wenn die beiden Vektoren a und b zueinander parallel sind.

‘Werden die sechs GesetzméBigkeiten der Multiplikation von Zahlen betrachtet,
so stellt sich heraus, daB bei der Bildung des Vektorprodukts nur 5. erfiillt ist.
Also kann auch hier wieder nur von einer ,,produktartigen Verkniipfung® ge-
sprochen werden. Um zur Koordinatendarstellung des Vektorproduktes zu ge-
langen, miissen wir alle moglichen Kreuzprodukte der Einheitsvektoren beriick-
sichtigen :

Abb. 41

X e = D; €Xe =—€; €Xe = g;
e X €= @5 eXe= D; € X e =—e;:
epX eg=—@; X €= €; €3 X e = 0.
Ausgehend von der Komy tendarstellung zweier Vektoren, ist obige Zu-

sammenstellung bei der Produktbildung zu beachten. Das ergibt also:
axb=(a.e;+a,e,+a:e) x (b.e;+b,e,+b;e;)

=(ayb: —a.by) ey + (@: b, — ab.) e, + (2. b, — a, b,) ;.
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An dieser Stelle fand ich Zeit, die vereinfachende Schreibweise mit Hilfe von

Determinanten einzufiihren.

Um den Begriff ,,Determinante‘‘ mit bereits bekanntem Stoff zu verkniipfen,
wurde in zwei Stunden die Losung eines inhomogenen Gleich 'y , Zu-
nichst von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten, spiter von 3 Gleichungen mit

3 Unbekannten, betrachtet.
Unter Verwendung der Determi
Darstellung des Vektorprodukts:

hreibweise ergibt sich also folgende

e e €

axb=|a, a, a
b, b, b

Als erste Anwendung berechnen wir den Flicheninhalt des Dreiecks
1 5 3
C=

A= ; B=

- 2 00

2 4
4 71
1 1

Hierfiir gilt: 1
F=?{(B-A)X(C-A)\.

Als Losung ergibt sich:

& & de,+6e,+24
(B-—A)x(C—-A4)=| 4 2 3 |- Satdat+ta
'2 6 —2 —18¢; + 8¢, — 4e;.

(B—A)x(C’—-A):-Fz%.32,9=16,45.

Weiterhin berechnen wir die Oberfliche eines Tetraeders, das gegeben ist durch:

0 1 0 0
0 i 1 0
A=Vo i B=lo )i 9|0 )s P2
1 1 1 1
0=3F, +F,;
‘ e € e3|
Fi=[(C-A)x(B-A)|=0 1 0 |=|-¢|=1;
| 00
e € e
Fy=|(C-B)x(D-B)|=| -1 1 0 |=|e;+e+e|=13.
-1 01
Damit lautet das Ergebnis: 0=%‘(3+ ]/5)
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