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YVORWORT

Durch die Einfiihrung der Lehrplanwerkes der zehnklassigen allgemeinbilden-
den polytechnischen Oberschule erhiclt der Unterrichtsabschnitt ,,Proportionen*
erhohte Bedeutung. Es ist zu begriien, daB sich viele Lehrer und pidagogische
Wissenschaftler in den Schuljahren 1959/60 und 1960/61 der methodischen Be-
arbeitung dieses wichtigen Stoffgebietes zuwandten.

Die Ergebnisse der entsprechenden Untersuchungen zeigten zweierlei: erstens
ist die MaBnahme richtig, das selbstiindige und geschlossene Unterrichtsgebiet
,.Dreisatzrechnung‘‘ durch die intensivere Behandlung der Lehre von den Pro-
portionen zu ersetzen; zweitens sind fir den Unterricht in Klasse 7 im wesent-
lichen drei verschiedene Wege fiir die Behandlung dieses Stoffgebietes gecignet.
Durch das zur Zeit giiltige Lehrbuch ,,Rechnen, Messen, Konstruieren — Sieben-
tes Schuljahr* (Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1959), das ,,Metho-
dische Handbuch fiir den Lehrer — Mathematikunterricht* (Volk und Wissen
Volkseigener Verlag, Berlin 1960) und den vorliegenden ,,Methodischen Beitrag*
sollen die drei Wege zur Diskussion gestellt werden. Die Praxis muB erweisen,
welche Art der Behandlung des Lehrplanabschnittes ,,Proportionen’ optimale
Erziehungs- und Bildungserfolge bewirkt. Das Deutsche Pidagogische Zentral-
institut bittet hiermit alle Lehrer um kritische Hinweise und Einschétzungen zu
den zur Diskussion stehenden drei methodischen Hauptwegen.

H. Junge / Dr. F. Neigenfind
Wissenschaftliche Mitarbeiter des
Deutschen Padagogischen Zentralinstituts



EINLEITUNG

Im Rahmen der pulyt('(-hnischen Bildung und Erzichung, des Kernstiicks der
gesamten Bildung und Erziehung in der xu/l.\lnlm hen Schule, sind im Mathe-
mnukuntounht \\u,hu gc \ufbabcn zu lésen.

Der Unterricht in dor sozialistischen Produktion hat gezeigl, dal den Schiilern
friihzeitig solide mathematische Grundlagen vermittelt werden miissen. Nur dann
lernen die Schiiler in der Praxis 'ulftrctondv Probleme auch nach ihrer logisch-
mathematischen Seite hin sehen und mathematische Iilfsmittel richtig einsetzen.

Die Mathematik ist nicht nur in dieser Weise von unmittelbarer Bedeutung
fiir die polytechnische Bildung und Erzichung, sie ist es auch mittelbar als Hilfs-
wissenschalt der Naturwissenschaflten, insbesondere der Physik. Die Naturwis-
senschaften gehéren zu den wichtigsten Grundlagen der industriellen Produktion.

Dem Physikunterricht kommt ein bedeutender Platz im Fachunterricht un-
serer zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule zu. Der
Mathematikunterricht hat unter anderem die Aufgabe, solche mathematischen
Begrilfe und Verfahren rechtzeitig bereitzustellen, mit deren Hilfe die Schiiler
im Physikunterricht zu tieferem Verstindnis und planméBiger Anwendung der
Naturgesetze gelithrt werden konnen.

Ein sowohl fiir den Mathematikunterricht als auch fiiv den Physikunterricht
besonders wichtiger Begrilf ist der der Proportionalitit. Unser giiltiger Lehrplan
gibt uns die Moglichkeit, diesen Begriff seiner Bedeutung entsprechend zu behan-
deln. Der hier vorliegende methodische Beitrag soll dem Lehrer dabei helfen, er
ist also fiir den Lehrer, nicht fiir die Hand des Schiilers bestimmt.

Nach einem einleitenden Kapitel, das aufl die Bedeutung der Lehre von den
Proportionen und von der Proportionalitiit hinweist, werden im 2. und 3. Kapitel
die mathematischen Sachverhalte und ihre Anwendungen ohne Riicksicht auf
unterrichtsmethodische Belange zusammengestellt. Dabei werden auch Beispiele,
die iiber den Rahmen unseres gegenwiirtigen Lehrplans hinausgehen, besprochen.
Der methodische Teil beginnt mit dem 4. Kapitel. Diese Darstellungsform wurde
gewiihlt, weil der Lehrer, um seinen Mathematikunterricht wissenschaftlich ein-
wandfrei aufbauen zu kénnen, die Sachverhalte unabhiingig von schulischen
Belangen kennenlernen und daraus SchluBfolgerungen fiir den Unterricht ziehen
sollte. Nur dann wird er den Schulstolf vorurteilslos priifen, die fachlichen und
erzieherischen Schwerpunkte erkennen und das betreffende Unterrichtsgebiet
dementsprechend gestalten.




1. Bedeulung der Proportionalitiit, des Verhiilinisses und der
Proportionen fiir die Erkenntnis von Natur und Gesell-
schaft und fiir das tigliche Leben

Bei der Erkenntnis von GesctzmiBigkeiten, die in der Natur und im gesell-
schaftlichen Leben bestehen, und bei der Formulierung der entsprechenden
Gesetze spielt die Proportionalitiit einc wichtige Rolle.

Am hiiufigsten bedienen sich die Physik und die Chemie des Begriffs der Pro-
portionalitit. Folgende Beispicle sollen dies zeigen: Bei der gleichformigen
Bewegung ist der zuriickgelegte Weg der dazu benétigten Zeit proportional.
Wird ein Stab oder Draht in axialer Richtung gedehnt, so ist in cinem bestimmten
Bereich (bis zur Proportionalititsgrenze) die Léngenzunahme proportional der
dehnenden Kraft. Beim Erwiirmen verschiedener Kérper aus gleichem Material
um einen bestimmten Temperaturbetrag sind die dazu notwendigen Wirme-
mengen den Massen der Kérper proportional. Beim ebenen Pendel ist die Schwin-
gungsdauer der Quadratwurzel aus der Pendellinge proportional. Bei idealen
Gasen ist bei konstantem Volumen und konstanter Temperatur der Druck pro-
portional der Gasdichte. Die Reaktionsgeschwindigkeit eines chemischen Prozesses
ist der Zahl der ZusammenstdBe der reagicrenden Molekiile proportional.

Aber auch in der politischen Okonomie spielte und spielt der Begrill der Pro-
portionalitit cine groBe Rolle. So nahmen Adam Smith und David Ricardot
irrtimlich an, daB die Nachfrage nach Arbeitskriften proportional mit der
Produktion wachse. In Wirklichkeit verdriingt die kapitalistische Akkumulation
den Arbeiter durch die Maschine. Dagegen gilt in der politischen Okonomie des
Sozialismus ein Gesetz von fundamentaler Bedeutung, das eine Proportionalitat
aussagt, das Gesetz von der planmiBigen und proportionalen Entwicklung der
Volkswirtschaft. In ihm wird festgestellt, daff ein normales Funktionicren der
sozialistisehen Wirtschaft davon abhingt, daB zwischen ihren einzelnen Zweigen
bestimmte Proportionen bestehen, die planmiBig hergestelll und cingehalten
werden miissen. Allerdings werden sich diese Proportionen mit der Zeit verdndern,
aber doeh so, daB in jedem Zeitpunkt das Gesetz gilt. So mul} sich die Konsum-
tionsmittelindustrie cines Landes proportional zu sciner Produktionsmittelindu-
strie entwickeln. Dies gilt auch fiir die einzelnen Produktionszweige: Ein starkes
Anwachsen der Rohstoffindustric zum Beispiel mull einc proportionale Ent-
wicklung aller anderen Produktionszweige nach sich zichen.

Gesetze der Proportionalitit wirken in allen Bereichen des wirtschaftlichen
Lebens. So miissen zwischen Arbeitslohn und Arbeitsproduktivitiit, zwischen
dem Gesamteinkommen der Bevilkerung und der produzierten Warenmenge
usw. bestimmte Proportionen gewahrt werden. Innerhalb des gesamten sozia-

1 Smith, englischer Staatswirtschaftslehrer und Begriinder ciner neueren Nationaldkonomie,
1723 —1790. Ricardo, englischer Nationalikonom, 1778 —1823, dessen Wertlehre Karl Marx
wesentliche Anregungen gab.



listischen. Weltsystems muB die Volkswirtschaft jedes cinzelnen Landes nach
dem Geselz von der planmiBigen proportionalen Entwicklung auf die Entwick-
lung der Volkswirtschalt aller anderen sozialistischen Linder abgestimmt wer-
den. Wenn also in cinem sozialistischen Land cine spezielle Industrie stirker
entwickelt wird (zum Beispiel die chemische Industrie in der DDR), so'muB dies
iiber die Landesgrenzen hinweg planmiillig zu einer proportionalen Entwicklung

der gesamten Volkswirtschaft auch in den anderen sozialistisehen Liandern fiilren.

| DIE STAHLERZEUGUNG IN DER SOWJETUNION UND IN DEN USA (in MillonenTonnen)

I SOWJETUNION
=TI

1913 1929 1938 1950 1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1965
Abb. 1

Auch in der Statistik wird der Begrill der Proportionalitit viel verwendet. Das
obenstehende Schaubild (Abb. 1), das die Stahlerzeugung in der Sowjetunion
und in den USA in einzelnen Jahren gegeniiberstellt, veranschaulicht die cin-
zelnen Zahlen durch Rechteckstreifen von gleicher Breite, deven Hohen diesen
Zahlen proportional sind. Auch bei anderen Formen graphischer Darstellungen,
gleich ob dabei Kreissektoren oder Strecken zur Veranschaulichung benutzt
werden, liegt meist die Proportionalitit zugrunde.

In der Technik und im tiiglichen Leben findet die Proportionalitit gleichfalls
viele Anwendungen: Beim Bohren ist die Sehnit

hwindigkeit dem Durch-
und seiner Drehzahl proportional. MaBstibliche VergriBe-
rungen sl
sie zu den Grundlagen des technischen Zeichnens und wird bei Entwiirfen und
Modellen in der Bau- und Mobelindustrie gebraucht, aber auch bei bildlichen
Wiedergaben von ( i
deren Gebieten. Die aul Proportionalit
rung findet im Schiff- und Flugzeugbau cine bedeutsame Auwendung: Reynolds

messer des Bohre

rungen und Verklein

ensich aul die Proportionalitit. Daher gehirt

sgenstiinden aus der Biologic. der Geographie und aus

gestiitzte dreidimensionale Vewkleine-

hat 1883 gezeigt, dafl die Ergebnisse von Versuchen im Windkanal mit verklei-
nerten Modellen unter gewissen Bedingungen aul veale Verhiltnisse ibertragen
werden kénnen.

Auch kiinstlerische Wiedergaben stiitzen sich oft auf die Proportionaliti.

Wie tiel vorwissenschaftliche Vorstellungen von proportionalem Wachsen oder
von der Proportionalitil zwischen Ursache und Wirkung in unserem Denken ver-
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ankert sind und wieweit sie uns bei der Erfassung der Realitdt und bei unserem
Handeln leiten, liBt sich schwer feststellen. Jedenfalls deuten Schiilerfehler auf
eine Vorliebe fiir den Proportionalansatz hin, da er oft auch dort benutzt wird,
wo er nicht amPlatze ist.

Proportionalitit wird sprachlich in verschiedener Weise ausgedriickt: ,,Eine
GréBe hingt proportional von einer anderen ab®; ... nimmt proportional mit
einer anderen zu (ab) . wiichst (nimmt ab) im gleichen Mafle wie .. oy
e.. im gleichen Verhdltnis .,das Verhiltnis zwischen ... ist eine
feste Zahl*.

Sehr hiufig tritt in den Natur- und Gesellschaftswissenschaften, in der Tech-
nik, in der Wirtschaft und im Uiglichen Leben auch der Begrill der umgekehrten
Proportionalitit auf. Dies sollen folgende Beispiele zeigen: Die Lingeninderun-
gen, die gleich lange Driihte aus gleichem Material durch die gleiche Kraft er-
fahren, sind in bestimmten Bereichen den Querschnitten der Drihte umgekehrt
proportional. Die Kraft, mit der sich zwei ungleichnamig elektrisch geladene
Kugeln anziehen, ist dem Quadrat des Abstandes ihrer Mittelpunkte umgekehrt
proportional. Haben Rechtecke mit verschiedener Linge und Breite gleichen
Flicheninhalt, so sind die Breiten den Liingen umgekehrt proportional. Haben
bei einem Zahnradgetriebe zwei Zahnrdder verschiedene Durchmesser, so ver-
halten sich die Drehzahlen umgekehrt wie die Durchmesser und auch umgekehrt
wie die Anzahl der Zahne. Soll eine bestimmte Materialmenge durch Lastkraft-
wagen abtransportiert werden. so steht die Anzahl der erforderlichen Wagen im
umgekehrten Verhiltnis zum Fassungsvermogen der Wagen.

Auch hier werden verschiedene Redewendungen benutzt. Neben den oben
gebrauchten findet man folgende Ausdriicke: ,,... umgekehrt proportional zu

.. wachsen (oder abnehmen); ,umgekehrt proportional abhiingen von ... 43
,.sich im umgekehrten Verhiltnis dndern wie ... %

Dic angefiilhrten Beispiele sollten nur einen vorlidufigen Eindruck, kein voll-
stiindiges Bild von der Bedeutung der Proportionalitit geben. In vollem Umfang
kann die Wichtigkeit dieses Begriffs erst beim systematischen Ordnen der An-
wendungen erfait werden. Das setzt aber verschiedene Begrillserlauterungen
voraus, die in Kapitel 2 gegeben werden.

In enger Verbindung mil dem Begrill der Proportionalitit steht der Begrilf
Verhdlinis, der bereits oben verschiedentlich auftauchte. Schon fir sich betrach-
tet, stellt er ein wichtiges Mittel zum Vergleichen und Messen verschiedener
Grofien dar, dessen sich auch die Gesellschaftswissenschaften und die Publizistik
gern bedienen. So lesen wir, dall sich die Mengen des in der Sowjetunion in den
Vergleichsjahren 1960 und 1953 geernteten Getreides verhalten wie 8 zu 5. Die
Produktion von Zement in der Rumiinischen Volksrepublik wird nach den Kenn-
ziflern des Sechsjahrplans bis zum Jahre 1965 so weit gesteigert sein, daB sie
sich zu der Produktion von 1960 verhilt wic 2,3 zu 1. Auch in der Chemie wird
der Verhiltnisbegrilf hiiuflig benutzt: Chemische Elemente verbinden sich nach
festen Gewichtsverhiltnissen. Verbindet sich ein Element A in mehr als einem
Verhiltnis mit cinem Element B, so stelien die Gewichtsmengen von B, die sich
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mit der gleichen Gewichtsmenge (d. h. mit den gleichen Massen) von A verbinden,
im Verhiltnis kleiner ganzer Zahlen. Das sogenannte Molekulargewicht eines
Stoffes ist eine Verhiiltniszahl, bezogen auf Sauerstoll gleich 16.

DaB eine Verhiltnisbildung vorliegt, tritt nicht immer deutlich in Erscheinung.
Wenn es zum Beispiel heiit, daB sich in der Volksrepublik China die Kohle-
produktion im Jahre 1957 gogcnul\el dem Jahre 1949 vervierfacht hat, so liegt
das Verhiltnis 4 zu 1 vor. Uberall dort, wo gesagt wird, daB eine GroBe sich
vervielfacht oder auf einen Bruchteil rt-d\lzmll, ist der Sachverhalt auch durch
ein Verhiltnis ausdriickbar.

In den oben angefithrten Beispielen hatten die GroBen, die ins Verhiltnis
gesetzt wurden, gleiche Benennung. Vielfach treten aber auch Verhiiltnisbil-
dungen zwischen GréBen mit verschiedener Benennung auf. So wird in der
Geographie von dem Verhiltnis der Einwohnerzahl eines Landes zu der bewohn-
ten Fliche gesprochen, in der Wirtschaft von dem Verhiltnis der Produktion an
Milch zu der entsprechenden landwirtschaftlichen Nutzfliche, von dem Verhiilt-
nis des Fleischverbrauchs zur Bevolkerungszahl usw. Uberall, wo von einem
Pro-Hektar-Ertrag, von einem Pro-Kopf-Verbrauch oder dergleichen gesprochen
wird, liegt eine solche Verhiiltnisbildung zugrunde.

Von groBer Bedeutung fiir die Praxis sind Proportionen, das heilt Gleichungen
zwischen Verhiltnissen. Sie werden vielfach zu Berechnungen gebraucht und
machen die frither in der Schule betricbene Dreisatzrechnung iiberfliissig.

Uberall, wo Proportionalitit vorliegt, kénnen mit Hilfe von Proportionen aus
gegebenen Zahlen andere errechnet werden. In der Chemie ist das zum Beispiel
bei stochiometrischen Messungen der Fall. Proportionen werden in der verschie-
densten Weise verwendet, je nachdem welchen Charakter die Gleichung zwischen
den beiden Verhiiltnissen trigt. Auch darauf kann erst im néchsten Abschnitt
eingegangen werden.

In Technik, Wissenschalt, Wirtschaft und im tiglichen Leben findet die Pro-
zentrechnung, die sich, wie spiiter gezeigt wird, auf eine ganz bestimmte Propor-
tion stiitzt, breite Anwendung. Sie dient dem Vergleichen und Messen von Ver-
hiltnissen. Jeder Wirtschaftsbericht enthilt cine Fiille von Anwendungen der
Prozentrechnung, zum Beispiel: Rund 88 Prozent des gesamten in unserer
Republik im Jahre 1960 verbrauchten Zements und rund 10 Prozent des ver-
arbeiteten Walzstahls sind fiir Neubauwohnungen zur Verfiigung gestellt worden.
80 Prozent der vom VEB Carl Zeiss Jena hergestellten Hauptgerite tragen das
hochste Giitezeichen der Deutschen Demokratischen Republik. Die Miete fiir
Geschéftsrdume in Westberlin ist am 1. Mérz 1961 bis zu 150 Prozent erhsht
worden. In den einzelnen Wissenschaften wird der Prozentbegriff zur Priizisierung
von Verhiiltnissen verwendet: Die Aufgliederung der Bevélkerung in bestimmte
Gruppen, etwa in Altersklassen, wird in Prozenten ausgedriickt; Stihle werden
durch den prozentualen Anteil von Kohlenstoff, Nickel, Chrom, Wolfram usw.
charakterisiert; die Feuchtigkeit der Luft wird in Prozenten der Sittigungs-
feuchtigkeit gemessen. Im umseitigen Schaubild® aus dem ,,Neuen Deutschland*
vom 27. Januar 1961 (Abb.2) werden die prozentualen Anteile des sozialistischen
Weltsystems an der Weltproduktion in den Jahren 1929 und 1959 durch Recht-
ecke dargestellt. Weitere Anwendungen der Prozentrechnung liefert die Tages-
presse in reichlichem MaBe.

3 Das Schaubild welst cinige Miingel anf, die auf Seite 63 erdrtert Werden.
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ler Begriffe Proportionalitit,
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2. Mathematische Sachverhalte beim Verhiltnisbegriff, bei
Proportionen und bei der Proportionalitit

Jetzt sollen die Begriffe Proportionalitiit, umgekehrte Proportionalitiit, Ver-
hiiltnis, Proportion zuniichst in mathematischer Bezichung niher untersucht
werden.s Ohne damit eine Reihenfolge der unterrichtlichen Behandlung festzu-
legen, sei mit der mathematischen Klirung des Verhdltnishegriffs begonnen.

Der mathematische Ausdruck fiir das Verhiiltnis zweier Zahlen ist ein Quotient.
Dieser kann mit Hilfe des Doppelpunktes oder des Bruchstrichs (als Divisions-
zeichen) geschrieben werden. Bei Verhiltnissen findet sich meist der Doppel-
punkt.

Das Verhiiltnis dient, wie bereits gesagt, dem Vergleich zweier GriBen. Die
verglichenen Zahlen heifien ,,Glieder des Verhiiltnisses. Wenn zum Beispiel
bekanntgegeben wird, daB die Jahresproduktion von Zellulose und Halbzellulose
in der Volksrepublik Bulgarien von 18000 t im Jahre 1959 auf etwa 135000 t imn
Jahre 1965 steigen soll, so kann einmal die Produktionssteigerung durch Bildung
der Differenz angegeben werden: Die Produktion wird um 135000t — 18000,
also um 117000 t, steigen. Wirkungsvoller wird das Wachsen aber durch die
Verhiltnisbildung ausgedriickt: Die Produktion im Jahre 1965 soll sich zur Pro-
duktion im Jahre 1959 verhalten wie 135000 zu 18000, kurz geschrieben:

Produktionyggs : Produktionjgsg = 135000: 18000.5

Bei Angabe dieses Verhiiltnisses brauchen aber die verglichenen Zahlen nicht
in Erscheinung zu treten. So hiitte die Steigerung der Produktion auch durch
das Verhiiltnis 15:2 beschrieben werden kénnen, denn 135000: 18000 und 15:2
stellen gleiche Quotienten dar. Da 15:2 angenihert 8 ist, wird daraus ersichtlich,
daB sich die Produktion nahezu verachtfachen soll. Man kann Verhiiltnisse also
wie Briiche kiirzen und erweitern. So kann das auf Scite 8 des ersten Kapitels
genannte Verhiltnis 2,3: 1 auch als 23: 10 geschrieben werden. ;

Bisweilen wird der Betrag, um den eine GroBe wiichst, also die Differenz
zwischen End- und Anfangswert, in Bruchteilen des urspriinglichen Wertes an-
gegeben; dann kann das Verhiltnis des Endwertes zum Anfangswert leicht
berechnet werden. Zum Beispiel erfuhren wir aus der Presse, daB die Getreide-
produktion in der RSFSR, der grofiten Republik der Sowjetunion, im Jahre
1961 um etwa ein Siebentel gegeniiber 1960 gesteigert werden sollte. Fithren wir
zur Abkiirzung den mit einem Index versehenen Buchstaben E fiir den Ernte-

4 Bei allen Ausfiihrungen dieses Kapitels sollen nur reelle, von Null verschicdene Zahlen zugrunde

gelegt werden.

5 Eigentlich liegt hier schon eine Proportion vor, wenn auch keine mit Zahlenverhiltnissen. Mit
Riicksicht auf den Schulgebrauch soll aber dabei nur das Verhiiltnis beachtet werden.
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ertrag ein und driicken wic den Frtrag von 1961 in Bruchteilen des Ertrages
von 1960 aus, so erhalten wir:

. 8
a0 + = Eyo60 = i Eyg960

Eigar =
Fiisgis Biggor=0 £

Der Ernteertrag von 1961 wird sich also zum Ernteertrag von 1960 verhalten
wie 8:7.

Von mathematischer Seite gesehen, ist es gleichgiiltig, ob gleich oder ungleich
benannte Zahlen ins Verhiltnis gesetzt werden. Betrachten wir beispielsweise
das Verhiiltnis der Einwohnerzahl N der Volksrepublik China zur Zahl I der
Quadratkilometer ihrer Boden(liche. Aul rund 9700000 km? wohnen etwa
600000000 Chinesen. Also ist:

N:F = 600000000 : 9700000 (Menschen je km?).

Es ist zu beachten, daB in der Mathematik von allen substanticllen Besonder-
heiten abstrahiert wird. Daher sind bei den Gliedern eines Verhéltnisses die Be-
nennungen wegzulassen, sofern nicht die Belange eines bestimmten Fachs, etwa
der Physik, eine besondere Form wiinschenswert erscheinen lassen. Jedenfalls
sollte eine Schreibweise wie:

600000000 Menschen : 9700000 km?
zugunsten der oben gewiihlten Torm vermieden werden.

Bisher kamen als Verhaltnisglieder nur ganze oder gebrochene rationale Zahlen
vor. Bilden wir aber in der Kreislehre das Verhiltnis von Kreisumfang zu Durch-
messer, das heiBt, setzen wir die zugehorigen MaBzahlen ins Verhltnis, so tritt
die irrationale Zahl 7 auf. Wir fragen daher jetzt nach dem Zahlcharakter des
Verhiltnisses a:b in den verschiedenen méglichen Fillen. Es bestehen nach Fuf-
note 4 von S. 12 folgende Moglichkeiten:

4. a und b sind beide rationale Zahlen,
2. a und b sind beide irrationale Zahlen,
3. eines der beiden Glieder ist cine rationale, das andere eine irrationale Zahl.

Zu 1: Sind a und b rationale Zahlen, so ist ihr Quotient wieder eine rationale
Zahl. Sind a und b in Form von Briichen gegeben, so kann der Quotient nach
den Regeln der Bruchrechnung wieder als Bruch dargestellt werden. Beispiels-

weise betrachten wir cinen Produktionsvorgang, der bisher 1—4— Stunden bean-

1
spruchte, aber nach Einfihrung ciner Verbesserung nur noch 17 Stunden

7 3 71 6

dauert. Die Zeiten verhalten sich wie 1—-:
A
Speziell kann der Quotient eine ganze Zahl sein, dann nimlich, wenn der Divisor

12
cin Teiler des Dividenden ist, zum Beispiel in——: = = 4:1. Es kann aber auch
2
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bei der Division ein endlicher oder unendlicher Dezimalbruch entstehen : so fithrt
bei dem zweiten oben stehenden Beispiel die Division aul N: F = 61,8659 . . .
Bei Fortsetzung der Division mulB [rither oder spiiter eine Periode erscheinen;
denn ein unendlicher Dezimalbruch ist dann und nur dann eine rationale Zahl,
wenn er periodisch ist.6 In dem vorlicgenden Fall wire es jedoch sinnlos, so
lange weiterzurechnen, bis die Periode erscheint.

Zu 2: Es seien jetzt sowohl a als auch b ireational.

Line irrationale Zahl kann nicht als Quotient zweicr ganzer rationaler Zahlen
dargestellt werden.” Dennoch kann der Quotient aus zwei irrationalen Zahlen
cine rationale Zahl scin. Zum Beispicl ist « eine irrationale Zahl®. Simtliche
Vielfachen von m sind ebenfalls irrationale Zahlen. Wird das Verhiiltnis aus dem
Umlang eines Kreises mit dem Radius 1 em und cines Halbkreisbogens des
gleichen Kr Quotient der beiden irrationalen
MaBzahlen 27+ 1 und 7 - | die Zahl 2, also cine rationale Zahl.

let, so ergibt sich

Das Verhiltnis von zwei irvationalen Zahlen kann aber auch eine irrationale
Zahl sein. So ist das Verhiltnis der Malizahlen von Umfang und Durchmesser

fiir jeden Kreis 7, also irrational. Wird }ll als Kreisradius gewiihlt, so sind in dem

genannten Verhiltnis dic Zahlen in beiden Gliedern (27 - 12 und 2 ¥2)
chenso wie der Quotient (‘;r) irmtional EEbenso sind Verhiltnisse wie ]/7- }/E
Il‘l‘dll()lldl dnlb \ulmllma ]/aﬁ }l ist aber wieder rational wegen

56 : 1//—% V7 V/= =32, »

Zu 3: Ls sei a rational, aber b gleich ciner irrationalen Zahl g.

Jetzt ist der Quotient stets eine irrationale Zahl. Wire nimlich der Quotient
a:§ rational, so kénnte er als Quolient zweicr ganzer rationaler Zahlen p und g
dargestellt werden:

o ([

q v it

das heilit, § wiire entgegen der Vorausselzung eine rationale Zahl. Es ist klar,

dall auch 3 : a nicht rational sein kann.

Eine nette Hlustration des hier vorliegenden Sachverhalts lefert das folgen de
mathematische Scherzgedichtd, das das ., Verhiltnis™ ciner rationalen Zahl zu
einer irrationalen behandelt:

Vgl etwa Lemon-Schoenebery:
Leipzig 1952

7 Vgl.: Rechnen, Messen, Konstruicren, achies Schuljahr. Volk und Wissen Volkscigener Verlag,
Berlin 1959, 5. 151 11,
und: Mathematik, Lehrbuch fir die neunte Klasse der Obeeschule. Volk und Wissen Volks-
cigener Verlag, Berlin 1939, 8. 104 If.

s Vgl.: Rechnen, Messer
lag, Berlin 1939, . 16

9 Verfusser ist Mubert Cremer. Erschienen ist das lier aus dem Gedichtnis wicdergegebene
Gedicht in der Sammlung seiner Gedichte ., Der Hiiufungspunkt .

Vom periodischen Dezi bruch zur Zahlentheoric. Teubner,

Konstruicren, sicbentes Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Vers
.
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Die Zwei und ihr Logarithmus,
die liebten cinander gar sehr.
Ein rationales Verhéltnis,

das war ihr ganzer Begelr.

Sie kamen zum strengen Gelehrten.
Der sprach kategorisch: ,,Nein!

Ein rationales Verhiltnis

kann zwischen cuch nimmermehr sein.

Denn du bist solch Transzendenter
vom Zahlenproletariati0;

und du bist als einzige gerade

die erste vom Primzahlenstaat.**

Sie rang voll Verzweiflung dic Hinde.
Doch er erwiderte schnell:

,, Will’s rational auch nicht gehen,

so geht es doch sicher reell!*

Und gibt der erritenden Schonen
geschwinde den Hochzeitskul.
Und das ist der kurzen Geschichte
nicht ganz moralischer Schlub.

Als niichster Begriff soll die Proportion in mathematischer Beziehung unter-
sucht werden. Wie oben schon erwahnt wurde, ist die Proportion eine Gleichung
zwischen zwei Verhiltnissen; a: b = ¢ : d. Die Zahlen a, b, ¢, d heillen in dieser
Reihenfolge das 1., 2., 3., 4. Glied der Proportion, a und b werden als Vorder-
glieder, ¢ und d als Hinterglicder, a und d als AuBenglieder, b und ¢ als Innen-
glicder der Proportion bezeichnet. Durch Multiplikation der Proportion mit b - d
ergibt sich die Produktgleichung a - d = ¢ - b.it Umgekehrt kann jede Gleichung
der Form u-z=v - w aul mehrere Arten in eine Proportion umgewandelt
werden: i
w:iv=w:zoderu:w=v:zoder viu=2z:woderw:u=z:v.

Dazu kommen die vier Proportionen, dic dus diesen durch Vertauschung der
Seiten entstehen.

Da eine Proportion zugleich mit ihrer Produktgleichung richtig oder falsch ist,
kann die Giltigkeit einer Proportion an Hand der Produktgleichung kontrolliert
werden.

Wer zum Beispiel bei der Proportion 4: 7 = 68: 119 nicht auf der rechten Seite
die Zahl 17 als gemecinsamen Teiler erkennt, gelangt sicher iber die Produkt-
gleichung zur Priifung der Richtigheit der Proportion.

10 Der Logarithmus von 2 ist cine transzendente Zahl. Das Wort ,,Zahlenproletariat** ist eine
Anspielung darauf, daB es im mengentheoretischen Sinn bedeutend mehr transzendente als
nichttranszendente reelle Zahlen gibt. Alle transzendenten Zahlen sind irrational. Niheres vgl.
Perron: Irrationalzahlen. De Gruyter, Berlin 1947, 8. 170 ff.

11 Man vermeide das an den Alt handel eri de Wort ,,Pr leich it
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Aus einer gegebenen Proportion a:b = c:d kénnen, wie oben angegeben,
durch geeignete Vertauschung der Glieder sicben weitere Proportionen gebildet
werden, die simtlich dieselbe Produktgleichung haben, némlich:

a:c=Db:d; b:a=d:c; c:a=d:b; c:d=a:b;
b:d=a:e: di:ec=b:a; d:b=c:a.

Auf nicht so unmittelbar einsichtige Weise kénnen aus der Proportion
a:b=c:d noch weitere Proportionen hergeleitet werden. Da Proportionen
Gleichungen sind, kann mit ihnen in der bekannten Weise operiert werden;
beispielsweise kann auf beiden Seiten der Gleichung 1 addiert werden:

a:b=c:d; | +1

a (o
B kA=l

a4+ b c+d
b 4 °
oder: (a4+b)-d=(c+d)-b.

Entsprechend gelangen wir durch Subtraktion von 1 in a:b=rc:d zu der
Proportion:

(@a—b):b=(c—d):d.

Dividieren wir die beiden letzten Gleichungen durcheinander, so entsteht wieder
eine neue Proportion:

(a4b):(a—b)=(c+d):(c—d),

falls wir voraussetzen, daBl bei der Subtraklion keine Nullen entstanden waren.
Die Herleitung dieser Proportionen aus der Proportion a:b=c:d wird als
.. korrespondierende Addition‘ bezichungsweisc ,,korrespondierende Subtraktion*
bezeichnet.22 Jede der neu gewonnenen Proportionen lifit die obengenannten
sieben Vertauschungen zu. In vielen Liillen erreicht man dadurch Erleichterungen
beim Errechnen einer in einer Proportion enthaltenen Unbekannten.

Wie oben erwiihnt, ist eine Proportion eine Gleichung. Nun kann cine Gleichung
zu drei in logischer und mathematischer Bezichung villig verschiedenen Kate-
gorien gehoren. Sie kann némlich
1. eine ldentitit,

2. eine Bestimmungsgleichung,
3. eine Funktionsgleichung

sein. Dies gilt auch fiir Proportionen.

12 Eine diesbeziigliche Anwendung auf Proportionen an Vicleckumfingen findet man in dem
Methodischen Beitrag Nr. 1 — ,,Aufbau des Planimetricunterrichts®. Volk und Wissen Volks-
eigener Verlag, Berlin 1960, S. 38.

15



1. Eine Identitit kann numerischer Art scin, etwa die Gleichung 3 4 4=7.
Eine zu dieser Kategorie gehérende Proportion ist zum Beispiel 2:3 =6:9.
Proportionen dieser Art bringen nur das Kiirzen oder Erweitern von Verhilt-
nissen zum Ausdruck.

Eine Identitit muB aber nicht an bestimmte Zahlen gebunden, sondern kann
allgemeingiiltig sein wie die bekannten binomischen Formeln, beispielsweise
(a4 b)2 = a2+ 2 ab 4 b2 Auch solche Identitiiten kénnen bei Proportionen
auftreten. So ist a:b = ka: kb cine fiir alle & und alle b =0, k= 0 richtige,
also allgemeingiiltige Proportion.

2. Eine Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten x ist eine Aussageform mit
der Variablen x. Die Aussageform geht durch Einsetzen gewisser Werte des
Grundbereichs fiir die Variable in eine richtige Aussage iiber. Das Lisen der
Bestimmungsgleichung bedeutet die Bestimmung der Losungsmenge, also einer
Teilmenge des Grundbereichs. Bei linearen Gleichungen enthilt sie in der Regel
nur ein einziges Element. Bestimmungsproportionen sind lir Berechnungen sehr
wichtig und nehmen in den meisten Lehrbiichern fiir den Mathematikunter-
richt cinen breiten Raum ein. Jede Dreisatzaulgabe, gleich ob mit direktem oder
indirektem Verhaltnis, kann durch eine Bestimmungsproportion gelost werden.
Zum Beispicl heiBe die Aufgabe:

30 kg Edelobst kosten 60 DM. Wieviel kosten 20 kg?

Die Preise verhalten sich wie die Obstmengen:
x: 60 = 20: 30.
Die Ausrechnung liefert:
x:60=120:30: |60
x = 40.
20 kg Edelobst kosten 40 DM.

Es sei noch cin Beispiel mit umgekehrtem Verhiltnis hinzugefigt:

20 Arbeiter brauchen fiir eine bestimmte Ausschachtung 4 Stunden. Wie lange
brauchen 23 Arbeiter?

Die Zahl der Stunden ist der Zahl der Arbeiter umgekehrt proportional.

x 14 =120:23; | -4
20 . 4
T I
80
x =335
x=35.

5
23 Arbeiter brauchen fiir dic Ausschachtung nur etwa 3+ Stunden.

Bestimmungsproportionen kinnen nur dann angesetzt werden, wenn entweder
zwei Paare direkt proportionaler oder umgekehrt proportionaler GrobBen vorliegen.
Bei Aufgaben dieser Art wird auch von der Bestimmung der .,vierten Proportio-
nalen gesprochen. Damit wird ausgedriickt, daB zu drei gegebenen Zahlen
diejenige vierte Zahl x bestimmt werden soll, die, mit den gegebenen in richtiger
ise verkniipft, zu einer giiltigen Proportion fithrt. Die Stellung von x ist be-




liebig. Der Terminus ,,vierte Proportionale™ driickt also eine bestimmte Beziehung
zwischen den vier Gliedern einer richtigen Proportion aus.

3. Es bleibt noch die Frage offen, ob cine Proportion auch eine Funktionsgleichung
sein kann. Das ist der Fall, und zwar licgt hier eigentlich der in wissenschaftlicher
Bezichung interessanteste und wesentlichste Fall der Lehre von den Proportionen
vor, der uns zur Lehre von der Proportionalitiit fithren wird.

Eine Funktionsgleichung driickt die eindeutige Zuordnung der Elemente ciner
Menget® W (Wertevorrat) zu den Elementen einer Menge D (Definitionsbereich)
aus. Es sei x ein Element aus D. dem durch die Zuordnung f genau cin Element
y aus W zugeordnet ist. Dafiir ist auch folgende Schreibweise iiblich: y = f(x):
x wird darin als unabhiingige, y als abhingige Variable bezeichnet.4 Eine Pro-
portion, die eine Funktionsgleichung darstellt, hat entwederdie Formy: x =c: 1
oder die Form y: | = ¢ x, wobei ¢ eine von x unabhingige Konstante darstellt,
withrend x ein Element aus dem Definitionshereich, y das x zugeordnete Element
aus dem Wertevorrat ist.

Zur Erliuterung diene das oben!s angefithrte Beispiel der Ausdehnung eines in
axialer Richtung gespannten Drahtes. Die Lingenzunahme, die der Draht unter
dem EinfluB der Kraft x erfihrt, sei mit y bezeichnet. Dann.besteht die Propor-
lion y: x : 1, wobei ¢ eine in gewissen Grenzen von der Kraft unabhiingige,
fiir das betreffende Material typische Konstante ist. Dieser Fall wird spiteri6 ge-
nauer behandelt werden. Wenn die Proportion in die Form y = ¢ - x gebracht
wird, so gelangt dic funktionale Abhiingigkeit noch besser zum Ausdruck. Jedem
x aus einem gewissen Definitionshereich ist durch diese Funktionsgleichung genau
ein y aus dem Wertevorrat zugeordnet, im Beispiel also eine ganz bestimmte
Liingenzunahme. Der Definitionshereich ist erstens durch die sogenannte Pro-
portionalitiitsgrenze, das ist dic obere Grenze fiir den Betrag der Kraft, bei dem
noch proportionale Verlingerungen auftreten, begrenzt. Werden fiir die Kraft
groBere Werte cingesetzt, so gilt die Funktionsgleichung nicht mehr; bei weiterer
Steigerung der Kraft reiBt schlieBlich der Draht. Zweitens kommen fiir die
Betriige der Kraft nur Zahlen, die groBer oder gleich Null sind, in Frage. Der
Definitionsbereich liiBt sich experimentell ermitteln. Der Wertevorrat ist einc
bestimmte Menge nichtnegativer Zahlen. Die durch die Proportion y:x=c: 1
amsgedriickte funktionale Abhingigkeit ist die der dirckten Proportionalitdt von
v zu X, auf die im folgenden Abschnitt niher eingegangen wird.

Als zweites Beispiel diene die Abhiingigkeit der Lingenzunahme voun Drihten
von ihrem Querschnitt. Anfangslinge, Material und Kraft werden konstant ge-
halten. Versuche zeigen, daB innerhalb gewisser Grenzen eine Verdoppelung des
Querschnitts zur Halbierung der Lingenzunahme, eine lalbierung des Quer-
schnitts zur Verdoppelung der Langenzunahme usw. fithrt, kurz, daB die Lingen-
zunahme umgekehrt proportional zur Verinderung des Querschnitts ist. Be-
zeichnen wir diese mit x, die Lingenzunahme wieder mit y, so heifjt in diesem
Fall die Funktionsgleichung v: | = ¢: x, wobei jetzt ¢ vom Querschuitt unab-

13 Niiheres iiber Mengen vgl.: Lnzyklopidie der Elementarmathematik. Deutscher Verlag der
‘Wissenschaften, Berlin 1954, Teil I, S. ff.,
und Dr. Asser: Einfiihrung in die héhere Mathematik. Padagogische Hochschule Potsdam,
Fernstudium der Oberstufenlehrer, 1955, 1. Teil, S. 1 ff.

1 Nﬂllsres iiber den Funktionsbegriff vgl.: Enzyklopidie, a. a. 0., S. 69 ff., und Asser, a.a. 0.
5.22.

15 Vgl S. 6
16 Vgl. S. 22 ff.
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hiingig ist.17 Die durch die Funktionsgleichung y: 1 = c: x ausgedriickte funk-
tionale Abhingigkeit ist die der umgekehrten Proportionalitit.

Beide Fille, die direkte und die umgekehrte Pmporhonalltat sollen im fol-
genden genauer behandelt werden.

Zuniichst soll die direkte Proportionalitit unabhiingig von den bisher behandelten
Begriffen des Verhiiltnisses und der Proportion betrachtet werden.

Die Aussage: ,,Eine Gréfie Yist ciner GroBe X direkt proportional*‘ (geschrieben
-Y ~ X)), ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir folgenden Sachverhalt: Jedem
einzelnen Element x der Menge X entspricht genau ein Element y der Menge Y
vermoge cinerGleichung y = ¢ - x . Fiir die unabhiingige Variable kénnen belie-
bige Werte aus X eingesetzt werden. Der von x unabhéingige Term ¢, der eventuell
noch von anderen Parametern abhiingen kann, wird als Proportionalititsfaktor
bezeichnet.

Bei der Anwendung der Proportionalitiit kommen folgende beide Moglichkeiten
in Betracht: Die Menge X kann ein kontinuierlich zusammenhiingender Bereich
sein. So ist im Weg-Zeit-Gesetz s = v - t fiir die gleichféormige Bewegung die
Liinge Y (in. der Formel s) des zuriickgelegten Weges proportional zur Zeit X
(in der Formel t); Y ~ X. Dabei konnen die einzelnen Zeiten x einem konti-
nuierlich zusammenhéngenden Bercich X entnommen werden; dann gehéren
die zugehérigen Weglingen y einem kontinuierlich zusammenhiingenden Be-
reich Y an.

In vielen Fillen aber, in denen von Proportionalitit gesprochen wird, sind fiir
die unabhiingige Veriinderliche x diskrete, das heiBt einzelne isolierte Zahlen
einzusetzen; oft kommen nur endlich viele in Frage. Das bedeutet, daB fiir
die Veriinderliche x nur die Gieder ciner Folge xy, x5, X3,... einzusetzen sind.
Zu jedem x, gehért dann genau ein yp: zwar ist dieser Fall in der zuerst an-
gefiithrten Erklirung der Proportionalitiit einbegriffen, doch sei fiir ihn eine be-
sondere Definition gegeben, da einerseits bei der Einfiihrung des Begriffs der
Proportionalitit in Klasse 7 der Funktionsbegriff noch nicht zur Verfiigung
steht, andererseits die mecthodische Behandlung das mathematisch Wesent-
liche herausarbeiten soll.

Eine Folge y, y5. v, ... heiBit proportional zu der Folge x|, Xj, X3, ...
(y ~ x), wenn es cinen von allen x, unabhiingigen Faktor ¢ gibt, so daB fiir alle n
gilt:
¥n=-c¢ - Xp. Dieser Faktor ¢ heit Proportionalitatsfaktor. Durch Multipli-
kation mit ¢ kénnen aus gegebenen x-Werten die zugehérigen y-Werte berechnet

werden. 18

Wenn in der Physik auf Grund von Versuchen MeBreihen aufgestellt werden,
liegen stets mindestens zwei Folgen mit endlicher Gliederzahl vor. Natiirlich ist
dabei durchaus nicht immer die eine Folge zur anderen proportional.19 Als Beispiel
fiir Proportionalitiit bei endlicher Gliederzahl der Folgen diene erneut die Lingen-
ausdehnungteines gespannten Drahtes unter dem EinfluB einer Kraft. Die x-Folge
gebe die Gewichte der angehiingten Massenstiicke, gemessen in kp, die y-Folge
die zugehérigen Lingenzunahmen, gemessen in mm, an. Innerhalb der oben
bezeichneten Grenzen gilt y ~ x.20

17 Vgl. FubBnote 16.

18 Bei diesen d die Fi lied X undy; stets unbenannte Zahlen. Auf
Benennungen soll bei den A: d (S. 25 ff.) werden,

19 Vgl. die Beispiele von S. 50, 57 ff.

20 Vgl. S. 17.
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Kehren wir jetzt die Fragestellung in dem letzten Beispiel um: Welche Kraft
,muf} an dem Draht wirken, damit cine bestimmte Liingenzunahme hervorgerufen
wird? Hier werden wir aufl die Umkehrfunktion der vorher betrachteten Funktion
gefiihrt. Die in mm angegebene Lingenzunahme stellt jetzt die unabhiingige
Verinderliche dar und soll mit x bezeichnet werden; die in kp gemessene Kraft
wird zur abhiingigen Veriinderlichen und sei mit y bezeichnet. Auch jetzt liegt
Proportionalitiit vor: y ~ x. Das ergibt sich ohne besondere Versuche aus der
Gleichung y = ¢ - x. Der ncue Proportionalititsfaktor in der  Gleichung

1
x hat den Wert C = =

Wegen y = x, x = y liBt sichalsosagen: Aus y ~ x folgt x ~ y. Der Mathe-
matiker sagt dafiir: Die Proportionalitiit ist symmetrisch.

Hiufig wird noch von einer anderen Eigenschaft der Proportionalitiit Gebrauch
gemacht, die an folgendem Beispiel erlidutert werde: Ich erwarte cine Anzahl (x)
von Giisten. Jedem von ihnen mochte ich einc bestimmte Menge (y) von Apfeln
anbicten, und ich iiberlege, wieviel Geld (z) ich fiir die Apfel ausgeben muB. Es
werde y in kg, zin DM angegeben. Dann ist z proportional za y, y ist proportional
zu x, kurz geschrieben: z = cqy, y = ¢pX also z = cyeqx = ex ; das heiflt, das
fir die Apfel aufzuwendende Geld ist proportional zur Anzahl der Giiste. All-
gemein gilt: Wenn eine GréBe z einer Grofie y, die GroBe y ciner Grofle x pro-
portional ist, so ist auch die Grofe z proportional zur GroBe x, und der Pro-
portionalitiitsfaktor ist gleich dem Produkt der beiden gegebenen Proportionali-
titslaktoren. Diese Eigenschaft wird als Transitivitit bezeichnet. Bei Berech-
nungen wird héufig von ihr Gebrauch gemacht, zum Beispiel, wenn die Kosten
fiir den Farbanstrich einer Fliche crmittelt werden sollen: Der Preis ist der ge-
brauchten Farbmenge proportional, diese der Flichengrofe, also ist der Preis der
Flichengréfe proportional.

Fiigt man die hier sclbstverstindliche Beziehung der Reflexivitiit hinzu, daB
jede GroBe sich sclbst proportional ist (der Proportionalititsfaktor ist hier
gleich 1), so zeigt sich, daB die Proportionalitit eine sogenannte Aquivalenz-
relation 2! ist, die fir die Mengen aller Folgen erklirt ist. Als Aquivalenz-
relation bezeichnet man eine fiir je zwei Elemente einer Menge erklirte Be-
ziehung, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Bekannte Beispiele fiir
Kquivalenzrelationen liefern die Kongruenz und Ahnlichkeit von Figuren,
iiberhaupt alle sogenannten geometrischen Verwandtschaften, die Inhalts-
gleichheit von ebenen Figuren, die Volumengleichheit von Kérpern, die
Parallelitiit von Geraden, die zahlentheoretische Kongruenz (das ist die Eigen-
schaft zweier Zahlen, den gleichen Rest bei Division durch eine bestimmte
Zahl zu besitzen) und viele andere mathematische Beziehungen, vor allem
natiirlich die gewéhnliche Gleichheit. Jede Aquivalenzrelation fiihrt zu einer
Einteilung der Gesamtmenge in Klassen derart, dafl jedes Element einer und
nur einer Klasse angehort. Jede Klasse besteht dann aus untercinander dqui-
valenten Elementen der Gesamtmenge, und jedes von ihnen charakterisiert
seine Klasse cindeutig. So vertritt ein bestimmtes Dreieck die ganze Klasse
der zu ihm kongruenten Dreiecke. Elemente cin und derselben Klasse kénnen
also in gewisser Beziehung identifiziert werden.

Die Proportionalitiit bedeutet eine Klasseneinteilung simtlicher Folgen. Will
ich zum Beispiel allgemeine Eigenschaften einer Funktion untersuchen und

Niheres iiber Aqui jonen vgl.: Enzyklopidie, a.a. 0., S. 7L If. und S.136 ff. und
Asser, a.a. 0., 5. 30 ff.
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zeichne ich zu diesem Zweck ihr Bild in ein Koordinatensystem mit gleich-
miiig unterteilten Achsen, so wird die Allgemeinheit der Untersuchung nicht
ht‘cmtrachhat dadurch, daf} ich die .1licmhencn auf den Achsen irgendwie
festlegen muB; denn alle gleichmiiBigen Teilungen fithren auf proportionale
Folgen.

Bisher wurde nur die unmittelbare Proportionalitiit ciner Gréfle zu einer
anderen untersucht. Sehr hiulig ist aber eine GroBe proportional ciner Funktion
einer anderen Grofle. Zum Beispiel finden wir im Physiklehrbueh fiir Klasse 10
den Satz: .Der Querschnitt F cines abgegrenzien, von ciner punktférmigen
Lichtquelle ausgehenden Lichtstrahlenbiindels ist proportional dem Quadrat
des Abstandes a von der Lichtquelle. I ~ 2222 Bei Gewichtsberechnungen von
Wiirleln tritt die Proportionalitit des Gewichts G zur dritten Potenz der Kunten-
linge a auf, G ~ a3

Wirkt eine Kralt vom Betrag I auf cinen Massenpunkt. der nur auf ciner Kurve
beweglicluist, und schlieBen Kraltrichtung und Kurve jeweils den Winkel o ein,
so ist der Betrag der Kraftkomponente in Richtung des Weges " = F - cos a.
Bei konstantem I ist also F’ proportional zu cos .

Machen wir uns diese Sachverhalte wieder mit Iille von Folgen klar. Es sci x
die unabhiingige Verinderliche, fir die die Glieder einer Folge x|, xy, X3, ... cin-
gesetzl werden konnen. Es sei [(x) eine gegebene Funktion von x, etwa x2 oder
cos x. Der Folge der x, entspricht cine Folge vy = f(xy), also [(x,). f(xg), ...
I2s sei nun z wiederum cine zu y proportionale Folge. Es gibt also eine von x un-

abhiingige Zahl ¢ devart, daB fiie alle n jetzt 2y = ¢ - [(xy) ist. also z; = ¢ - f(x;).
zy = ¢ - [(xy). ... Jelzt liegen also drei Folgen vor:
Xp.
v = I(x),
Zp =€ - Ny
oder zp =c¢ - [(xp0 wieli

Fiir das vorhin genannte Beispiel des Wirfelgewichts bedeuten in dieser
Schreibweise x5 die Wiirfelkantenlingen. v, die Wiirfelvolumen, z, die Wiirfel-
gewichte mit ¢ als Wichte. In solchen Fillen wollen wir von verallgemeinerter
Proportionalitiit sprechen; denn die direkte Proportionalitit ist offenbar mit der
identischen Funktion y = [(x) = x, also z = ¢ - x. darin enthalten.

Von besonderer Bedeutung der Spezialfall, daB die Funktion durch

1 ]
f(x) = e gegeben ist. Dawit sind wir zur wmgekehrten Proportionalitit gelangt,

die schon auf Seite 8 erwiihnt wurde und die sich jetzt als Spezialfall der verall-
gemeinerten Proportionalitiit erweist. Wir betrachten zum Beispiel die Abhiingig-
keit der fiir eine bestimmte Arbeit nétigen Zeit z (in Stunden gemessen) von der
Zahl x der Arbeiter. Innerhall gewisser Grenzen fihrt Verdoppelung der Zahl
der Arbeiter auf Halbierung. Verdreifachung auf Dreiteilung der ;\rhvils'/.vil usw.

Kurz: Die Arbeitszeit z ist zu— proportional. Die in Frage kommende Funktion

22 Lehrbuch der Ph; fiir die Oberschule — Zehntes Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1938, S, 68,
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1
ist {(x) = —. Der Deutlichkeit halberseien die drei Folgen noch einmal zusammen-
gestellt.
Anzahl der Arbeiter:

1
f(x) = < also: vy

Arbeitszeit in Stunden: 7y =¢- —. 2y ek
‘\l X2

Der Proportionalitiitsfaktor ¢ bedeutet diejenige Anzahl von Stunden, die ein
cinziger Arbeiter fiir die Arbeit bendligl. Damit ist die umgekehrte Proportio-
nalitit aufl die dirckte Proportionalitiit zum reziproken Wert der unabhingigen
Veriinderlichen zuriickgeliihrt.

Hiufig tritt in der Physik aucl die verallgemeinerte Form der Proportionalitit

mit der Funktion y = aul.

Zum Beispicl ist beim Gravitationsgesetz und beim Coulombschen Gesetz die
anzichende Kraft dem Quadrat des Abstandes der Massen bezichungsweise
l.adungen umgekehrt proportional.

Wir haben uns bisher nur mit solchen Fiillen beschiiltigt, bei denen cine Grobe
zu ciner cinzigen anderen proportional war. Funktionen mil nur einer unab-
hiingigen Verinderlichen sind aber in den Naturwissenschalten relativ selten. In
der Regel hiingt cine beobachtete Grofle von mehireren unabhiingig voneinander
derlichen GriBen ab. Beispiclsweise wird der Ohmsche Widerstand eines
Drabtes dureh Linge, Querschnitt und Material bestimmt, also durch drei von-
cinander unabhiingige GroBen; die Schwingungsdauer cives Pendels hiingt von
der Pendellinge und von der an dem betreffenden Ort bestehenden Fallbeschleu-
nigung ab.

An verschiedenen Stellen unserer Physikbiicher finden wir Aussagen folgender
Art: Die Grifie y ist sowoll der Grobe x” als auch der Grofie x” proportjonal, also
ist sie auch deren Produkt x” - x’ proportional. Zumn Beispiel werden zwei MeB-
reihen durchgefiihrt, um die Abhingigkeit des Ohmschen Widerstandes R eines
Drahtes von der Linge 1 und dem Querschnitt A festzustellen. s zeigt sich, dafy

im ersten Fall Proportionalitit zu | besteht, im zweiten Proportionalitit zu %

1 1
Daraus wird geschlossen, daBl R proportional zu dem Produkt 1 Ty ist; R~ \ 2

Oder: Die Arbeit des elektrischen Stromes ist proportional zur Stromstiirke 1,
zur Spannung U und zur Zeit t, also ist sic auch dem Produkt I - U - t propor-
lional.2 Das Hookesche Gesetz lautet: Die Verlingerung Al cines Drabtes unter
dem EinfluB einer Kraft I ist proportional der Ausgangslinge 1, proportional
zu I und wmgekehrt proportional zam Querschnitt A, mithin ist Al auch

1
proportional zum Produkt aus I, ' und \ ;AL ~ 1. N %
23 Vgl.: Lehrbuch der Physik fiir dic Oberschule — Zehntes Schuljahr. Yolk und Wissen Volks -
eigener Verlag, Berlin 1938, S. 139.
24 Vgl.: Physik, ein Lebrbuch [iir das achte Schuljahr. Volk und Wissen Volkscigener Verlag,
Berlin 1960, S. 163 I.
% vgl, §. 22.
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Aussagen dieser Art enthalten ein Problem, das leicht unserer Aufmerksamkeit
entgleitet: Um das Gesetz zu finden, nach dem cine Grole von mehreren anderen
abhiingt, untersuchen wir sic in mehreren Versuchsreihen; bei jeder setzen wir
jeweils nur fiir eine der unabhiingigen Veréinderlichen Werte ein, wihrend wir alle
anderen konstant halten. Dieses Vorgehen hat sich in der Praxis bewihrt und
kann auch mathematisch gerechtfertigt werden.

Nehmen wir an, wir hétten bei jeder Versuchsreihe Proportionalitit festgestellt.
Mit welchem Recht behaupten wir nun, daB8 die abhingige GréBe auch zu dem
Produkt simtlicher unabhingiger GréBen proportional ist? Es kénnte ja ein ganz
anderes Abhiingigkeitsgesetz vorliegen, etwa derart, daf8 die abhingige GroBe
proportional zur Summe der unabhingigen GroBien ist. Im Physikunterricht wird
oft iiber diesen Punkt als Selbstverstiindlichkeit hinweggegangen, obwohl die
Schiiler gar nicht immer von dieser Selbstverstiindlichkeit iiberzeugt sind und
unter Umsténden dadurch das Gefiihl bekommen kénunen, auf unsicherem Boden
zu stehen. Vor dem Weiterlesen versuche der Leser vielleicht folgende Behauptung
zu beweisen, ohne dabei die Hilfsmittel der Analysis zu benutzen: Wenn eine
Folge y den einzelnen Folgen x’, x”, x’”, ... proportional ist, so ist sie ihrem
Produkt proportional. Dabei ist unter dem Produkt x’ - x’* die Folge mit den
Gliedern x”; « x,”, xp" + X3, x3” + x3”", ... zu verstehen, analog die Produkte der
anderen Folgen.

Wir wollen die Richtigkeit dieses Schlusses an Hand des zuletzt erwéhnten
Beispiels (HHookesches Gesetz) erliutern. Nehmen wir an, wir hitten uns durch
eine Versuchsreihe vergewissert, da A1 bei Einwirkung der konstanten Kraft ¥
bei verschiedenen urspriinglichen Langen diesen proportional, daB andererseits
A1 bei gleicher Ausgangslinge 1 der Grélle von F proportional ist, also:

Al~1, Al~F,
(1) Al=cy -1, (1) Al=c,- F.

Wir ziehen vorldufig nur Driihte von gleichem Querschnitt in Betracht und lassen
alle anderen Linfliisse, zum Beispiel die Temperatur, beiscite. Dann sind die
Proportionalitiitsfaktoren ¢; und ¢, keine absoluten Konstanten, sondern Funk-
tionen von F beziehungsweise |, also ¢y = ¢ (F) und ¢y = ¢, (1). Sie erscheinen in
den Gleichungen (1) und (1I) nur dann als Konstanten, wenn F beziehungsweise 1
konstant gehalten werden. Die Lingenzunahme bei ciner Anfangslinge von
1 = 1 Meter soll mit A l(1=1) bezeichnet werden. Setzen wir 1 =1 in (1) ein,
so entsteht:

(1) Alg—yy = c(F).

Aus Gleichung (II) wird:
(1V) Alg— gy =ey(1) - F.

Die rechten Seiten von (III) und (IV) sind also gleich: ¢j(F) = cy(1) - (F).
Diesen Ausdruck setzen wir in die Gleichung A1 = ¢,(F) - 1 ein. Dabei entsteht:

Al=cy(t) - F 1.



Mithin ist die Verlingerung A 1 dem Produkt F - 1 proportional. Der Propor-
tionalititsfaktor ist nimlich von F und von 1 unabhiingig. Wir schreiben das in
der Gleichung:

) Al=c¢;-F-1

nieder.
"Werden nun noch verschiedene Querschnitte A beriicksichtigt, so muB eine

1
entsprechende Betrachtung [ﬁrX durchgefiihrt werden, die dem Leser iiberlassen
sei. Sie fiihrt schlicBlich auf:

F.1
Al=a. —/—.

Der Proportionalititsfaktor a ist, wenn I in m, A in mm?, F in kp gemessen
werden, der Elastizititskoeffizient des betreffenden Stoffes.

Der allgemeine mathematische Beweis daliir, daB aus der Proportionalitit zu
mehreren unabhiéngigen Grofen die Proportionalitit zum Produkt aller dieser
GroBen folgt, verliuft entsprechend, so daB hier auf ihn verzichtet werden kann.

Wenn also experimentell festgestellt wird, daBl einec GrioBe y von zwei anderen
GroBen x” und x” proportional abhingt, so ist sie auch deren Produkt x” - x”
proportional. Dieser mathematische Sachverhalt berechtigt dazu, sich auf zwei
Versuehsreihen zu beschrinken, bei denen einmal x” konstant gehalten und x’
verindert wird, das andere Mal umgekehrt. Diese Vereinfachung gibt ein Bei-
spiel dafiir, daB allgemeingiiltige logisch-mathematische Schliisse fiir Unter-
suchungen in der Praxis von groBer Bedeutung sind.

Mit dieser Betrachtung sei der mathematische Teil abgeschlossen. Riickblickend
stellen wir fest: Der Begriff des Verhiiltnisses und der der Proportionalitit lassen
sich unabhingig voneinander erklidren. Zwar kann die Proportionalitit y ~ x,
y = c - x auch durch das konstante Verhiilinis y: x = ¢ ausgedriickt werden.
Die funktionale Zuordnung der Groflen gelangt aber klarer zum Ausdruck, wenn
die Funktionsgleichung in der expliziten Form y = ¢ - x zugrunde gelegt wird.
Eine bestimmte Reihenfolge in der unterrichtlichen Behandlung der Begriffe des
Verhiiltnisses und der Proportionalitiit kann also aus dem mathematischen Sach-
verhalt nicht abgeleitet werden.




3. Uberblick iiber die Anwendungen der Proportionalitil, des
Verhiltnisbegriffs und der Proportionen

3.1. Anwendungen der Proportionalitiit

3.1.1. Anwendungen in der Geomelric

Zuniichst soll nach Anwendungen der Proportionalitiit in der Mathematik ge-
sucht werden. Es wiirde zu weit fithren, hier auf ithre Anwendungen in der Algebra
und in der Lehre von den Funktionen einzugehen, da dann fast die gesamte
Theorie der lincaren Funktion entwickelt werden miifite.

1n der Geometrie wird die Proportionalitit in der Ahnlichkeitslehre angewendet.
Gegeben sei eine eindeutige Abbildung der Ebene auf sich, bei der Punkte in
Punkte, Geraden in Geraden ithergehen; liegt ein Punkt aul einer Geraden, so
liegt sein Bildpunkt auf der Bildgeraden. Eine solche Abbildung (cine ,,Kolli-
neation®) ist speziell eine Ahnlichkeitsabbildung, wenn das Bild a” einer Strecke a
stets eine Liinge 17 hat, die zur Linge 1 voun a proportional ist, das heiit, wenn
stets I’ = ¢ - 1gilt, wobei der Proportionalitiitsfuktor ¢ eine von der Lage und von
der Liinge von a unabhingige, fiir dic Abbildung charakteristische Zahl ist.2
Der Proportionalititsfaktor ¢ heiBit daher hier Ahnlichkeitsfaktor. Bei [¢[>1
entsteht VergroBerung, bei [¢|<<] Verkleinerung, der spezielle Wert [¢[ ==1 be-
deutet einc Kongruenzabbildung. Durch eine Ahnlichkeitsabbildung geht also
jede Folge von Strecken ay, ag, ag. ... stets in cine Folge von Strecken by, b,
by, ... iber, deren Lingen zu denen der ersten Folge proportional sind. Dafiir

_wird auch kurz gesagt, daf ,,die Strecken proportional sind.

Die Streckenproportionalitiit stellt keineswegs einen neuen geometrischen Be-
grill dar, sondern ist cine Anwendung des Begrilfs der Proportionalitit aul
gewisse Zahlen, die als Liingen irgendwelchen Strecken zugeordnet sind. Die
Lage der Strecken an spiclt dabei keine Rolle. Das ist kein Widerspruch zu der
Aussage des Strahlensatzes: Wird ein Strahlenbiindel von Parallelen geschnit-
ten, so sind die Streckenfolgen, dic von den Parallelen und dem Scheitel aufl
den Strahlen erzeugt werden, proportional. Hier spielt die Lage der Strecken
zwar eine Rolle, aber es wird ja nicht die Umkehrung behauptet, dafl propor-
tionale Streckenfolgen stets in der beschriebenen Art auf den Strahlen eines
von Parallelen geschnittenen Biindels liegen miiiten. Der Leser wiihle zum
Beispiel auf einer Landkarte der Deutschen Demokratischen Republik eine
beliebige Streckenfolge, etwa fiir a; die Strecke Berlin—Leipzig, fiir a, dic
Strecke Halle—Dresden, fiir a3 die Strecke Cottbus—Frankfurt, und suche die
cutsprechenden Strecken Dby, by, by aul ciner in einem anderen MaBstab
gezeichneten Karte der Deutschen Demokratischen Republik auf. Die Strecken-
folge der by ist der Folge der an proportional, ohne daB die Lage der einzelnen
an ciner Einschrinkung unterworfen wird. Der Vergréferungs- beziehungs-
weise Verkleinerungsfaktor wird in diesem Falle durch den Quotienten der

8

Diese Erklirung der Ahnlichkeit stimmt iiberein mit der zweiten Moglichkeit der Definition,
die in ,,Methodische Beitrige zum Unterricht im Fach Mathematik, Aufbau des Planimetrie-
unterrichts*'; Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1960, S. 32, genannt ist.
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MaBstibe der beiden Karten bestimmt. Auf die interessanten Anwendungen
des Verhiltnisbegriffs bei affinen Abbildungen kann hier nicht eingegangen
werden.

Ein beliebiges Polygon der Ebene geht durch cine Ahnlichkeitsabbildung in cin
iihnliches iiber, also in ein solches, dessen Seiten zu den entsprechenden Seiten des
Originalpolygons proportional und dessen Winkel den entsprechenden der Ori-
ginalfigur gleich sind.?7 Bei maBstiblichen Zeichnungen von ebenen Figuren wird
von diesen Sachverhalten Gebrauch gemacht. Das Seitenverhiiltnis ist ¢, das Ver-
hiiltnis der Flicheninhalte ¢ Das riumliche Analogon zu der ebenen Ahnlichkeit
findet im Modellbau, speziell in der Flugzeugtechnik, Anwendung.

3.1.2. Anwendungen in der Physik und der Chemie

Bevor wir uns den Anwendungen der Proportionalitit in den Naturwissen-
schaften zuwenden, sei auf eine Schwierigkeit aufmerksam gemacht, die schon oft
zu Meinungsverschiedenheiten zwischen Vertretern der Methodik des Physik-
und des Mathematikunterrichts gefiihrt hat. Wie schon auf Scite 12 gesagt wurde,
rechnet der Mathematiker mit unbenannten, der Physiker aber meist mit be-
nannten Zahlen. In der Physik haben Produkte von MaBeinheiten wie kp -+ m
oder Quotienten wie cm - se¢—? eine reale Bedeutung. Wenn der Physiker von
zueinander proportionalen Gréfen spricht, so treten also in der Regel Folgen
benannter Zahlen auf. Der Proportionalitiitsfaktor ist dann im Gegensatz zu
seinem Gebrauch in der Mathematik auch cine benannte Zahl. Die unten fol-
cenden Beispiele werden dies zeigen.

Das Auftreten der Proportionalitéit in der Physik ist bereits an vielen Einzel-
fillen gezeigt worden. Wir wollen jetzl versuchen, sie nach der Rolle, die dic
Proportionalitit in ihnen spielt, zu ordnen.

In vielen Fillen wird ein Naturgesetzin Form ciner Proportionalitiit formuliert:
im Grundgesetz der Mechanik (,,die Kraft ist proportional der Beschleunigung*),
im Gravitationsgesetz, im Hookeschen Gesetz, in den Faradayschen Gesetzen und
in vielen anderen physikalischen Gesetzen werden Proportionalititen ausge-
sprochen. In all diesen Fillen steht fest, was unter den in den Gesetzen aultreten-
den physikalischen GréBen zu verstehen ist. Von ihrer Messung soll zuniichst
abgesehen werden. Daneben gibt es Fille, in denen die Proportionalitat zur
Definition von physikalischen GroBen herangezogen wird. So wird die gleich-
formige Bewegung dadurch definiert, daf bei ihr Proportionalitit zwischen der
MaBzahl des zuriickgelegten Weges und der MaBzahl der dazu bendtigten Zeit
besteht; s ~ t; s = v - t. Der Proportionalitilsfaktor (Weg in der Zeiteinheit)
dient dabei zur Definition der Geschwindigkeit. — Die gleichmiiBig beschleunigte
Bewegung wird als eine solche definiert, bei der die Geschwindigkeit proportional
mit der Zeit wichst; durch den Proportionalititsfaktor (Geschwindigkeits-
zuwachs in der Zeiteinheit) wird die Beschleunigung angegeben. Die symbolische
Darstellung des clektrischen oder des magnetischen eldes durch Kraftlinien
stiitzt sich in dhnlicher Weise auf die Proportionalitiit: Die Dichte der Kraftlinien
in einem Punkt soll der in diesem Punkt herrschenden elektrischen heziehungs-
weise magnetischen Feldstiirke proportional sein.

27 Die Gleichheil entsprechender Winkel bei der A tnlichkeitsabbildung lith sich bei der hier ge-
wiihlten Definition dieser Abbildung beweisen.



Wir schen hier schon die groBe Bedeutung des Proportionalitiitsfaktors in der
Physik. Betrachten wir die Rolle, die er im cinzelnen spielt, genauer.

Oben war schon davon dic Rede, daB der Proportionalititsfaktor zur Definition
einer neuen physikalischen Grofle (Geschwindigkeit, Beschleunigung usw.) dienen
kann. Dabei hatten wir die MaBeinheiten zuniichst nicht beachtet. Gerade aber
bei der Festsetzung von Mafeinheiten kénnen Proportionalititsfaktoren eine
grole Rolle spielen. Vielfach wird der Proportionalititsfaktor selbst fir deren
Festsetzung verwendet. Zum Beispiel ist die bei der Elektrolyse abgeschiedene
Menge M eines Stolfes nach dem Faradayschen Gesetz der Elektrolyse proportional
zum Produkt aus Stromstirke I und Zeit t; M ~ 1 . t;als GleichungM =c -1 - t.
Der Proportionalititsfaktor ¢, das elektrochemische Kquivalenl des betreffenden
Stoflcs, ist eine Materialkonstante. Sie betriigt fiir Silber l,l18-18%-(3[i]|ig1'31111n
pro Coulomb). Auf Grund der Gleichung fiir M wurde frither die Einheit der
Stromstiirke, 1 Ampere, definiert als die Stiirke desjenigen Stromes, der in einer
Sekunde aus einer Silbernitratlosung 1,118 mg Silber ausscheidet. — Daneben
wird der Proportionalititsfaktor in anderer Weise zur Festsetzung von Einheiten
herangezogen. Eine MaBeinheit, iiber die noch verfiigt werden kann, wird auf
Grund eines physikalischen Gesetzes gern so gewihlt, daB der Proportionalitiits-
faktor den Wert 1 erhilt. Damit gewinnt das betreffende Gesetz eine besonders
cinfache Gestalt. Als Beispiel diene das Grundgesetz der Mechanik: Die Kraft F,
die einer Masse m die Beschleunigung b erteilt, ist sowohl zu m als auch zu b
proportional, also F ~ m - b . Messen wir m in kg, b in m - sec—2 und setzen wir
die Einheit der Kraft als dicjenige Kraft fest, die der Masse von 1 kg die Be-
schleunigung von 1 m - sec—2 erteilt, so nimmt der Proportionalititsfaktor den
Wert 1 an. Diese Einheit der Kraft heiBit 1 Newton. Das Grundgesetz der Mechanik
lautet dann einfach: F = m . b. Kin anderes Beispiel liefert das Ohmsche Gesetz:

U
I=c. " Wird Uin Volt, I in Ampere gemessen, und wird die Einheit des Wider-

standes so gewiihlt, daB bei einer elektromotorischen Kraft von 1 Volt ein Strom
von 1 Ampere flieBt, so wird ¢c= 1. Diese Einheit des Widerstandes heifit 1 Ohm.—
Die Definition von 1 Coulomb als Einheit fiir die Elcktrizititsmenge, von 1 Farad
als Einheit fiir die Kapazitit eines Kondensators und manche andere Definitionen
von MaBeinheiten liefern weitere Beispiele.

In vielen physikalischen Gesetzen stellt der Proportionalititsfaktor eine Mate-
rialkonstante dar, zum Beispiel im oben erwihnten Faradayschen Gesetz, in dem
er das elektrochemische Aquivalent eines Stolfes bedeutet. Auch der Proportio-
nalitiitsfaktor im Hookeschen Gesetzes erweist sich als eine Materialkonstante;
er gibt den Elastizititskoeffizienten des betreffenden Materials an.28 Auch bei der
von Gewicht zu Volumen und von Masse zu Volumen ist der
Proportionalititsfaktor jeweils eine Materialkonstante, ndmlich die Wichte be-
zichungsweise die Dichte. Ebenso steht es bei der spezifischen Wirme, beim
spezifischen Widerstand, bei der Dielektrizititskonstanten und in vielen anderen
Fiillen. Die hier genannten Gréflen treten als Proportionalititsfaktoren in einem
physikalischen Gesetz auf. Ein fiir einen Prozef typischer Proportionalitéitsfaktor
ergibt sich bei dem Gesetz: Die Reaktionsgeschwindigkeit v eines chemischen
Prozesses ist proportional dem Produkt der Konzentrationen [A] und [B] der an

28 Vgl. S. 23.
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der Reaktion beteiligten Stoffe A und B; v ~ [A] - [B]; als Gleichung
v =K . [A] - [B]. Der Proportionalititsfaktor K ist cine bei einer bestimmten
Temperatur durch den ProzeB gegebene Konstante. — Ahnlich steht es bei der
Kraftiibertragung durch eine mechanische Maschine, etwa durch einen Flaschen-
zug. Wird dabei eine Kraft von der Groe umgewandelt in cine Kraft von der
GroBe Fy, so gilt stets Fy ~ Fy, und der Proportionalitatsfaktor ist der Wirkungs-
grad der Maschine, der fiir den Umwandlungsproze typisch ist.

SchlieBlich sind diejenigen Proportionelititsgesetze zu nennen, bei denen der
Proportionalititsfaktor eine unicerselle Bedeutung hat. Hierher gehort das me-
chanische Wirmediquivalent J. Es gibt den Proportionalitétsfaktor bei der Um-
rechnung der Wirmemenge Q, gemessen in Kilokalorien, in die mechanische
Energic W, gemessen in Kilopondmetern, an: W~ Q oder W=J. Q mit
J = 427 kpm/kcal . Ebenso steht es mit der Umrechnung von clektrischer Energie
in Wirmeenergic. Als weiteres Beispicl diene das Volumen V ‘einer beliebigen
Gasmenge, die in einem festen Gefd eingeschlossen sei. Ist n die Anzahl der in
dem Gefil enthaltenen Mole des Gases, so gilt V ~ n. Der Proportionalitétsfaktor
ist das Molvolumen, das fiir alle Gase den konstanten Wert von 22,4 1 hat. Ferner
seien folgende universelle Konstanten genannt, die siimtlich als Proportionalitéts-
faktoren in cinem allgemeinen Proportionalititsgesetz auftreten: die Lichtge-
schwindigkeit, die Gravitationskonstante, die Loschmidtsche Zahl, das Planck-
sche Wirkungsquantum.?

3.2. Anwendungen des Verhiltnisbegriffs
3.2.1. Anwendungen in der Mathematik

Auf interessante Ergebnisse fiihrt die Fallunterscheidung von Seite 12f. in der
Geometrie. Die beiden Glieder a und b des Verhiiltnisses a : b seien Streckenldngen.
Fall 1 (sowohl a als auch b rational) bedeutet die ,»Kommensurabilitit der
Strecken, das heiBt, es gibt cine Strecke mit der Liingem (z. B. das ,,gré3te gemein-
same Mal der beiden Strecken®), die sich in beiden Strecken ohne Rest abtragen
1aBt. Denn das Verhiltnis aus zwei rationalen Zahlen a und b ist wieder eine
rationale Zahl, die als p: q mit ganzzahligen, teilerfremden p und q geschrieben
werden kann. Wird a = m - p, b = m - q gesetzt, so ist m die Linge des groBten
gemeinsamen MaBes. Es geht in a genau p-mal, in b genau q-mal auf. Hat zum

, 3 2
Beispiel die Strecke AA’ die Linge a = 5 dm, BB’ die Lénge b =7dm, soist:

b A 2 21 10 21 . 10
s sgg =gt PERE @SS Py =

. 1
die Streckenlinge m betrigt also I dm.

Ist aber eine der beiden Zahlen, a oder b, irrational (Fall3 auf S.12), so
existiert kein gemeinsames MaB. Die beiden Strecken heifien dann ,,inkommen-

29 Niiheres vgl. im Artikel von I. Manthe und Dr. W. Karsten: Proportionalitit und Proportio-
nalititsfaktor. In: ,,Mathematik und Physik in der Schule®, Heft 9/1960, S.533.
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surabel“.30 Zum Beispiel LBt sich die Diagonale d des Einheitsquadrats nicht mit
seiner Seite a = | messen, es gibt kein gemeinsames MaB. Giibe es nimlich ein
solches, das heiBit, giibe es eine Teilstrecke 2 von a, die ohne Rest sowohl in a
als auch in d abtragbar ist, a = ma’ und d = na’ (m und n ganze Zahlen), so

wiire d : n:m. Nunist aber d:a= a]/ : a, mithin \\':']re‘]/Z n:m. ]/2 ist
aber eine Irrationalzahl, also nicht als Quotient zweicr ganzer rationaler Zahlen
darstellbar. Somit existiert kein gemeinsames Mall von a und d; a und d sind
inkommensurabel.

Allgemein gilt: Zwei Strecken sind genan dann kommensurabel, wenn das Ver-
hiiltnis ihrer Lingen eine rationale Zahl ist.

Eine Lrrationalzahl, néimlich =, ergibt sich auch als Verhélinis vom Umfang |
zum Durchmesser d cines beliebigen Kreises. Also sind auch U und d inkommen-
surabel. Im gleichen Verhiiltnis =: 1 stehen iibrigens auch die Fliche FQ eines
heliebigen Kreises mit dem Radius r und die Fliiche I'— des Quadrats iiber r als
Seite: =

FO s

Es existiert also kein noch so kleines Quadrat, mit dem sich sowohl F‘* als
auch FO messen lassen. 3t e

3.2.2. Anwendungen auflerhalb der Mathematil

Bei allen Anwendungen des Verhiltnisbegrilfes aul nicht rein mathematische
Sachverhalte ist darauf zu achten, ob GréBien von gleicher oder ungleicher Dimen-
sion ins Verhiiltnis gesetzt werden. Je nachdem ist das Verhiiltnis eine unbenannte
oder eine benannte Zahl. Der erste Fall trifft zum Beispiel beim Molekulargewicht
cines Stoffes zu ; es stellt die Masse cines Molekiils, bezogen auf Sauerstoff gleich 16,
dar. Verhiltnisse von gleich dimensionierten GréBen dienen iiberhaupt in der
Regel GroBenvergleichen, wiihrend Verhiltnisse von GréBen verschiedener Di-
mensionen durch die Quotientenbildung aul neuc Begriffe fithren, zum Beispiel
Geschwindigkeit, Wichte, Bevélkerungsdichte, Pro-Kopf-Verbrauch, Hektar-
ertrag usw. Aulden Seiten 25f. wurde aufsolche Definitionen neuer physikalischer
Begrilfe schon eingegangen. Dabei erschien das betrelfende Verhiltnis als Pro-
portionalitiitsfaktor bei einer Proportionalitiit. Uberhaupt finden sich die meisten
Anwendungen des Verhiltnisbegrills in der Physik und der Chemie bei proportio-
nalen Folgen. Es wurde schon im Abschnitt 1 erwiithnt, daB die direkte und die
umgekehrte Proportionalitidt zweier GroBen oft ausgedriickt wird durch die
Aussage, daB sie ,,in gleichem Verhiiltnis** beziehungsweise ,in umgekehrtem
Verhiiltnis® stehen. Diese Verwendung des Verhiltnisbegrilfs bringt also nichts
Neues.

30 Ober die B I der K abilitiit im Unterricht vgl. ,,Planimetric, a. a. 0., 8. 34 ff.
3 7 ist eine transzendente Zahl, das heiBt, © kann nicht Losung einer algebraischen Gleichung

X faxB T ay X ray =0
mit rationalen Zahlen a; sein. Der Beweis dafiir wurde 1882 von Lindemann erbracht. Alle
transzendenten Zahlen sind irrational. Auf der Transzendenz von @ beruht die Unmoglichkeit,
die Kreisfliche allein mit Hilfe von Zirkel und Lineal in ein gle)ch grolles Qumlm! zu ver-
wandeln, Niheres vgl. z. B. Beutel: Die Quadratur des Kreises. Teubner, Leipziy 1.
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