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2. Andlylische Darstellung der euklidischen Geometrie

21.  Die Methode der analytischen Geometrie

21.4.  Andlytische Geometrie und verwandte Disziplinen

Die Methode der analytischen Geometrie besteht darin, mittels eines Koordi-
natensystems eine bijektive Abbildung zwischen geometrischen Objekten und Objekten,
die aus Zahlen gebildet werden, herzustellen. Dadurch entsteht eine neuartige Mog-
lichkeit, im Bereich der Geometrie Schliisse zu ziehen: Man geht von den geo-
metrischen Voraussetzungen eines Schlusses zunichst durch die genannte Ab-
bildung (x) zu Voraussetzungen fiir Zahlen iiber. Aus diesen gewinnt man nach
den fiir Zahlen geltenden Gesetzen SchluBfolgerungen (g), die man abschlieBend
in die Geometrie zuriick iibertrigt (x~!) (vgl. Abb. 2.1).

Der Namo ,,umzlytuche Geomarw“ fiir dieses Verfahren ist mit dem heutigen mathe-

Sp: h des Wortes ,,analytisch‘‘ nicht gut zu erkliren. Er lehnt
sich einerseits an das der Philosophie entnommene Begriffspaar ,,analytisch*—,,syn-
thetisch* an, splegelt also dle Vorstellung wider, da da.s SchluBfolgem fir Zahlen
mehr rech dernd (analysi d) sei, wihrend ein rein geometrisches Schlie-
Ben mehr konstmktlv (synthetisierend) vorgehe So nennt man auch heute noch
geometrische Verfahren dann ,,synthetisch’‘, wenn sie ohne Koordinaten, nur mit
geometrischen Objekten, Satzen und Konstruktionen arbeiten.

Andererseits entspricht der Name ,,analytische G trie‘‘ dem th tisch

Sprwhgebruuch aus der Zeit (etwa bis 1850), als man alle zahlenméBigen Unter-
noch ,»Analysis* nannte. Ma.n untersohled dnrm die ,,analysis

finitorum** (,,Un h des Endlichen*, arith gen) von
der ,,analysis infinitorum* ( (,»Untersuchung des Unendhchen 3 dm‘a.us entste,nd — ur-
spriinglich also als Abkiirzung — der Name Anal; fir Dif 1-, Int
usw.).

]:bemaoh konnte man daran denken, die nna.lytnsche Geometrie heut,e et,wa ,elge-

o' zu zumal sich d trischen U

und Verallgememerungen, die. wesenthch von der . Ana]ysns (1m heuhgen Smne) Ge-
zu einer andigen Disziplin, der Differ lg ie, ausg
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haben. Jedoch ist der Name algebraische Geometrie bereits fiir eine andere neuere
Disziplin iiblich geworden. Diese ist aus der algebraischen Diskussion von sogenannten
Kurven und Flachen hoheren als zweiten Grades entstanden; in ihr werden (oft weit-

hend) verallg, te ,,g trische'* Objekte mit modernen algebraischen und
topologlschen Methoden untersucht.

Voraussetzungen e Behauptung
AAAAAAAAAAAN
fiir Zahlen fiir Zahlen
*® x71
v
Geometrische Geometrische
Voraussetzungen c Behauptung
== Zuordnung vermittels Koordinaten
Mng SchlieBen mit Zahlen (,,Rechnen*‘)
-7 SchlieBen mit geometrischen Objekten
(Sy"““ +icnh g trisches SchlieB )

-1
;bv\lgf\/% analytisch-geometrisches SchlieBen
Abb. 2.1

Daher wird auch heute noch die traditionelle Bezeichnung ,,analytische Geometrie‘
beibehalten fiir die — unmittelbar an das Einfiihren von Koordinaten anschlieBende —
Theorie der sogenannten Gebilde ersten und zweiten Grades. Darin benétigt man als
,,analytischen‘* (d. h. aritk isch-alget hen) Bestandteil h achlich die lineare
Algebra mit ihren Hilfsmitteln (vgl. das sch tisch vereinfacht D)agrumm Abb. 2.2).

In den folgenden Abschnitten soll nach Gewinnung der Koordinaten méglichst
schnell mit Hilfe des Vektorbegriffs der AnschluB an die lineare Algebra hergestellt
werden. Die Aussagen iiber lineare Unterriume (Vektorraume), Gleichungs-
systeme, Matrizen, Determinanten, skalares und vektorielles Produkt aus MfL
Band 3 sollen dann fiir das weitere analytisch-geometrische Arbeiten genutzt
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werden. Die in MfL Band 3 zur Veranschaulichung vorgreifend eingefiigten geo-
metrischen Bemerkungen werden dagegen im folgenden nicht vorausgesetzt.

Differential- Algebraische
geometrie Geometrie
£ AN an

Analysis Algebra
. (Differential-, Topologie
Integralrechnung) Lineare Algebra
(Vektorraume,
Matrizen,
Determinanten)
Il

Y

Analytische Geometrie

Gebilde ersten Grades «—
Gebilde zweiten Grades«' | algebraische Gebilde<{-———-"
1—-> Gebilde héheren Grades

~~4 - nichtalgebraische Gebilde

Abb. 2.2

2.1.2.  Abszissen auf einer Geraden

Fiir die Geometrie auf einer Geraden g vermittelt bereits der Satz von der
Zahlengeraden (vgl. 1.1.4.) eine bijektive Abbildung x:g — R. Die in jenem Satz
willkiirlich auf g zu wihlenden Punkte O, E nennen wir Anfangspunkt (Nullpunkt
oder Ursprung) bzw. Einheitspunkt (Einspunkt). Man nennt das System aus g
und den Punkten O, E (sowie, zuweilen noch mit in die Bezeichnung einbezogen,
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der Abbildung x) ein Koordinatensystem von g. Darin heiBt g die Achse, ferner
OE+*, OE- die positive bzw. negative Halbachse des Koordinatensystems.

Fiir P € g heiit die Zahl x(P) die Koordinate oder Abszisse von P. Besonders
einfach 1Bt sie sich mit Hilfe des Begriffes der gerichteten Strecke AB (Strecke
mit festgelegter Reihenfolge der Endpunkte 4, B¢ g) und ihrer (vorzeichen-
fahigen) Linge m(AB) beschreiben. Diese Léinge m(A4B) ist dadurch definiert,
daB ihr Betrag |m(4B)| := |4 B| gesetzt wird und daB m(4B) im Fall 4 & B,
d. h. |4B| & 0, positiv bzw. negativ sein soll, je nachdem, ob die Strahlen OE*,
AB* gleichorientiert bzw. entgegengesetzt orientiert sind. Wir bemerken, daB
hiernach fiir 4, B, 4’, B’ ¢ g genau dann m(4 B) = m(4’B’) gilt, wenn die Vektor-
gleichheit b(4B) = b(A’B’) besteht; denn die Verschiebungen (Vektoren) sind
die einzigen kongruenz- und orientierungserhaltenden Abbildungen in g.

Nach der Definition von % in 1.1.4. ergibt sich nun: Die Abszisse von P (€ g)
ist die MaBzahl von m(OP), bezogen auf die MaBeinheit m(OE) (= |0OE|). Um
diesen Zusammenhang noch iibersichtlicher zu formulieren, pflegt man in der
analytischen Geometrie den folgenden ,abstrakten Standpunkt der Lingen-
messung‘‘ einzunehmen: Die MaBeinheit |OE| wird der Zahl 1 ,gleichgesetzt*.
Damit hat man jede Linge |AB| bzw. m(4B) mit ihrer Mafzahl ,gleichgesetzt*.
Man ,,schreibt** also die bijektive Abbildung L — R von der Menge L aller Léngen
m(AB) auf die Menge R, die jeder Linge ihre MaBzahl zuordnet, ,,als Identitat‘
L = R. Ein solcher Vorgang des Identifizierens dient in der Mathematik auch
sonst zuweilen zur Vereinfachung der Ausdrucksweise. Von diesem ,,abstrakten
Standpunkt‘‘ aus konnen wir abschlieflend feststellen: Die Abszisse = := %(P)
von P (€ g) tst '

z = m(OP). (1)

2.1.3. Koordinaten in der Ebene und im Raum

In der analytischen Geometrie der Ebene werden die Punkte auf Zahlenpaare
(2, 7,) € R X R abgebildet, in der analytischen Geometrie des Raumes auf Zahlen-
tripel (z;, 25, 23) € R X R X R. Um die Gewinnung dieser Abbildungen weitgehend
gemeinsam zu fassen, bezeichnen wir die Ebene mit R2 und den Raum mit R3. Unter
Verwendung eines Buchstabens n, der die Werte 2 und 3 (spiiter, ab 2.1.4., auch
groBere Werte) annimmt, konnen wir die Zielstellung einheitlich angeben: Die
Punkte des n-dimensionalen euklidischen Raumes R™ sollen auf n-Tupel (z,, ..., T)€R®
abgebildet werden. (Das hochgestellte » bedeutet bei R® die Dimension, bei R®
die Anzahl der ,,Faktoren* in R X -+ X R.) Der Leser formuliere jede von jetzt
an auftretende Aussage iiber den R" in diesem Sinne einmal fiir n = 2, einmal



2.1. Die Methode der analytischen Geometrie 13

fiir » = 3. (Auch der Fall » = 1, also die Gerade R?, 1aBt sich den meisten fol-
genden Aussagen unterordnen, héufig allerdings erst in sinngeméaBer Verein-
fachung.)

Wir wiiblen im BR" eine Gerade g, und auf ihr zwei Punkte O, E, (& 0). Wie in
2.1.2. setzen wir |OE,| = 1. Ist n > 1, so gibt es im R"™ eine zu g, senkrechte
Gerade g, durch 0. Ist n = 3, s0 gibt es im R™ eine zu &(g,g,) senkrechte Gerade g,
durch 0. Auf jeder der Geraden g, (v = 2, 3) gibt es genau zwei Punkte im Ab-
stand 1 von O; je einen von diesen wihlen wir und bezeichnen ihn mit E,. Der
Punkt O heiBt Anfangspunkt (Ursprung), die Gerade g, (v = 1, ..., n) jeweils die
v-te Achse, der Punkt E, ihr Einheitspunkt. Nennen wir die Strahlen OE}, OE;
positive bzw. negative Halbachse von g,, so kénnen wir auf der Geraden g, mit
dieser Orientierung wieder (vorzeichenfihige) Lingen m(4 B) gerichteter Strecken
AB c g, definieren. Das System aus O, den g,, den E, (zuweilen auch noch aus
der zu definierenden Abbildung x) heiBt ein Koordinatensystem des R".

Ist nun P € B gegeben, so wird als Bild »(P) das folgendermaBen gewonnene
n-Tupel (2, ..., ¥4) definiert: Im Fall n = 2 (Abb. 2.3) sei u := g, gesetzt. Die zu
gs perallele Gerade b durch P schneidet % in genau einem Punkt Q. Seine Ko-
ordinate (beziiglich des Koordinatensystems mit dem Anfangspunkt O und dem

9,
T2 P
Xz fz
U 2] a e Abb. 2.3
|

Einheitspunkt E; auf der Achse g,) sei z;. Die zu u parallele Gerade v durch P
schneidet g, in genau einem Punkt T,. Seine Koordinate (beziiglich des Koordi-
natensystems mit O, E, auf g,) sei ;. Damit sind z,, x, definiert.

Im Fall » = 3 (Abb. 2.4) sei  := £(g,9,). Die zu g; parallele Gerade » durch P
schneidet » in genau einem Punkt @. Sein Koordinatenpaar (beziiglich des Ko-
ordinatensystems mit dem Anfangspunkt O und den Einheitspunkten E,, E, auf
den Achsen g,,g,) sei (;, z,). Die zu u parallele Ebene v durch P schneidet gy
in genau einem Punkt T';. Seine Koordinate (beziiglich des Koordinatensystems
mit O, E; auf g,) sei 2. Damit sind 2, 2,, 2, definiert.
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93

Abb. 2.4

9

Den Beweis, daB x bijektiv ist, kann man schrittweise fir » = 2 und dann
n = 3 erbringen. Es geniigt dazu (vgl. 2.1.6., Aufgabe 1) nachzuweisen, daB der
R* durch die in beiden Fillen genannten Konstruktionen bijektiv auf die Menge
aller Paare (@, T») mit Q € u, Ty, € gn abgebildet wird. Nun wird in der Tat ein
solches Paar (Q, T,) genau dann durch diese Konstruktionen aus einem Punkt
P € R erhalten, wenn P sowohl auf der zu g, parallelen Geraden k2 durch Q als
auch auf der zu u parallelen Geraden bzw. Ebene v durch T, liegt. Da h und v
genau einen Schnittpunkt haben, ist hiermit die behauptete Bijektivitit bewiesen.
Die Zahlen z,, 2,, x5 heiBen erste, zweite, dritte Koordinate (oder Abszisse, Ordinate,
Applikate) von P. Zur Vereinfachung schreibt man auch @ := @,y :=x,,2 := 2,.

Um (1) zu verallgemeinern, nennen wir im Fall » = 2 den Punkt @ auch T,
(Abb. 2.5). Dann ist OT,PT, das achsenparallele Rechteck mit OP als Diagonale.
(Wir gebrauchen dabei die' Bezeichnung ,,Rechteck auch in Entartungsfillen
Peg, oder Pecg, Ahnliches gilt schon fiir die ,,Strecke” OP in (1), wo P = 0
zugelassen war, sowie auch spiter fiir den ,,Quader*’.) Ferner bestimmen wir im
Fall » = 3 (Abb. 2.6) analog wie eben das achsenparallele Rechteck OT,QT,,
wonach T, T,, Ty Eckpunkte der von O ausgehenden Kanten in dem achsen-
parallelen Quader mit OP als Kérperdiagonale sind. Aus der Betrachtung der so
ermittelten Rechtecke bzw. Quader folgt

Satz 1. Die v-te Koordinate eines Punktes P € R™ ist
z, =m(0T,),
wobei T, der Fuppunkt des Lotes von P auf g, ist.
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Zuweilen schreibt man x: R® — R" als ,,Identifikation", also statt #(P) = (z;, ..., Tp)
bzw. P = x7(x,, ..., T,) einfach P = (z,, ..., z,). Wir wollen diese erneute Identifi-
kation begrifflich und in den Formeln nicht vornehmen, sprachlich allerdings statt
der Ausdrucksweise ,,der Punkt mit dem Koordinaten-n-Tupel (z,, ..., x,)* die kiirzere
Wendung ,,der Punkt (z;, ..., 2,)" zulassen. In der Schule wird noch die Schreibweise
P(z,, ..., z,) gebraucht, d. h. die Zuordnung x durch blo8es Hintereinanderschreiben
ausgedriickt.

2.1.4. Hoherdimensionale Rdume

Die Abbildung von Punkten auf n-Tupel (» = 1,2, 3) kann man zum AnlaB
nehmen, auch fiir n > 3 den Begriff des n-dimensionalen euklidischen Raumes R™
zu bilden. Seine Punkte werden durch n-Tupel (zy, ..., #,) charakterisiert; wir
sprechen wieder von ,,dem Punkt mit dem Koordinaten-n-Tupel (z;, ..., za)‘ oder
kiirzer von ,,dem Punkt (z,,...,z,)“. Zum geschichtlichen Auftreten der Be-
trachtung hoherdimensionaler Réume vgl. MfL Band 4, 1.5.

Im folgenden ergibt sich nunmehr fiir das Verstindnis von Aussagen iiber den
R" auBer den beiden Moglichkeiten n = 2, 3 noch eine dritte: Wird ein geome-
trischer Begriff im R (» < 3) analytisch charakterisiert und bleibt der Wortlaut
dieser Charakterisierung auch fiir » > 3 sinnvoll, so fasse man ihn fiir n > 3 als
Definition eines analogen Begriffes im R" (n > 3) auf. Das weitere analytisch
herleitende Arbeiten mit den so charakterisierten (n < 3) bzw. definierten (n > 3)
Begriffen erfolgt dann fiir alle # einheitlich. Jedoch sei dem Leser geraten, auch
dabei stets die Fille n = 2, 3 zu vermerken.
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Die folgenden einfachen Beispiele mégen diese Arbeitsweise erliutern: Als Fol-
gerung aus Satz 1 ergibt sich, daf man im R" (n < 3) die »-te Achse g, charak-
terisieren kann als

gy = {# 1@y Ta) 1 F v >, =0} (2)
Hierauf definieren wir: Im E* (n > 3) heifit die Menge (2) die »-te Achse des Ko-
ordinatensystems. Ebenso laft sich die Aussage, der Punkt auf g, mit z, = 1 sei
der Einheitspunkt der v-ten Achse, im R™ (n < 3) aus Satz 1 folgern, im R" (n > 3)
aber als Definition des Begriffes Einheitspunkt verwenden. Fiir alle n = 2 ein-
heitlich kann man aus (2) z. B. die Aussage herleiten, daB g, n -+ n g, der Punkt
., 0) ist. Er ist der Anfangspunkt oder Ursprung des Koordinatensystems (dies

gilt wieder fiir n < 3 als Satz, fiir n > 3 als Definition).

2.1.5. René Descartes, Pierre de Fermat und ihre Beitrdge zur Heraus-
blldung der analytischen Geometrie

Die Zeit, in der sich der Grundgedanke der analytischen G trie h bildet:

1aBt zugleich erkennen, welche gesellschaftlichen Bedingungen die Entstehung dieses
mathematischen Grundgedankens erméglichten und erforderten. Es war die Zeit des
er kenden Frithkapitali: in der ein rascher Aufschwung der Produktivkrafte
sowohl durch verstnkbe Arbeitsteilung als auch durch bis dahin ungekannte Aus-
nutzung von Naturkriften und Naturgesetzen stattfand. Fir diese Entwicklung
typisch sind die Manufakturen und die zur Verrichtung zahlreicher mechanischer
Leistungen konstruierten Maschinen. Im Interesse der sich formierenden neuen Klasse

der Bourgeoisie erhielten die Naturws. haften einen Aufschwung, der sie in groSer
Breite iiber den seit der Antike erreichten Sta.nd hinauswachsen lieB. Man begann
die Grundg der Mechanik, Ki: tik, Optik usw. umfassender zu formulieren

und anzuwenden. Es zeigte sich, daB hierfiir eine Mathematisierung der Naturwissen-
schaft erforderlich war und da8 innerhalb der Mathematik vor allem die neuartigen
praxisbezogenen Anforderungen an die Geometrie von dieser die Gewinnung einheit-
licher Methoden und eine engere Verbindung zu den iibrigen mathematischen Diszi-
plinen verlangten.

Vorformen und Elemente der analytischen Geometrie fanden sich z. B. bei der Be-
handlung der Kegelschmtte durch AroLLONIUS VON PERGA (etwa 260—170 v.u. Z.),
ferner bei phil lastisch orientierten grafischen Darstellungen variabler
»»Quantitaten‘ durchN OREsME (1323 —1382), bei kinematischen und astronomischen
Kurvenuntersuchungen durch J. KepLER (1571—1630), G. GALILET (1564—1642),
E. TorrICELLI (1608—1647) u. a. Eine wichtige Voraussetzung fiir das Entstehen
der analytischen Geometrie waren auch die in der Behandlung allgemeiner Gleichungs-
typen unter Verwendung von Buchstabensymbolen seit F. VIiTE (latinisiert: VIETA,
1540—1603) in der Algebra erreichten Fortschritte.

Nach diesen Vorlaufern haben wir als Begriinder der analytischen Geometrie R. DEs-
cABTES und P. pE FERMAT anzusehen. RENE DESCABTES (latinisiert: CARTESIUS), 1596
in Frankreich geboren, hatte einige Zcit im Heer MorITz VON ORANIENS am DreiBig-
jahrigen Krieg teilgenommen, lebte dann in den von den Spaniern befreiten Nieder-
landen und starb 1650 in Schweden. Im Jahr 1637 veréffentlichte er anonym ein
Buch ,,Discours de la méthode', in dem er die Methode einer einheitlichen wissenschaft-




2.1. Die Methode der analytischen Geometrie 17

lichen Erkenntnis darzulegen versuchte Anders als die scholastisch-kirchliche Philo-
sophie war sie (ideali 1l fundiert (cogito, ergo sum: ich denke, also bin
ich). In dieses allgemem phllosoph)sche Prinzip ordnete nun DESCARTES im letzten
Teil des ,,Discours'’ Beispiele geometrischer Unt hungen nach dem einheitlich
Verfahren un, vermittels Strecken- (Koondmaten -)relationen geometrische Orter als Ge-
raden, K hnitte usw. hzuweisen oder durch Gleichungen héheren Grades zu
kennzeichnen.

hurz zuvor hatte PIERRE DE FERMAT eine Abhandlung ,,4d locos planos et solidos
isagoge’* (Emfuhrung in die Theoric der Geraden,| Kreise (= Kurven der ebenen Ele-
mentargeometrie) und Kegelschnitte (= Schnitte des rdumlichen Kegels)) verfaBt, die
aber erst 1679 postum verdffentlicht wurde. FERMAT lebte 1601 —1665 als Jurist in
Toulouse. Er ist bedeutend als Vorlaufer der Differential- und Integralrechnung, in
zahlenth 2: Untersuchungen sowic mit Pascar) als Begriinder
der Wahrscheinlichkei 2} In der ,Isagoge‘* bringt er das Prmztp, Kurven
durch Gleichungen zu erfassen, explizit zum Ausdruck; algebraisch-b
nisch geht er nicht wesentlich tiber die Vietaschen Verbesserungen hinaus. DESCARTES’
,,Discours** hingegen enthilt wichtige Neuerungen des formalisierten Ausdrucks (z. B.

die Exponentenschreibweise z" und l/ z). Ferner befreit er sich von der Vorstellung,
Potenzen z? oder z° koénnten nur durch Flacheninhalte bzw. Volumina geometrisch
gedeutet werden. Erst damit ergab sich ja die Moglichkeit, in einer Gleichung wie
z. B. y = z? sowohl z als auch y durch Léngen (Koordinaten) darzustellen.

Wie FERMAT fithrte auch DEscARTES bereits Tang und Flacheninhal
suchungen an Kurven héheren Grades durch, z. B. an dem sogemmnten karmuchen
Blatt z® + y* — cxzy = 0. Bei der Untersuchung der Lo b
Gleichungen iiberwindet er die vor ihm zum Teil i immer noch auftretende Nlchtbeach-
tung negativer Losungen. Er formuliert einen heute kartesische Zeichenregel genannten
Satz zur Abschitzung der Anzahlen positiver und negativer Lésungen. An DESCARTES
erinnern die Bezeichnungen kartesische Koordinaten und (wegen der dabei auftretenden
Menge R X R) kartesisches Produkt.

Aus der weiteren Geschichte der analytischen Geometrie kénnen hier nur wenige
Stichworte genannt werden. Das Prinzip, Kurveneigenschaften allein aus der Glei-
chung zu gewinnen, setzte sich in der Darstellungsweise erst allméhlich durch. Bei
NEwroN finden wir als ein in sich geschlossenes Beispiel dieser Art die Klassifizierung
aller Kurven dritter Ordnung. In EULERs ..Introductio in analysin infinitorum‘
(Einfithrung in die Analysis unendlich kleiner Gré8en; 1748) finden sich zahlreiche
analytisch-geometrische Kurven- und Flichenuntersuchungen. Die von LEIBNIZ
und G. CBAMER (1704 —1752) eingefithrten Determinanten spielten in der analytischen
Geometrie eine Rolle, sobald man dort zur Verwendung von Gl
iberging. Einige besonders iibersichtlich zu ft lierende Ergebni der analy-
tischen und algebraischen Geometrie in dieser Hinsicht verdanken wir O. HEssE
(1811—1874). Im weiteren Verlauf erkannte man die Méglichkeit, die Gesetze linearer
GIewhungssysteme abstrakt als cin Rechnen mit Matrizen wiederzugeben. Grund-

matr heoretische Sétze stammen von A. CAYLEY (1821—1895) und J.J.
SYLVESTER (1814—1897). Etwas eher begann die Herambtldung des Vektorbegriffs in

zwei zunichst vollig getrennt verl Entwickl i Die cine kniipft an
die von W.R. HamiLToN (1805--1865) eingefithrten Quaternionen an, geht also zur
geometrischen Anwendung von zunéchst mehr algebraisch orientierten Vorstellungen
aus. Die andere Entwicklung kniipft an H. GRASSMANNS (1809 —1877) Buch ,,Lineale
Ausdehnungslehre an. Darin werden Operationen mit Vektoren (und Verallgemei-
nerungen) sogleich rein geometrisch definiert. V. PoNCELET (1788—1867), A.F. MSp1Us
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(1790 —1868), J. PLucxm (1801 - 1868) enthckelten, auch mit komplexzen Koordinaten,
die mehrdis pr G ie. Im 20. Jh. entstanden
Theorien abstrakter Vcktorfdume sowie neuartlge Anwendungen, z. B. Optimierungs-
verfahren.

2.1.6. Aufgaben

1. Man fithre den Beweis der Bijektivitédt von % firr n = 2, 3 schrittweise mit Hilfe
der in 2.1.3. gezeigten Bijektion R" — u X g, durch.
2. Man beweise aus Satz 1, da8 im R® die Menge {x~!(z;, %3, %3):%; = 0} die Ebene

- &(ga9s) ist.
3. Man beweise aus Aufgabe 2 und einer analogen Darstellung von é&(g,g;), daB

£(g:95) N £(ga93) = 95 gilt. .
4. Man beweise aus Satz 1, daB im R" (n = 2, 3) die in 2.1.3. genannte Gerade bzw.
Ebene v die Menge {%x73(2;, ..., 24):2p = X} ist.

2.2.  Vekioren, ihre Addition und Vervielfachung

221. Die Komponenten eines Vektors

Nachdem wir die Punkte des R™ analytisch-geometrisch erfaft haben, wollen
wir dasselbe fiir die Vektoren durchfiihren. Das ist deswegen leicht méglich,
weil man den R" bijektiv auf die Menge aller Vektoren des R* abbilden kann,
indem man jeweils einem Punkt P ¢ R" den Vektor p := p(OP) zuordnet (das ist
diejenige Verschiebung p, die O in P iiberfithrt). Wir nennen p den Ortsvektor
von P (beziiglich des Koordinatensystems mit dem Ursprung 0). Das Koordi-
naten-n-Tupel (z;, ..., Zs) von P nennen wir das #-Tupel der Komponenten von p
und schreiben
=<2 s Ta> « 1

In der Literatur findet sich u. a. auch die Schreibweise p = {z,, ..., zn}, die wir
hier wegen der Verwechslungsméglichkeit mit der Bezeichnung einer Menge (vgl.
ML Band 1,1.3.) vermeiden. Spiter, in 2.2.4.(2), kénnen wir noch eine andere
Schreibweise einfithren, die ebenfalls weithin iiblich ist. Zuweilen wird in der
Literatur ein Vektor (z,, ..., z,) mit sei Kompc ten-n-Tupel (x,, ..., Zn)
identifiziert, wobei dann eine besondere Bezeichnung wie etwa (1) iiberfliissig
wird. Wir wollen jedoch diese Identifikation um der begrifflichen Klarheit willen
unterlassen.

Zum Gebrauch des Terminus ,,Komponenten“ beachte man ferner die Bemer-
kung zu 2.2.4.(2).

Um die Komponenten eines Vektors auch dann geometrisch charakterisieren zu
konnen, wenn der Vektor p = (4 B) durch ein Punktepaar (4, B) mit beliebigem
A reprisentiert wird, zeigen wir als Vorbereitung
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Satz 1. Haben die Lote von Punkten A, B, A’, B’ € R auf eine Gerade g des
R* (n = 2, 3) die FuPpunkte F,G, F', @' und gilt v(AB) = b(A’'B’), so gilt auck
o(FG) = v(F'Q').

5
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q 4
Abb. 2.7 Abb. 2.8

Beweis (Abb. 2.7, 2.8). Es sei ¢ in den Fillen n = 2, 3 die zu g senkrechte
Gerade bzw. Ebene durch B. Die Parallele durch 4 zu g schneidet ¢ in genau
einem Punkt C. Dann ist G auch der FuBpunkt des Lotes von C auf g, also ist
FGCA ein (eventuell entartetes) Rechteck; daher gilt H(4AC) = v(F@). Definieren
wir C’ durch p(AC) = p(4'C"), so gilt wegen

9(AC) + H(CB) = b(4AB) = v(4'B’) = v(A’C") + b(C"B’)
anch
b(CB) =b(C'B").

Also liegt C’ in der zu g parallelen, d. h. zu g senkrechten Geraden bzw. Ebene
durch B’. Somit ist @ auch der FuBpunkt des Lotes von C’ auf g. Da C’ nach
seiner Definition auf der Parallelen durch 4’ zu g liegt, ist folglich F*G'C’4’ ein
Rechteck und daher b(4'C") = v(F'@).

Hiermit ergibt sich die gewiinschte Charakterisierung:

Satz 2. Die (einzige) Komponente eines Vektors v(AB) im R ist
2, =m(4B).
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Die v-te Komponente eines Vektors v(AB) im R" (n = 2, 3) ist
z, =m(FG),
wobei F,, G, die FuBpunkte der Lote von A, B auf g, sind (v = 1, ..., n).

Beweis. Es sei P durch b(OP) = 9(4B) definiert. Im R! folgt damit x,
= m(OP) = m(4B). Im R" (n = 2, 3) erhélt man aus 2.1.3., Satz 1, zunichst
z, = m(0T,), wobei T, der FuBpunkt des Lotes von P auf g, ist. Nach Satz 1
gilt aber b(07,) = v(F,G,), womit z, = m(0T,) = m(F,G,) bewiesen ist.

2.2.2. Addition von Vektoren

Die Addition von Vektoren, d. h. die Komposition von Verschiebungen (vgl.
L.1.1.), 1Bt sich folgendermaflen analytisch charakterisieren:

Satz 3. Ist a = (ay, ..., @n), b = <by, ..., bp), 0 ist
a+b=<(a + by, ..., an + bo).

Folgerung. Liegen Punkte U, V, W auf einer orientierten Geraden g, so gilt
m(UW) = m(UV) + m(VW).

Beweis. Es seien 4, B,C ¢ R"; €y, s €n € R durch b(04) =a, (OB) =),
p(AC) = b und (¢, ..., €p> = D(OC) = a + b definiert. Zu zeigen ist ¢, = a, + b,
r=1.,n)

Falll: n=1 Ist @, =0, so folgt A =0, C =B, ¢;=b =a; +b. Ist
b =0,s0folgt B=0,C=A4, ¢, =a, =a,+b,. Sinda, b, 5 0 und von glei-
chem Vorzeichen (Abb. 2.9a), so sind die Strahlen 04+, OB* und somit auch die
Strahlen 04+, AC* gleichorientiert. Daraus folgt Zw(0AC), also |¢,| = |0C|
= |a,| + [b] = |a; + b,|. Da 0A*, OC* ebenfalls gleichorientiert sind, hat ¢,
auch dasselbe Vorzeichen wie a,, also wie a, + b;.

Sind @y, b, == 0 und von ent, tztem Vorzeichen, so sind 04+, AC* ent-
gegengesetzt orientiert. Ist dann la,l > |b] (Abb. 2.9b), so folgt Zw(OCA), also

ley] = 10C| = lay| — [by] = la, + by3
ferner sind 0A*, OC* gleichorientiert, somit hat ¢, das Vorzeichen von a,, also
von a, + b,. Ist |a| = |b;], so folgt C = O und demit ¢, =0 =a, 4+ b;. Ist
laz| < |by] (Abb. 2.9¢), so folgt Zw(COA), also

lea] = [ba] — laa| = oy + b1l
ferner sind 0A*, OC* entgegengesetzt orientiert, somit hat ¢, das Vorzeichen
von (—a,), also von a, + b,.

Bereits aus dem somit gezeigten Fall 1 und dem ersten Teil von Satz 2,
angewandt auf die Geometrie in der Geraden g, erhilt man die Folgerung.
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a) —
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Abb. 2.9
Fall 2:n = 2 oder 3 (Abb. 2.10). Nach Satz 2 gilt a, = m(OF,), b, = m(¥,H,),
¢, = m(OH,), wobei F,, H, die FuBpunkte der Lote von A4, C auf g, sind
(» =1, ..., n). Wegen der Folgerung ergibt sich daraus die Behauptung.

.‘l3>\

H) Abb. 2.10
]

2.23. Vervielfachung von Vektoren

Fiir die Menge der Punktepaare (4, B) laBt sich eine Operation mit dem Opera-
torenbereich R definieren, die Vervielfachung oder Streckung genannt werden
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-3

kann: Durch Streckung von (4, B) mit ¢ € R entstehe das Paar (4, C) mit folgen-
dermafen definiertem C: Ist B = 4, so sei auch C := 4. Ist B34 4, so sei C
derjenige Punkt, fiir den erstens [AC| = |t] - |4 B| gilt und der zweitens auf dem
Strahl 4B+ oder auf dem Strahl A B~ liegt, je nachdem, ob ¢ = 0 oder ¢ < 0 ist.
Der Leser zeige (vgl. 2.2.5., Aufgabe 1), daB hierdurch jedem Vektor b(4B)
eindeutig ein Vektor 9(AC) zugeordnet ist. Auch von diesem sagen wir, daB er
aus b(A4 B) durch Vervielfachung oder Streckung mit ¢ entstanden sei, und schreiben
9(AC) = t - y(AB). Die analytische Charakterisierung dieser Operation lautet:

Satz 4. Ist a = (ay, ..., an), 80 ist ta = (ta, ..., tas).

Beweis. Es seien 4,C¢ R"; ¢, ...,cn € R durch p(04) = a und {c,, ..., cp»
= p(0C) = ta definiert. Zu zeigen ist ¢, = ta, (v = 1, ..., n).

Im Fall n = 1 folgt dies unmittelbar aus den Definitionen von @, und ¢;. Im
Falln = 2 oder 3 seien F,, H, die FuBpunkte der Lote von 4, C aufg, (v = 1, ..., n).
Wir betrachten ein». Gilt @, = 0, so gibt es eine zu g, senkrechte Gerade, auf der
0, 4, C liegen; daher ist ¢, = 0 = ta,. Gilt a, 5= 0, s0 seien f, b die zu g, senk-
rechten Geraden durch 4, C (Abb. 2.11, 2.12). Dann schneidet f den Strahl
OF} in F, und den Strahl OA* in 4; ferner schneidet & die Gerade g, in H, sowie
je nach dem Vorzeichen von ¢ den Strahl 04+ oder den Strahl 04~ in C. Folglich
liegt H, je nach dem Vorzeichen von ¢ auf OF;} oder OF;. Nach dem Strahlensatz
ist ferner

|OH,| : |OF,| = |0C| : |04] = |¢] .
Damit ist die Behauptung m(OH,) = t - m(OF,) gezeigt.

95 95
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\\ L‘\ \\\
4 \\ * A
\ \ \ \
A A \ Ja g
0 AN %2 HBY [ f2\
\ \
\ \
\ \
\
() ¢ \ )
1 9,
\ 1

Abb. 2.11 Abb. 2.12
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2.2.4. Vektorraum und Punktraum

Wegen der Komponentendarstellung (1) sowie Satz 3 und 4 bildet die Menge der
Vektoren des R" einen zum Zahlenraum R* (vgl. MfL Band 3) isomorphen Vektor-
raum iiber R.

Der Ortsvektor des Ursprungs, d. h. die identische Verschiebung b(00), ist das
Nullelement dieses Vektorraums und wird Nullvektor genannt und mit o bezeich-
net. Die Ortsvektoren der Einheitspunkte E,,

e, := 9(0E,) =<1,0, ..., 05,

¢, i= B(0E,) = <0, 1, ..., 03,

e, :=0(0E,) =(0,0, ..., 1>.
bilden eine orthonormierte Basis (vgl. MfL Band 3, 7.3.). Bei Zugrundelegung
dieser Basis sind die Komponenten eines Vektors ¢ die Koeffizienten, mit denen g
als Linearkombination der e, dargestellt ist:

T =<2y, s ) = <10, ..., 05 + 20, 1, ..., 05 + ++ 4+ 24(0, 0, ..., 1>
= 218; + %3€; + -+ + Tns . (2
Fiir (2) schreiben wir in den Fillen n = 2, 3 auch <z, y) = «i + yj bzw. {2, ¥, 2)
=i +yj+ 2k

Bemerkung. Weit verbreitet ist auch der Sprachgebrauch, in (2) nicht die Zahlen
&y, ..., Ty, sondern die Vektoren x,e,, .... Zpe, als die Komponenten von g zu bezeichnen.

Um die algebraische Struktur des Vektorraums im Sinne des Grundprinzips
der analytischen Geometrie zu , wollen wir Ubergangsmoglichkeiten zwi-
schen Vektoren und Punkten formulieren: Einerseits kann man Aussagen iiber
Punkte oft dadurch giinstig fassen, dap man zu ihren Ortsvektoren iibergeht. Zum
anderen besteht nun folgende Gewinnungsmaoglichkeit eines Vektors v(AB) aus 4, B:

Satz 5. Haben Punkte A, B die Ortsvektoren a = {ay, ..., an), b = (by, ..., ba),
30 gilt fiir v := v(4B)

a+b=50, 3)

also
pb=b—a=<(b —ay,...b,—am. (4)

Beweis. Wegen 0(04) + b(4B) = v(0B) gilt (3); hieraus folgt (4) nach den
Gesetzen der linearen Algebra.

Zuweilen werden in der Literatur (vgl. etwa [3]) Punkte mit ihren Ortsvektoren
identifiziert. Man hat dann statt (3) die Schreibweise 4 + b = B als Ausdruck da-
fir, da 4 durch die Verschiebung b in B iibergeht. Das Pluszeichen bezeichnet
dabei keine Verkniipfupg innerhalb einer Menge, sondern die Anwendung einer Ope-
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ration auf die Menge Rﬂ wobei der Operator b aus der Menge aller Verschiebungen

ist. Dieses P! ichen ist somit begrifflich von dem in (3) zu unterscheiden,
das eine Verknupfung in der Menge der Vektoren bezeichnet. Wir wollen die genannte
Identifizierung sowie die Schreibweise 4 + b = B nicht verwenden, zuweilen aber
sagen, B sei durch ,,Anheften von b an A entstanden.

Die Summe aus zwei oder drei Vektoren besitzt eine geometrische Deutung, die
sich analytisch-geometrisch folgendermafen ergibt:

Gegeben seien a = b(PU), b = b(PV). Wir wollen den durch a + b = b(PW)
definierten Punkt W geometrisch beschreiben (Abb. 2.13). Ist p der Ortsvektor
von P, so haben U, V, W nach (3) die Ortsvektoren p +a, p + b, p +a + b.
Nach (4) gilt daher

PU)=@p+a)—p=(pP+a+b)—(p+b=0W),
DPV)=(p+5) —p=-+a+b—(p-+a=0TW,
also ist PUWYV ein Parallelogramm, das auch zur Strecke oder zum Punkt ent-
artet sein kann, falls nimlich P, U, V kollinear sind. Es ist durch P, a, b ein-

deutig bestimmt und heiBt das von a, b aufgespannte Parallelogramm mit der
Anfangsecke P.

Abb. 2.13 Abb. 2.14

Gegeben seien a = b(PU), b = b(PV), ¢ = b(PW). Definiert man X, Y, Z, Q
durch b + ¢ = 9(PX), a + ¢ = b(PY), a + b = b(PZ), a + b + ¢ = b(PQ), so
beschreiben wir @ (Abb. 2.14): Wie eben errechnet man

v(PU) = p(VZ) = v(WY) = 1(XQ),
o(PV) = o(UZ) =p(WX) =9(¥YQ),
o(PW) =p(UY) =bp(VX) = 0(ZQ) .
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Also ist PUZVWYQX ein von den Parallelogrammflichen PVXW, UZQY,
PUYW, VZQX, PUZV, WYQX begrenzter Korper, das von a, b, ¢ aufgespannte
Spat mit der Anfangsecke P.

In der Physik treten Vektoren eincrseits als Ortsvektoren von Punkten auf, Von
grundlegender Bedeutung sind andererseits folgende Anwendungsfille: Bewegt sich
ein Massenpunkt von 4 nach B, so heiBt v(4B) der zugehorige Weg-Vektor. Beim
Uberlagern zweier Bewegungen addieren sich die Weg-Vektoren. Das von ihnen auf-
gespanntc Parallelogramm, das diese Addition wiedergibt, heiBt daher das Parallelo-
gramm der Wege. Von den Weg-Vektoren kann man durch Operationen wie ein-,
zweimaliges Differenzieren nach der Zeit, Multiplizieren mit der Masse usw. zu Ge-
schwindigkeits-, Beschleunigungs-, Kraftvektoren usw. ibergehen. Deren Uberlagerung
fithrt dann zum Parallelogramm der Geschwindigkeiten, der Krifte usw.

225. Aufgaben

1. Man beweise: Gehen aus (4, B), (4’, B’) durch Streckung mit ¢ die Paare (4, C)

bzw. (4’, C’) hervor und gilt v(AB) = b(A’B’), so gilt auch p(4AC) = v(4'C’).
" Hinweis: Man beweise, daB erstens |AC| = |4’C’| gilt und daB zweitens AC*,

A’C’* gleichen Richtungssinn haben.

2. Man berechne die Eckpunkte des von a =<¢2,1, —3), b =(1,3,2), ¢ =(1,1,
—1) aufgespannten Spats mit dem Anfangspunkt (—2, 2, 3).

3. Es seien q,, ..., a; die Ortsvektoren gegebener Punkte A4,, ..., A;; es sei § der
Punkt mit dem Ortsvektor 8 := (1/k)(a; + ‘- + ag). Man beweise b(S4,) + -
+ v(S4;) = 0. Man berechne und zeichne A4,, ...., A, S, b(S4,), ..., 5(S4;) und
bestatige damit die Behauptung firr a, = (2, 3), a, = {(—1, 2), a3 = (-1, —1),
a, = {4, —4).

23.  Ldnge, WinkelgréBe, Fldcheninhalt, Volumen

2.3.1. Das Skalarprodukt

Gegeben seien im R* (n < 3) zwei Vektoren a, b. Wir wollen ihr Skalarprodukt ab
geometrisch definieren. (AnschlieBend erfolgt dann in Satz 2 die analytische
Charakterisierung, die wieder fiir n > 3 als Definition dienen kann und die schon
in fritheren Binden als Definition iiberhaupt auftrat.)
Es seien P, U, V mit
o(PU)=a, (PV)=5b (1)

gewihlt, Ist U = P, d. h. a = 0, so setzen wir ab := 0. Ist U 3 P, so sei eine
Orientierung von g := g(PU) gewihlt, und dann sei

ab := m(PU) - m(PF) (2)


















































































































































































































































































































































































































































































































