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Vorwort

Die hiermit vorgelegten beiden Binde Geometrie I und Geometrie II der Studien-
biicherei ,,Mathematik fiir Lehrer* sind aus Vorlesungen entstanden, die die Auto-
ren in Erfurt, Halle und Jena vor Lehrerstudenten gehalten haben. Der Stoff ist
eng an das von der Fachkommission Mathematik erarbeitete Programm fiir den
Grundkurs in Mathematik der ersten beiden Studienjahre zur Ausbildung von Fach-
lehrern mit dem Haupt- oder Nebenfach Mathematik angelehnt.

Es war eine schéne, aber zugleich schwierige Aufgabe fiir unser Autorenkollek-
tiv, dessen Mitglieder in den oben genannten Orten zu Hause sind, ein einheitliches
Vorgehen in Inhalt und Form zu finden. Wir hoffen, daB uns dieses im grofien und
ganzen gelungen ist, wenn auch der individuelle Stil der einzelnen Autoren unver-
kennbar geblieben ist und auch bleiben sollte. Aber simtliche Autoren haben alle
Kapitel der beiden Geometrie-Biande gemeinsam beraten und immer gemeinsam
nach jeweils besseren Wegen gesucht, so daB diese Biinde in einer echten Gemein-
schaftsarbeit entstanden sind.

Viel Kopfzerbrechen haben uns die Bezeichnungen und die Symbolik bereitet.
Bereits vor dem Schreiben des Manuskripts muBten wir bei der Vorbereitung dar-
auf immer wieder feststellen, wie vielfaltig in verschiedenen Lehrbiichern Symbolik
und Bezeichnungen fiir geometrische Objekte gehandhabt werden. Mit einer sol-
chen Problematik wurden nun die Autoren wihrend ihrer Arbeit immer von neuem
konfrontiert. Es war darum vor allem unser Anliegen, prizise, einheitlich und
hoffentlich auch vorbildlich fiir die zukiinftigen und gegenwirtigen Lehrer die geo-
metrischen Begriffe und ihre Bezeichnungen einzufiihren. Gewisse dafiir notwen-
dige Festlegungen wurden in lingeren Diskussionen mit den Herausgebern, anderen
Autoren der Studienbiicherei und Mitarbeitern der Akademie der Padagogischen
Wissenschaften zu Berlin erarbeitet. Allen Kollegen, die uns dabei behilflich
waren, sagen wir unseren herzlichsten Dank.



8 Vorwort

Leider lieB sich aber infolge der eingefiihrten Bezeichnungen eine mehr: oder
weniger schwerfillige Darstellung und Sprechweise nicht ganz vermeiden, da es
unser wesentlichstes Bestreben war, fiir den Anfanger alle geometrischen Begriffe
mathematisch einwandfrei einzufiihren, zu erkliren und zu verwenden. Der An-
finger sollte nun tatsichlich auch versuchen, sich zunichst dieser hier eingefiihrten
Redeweise zu bedienen, um mit den grundlegenden geometrischen Dingen véllig
vertraut zu werden. Unser Ringen um diese Begriffe sollte nicht als ein Hang zu
Spitzfindigkeiten, sondern als ein Versuch einer echten Hilfe fiir den Studenten
und Fachlehrer fiir Mathematik aufgefalt werden. Erst wenn der Leser alles bis
ins letzte verstanden hat, sei es erlaubt, falls keine MiBverstindnisse entstehen
konnen, schlieBlich wieder zu einer etwas groBziigigeren Sprechweise iiberzugehen,
um eine gewisse Umstéindlichkeit des Ausdrucks zu beseitigen. Der Fachlehrer fiir
Mathematik moge sich aber stets im klaren sein, daB es unabdingbar fiir seine Lehr-
titigkeit in der Schule ist, die geometrischen Begriffe zunichst einmal selbst in
allen Einzelheiten und bis in ihre Wurzeln verstanden zu haben. Erst dann ist er
in der Lage, diese bei seinen Schiilern der entsprechenden Altersklasse gemaf in
exakter Weise einzufiihren.

Die Praxis wird zeigen, wie sich unsere zum Teil neu durchdachten Wege be-
withren werden. Fiir jede kritische Bemerkung ist das Autorenkollektiv jederzeit
dankbar.

Herr Kollege H. WussinG hat freundlicherweise als Fachmann einige historische
Bemerkungen zur Entwicklung der Geometrie verfaBt, die im ersten Band auf-
genommen wurden und fiir die wir unseren besten Dank sagen. Besonderer Dank
gilt noch Herrn Kollegen W. ENGEL, der mit Ratschligen und kritischen Hinweisen
unsere Arbeit sehr unterstiitzt hat. Ich persénlich méchte mich bei allen iibrigen
Autoren dieser beiden Geometrie-Binde fiir das verstindnisvolle Eingehen auf die
diversen Wiinsche und fiir die Geduld bei allen unseren unvermeidlichen Beratun-
gen iiber dieses Vorhaben recht herzlich bedanken. Unser Dank gilt auch dem
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften und dem VEB Druckerei ,,Thomas
Miintzer*, die in dieser ansprechenden Form diese beiden Binde fiir den studen-
tischen Benutzer hergestellt und viele unserer Wiinsche beriicksichtigt haben. So
hoffen wir, da8 hiermit ein Lehrbuch vorgelegt wird, das der Geometrie-Grund-
ausbildung der Mathematiklehrer eine echte Hilfestellung gibt.

Jena, Juli 1973 JoHANNES BOHM



0. Einleitung

0.1. Verschiedene Aspekte der Geometrie

In der mehrtausendjéhrigen Geschichte der Geometrie ist nicht nur ein betricht-
licher Bestand an geometrischen Einzelkenntnissen entstanden, sondern es haben
sich auch sehr verschiedenartige Betrachtungs- und Aufbauweisen der Geometrie
als Gesamtdisziplin herausgebildet. Daher bietet die Geometrie heute eine beson-
ders interessante Moglichkeit, zu beobachten, wie ein und derselbe Sachverhalts-
bereich unter verschiedenen Aspekten betrachtet und strukturiert werden kann.
In den folgenden zwei Binden soll versucht werden, den Leser in einige wichtige
Aspekte der Geometrie einzufiihren.

Ein erster Aspekt besteht darin, da man die Geometrie — wie grundsitzlich
jede mathematische Disziplin — aufbauen kann aus Aussagen, die ohne Beweis an
den Anfang gestellt werden, d. h. den Axiomen des betreffenden Aufbaues der
Geometrie.

Eine zweite, anders ausgerichtete Betrachtungsweise stellt den Anschluff der
Geometrie an das Rechnen mit Zahlen (Arithmetik, Algebra und Analysis) dadurch
her, daBl vermittels des Koordinatenbegriffs Punkte durch Zahlenpaare oder -tripel
erfaBt werden.

Eine dritte Moglichkeit, geometrische Strukturzusammenhinge deutlich zu
machen, ergibt sich, wenn man als Leitbegriff bei ihrer Formulierung den Begriff der
Abbildung wihlt: Geometrische Aussagen lassen sich als Eigenschaften von Abbil-
dungen formulieren; diese Abbildungseigenschaften gestatten zuweilen neuartige
Beweisfiihrungen einzelner Aussagen, vor allem aber erfihrt die Gesamtstruktur der
Geometrie vermittels bestimmter Gruppen von Abbildungen eine besonders klare
Beschreibung.

Eine vierte Betrachtungsweise geht davon aus, dafl durch geometrische Aussagen
zugleich Moglichkeiten des Konstruierens geometrischer Objekte vermittelt werden
kénnen und daB sich umgekehrt die Untersuchung von Konstruktionsméglich-
keiten, -ablaufen und -ergebnissen wieder in geometrische Aussagen umsetzen laft.
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Mehrmals spielen dabei Querverbindungen zwischen Geometrie und Algebra, insbe-
sondere dem algebraischen Begriff des Korpers, eine Rolle.

Um diese vier Aspekte im Beispiel zu verdeutlichen (wobei sich der Leser die geome-
trischen Aussagen an Hand von Schulkenntnissen ungefihr plausibel machen kann und
auf genauere Begriindungen verzichtet sei), betrachten wir den Begriff zweier paralleler
Geraden.

Bei dem Bestreben, die G trie axi isch aufzub nahm bereits EvKLID
in das Axiomensystem seiner ,,Elemente‘‘ ein besonderes Axiom auf (vgl. 8. 15), aus
dem er dann den Satz von der Existenz genau einer parallelen Geraden h zu einer gege-
benen Geraden g durch einen gegebenen Punkt P herleitete. Erst nach jahrhunderte-
langen vergeblichen Versuchen, dieses Axiom als Lehrsatz aus den ibrigen Axiomen
zu beweisen, wurde die Unabhingigkeit dieses Axioms (oder einer mit ihm gleichwer-
tigen Aussage) durch GAvuss, BoLyar und LoBagEvSKIs erkannt. Man kann sich nun
beim axiomatischen Aufbau der Geometrie fiir die Frage interessieren, welche Satze
ohne dieses Parallelenaxiom herleitbar sind. Dies sind dann Sétze, die sowohl in der
sogenannten euklidischen Geometrie (Geometrie mit Annahme des Parallelenaxioms)
als auch in den sog nichteuklidischen Geometrien (Geometrien, in denen statt
des Parallelenaxioms eine andere Aussage als Axiom zugrunde gelegt wird) gelten.
Solche Sitze nennt man auch Satze der ,,absoluten Gec ie*‘. Im folgenden Aufbau
wird nur die euklidische Geometrie entwickelt, und die Frage, welche Sitze der ,,abso-
luten Geometrie‘* angehéren, wird nicht weiter verfolgt. DemgeméB8 tritt das Parallelen-
axiom schon unter den ersten verwendeten Axiomen auf, um es maglichst vorteilhaft
beim weiteren Aufbau nutzen zu kénnen.

In der analytischen Geometrie konnen Geraden g, h als Lisungsmengen linearer Glei-
chungen ax + by + ¢ = 0 bzw. @’z + b’y + ¢’ = 0 fur die Koordinaten z,y gekenn-
zeichnet werden ((a, b) * (0, 0), (a’, b") #* (0, 0)). Da die Forderung, beide Gleichungen
zusammen zu erfiillen, genau dann nicht befriedigt werden kann, wenn eine reelle Zahl
q * 0 mit

a’ =gqa, b =g¢gb, ¢ *qc

existiert, ist dies die analytisch-geometrische Charakterisierung des geometrischen Sach-
verhaltes

gllh, g+h.

Gehoren etwa zwei Punkte (2,, y,), (2, ;) der Geraden g an, so bildet man in der analy-
tischen Geometrie den vom ersten zum zweiten fithrenden Vektor {w, — x,, ¥, — ¥,).
Dic Menge aller derart aus Punkten von g zu bildenden Vektoren erweist sich als eine
aus der linearen Algebra bekannte algebraische Struktur, nimlich ein Vektorraum der
Dimension 1. (Historisch gesehen entstand umgekehrt diese algebraische Struktur
durch Abstraktion aus der geometrischen Vektormenge auf einer Geraden.) Man kann
sich vorstellen, da3 g entsteht, indem man diesen Vektorraum an einen Punkt von ¢
..anheftet. Hiernach ergibt sich genau dann g || h, wenn g und h durch ,,Anheften*
ein und desselben Vektorraumes gebildet werden konnen.

Um die Bedeutung des Abbildungsbegriffes fiir die Untersuchung paralleler Geraden
zu erkennen, kann man z. B. von der Beobachtung ausgehen, da eine Gerade g in sich
iibergeht, wenn man sie an ciner auf g senkrechten Geraden k spiegelt, und daB bei
dieser Spiegelung genau diejenigen Geraden h ebenfalls in sich ibergehen, die zu g parallel
gind. Hat man die Eigenschaften von Spiegelungen (als speziellen Abbildungen) syste-
matisch untersucht, so erhilt man hiermit auch einen Zugang zu Untersuchungen
paralleler Geraden. Haben z. B. g und & einen gemeinsamen Punkt P, so kann man
k(1 g) mit k ng + P wihlen; dann wird der Spiegelpunkt P’ von P ein zweiter ge-
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meinsamer Punkt von g und k, und es folgt g = h. Noch wichtiger ist in der Abbildungs-
geometrie aber folgende Verwendung der Parallelitdt: Man kann unter allen bijektiven
Abbildungen einer Ebene auf sich alle diej Abbild @ betracht fiir die
die Bildmenge je eines Paares paralleler (‘emden g, h wteder ein Paar paralleler Geraden
9" = @(g), K’ = @(h) ist. Diese Abbildungen heilen Affinititen. Die Menge der Affini-
titen ist eine Gruppe (eine Untergruppe der Gruppe aller bijektiven Abbildungen der
Ebene auf sich). Die Aussagen iiber geometrische Eigenschaften, die bei allen Affini-
tiaten erhalten bleiben, faBt man zur ,,affinen Geometrie*' zusammen. Zu diesen Eigen-
schaften gehort z. B. das Teilverhéltnis eines Punktes X auf einer Strecke PQ; zur
affinen Geometrie gehort beispielsweise der Satz, daB in jedem Dreieck die Seitenhal-
bierenden einen gemeinsamen Punkt haben, der jede von ihnen im Verhaltnis 1:2 teilt.

Als Beispiel (einer Fragestellung im Z hang mit parallelen Geraden) in der
Theorie der Konstruktionen sei die Aufgabe erwithnt, die Parallele 2 durch einen gege-
benen Punkt P zu einer gegebenen Geraden g zu konstruieren, wenn als Konstruktions-
mittel nur das Lineal und der Zirkel (also kein Zeichendreicck oder anderes technisches
Hilfsmittel zur Parallelverschiebung von Geraden) zugelassen sind. Ist diese Aufgabe
gelést, so kann man sie ihrerseits als Hilfsmittel bei weiteren Konstruktionsproblemen
emsetzen, z. B. bei allen Aufgaben, bei denen cin Punkt auf Grund einer gefordert,en

haft auf einer besti Parallelen liegen muB. Soll beispielsweise ein Punkt 4
Mlttelp\mkt eines Kreises sein, der zwei gegebene Parallelen g + k beriihrt, so muB
er auf der sogenannten Mittelparallelen von g und & liegen.

Es sei nun betont, daB derartige Aspekte geometrischen Vorgehens nicht zu einer
Einteilung der Geometrie nach geometrischen Objektbereichen fiihren; grundsitz-
lich 1éBt sich vielmehr jedes inhaltliche Teilgebiet geometrischer Objekte unter jedem
dieser Aspekte betrachten und nach dessen Prinzipien aufbauen. Auch bestehen
Wechselbeziehungen, Ubergangs- und Mischformen zwischen den Aspekten.

So kann man z. B. die affine Geometrie unmittelbar aus ihren Aziomen aufbauen; man
hat denn ein Axiomensystem zugrunde zu legen, das gerade die affinen Eigenschaften
herzuleiten gestattet. Man kann aber auch fragen, welche algebraischen Vektoreigen-
schaften in der analytischen Geometrie als Ausdruck dieser Eigenschaften auftreten,
die bei Affinitiiten erhalten bleiben. Man erhilt alle diejenigen Eigenschaften, die durch
Addition von Vektoren und Vervielfachung von Vektoren mit reellen Zahlen wiedergegeben
werden koénnen, also z. B. Fragen der linearen Abhéngigkeit, des Ranges von Trans-
formationsmatrizen (dagegen z. B. nicht Eigenschaften des skalaren oder vektoriellen
Produktes).

Den vier genannten Aspekten entsprechen die vier Kapitel dieser beiden Geo-
metriebinde. Sie kniipfen in der angegebenen Reihenfolge aneinander an, sind
jedoch in ihrem jeweiligen Grundanliegen, der Ausfiihrung des betreffenden Aspek-
tes, relativ in sich geschlossen. Der Leser benétigt zu ihrem Verstindnis einige
wichtige algebraische Grundbegriffe (Gruppe, Kérper) und einfachste Eigenschaften
hiervon (etwa die mit den Stichworten Einselement, Nullel t, tnverses El t
Untergruppe, Unterkorper, Isomorphismus, Homomorphismus zusammenhingen-
den). Es ist jedoch nicht notwendig, vor einem Studium dieser beiden Geometrie-
binde ausfiihrlichere Kenntnisse z. B. der Gruppentheorie (soweit sie insgesamt im
Grundstudium vorgesehen ist) zu erwerben. Fiir die analytische Geometrie wird
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der Abschnitt iiber lineare Algebra aus MfL, Bd. 3 vorausgesetzt; ferner werden
stets die mengentheoretisch-logischen Begriffe sowie die grundlegenden Eigenschaften
der reellen Zahlen aus MfL, Bd. 1 und Bd. 2 bendtigt.

0.2. Handhabung terminologischer Fragen

Die Bezeichnung geometrischer Objekte ist in der gegenwirtigen Literatur durch
groBe Unterschiede, ja Widerspriiche belastet. Daher erscheint es erforderlich, das
terminologische Vorgehen in den vorliegenden beiden Binden kurz zu erldutern.

Es soll in méglichst einheitlicher Weise versucht werden, begriffliche Verschieden-
heiten zwischen geometrischen Objekten maglichst deutlich zu bezeichnen und hierbei
eingefiihrte Bezeichnungsweisen dann méglichst konsequent anzuwenden. Die
Autoren hoffen, den Leser dadurch zu weitgehendem begrifflichen Unterscheiden
anzuregen. Gewisse Weitlaufigkeiten in der Symbolik und Terminologie, die dabei
auftreten, wurden um dieses Zieles der logischen Klarheit willen in Kauf genom-
men.

So fithren wir beispielsweise folgende — stets voneinander zu unterscheidende —
Symbol- und Bezeichnungspaare ein: Sind 4, B zwei verschiedene Punkte, so be-
zeichnet

g(AB) die Gerade durch A und B,

AB* den Strahl aus A durch B,

AB die Strecke mit den Endpunkten 4, B,

|AB| die Linge der Strecke A B,

m(4 B) die (in der Geometrie einer Geraden erklirte) vorzeichenfdhige Lange
der gerichteten Strecke AB,

9(AB) den von A zu B fiihrenden Vektor (:= die 4 in B iiberfithrende
Verschiebung).

Besonders schwierig ist oft in der Literatur ein klares Erfassen verschiedener
Winkelbegriffe. Entsprechend dem eben genannten Prinzip des deutlichen be-
zeichnungstechnischen Unterscheidens soll in unserer Darstellung eine Bezeich-
nungsweise benutzt werden, die sonst in der Literatur nicht iiblich ist (vgl. die
Ubersicht am SchluB von 1.1.3.2.3.). Der Leser kann dabei jeweils sofort ablesen,
ob der betreffende Winkelbegriff mit oder ohne Beachtung der Reihenfolge der
Schenkel gebildet wurde, ob ein Gebiet der Ebene als ,,Inneres' des Winkels ausge-
zeichnet wurde oder nicht sowie ob der Winkelbegriff ein ,,mehrmaliges volles Um-
laufen eines beweglich gedachten Schenkels* wiedergibt oder nicht.

SchlieBlich sei als spezielle Frage der Terminologie und Symbolik die Gestaltung
von Grofenangaben erwihnt. Wie in 1.1.4. ausfiihrlicher dargelegt wird, verstehen
wir GroBen geometrischer Objekte (z. B. Streckenlingen, Flicheninhalte, Volu-
mina, verschiedene Arten der Winkelgrofien) zunichst ,abstrakt® als gewisse
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Aquivalenzklassen, gelangen dann aber auch (mit Hilfe geeigneter Abbildungen in
die Menge R) zu der in der Geometrie gewohnten!) ,,konkreten‘‘ GréBenangabe als
,,formales Produkt aus Mafzahl und MafBeinheit*.

Am SchluBl dieses Bandes, nachdem durch den systematischen Aufbau ein ge-
naueres Verstandnis der Einzelheiten erméglicht ist, sind die wichtigsten Bezeich-
nungsfestsetzungen fiir die beiden Geometriebinde in einer Tabelle zusammen-
gefaBt.

0.3. Bemerkungen zur Geschichte der Geometrie
(H. WussinG)

Das Wort Geometrie wurde von den Philosophen und Mathematikern der Antike
schon seit dem 6. Jahrhundert v. u. Z. als Bezeichnung eines Teilgebietes der Mathe-
matik verwendet. Es bedeutet so viel wie Erdmessung und verweist damit auf die
handgreiflichen praktischen Bediirfnisse, denen die Geometrie ihre Entstehung
verdankt.

Neben der Orientierung in der Zeit gehort die Orientierung im Raum zu den
Grundbediirfnissen der menschlichen Gesellschaft. Daher weisen die friihen Klas-
sengesellschaften im alten Agypten, in Mesopotamien, in den FluBtilern des alten
Indien und China bereits im zweiten Jahrtausend vor unserer Zeitrechnung erstaun-
liche geometrische Kenntnisse auf. Bestimmungen von Entfernungen und von
Flachen- und Rauminhalten gehérten zum gesicherten Bestand der Anfinge der
Mathematik in dieser Zeit; freilich handelte es sich nur um geradlinig begrenzte
Flichen und einfache Korper wie Wiirfel, Quader, Prisma und Zylinder. Das
Glanzstiick der altagyptischen Mathematik war eine Rechenanweisung, eine Art
Formel, die die Inhaltsbestimmung des Pyramidenstumpfes erméglichte. Die Vor-
stellung des Winkels war ebenso fest eingebiirgert wie die Zerlegung von kompli-
zierten geradlinig begrenzten Flichen in Dreiecke und Rechtecke. Die altbabylo-
nische Mathematik kannte sogar den uns unter dem Namen von PYTHAGORAS be-
kannten Sachverhalt am rechtwinkligen Dreieck, und man verwendete dort, wo
kiinstliche Bewdsserung eine Voraussetzung der Existenz der Gesellschaft war, bei
Kanalbauten, einen ,,Boschungswert‘, der auf das trigonometrische Verhiltnis des
Kotangens hinauslduft. Auch war die A tzung von Verhiltni am Dreieck
durchaus geliufig; man kann dies als eine Vorstufe der Ahnlichkeitslehre verstehen.

1) In der Physik setzt man nach TGL 0-1313, Schreibweise physikalischer Glei-
chungen,

GroBe = Zahlenwert mal Einheit .
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Fiir Kreisberechnungen wurde mit Niherungen fiir 7 gerechnet, im allgemeinen
mit 7 ~ 3, in Agypten gelegentlich mit dem recht guten Wert

n 8\2

4 \9)"
Doch wurden diese geometrischen wie iiberhaupt alle mathematischen Kennt-
nisse aus der Friihzeit nur nach Art von Rezepten oder Anweisungen verwendet.

Es handelte sich sozusagen um eine implizite Geometrie, die in den vielféltigen
gesellschaftlich-praktischen Anwendungen der Mathematik ,,drinsteckte.

Erst mit dem Ubergang zur hoherstehenden Gesellschaftsordnung der entwickel-
ten Sklavenhaltergesellschaft erhielt auch die Mathematik eine andere, sozusagen
explizite Form: Als die griechischen Vélker auf der Grundlage der von ihnen aus-
gebildeten neuen Gesellschaftsformation, begiinstigt durch klimatische und geogra-
phische Faktoren und bei spontaner materialistischer philosophischer Grundhal-
tung, im dstlichen Mittelmeerraum politisch-6konomisch bestimmend wurden, voll-
zog sich in den kleinasiatischen ionischen Stidten in Beriihrung mit der babyloni-
schen mathematischen Tradition ein Umschlag, der fiir die Mathematik zur Aus-
bildung eigener wissenschaftlicher Methoden und Zielstellungen und damit auch
zur Herausbildung von innerwissenschaftlichen Triebkriften und GesetzmaiBig-
keiten der Entwicklung fithrte. Aus einer empirisch entstandenen und nach Art
von Rezepten betriebenen Mathematik entstand in mehreren Etappen eine syste-
matische, logisch-deduktiv dargelegte, eigenstindige Wissenschaft Mathematik.

Dies trifft auch fiir die Geometrie zu. Den Anfang machte THALES voN MILET
(624?—548? v. u. Z.), der u. a. die lingst bekannten Tatsachen bewies, dal im
gleichschenkligen Dreieck die Basiswinkel gleich sind und daB der Durchmesser die
Kreisflache halbiert. Auf HipPOKRATES VON CHIOS (um 440 v. u. Z.) geht die noch
heute iibliche Bezeichnung von Strecken durch deren beide Endpunkte zuriick. Er
fand fiinf verschiedene Typen (,,Méndchen‘‘) von krummlinig begrenzten Flichen,
die sich quadrieren, d. h. durch ausschlieBliche Verwendung von Zirkel und Lineal
in ein flichengleiches Quadrat verwandeln lassen. Der Geheimbund der Pytha-
goreer (6./5. Jh. v. u. Z.) verfolgte zwar religiése und politisch reaktionire Ziele,
doch spielte in dessen Ideologie die Mathematik als mystikbeladene Geheimwissen-
schaft eine bestimmende Rolle. Nebenbei sozusagen trugen die Pythagoreer We-
sentliches zur Entwicklung der Geometrie bei, u. a. die Kreislehre und die Theorien
der Flichenverwandlung und der um- und einbeschriebenen Vielecke.

Schon HIPPOKRATES hatte eine Zusammenfassung der damaligen Geometrie
verfafit, und zwar bereits nach dem klassischen strengen Darstellungsschema: Vor-
aussetzung, Satz, Beweis. Doch gingen seine ,,Elemente’* verloren. Sie wurden
durch die spiteren, ausfiihrlicheren und wohl auch pidagogisch besseren ,,Ele-
mente'‘ des in Alexandria wirkenden Mathematikers EUKLEIDES (3652 —300?
v.u. Z.) verdringt. In 13 Biichern fafite EUKLEIDES die Mathematik seiner Zeit
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zusammen; allerdings lieB er als Anhinger der idealistischen Philosophie PLATOS
(427—347? v. u. Z.) die Anwendungen der Mathematik véllig aus.

Die ebene und rdumliche Geometrie ist in den Biichern I—VI (planimetrische
Biicher) und XI—XIII (stereometrische Biicher) der ,,Elemente‘‘ dargestellt. Das
Buch X enthilt die schwierige Klassifikation der quadratischen Irrationalititen
mittels der geometrischen Theorie der Flichenanlegungen.

Uber das Inhaltliche hinaus stellen die ,,Elemente‘* auch vom Methodischen her
einen Hohepunkt der Entwicklung der Mathematik dar: EUKLEIDES griindete die
,,Elemente* auf Definitionen der Grundbegriffe, auf fiinf Postulate und auf neun
Axiome.

Die Definitionen — z. B. von Punkt, Linie, Grenze, Figur — stellen den schwiich-
sten Teil der ,,Elemente* dar. Im Grunde handelt es sich nur um beschreibende
Verbalerklairungen. Wer etwa noch nicht durch Abstraktion in den Besitz des
Begriffes ,,Punkt‘‘ gelangt ist, konnte ihn auch nicht gewinnen durch die Erkli-
rung: ,,Ein Punkt ist das, was kleine Teile hat.*

Die drei ersten Postulate sichern, dal man jeden Punkt mit jedem durch eine
Strecke verbinden, jede begrenzte Linie geradlinig zusammenhingend verlingern
und Kreise von beliebigem Mittelpunkt und Radius schlagen darf. Dadurch wur-
den die Konstruktionshilfsmittel der antiken Geometrie auf Zirkel und Lineal ein-
geschrinkt. Ferner wird postuliert, daB alle rechten Winkel gleich sind.

Das fiinfte Postulat, das sogenannte Parallelenpostulat, lautet in originaler For-
mulierung: ,,Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt,
daB die innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei
rechte werden, dann treffen sich die zwei geraden Linien bei Verlingerung ins Un-
endliche auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei
rechte sind.* Dieses Postulat war schon im Altertum insofern umstritten, als es
nicht dasselbe MaB an Selbstverstandlichkeit zu besitzen schien wie die anderen
vier. Daher wurden Versuche unternommen, es mit Hilfe der vier anderen zu
beweisen.

Die Geschichte der Mathematik kennt seit der Antike zahlreiche Scheinbeweise,
d. h. ,,Beweise‘‘ des Parallelenpostulates mit Hilfe der anderen vier, bei denen unzu-
lassigerweise eine weitere geometrische, scheinbar selbstverstindliche Annahme
mitverwendet wurde.

Erst seit den Untersuchungen von J. WaLLis (1616 —1703), A. M. LEGENDRE
(1752 —1833), G. SaccHERI (1667—1733), F. K. ScuwEIkART (1780—1857), F. A.
TAURINUS (1794 —1874) und C. F. Gavss (1777—1855) weil man, daB es vielerlei
Postulate gibt, die dem Parallelenpostulat dquivalent sind. So fand z. B. WaLLIS
im Jahre 1663, daB mit den ersten vier Euklidischen Postulaten und dem ,,Ersatz-
postulat‘: ,,Zu jeder beliebigen Figur gibt es stets eine andere ihr dhnliche von be-
liebiger GroBle** ebenfalls die euklidische Geometrie aufgebaut werden kann. Aber
erst GAuss und nach und unabhingig von ihm J. BoLya1 (1802—1860) und N. I.
Lopaevsk1s (1793 —1856) konnten beweisen, daB das fiinfte Postulat unabhingig
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von den ersten vier ist und daB daher nichteuklidische Geometrien méglich sind,
die durch Einwechslung mit einem zum Parallelenpostulat nicht &quivalenten
Postulat entstehen. LoBAGEVSKIT kommt der Ruhm zu, als erster iiber nichteukli-
dische Geometrie publiziert zu haben. Auch BoLyAr schrieb mit voller Klarheit
dariiber, wihrend sich GAuss nicht zur Veroffentlichung entschlieBen konnte im
Hinblick auf die damalige Vorherrschaft der Philosophie KanTs, in deren System
die euklidische Geometrie als schlechterdings denknotwendig galt.

Inden ,,Elementen‘‘ des EUKLEIDES schlieflen sich neun Axiome an die Postulate
an. Es handelt sich um Fixierungen, die zum Ziehen logischer Schliisse berech-
tigen. So wird z. B. festgehalten: ,,Was demselben gleich ist, ist auch unterein-
ander gleich*‘ oder ,,Das Ganze ist groBer als der Teil*‘.

Die ,,Elemente* des EUKLEIDES haben auf Grund ihrer inhaltlichen und me-
thodologischen Meisterschaft die weitere Entwicklung der Mathematik wesentlich
geformt, noch weit bis in die Neuzeit hinein. Noch im 20. Jahrhundert wurden sie
als offizielles Lehrbuch verwendet ; sie sind auch heute fiir den Mathematiker noch
sehr lesenswert und iibrigens auch in deutscher Sprache bequem zuginglich.

Die griechisch-hellenistische Mathematik hat iiber EUKLEIDES hinaus noch wei-
tere hervorragende Leistungen vollbracht. Auf geometrischem Gebiet zeichneten
sich insbesondere ARCHIMEDES (287?—212? v.u.Z.) aus, wohl iiberhaupt der
bedeutendste Mathematiker der Antike, und APoLLONIOS VON PERGE (262 ?—190?
v. u. Z.), der eine systematische Theorie der Kegelschnitte entwickelte.

Nach dem Zusammenbruch der antiken Sklavenhaltergesellschaft wurden haupt-
sichlich in den Lindern des Islam bedeutende Teile der antiken Mathematik be-
wahrt. In Bagdad iibersetzte man seit dem 8. Jahrhundert systematisch griechische
Schriften ins Arabische, darunter natiirlich Werke von EUKLEIDES und ARCHI-
MEDES. Auf dieser Grundlage und unter Einbeziehung von Teilen der indischen
Mathematik entwickelten die islamischen Mathematiker eine weitreichende Mathe-
matik, die ihrer inneren Struktur nach allerdings eher algebraisch-rechnerisch als
geometrisch-konstruktiv orientiert war.

Seit dem 11. Jahrhundert gelangten mit dem allgemeinen Kultur- und Wissen-
schaftsgefille vom Osten nach dem Westen auch Teile der islamischen bzw. der
durch die Araber geretteten antiken Geometrie in die europdischen Lander des
Feudalismus. Doch blieben sie unter den 6konomischen und ideologischen Bedin-
gungen des Mittelalters ohne durchgreifende Resonanz im wissenschaftlichen Ge-
fiige des Lehrgebaudes der Scholastik.

Erst mit dem Heraufkommen des Friihkapitalismus, seit dem 15. Jahrhundert,
trat ein grundlegender Wandel ein. Die sich formierende neue Klasse, die Bour-
geoisie, erkannte in ihrem Kampf gegen die Feudalgesellschaft die Aneignung von
Wissen als Mittel ihrer eigenen politischen und 6konomischen Emanzipation.
Ging es im 15. und 16. Jahrhundert um die Wiedergeburt (Renaissance) der antiken
Wissenschaft, so konnten im 17. und 18. Jahrhundert die Kenntnisse der Antike
bei weitem iibertroffen werden, auch in der Mathematik.
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Die antiken mathematischen Schriften — soweit sie iiberliefert worden waren
— wurden wihrend der Renaissance in sorgfiltigen textkritischen Ausgaben in der
Originalsprache gedruckt; beispielsweise erschienen die ,,Elemente von EUKLEI-
DEs 1533 in Basel.

Im AnschluB an die wiedererstandenen geometrischen Schriften der Antike lie-
ferte J. KEPLER (1571 —1630) bedeutende Beitrige zur Kegelschnittslehre. P. pr
FERMAT (1601 —1665) suchte das verlorengegangene Buch VIII der Kegelschnitts-
lehre des APOLLONIOS zu rekonstruieren und begriindete zusammen mit dem Philo-
sophen und Mathematiker R. DESCARTES (1596 —1650) in den dreiBiger Jahren des
17. Jahrhunderts die analytische Geometrie. (Einige historische Bemerkungen zur
Geschichte der analytischen Geometrie finden sich in MfL, Bd. 7.) Mit L. B. AL-
BERTI (1401 —1472), LEONARDO DA VINCI (1452 —1519) und A. DURER (1471 —1528)
hegannen sich in den Kreisen der Handwerker, Kiinstler und Festungsbaumeister
die Lehre von der Perspektive und die projektive Geometrie herauszubilden; diese
Entwicklungslinie fiihrte schlieBlich bei dem politisch progressiven franzosischen
Politiker und Mathematiker G. MONGE (1746 —1818) zur Begriindung der darstel-
lenden Geometrie als selbstindige mathematische Disziplin. (Historische Bemer-
kungen zur Geschichte der darstellenden Geometrie finden sich in MfL, Bd. 8.)

Auf dem Untergrund des allgemein werdenden gesellschaftlichen Interesses an
den Naturwissenschaften und der Mathematik wihrend der Zeit der industriellen
Revolution und der Entfaltung des Kapitalismus konnte auch die Geometrie im
19. Jahrhundert eine stiirmische Entwicklung nehmen. Einige Haupttendenzen
seien hier hervorgehoben.

Die kritische Besinnung auf die Grundlagen der Geometrie fiihrte zu Anfang des
19. Jahrhunderts zur Ausarbeitung der nichteuklidischen Geometrie und spiter,
1854, bei B. RIEMANN (1826 —1866) zur differentialgeometrischen Behandlung
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten und der Klassifizierung aller drei Grundtypen
der Geometrie, der elliptischen, der euklidischen (oder parabolischen) und der
hyperbolischen Geometrie.

Im Streit zwischen den Anhingern der damaligen synthetischen Geometrie — hier
ist besonders der Schweizer Mathematiker J. STEINER (1796 —1863) zu nennen —
und denen der mehr analytischen Richtung konnten sich schliefllichdurchdas Wirken
u. a. von A. F. MoB1us (1790—1868), J. PLUCKER (1801 —1868) und H. GRASSMANN
(1809 —1877) der durchgehende Gebrauch von Koordinaten und algebraische Hilfs-
mittel in der Geometrie durchsetzen. Und schlieBlich lieferten der norwegische
Mathematiker S. LiE (1842 —1899) und F. KLEIN (1849—1925) — das sog. Erlanger
Programm KLEINS stammt aus dem Jahre 1872 — auf gruppentheoretischer Grund-
lage eine Klassifizierung aller (bis dahin bekannten) Geometrien: Geometrische
Eigenschaften von riaumlichen Gebilden sind solche, die sich gegeniiber einer be-
stimmten Transformationsgruppe als invariant erweisen.

Doch waren die schwierigen Fragen der axiomatischen Grundlegung der Geo-
metrie noch offen geblieben, ein Mangel, der mit dem Aufkommen der mathema-
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tischen Logik gegen Ende des 19. Jahrhunderts besonders deutlich wurde. H. PoIN-
CARE (1854—1912) in Frankreich und M. PascH (1843—1930) und D. HILBERT
(1862—1943) in Deutschland und weitere Mathematiker widmeten sich diesem
Problem. In seiner zuerst 1899 aus Anlafl der Enthiillung des GauB-Weber-Denk-
mals in Géttingen versffentlichten Festschrift ,,Uber die Grundlagen der Geome-
trie* begriindete HILBERT die gesamte Geometrie axiomatisch. Dabei fiihrte er die
Widerspruchsfreiheit der Geometrie auf die der Arithmetik zuriick und wies die
Unabhiingigkeit verschiedener von ihm aufgestellter Axiomgruppen (Verkniipfung,
Anordnung, Kongruenz, Parallele, Stetigkeit) nach. HILBERT bezog von vorn-
herein einen ganz abstrakten Standpunkt und warf dabei giinzlich neue Fragen der
Axiomatik iiberhaupt auf: Die geometrischen Elementarbegriffe Punkt, Gerade,
Ebene werden nicht explizit definiert. Vielmehr werden die zwischen ihnen be-
stehenden Beziehungen durch die Axiome und die aus ihnen abgeleiteten Sitze
festgelegt und daher die geometrischen Elemente und Relationen nur implizit
definiert.

Mit der Problemstellung der axiomatischen Grundlegung von Teilgebieten der
Mathematik waren zugleich schwierige erkenntnistheoretische Fragen aufgeworfen
worden. Unter den Bedingungen der allgemeinen Krisis des Imperialismus wurden
innermathematische Schwierigkeiten, auch im Zusammenhang mit solchen der sich
entwickelnden Mengenlehre, von Seiten idealistischer Philosophen hochgespielt
und iiberbetont. HILBERT selbst wandte sich mit voller Schirfe gegen Tendenzen
des Agnostizismus und stellte seinerseits das ,,Axiom von der Losbarkeit jeder
mathematischen Aufgabe im weiten Sinne des Wortes‘‘ auf. Heute ist die Geometrie
eine sicher begriindete mathematische Teildisziplin, die ihre feste erkenntnistheore-
tische Basis im dialektischen und historischen Materialismus besitzt; doch gibt es
noch eine Vielzahl offener Fragen in der mathematischen Grundlagenforschung der
Geometrie.



1. Axiomatischer Aufbau der Geometrie

1.0. Vorbemerkungen

Die elementare Geometrie ist ein Zweig der Mathematik, der in einem verhiltnis-
méBig engen und unmittelbaren Zusammenhang mit der uns umgebenden physi-
kalischen Welt steht. Das tigliche Leben bringt jeden Menschen auf Schritt und
Tritt mit Objekten in Beriihrung, an denen geometrische Figuren zu erkennen sind :
ebenflichig begrenzte Gegenstinde, geradlinig begrenzte Flichen, Dreiecke, Vier-
ecke, Kreise, parallele Strecken, kongruente Winkel usw. Das hat zur Folge, daB
jeder Mensch von vielen geometrischen Begriffen schon eine gewisse Vorstellung
hat, auch ohne daf3 er sich besonders intensiv oder bewuBt mit Geometrie befat
hat. Die Geometrie gilt daher als eine besonders anschauliche Disziplin der Mathe-
matik. Aber es ergibt sich aus diesem Umstand auch die Moglichkeit, Geometrie in
gewissermaflen experimenteller und phédnomenologischer Art zu betreiben. Diese
Moglichkeit wird besonders im Schulunterricht ausgenutzt. Die Schiiler werden
im Geometrieunterricht im Zusammenhang mit der Beschreibung anschaulicher
geometrischer Sachverhalte erst langsam an mathematische Denkweisen heran-
gefithrt. Im Laufe des Geometrielehrganges der Schule werden von einer gewissen
Stufe an deduktive Schliisse durchgefiihrt und strenge Beweise gegeben ; die Grund-
lagen der Geometrie bleiben jedoch fiir den Schiller — wie es nicht anders sein
kann — eine gréBere Anzahl induktiv gewonnener Kenntnisse.

Jeder Mathematiklehrer sollte sich jedoch bewuft sein, daB die Geometrie
andererseits auch von Anfang an als eine rein deduktive Theorie dargestellt und
betrieben werden kann, und er sollte einen solchen Aufbau der Geometrie kennen,
der natiirlich — wie es heute in jeder mathematischen Disziplin der Fall ist — von
einem Axio ystem a hen hat. In dem folgenden ,,Axiomatischen Aufbau
der Geometrie* wird ein solcher rein deduktiver Weg zur Geometrie beschritten.
Er lehnt sich an den klassischen um 1900 von DAvip HILBERT gegebenen Aufbau
der Geometrie an, nimmt dabei aber auch auf den im modernen Unterricht stirker
hervortretenden abbildungstheoretischen Aspekt Riicksicht.
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Fiir das Verstindnis des folgenden axiomatischen Aufbaus der Geometrie sind
an sich nur einige Grundkenntnisse aus der Mengenlehre und der Algebra erforder-
lich (nidmlich etwa folgende Begriffe: Enthaltensein von Mengen, Abbildungen,
Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen, Relation, Aquivalenzrelation und
Zerlegung, Halbgruppe, Gruppe, kommutative Gruppe, Homomorphie, Isomor-
phie), aber der Studierende wird gut daran tun, vor dem Durcharbeiten des vor-
liegenden Geometrielehrganges seine eigenen Kenntnisse der Elementargeometrie
kritisch zu sichten und ein wenig in Frage zu stellen, indem er z. B. iiber Fragen
folgender Art nachdenkt: Was ist eigentlich ein Winkel ? Welche Begriffe braucht
man zur Definition des Winkelbegriffes, und wie kann man wiederum diese Begriffe
definieren ? Was meint man eigentlich, wenn man sagt, daB eine Strecke grofBer
als eine andere sei oder daB sie die Linge 3 cm habe ? Was bedeutet es, wenn man
sagt, ein Dreieck gehe aus einem anderen durch eine Verschiebung (Drehung,
Spiegelung) hervor? Im Zusammenhang mit der Beantwortung solcher Fragen
wird der mit einem axiomatischen Aufbau der Geometrie noch nicht vertraute Leser
bei sich eine gewisse Unsicherheit feststellen, er wird aber auch immer wieder auf
bestimmte grundlegende geometrische Aussagen und Begriffe kommen (beispiels-
weise: Durch zwei Punkte gibt es genau eine Gerade, oder: eine Gerade wird durch
einen auf ihr liegenden Punkt in zwei Strahlen zerlegt, usw.), die Ausgangspunkt
fiir viele andere Sitze sein konnen, und er wird dann bereit sein, derartige Aussagen
als Axiome fiir einen systematischen Aufbau der Geometrie an den Anfang gestellt
zu finden. Beim weiteren schrittweisen Studium des axiomatischen Aufbaus der
Geometrie muBl der Leser darauf achten, keine anderen Sachverhalte als gegeben
und richtig anzunehmen, als in den bis zur jeweiligen Stelle aufgefiihrten Axiomen
und daraus gefolgerten Sitzen niedergelegt sind. Das erfordert einige Miihe und
etwas Abstraktionsvermogen, belohnt den Leser aber damit, daB er fiir grund-
legende Fragen der Elementargeometrie sicheren Boden gewinnt und die erwihnte
Unsicherheit verliert.

Es sei darauf hingewiesen, daB der hier dargestellte Weg nur einer unter vielen
moglichen ist. Er beschrinkt sich hauptsichlich auf die Geometrie der Ebene,
weil hier das fiir einen axiomatischen Aufbau Charakteristische in geniigendem
MagBe erkennbar wird. Fiir den Aufbau der Geometrie des dreidimensionalen Rau-
mes werden nur ein Axiomensystem und einige grundlegende Definitionen und
Sachverhalte angegeben werden.

1.1. Geometrie der euklidischen Ebene
114, Inzidenz, Parallelitdt, Verschiebungen

An den Beginn des Aufbaus der euklidischen Geometrie der Ebene werden folgende
als richtig vorausgesetzte Aussagen gestellt: Unter dem Begriff Ebene versteht
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man eine Menge mit bestimmten, im folgenden angegebenen Eigenschaften; ihre
Elemente werden Punkte genannt. Es gibt ein nicht leeres System von Teilmengen
der Ebene, dessen Elemente Geraden genannt werden; eine Gerade ist also eine
spezielle Punktmenge.

Weitere Aussagen, die als grundsitzlich wahr vorausgesetzt werden — es sind
Eigenschaften, denen Punkte und Geraden geniigen —, werden in Form von Axio-
men formuliert.

Axiom (1). Sind A und B zwe? beliebige voncinander verschiedene Punkte, so gibt
¢s genau etne Gerade, die A und B enthdlt.

Axiom (2). Jede Gerade enthilt mindestens zwei Punkte.
Axiom (3). Es gibt keine Gerade, die simtliche Punkte der Ebenc enthiilt.

Eine Punktmenge, die in einer Geraden enthalten ist, soll kollinear genannt wer-
den. Die nach Axiom (1) eindeutig bestimmte Gerade, die zwei gegebene Punkte
A und B enthilt, nennt man auch Verbindungsgerade der Punkte 4 und B, sie
moge mit dem Symbol g(4 B) bezeichnet werden. Der Sachverhalt, daB ein Punkt P
zu einer Geraden g gehort, soll auch mit den Worten ,,der Punkt P liegt auf der
Geraden g oder ,,g geht durch P beschrieben werden. Aus Axiom (1) folgt, daB
zwei verschiedene Geraden hochstens einen gemeinsamen Punkt haben. Denn
hiitten die beiden voneinander verschiedenen Geraden g, und g, zwei Punkte 4
und B gemeinsam, so miifite sowohl g, als auch g, gleich der nach Axiom (1) ein-
deutig bestimmten Verbindungsgeraden von 4 und B sein, es wire also g, = g,
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Mit einem besonderen Wort wird der Fall bezeichnet, daB zwei Geraden keine
oder alle Punkte gemeinsam haben. Hierzu wird fiir Geraden g und % definiert:

Definition. g||h:=gnh=0vg=nh

Das Zeichen ,,||* wird ,,parallel gelesen. Statt ,,g || k** sagt man auch ,,g ist
eine Parallele zu 4 oder ,,g ist zu k parallel”. Fiir das Parallelsein wird folgendes
gefordert :

Axiom (4) (Parallelenaxiom). Ist g eine beliebige Gerade und P ein beliebiger
Punkt, so gibt es genau eine Gerade, die P enthiilt und die zu g parallel ist (Abb. 1.1).

Das Parallelsein ist offenbar eine Relation in der Menge der Geraden. Es soll
nun gezeigt werden, daB es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Aus der Defi-
nition folgen unmittelbar Reflexivitit und Symumetrie, d. h., fiir jede Gerade g
gilt g || g, und gilt fiir zwei Geraden g und % die Relation g || , so gilt auch & || g.
Zum Beweis der Transitivitit sei fiir drei Geraden g, h, k vorausgesetzt, daB g || b
und k || k gilt. Wenn g = k ist, dann ist nach Definition ¢ || k, und die Transitivitdt
ist bewiesen. Es sei nun g & k. Wire g n k = 0, so wiire, wie oben gezeigt wurde,
dieser Durchschnitt ein Punkt S, und g und k wiren zwei verschiedene, den Punkt §
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Abb. 1.1

enthaltende und zu % parallele Geraden. Das ist ein Widerspruch zum Parallelen-
axiom. Es kann also nur g n k = 0 und somit g || & sein. Damit ist die Relation
,paralle] als eine Aquivalenzrelation nachgewiesen. Die Menge aller Geraden
zerfillt demnach in Klassen zueinander paralleler Geraden. Jede solche Klasse
moge als Parallelenklasse bezeichnet werden. Es ist auch méglich, den Namen
Richtung hierfiir zu verwenden. Eine Parallelenklasse ist durch Angabe einer ihrer
Geraden eindeutig festgelegt. Zwei Geraden, die zu verschiedenen Parallelenklassen
gehoren, haben genau einen gemeinsamen Punkt.

Unter den bijektiven Abbildungen der Ebene auf sich spielt ein spezieller Typ
von Abbildungen eine besondere Rolle, der zunéchst definiert werden soll.

Definition: v ist eine Verschiebung genau dann, wenn 7 eine bijektive Abbil-
dung der Ebene auf sich mit folgenden Eigenschaften ist:

(V1) Das Bild einer beliebigen Geraden g ist eine zu g parallele Gerade.

(V2) Wenn die Abbildung nicht die identische Abbildung ist, so ist jeder
Bildpunkt von seinem Original verschieden.

Die Eigenschaft (V1) miite genau genommen wie folgt formuliert werden: Die
Menge der Bilder aller Punkte einer beliebigen Geraden g ist eine zu g parallele
Gerade. Da aber keine MiBverstindnisse zu befiirchten sind, wird — auch in
den weiteren Ausfitlhrungen und in analogen Zusammenhidngen — die obige
kiirzere Sprechweise verwendet. Weiterhin wird folgendes vereinbart: Ist I eine
Punktmenge, ¢ eine Abbildung der Ebene auf sich, so soll unter ¢(I) die Menge
{X: X = ¢(P), P ¢ M) verstanden werden.

Die identische Abbildung, d. h. die Abbildung, die jeden Punkt auf sich selbst
abbildet, hat offenbar die Eigenschaften (V1) und (V2), sie ist also eine spezielle
Verschiebung. Zur Bezeichnung der identischen Abbildung wird im folgenden

1 tlich der Buchstabe ¢ verwendet werden.

&8

Die folgenden Hilfssiitze geben weitere Eigenschaften von Verschiebungen an.
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Erster Hilfssatz iiber Verschiebungen. Ist t eine Verschiebung, t== ¢, P
ein beliebiger Punkt und g die Verbindungsgerade von P und v(P), so wird die Gerade g
bet der Verschiebung v auf sich selbst abgebrldet.

Beweis. Die Gerade g enthilt den Punkt P, folglich enthédlt 7(g) den Punkt
7(P). Nach (V1)ist das Bild von g eine Parallele zu g. Die Parallele zu g durch z(P)
ist aber, da g den Punkt 7(P) enthilt, die Gerade g selbst. Also ist das Bild von g
wieder die Gerade g, und der Hilfssatz ist bewiesen.

Eine Gerade, die bei einer Abbildung auf sich selbst abgebildet wird, soll Fiz-
gerade dieser Abbildung genannt werden. Desgleichen nennt man einen Punkt, der
auf sich selbst abgebildet wird, einen Fixpunkt der betreffenden Abbildung. Ein
gemeinsamer Punkt zweier verschiedener Fixgeraden ist ein Fixpunkt; denn das
Bild dieses Punktes muB sowohl auf der einen Fixgeraden als auch auf der anderen
liegen, kann also nur der gemeinsame Punkt selbst sein. Eine Fixgerade braucht
keinen einzigen Fixpunkt zu enthalten. Besteht eine Gerade nur aus Fixpunkten,
so soll sie Fizpunktgerade genannt werden.

Zweiter Hilfssatz iiber Verschiebungen. Ist v eine Verschiebung, v + ¢,
und sind P und Q zwei Punkte, so ist die Verbindungsgerade von P und t(P) parallel
zur Verbindungsgeraden von @ und 7(Q).

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Die Geraden g(Pz(P)) und g(Q(Q))
seien als nicht parallel angenommen. Sie haben dann genau einen gemeinsamen
Punkt S. Da beide Geraden nach dem ersten Hilfssatz Fixgeraden sind, ist S ein
Fixpunkt. Das ist aber ein Widerspruch zur Eigenschaft (V2); und somit ist der
zweite Hilfssatz bewiesen.

Auf Grund des zweiten Hilfssatzes ist fiir eine feste Verschiebung v (v = 1) die
Menge aller Verbindungsgeraden von Original- mit zugehérigen Bildpunkten eine
Parallelenklasse, die man Verschiebungsrichtung nennt. Die Verschiebungsrichtung
ist auf Grund des ersten Hilfssatzes zugleich die Menge aller Fixgeraden von 7,
denn jede nicht zu der genannten Parallelenklasse gehorende Fixgerade wiirde mit
den Fixgeraden der Verschiebungsrichtung gemeinsame Punkte haben, also Fix-
punkte ergeben, was wegen (V 2) nicht sein kann.

In einem spiteren Abschnitt wird der Begriff Verschiebungsrichtung noch eine
Verfeinerung erfahren.

Aus dem Bisherigen kann nicht gefolgert werden, daB es iiberhaupt — auBer der
identischen Abbildung — Verschiebungen gibt. Es wird daher folgendes Axiom
aufgestellt :

Axiom (5) (Existenz von Verschiebungen). Die Menge aller Verschiebungen hat
folgende Eigenschaft: Sind A und B zwei beliebige Punkte, so gibt es genau eine Ver-
schiebung, bet der A auf B abgebildet wird.
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Dieses Axiom besagt unter anderem, da8 eine Verschiebung durch Vorgabe eines
Original- und eines Bildpunktes eindeutig festgelegt ist. Sind also 7, und 7, zwei
Verschiebungen und ist P ein Punkt mit 7,(P) = 7,(P), 80 ist 7; = 7,.

Es sei auf folgenden Sachverhalt hingewiesen: Unter Benutzung von (V1), (V2)
und dem zweiten Hilfssatz iiber Verschiebungen kann bewiesen werden, daB es
nicht mehr als eine Verschiebung geben kann, die 4 auf B abbildet. Das Wort
»genau‘‘ konnte also aus dem Axiom (5) gestrichen werden, dafiir miiBte der ge-
nannte Beweis ausgefiihrt werden.

Es kann jetzt nachgewiesen werden, daB die Menge aller Verschiebungen beziig-
lich der Operation der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe bildet. Zunichst ist
klar, daB fiir diese Operation das Assoziativgesetz gilt, wie es bekanntlich bei Pro-
dukten von Selbstabbildungen einer Menge immer der Fall ist. Als neutrales Ele-
ment fungiert die identische Abbildung ¢«. Aus der Definition der Verschiebungen
ergibt sich, daB die Umkehrabbildung einer Verschiebung ebenfalls die Eigenschaf-
ten (V1) und (V2) hat, also eine Verschiebung ist. SchlieBlich hat das Produkt
T, o 7, zweier Verschiebungen t, und 7, wegen der Transitivitit des Parallelseins die
Eigenschaft (V1), und die Eigenschaft (V2) ergibt sich folgendermaBen: Gilt fiir
einen Punkt F die Gleichung v, o 7,(F) = F, so ergibt die Anwendung von ;! die
Gleichung 7,(F) = 75 !(F), das bedeutet aber 7,(X) = 7;*(X) fiir alle X, und hieraus
folgt durch Anwendung von 7,: 7,07;(X) = X fiir alle X, d. h. 7,07, = ¢, und
75 o 7; hat somit die Eigenschaft (V2).

Die Verschiebungen bilden also eine Gruppe. Es wird nun gezeigt, daB diese
Gruppe sogar kommutativ ist. Dazu wird angenommen, daB die Verschiebungz, den
Punkt 4 auf den Punkt B, die Verschiebung 7, den Punkt B auf den Punkt C ab-
bildet, 7, und 7, seien beide von der identischen Abbildung verschieden.

Fall 1: 4, B, C sind nicht kollinear (Abb. 1.2).

Es sei D = 1,(4). Nach Eigenschaft (V1) liegt D auf der Parallelen zu g(4 B)
durch C, die Geraden g(4 B) und ¢(DC) sind also parallel. Nach dem zweiten Hilfs-
satz iiber Verschiebungen liegt D auf der Parallelen zu g(BC) durch 4, so daB die

Abb. 1.2
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Geraden g(BC) und g(4D) parallel sind. Es sei E = 7,(D). Wegen (V1) ist E ein
Punkt der Parallelen durch B zu g(4D), also ein Punkt von g(BC). Nach dem zwei-
ten Hilfssatz iiber Verschiebungen ist E ein Punkt der Parallelen durch D zu g(4 B),
also ein Punkt von g(DC). Der einzige gemeinsame Punkt der Geraden g(BC) und
g(DC) ist aber C. Folglich gilt

7, 07(4) =1,01y(4) = C,
d. h.

T 0Ty =T3°T; .

Fall 2: A, B, C sind kollinear (Abb. 1.3).

Abb. 1.3

Dieser Fall wird auf den ersten zuriickgefiihrt. Es sei Q ein beliebiger, nicht auf
¢(A B) ligender Punkt, der auf Grund von Axiom (3) sicher existiert, und es sei 7,
die Verschiebung, die 4 auf Q abbildet. Ferner sei v5(B) = @,. Fiir die Produkte
7307, und 7, o 75! liegt dann sicherlich der erste Fall vor, die Faktoren sind jeweils
vertauschbar. Ferner ist 7, o 73(4) = @, 7, 75 1(@,) = C, und da 4, @,, C nicht kol-
linear sind, liegt auch fiir das Produkt (t, o 73) ¢ (7, 73 *) der erste Fall vor. Daher
ist die folgende Gleichungskette richtig, die sich auf Grund des jeweils vorliegenden
ersten Falles durch Faktorenvertauschung ergibt:

Len=Tenot=T0(nety)or
= (Tz°7a_l) o (1 0T3) =T,°(T3°7T,) °Ts-‘
=T oT(Teory) =107,
Die letzten Ergebnisse lassen sich zusammenfassen zu dem

Satz iiber die Gruppe der Verschiebungen. Die Verschicbungen bilden
beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine kommutative Gruppe.

Ist eine feste Parallelenklasse gegeben, so bildet die Menge aller Verschiebungen,
die diese Klasse als Verschiebungsrichtung haben, unter Hinzunahme der identi-
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schen Abbildung eine Untergruppe der Gruppe der Verschiebungen. Dies folgt
leicht aus der Definition des Begriffes Verschiebungsrichtung; der Beweis kann
dem Leser iiberlassen werden.

Eine wichtige Anwendung ist der Begriff der Verschiebungsgleichheit. Fiir irgend-
welche Punktmengen oder Systeme von Punktmengen 9, und I, definiert man:

Definition. IR, ist verschiebungsgleich zu I, genau dann, wenn es eine Ver-
schiebung gibt, bei der I, auf M, abgebildet wird.

Die Relation ,,verschiebungsgleich‘ ist reflexiv, weil die identische Abbildung
eine Verschiebung ist, sie ist transitiv, weil mit zwei Verschiebungen auch deren
Produkt eine Verschiebung ist, und sie ist symmetrisch, weil mit jeder Verschiebung
auch deren Umkehrabbildung eine Verschiebung ist. Aus der Gruppeneigenschaft
der Verschiebungen folgt also, daB die Verschiebungsgleichheit eine Aquivalenz-
relation ist.

Als Beispiel mogen verschiebungsgleiche geordnete Paare von Punkten betrach-
tet werden. Es sei (4, B) ein beliebiges geordnetes Paar von Punkten, und &
sei die Klasse aller dazu verschiebungsgleichen Paare, also

® :={(X, ¥): X =1(4) A Y = 7(B) A 7ist Verschiebung} .

Diese Klasse hat eine bemerkenswerte Eigenschaft. Sie besteht genau aus denjeni-
gen geordneten Punktepaaren ,,(Originalpunkt, Bildpunkt)*, die eine Verschiebung
ausmachen, und zwar diejenige, die 4 auf B abbildet. Zum Beweis sei angenommen,
daB (X, Y) ein beliebiges zu (4, B) verschiebungsgleiches Punktepaar sei, also
7(4) = X, ©(B) = Y, und daB 7, durch 7,(4) = B festgelegt sei. Zu zeigen ist:
7(X) = Y. Es ist aber 7o(X) =1,07(4). Wegen der Kommutativitit ist dies
gleich 7 o 7y(4). Weiter gilt v o 74(4) = 7(B) = Y, also insgesamt 7o(X) = Y. Ist
umgekehrt (X, Y) ein aus Original- und Bildpunkt bestehendes Punktepaar, also
Y = 7,(X), so folgt mit 7'(X) = A4 die Gleichungskette

T(Y) =7 o7y(X) =10°7(X) =19(4) = B,

d. h., (X, Y) ist vermoge der Verschiebungt’ verschiebungsgleich zu (4, B), gehort
also zu .

Eine derartige Klasse verschiebungsgleicher geordneter Paare von Punkten
nennt man einen Vektor. Da eine Verschiebung — wie jede Abbildung — eine Menge
von geordneten Paaren ist, geht aus dem soeben Gezeigten hervor, daB ein Vektor
nichts anderes als eine Verschiebung ist; der in dem eben durchgefiihrten Beweis
genannte Vektor ist mit der Verschiebung 7, identisch.

Zur Bezeichnung von Vektoren wird folgendes vereinbart: Derjenige Vektor, der
den Punkt A in den Punkt B iiberfiihrt, werde mit b(4 B) bezeichnet. Sind b(4 B)
und b(CD) zwei Vektoren, so werde der aus diesen Vektoren durch Hintereinander-
ausfiithrung entstehende Vektor mit v(4B) 4+ v(CD) bezeichnet und die S
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dieser Vektoren genannt. Es gilt dann fiir beliebige Punkte X, ¥, Z ausnahmslos
die Gleichung

b(XY) + 0(¥YZ) = b(XZ).

Diese Bezeichnungsweise wird allerdings in den folgenden Abschnitten des vor-
liegenden Bandes zunichst nicht verwendet werden, da die Verschiebungen bald
in eine umfassendere Gruppe von Abbildungen eingegliedert werden, fiir die eine
derartige Bezeichnung nicht zweckmifig ist. Erst im Rahmen der analytischen
Geometrie, wo den Vektoren wieder eine besondere Rolle zukommt, wird von der
zuletzt eingefithrten Schreibweise Gebrauch gemacht werden.

Gehoren die Paare (4, B) und (C, D) zu ein und demselben Vektor, so ist ent-
weder A = Bund C = D (falls die betreffende Verschiebung die identische Abbil-
dung ist), oder es ist A &= B und C == D. Im letzten Fall sind wegen des zweiten
Hilfssatzes iiber Verschiebungen die Geraden g(A4 B) und g(CD) parallel, und wegen
(V1) sind auch (falls 4 &= C) die Geraden g(AC) und g(BD) parallel (Abb. 1.4). Man
nennt deshalb Punktepaare (4, B) und (C, D), die zum gleichen Vektor gehoren,
parallelgleich.

Man héitte die bisher dargestellte Theorie auch so aufbauen konnen, daB man vor der
Einfithrung des Begnffes Verschlebung die Parallelgleichheit von geordneten Punkte-
paaren durch die in Abb. 1.4 anged g ische Eigy haft definiert hatte. An-
stelle von Axiom (5) hitte man die Transitivitat der Rclanon ,,parallelgleich‘‘ axioma-
tisch gefordert, und hierauf hiitte man den Begriff Verschiebung definieren und Axiom
(5) als Satz beweisen kénnen. Dieser Weg wire etwas miithsamer gewesen.

Abb. 1.4

1.1.2 Anordnung

1.1.2.1. Grundlegende Axiome, Sitze und Begriffe zur
Anordnungslehre

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Ordnungsrelation benutzt. Eine iiber einer
beliebigen Menge I erklirte Relation ,,<*, die die Eigenschaften
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(T) Ausz < yund y < z folgt z < z fiir alle z, y, z ¢ M.
(I) Es gibt kein x in M, fir das z < z gilt.
(K) Fiir beliebiges x und y aus M ¢ilt x < y oder y < z oder z = y.

hat, heiBt irreflexive Ordnung; die Menge M zusammen mit dieser Relation heiflt
geordnet. Die Vereinigung einer irreflexiven Ordnung mit der Gleichheitsrelation
heiBt reflexive Ordnung, sie wird mit ,,<‘ bezeichnet. Sie hat die Eigenschaft,
antisymmetrisch zu sein, d. h., ausz < yund y < z folgt = y.

Die zu einer irreflexiven Ordnungsrelation ,,<‘‘ inverse Relation ,,>>*, die durch
x> y & y < z definiert ist, ist ebenfalls eine irreflexive Ordnungsrelation, man
nennt sie zur urspriinglichen Relation entgegengesetzt. Jede geordnete Menge kann
daher sofort auf eine zweite Weise geordnet werden.

Die Grundlage der Anordnungslehre wird durch das folgende Axiom gegeben:

Axiom (6). Einer jeden Geraden ist ein Paar einand tgegengesetzter irreflexi-
ver Ordnungen auf der Menge der Punkte dieser Geraden zugeordnet.

Von diesen beiden Ordnungen ist keine vor der anderen irgendwie ausgezeichnet.
Manchmal ist es jedoch erforderlich, eine der beiden Relationen auszuzeichnen.
Man benutzt dann den folgendermaBen definierten Begriff der orientierten Geraden.

Definition. oist eine orientierte Gerade genau dann, wenn o ein Paar (g, <) ist,
das aus einer Geraden g und einer der beiden nach Axiom (6) zu g gehérenden Ord-
nungsrelationen besteht.

Jede Gerade kann also auf zweierlei Art orientiert werden.

Axiom (7). Es sei (g, <) eine orientierte Gerade. Ist P ein Punkt von g, so gibt
es mindestens zwet Punkte X und Y auf g mit X < P < Y. Sind A und B Punkte
von g mit A < B, so gibt es mindestens einen Punkt Z von g mit A < Z < B.

Ist (g, <) eine orientierte Gerade und 4 ein Punkt von ¢, so kann die Menge der
von A verschiedenen Punkte von g folgendermaBen zerlegt werden: Die eine Menge
ist

{(X:XegnX <4y,
die andere ist

{(Y:YegnAd<Y).
Wenn man g durch die zu ,,<“ entgegengesetzte Ordnungsrelation orientiert, erhilt
man die gleiche Zerlegung, sie ist also unabhingig von der Wahl der Orientierung.
Auf Grund von Axiom (7) sind die beiden Mengen nicht leer. Man fiigt beiden
Mengen jeweils den Punkt 4 hinzu und nennt sie die beiden von 4 auf g erzeugten
Strahlen. (Statt Strahl ist auch die Bezeichnung Halbgerade gebréuchlich.) A4 wird
Anfangspunkt der beiden Strahlen genannt, die beiden Strahlen nennt man zuein-
ander entgegengesetzt. Die Gerade g nennt man T'rigergerade der beiden Strahlen.
Ein Strahl ist offenbar durch Angabe seines Anfangspunktes und eines zu ihm geho-
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renden Punktes P(+ A)eindeutig bestimmt, man bezeichnet ihn dann mit AP*.
Aus X € AP+ und X + A folgt AP+ = AX*. Mit AP- bezeichnet man den zu A P*
entgegengesetzten Strahl. Es gilt also stets AP+ n AP- = {A} und AP+ v AP-
= g(AP).

Eine wichtige Relation fiir die Punkte einer Geraden ist die folgendermagen defi-
nierte dreistellige Zwischenrelation:

Definition. Zw(4BC) ist mit folgender Aussage gleichbedeutend: A4, B, C
sind Punkte einer Geraden ¢, und bildet man mit g eine orientierte Gerade (g, <),
sogilt A < B CoderC < B<A.

Fiir ,,Zw(A BC)* sagt man ,,B liegt zwischen 4 und C*“. Man sieht sofort, da
diese Relation in sich iibergeht, wenn man (g, <) durch (g, >) ersetzt, die Zwischen-
relation ist unabhingig von der Orientierung. Offenbar folgt aus Zw(4 BC) die
Giiltigkeit von Zw(CBA). Sind X,, X,, X, drei verschiedene Punkte einer Geraden,
so gilt genau eine der Relationen Zw(X,X,X;), Zw(X,X,X,), Zw(X,X,X,). Denn
wegen der Eigenschaften von Ordnungsrelationen gibt es genau eine Permutation
(i), 7g, 75) der Zahlen 1, 2, 3, so daBl X; < X;, < X, gilt, und das hat eine und nur
eine der drei angegebenen Relationen zur Folge.

Weiter folgt aus der Definition der Zwischenrelation und der des Begriffes
Strahl, daB zwei Punkte X und Y einer Geraden g genau dann zu verschiedenen
Strahlen mit dem Anfangspunkt A und der Trigergeraden g gehiren, wenn
Zw(XAY) gilt.

Mit Hilfe der Zwischenrelation wird folgendermaBen der Begriff Strecke definiert :
Sind A4 und B zwei Punkte, so wird die Menge

{X:Zw(AXB)vX =Av X = B)

die Strecke A B genannt; sie soll mit AB bezeichnet werden. Die Punkte 4 und
B heiflen Endpunkte, die iibrigen innere Punkte der Strecke AB. Eine Strecke ist
durch Angabe ihrer Endpunkte eindeutig bestimmt, und umgekehrt hat jede
Strecke genau zwei Endpunkte. Aus Zw(A4 BC) folgt B € AC (nicht aber umgekehrt :
denn aus X € YZ kann auch X = Y oder X = Z folgen).

Betrafen die bisherigen Betrachtungen zur Anordnungslehre nur immer die Punkte
jeweils einer Geraden, so wird im folgenden Axiom eine Beziehung zwischen Anord-
nungseigenschaften verschiedener Geraden festgelegt.

Axiom (8). (Ubertragung der Zwischenrelation): Sind g,, g, g; paarweise par-
allele Geraden, die nicht alle gleich sind, A, und B, Punkte auf g,, A, und B, Punkte
auf gy, Ay und By Punkte auf gy, so folgt aus Zw(A,A,A,) und der Kollinearitit von
B,, B, und By die Relation Zw(B, B,B,) (Abb. 1.5).

Es sei auf mogliche Spezialfille hingewiesen, in denen z. B. 4, = B, sein kann
(Abb. 1.6).
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Abb. 1.5

Abb. 1.6

Aus Axiom (8) folgt leicht der

Satz von der Invarianz der Zwischenrelation bei Versehiebungen.
Sind A,, A,, A, drev Punkte mit Zw(A,4,A;) und Vst v eine Verschiebung, so gilt auch
Zw(’(Ax)f(Az)f(Aa))-

Beweis. Gehort die Verbindungsgerade der Punkte A,, 4,5, 4; nicht zur Ver-
schiebungsrichtung von 7, so sind die Geraden g(Atr(A¢)) (i =1, 2, 3) nach dem
zweiten Hilfssatz iiber Verschiebungen paarweise parallel, Axiom (8) ist anwendbar
und liefert unmittelbar die Behauptung. Gehért aber die Verbindungsgerade der
Punkte A4,, 4,, A; zur Verschiebungsrichtung von 7, so setze man 7 aus zwei Ver-
schiebungen 7, und 7, zusammen, deren Richtungen nicht mit der von 7 iiberein-
stimmen, indem man einen beliebigen Punkt Q aulerhalb g(4,4,) wihlt und 7, durch
7,(4,) = Q sowie 7, durch 7,(Q) = 7(4,) festlegt. Auf Grund des ersten Falles bleibt
dann die Zwischenrelation der Punkte A4,, 4,, 4; bei 7, o 7, (= 7) ungeindert.

Aus der Definition des Begriffes Strecke und dem eben bewiesenen Satz folgt, dafl
das Bild einer Strecke bei einer Verschiebung wieder eine Strecke ist, wobei End-
punkte in Endpunkte iibergehen.

Im AnschluB an die Definition der Zwischenrelation wurde bemerkt, daB sich die
Einteilung einer Geraden in zwei Strahlen mit gegebenem Anfangspunkt unabhin-
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gig von der Orientierung allein mittels der Zwischenrelation beschreiben li8t.
Daraus folgt vermaoge der Invarianz der Zwischenrelation, daB das Bild eines Strahls
bei einer Verschiebung wieder ein Strahl ist, wobei Anfangspunkt in Anfangspunkt
iibergeht.

Fiir Fixgeraden von Verschiebungen la8t sich der Satz von der Invarianz der
Zwischenrelation verschirfen zum

Satz iiber die Invarianz der Ordnungsrelation auf Fixgeraden von
Verschiebungen. Ist (g, <) eine orienticrte Gerade und v eine Verschiebung, die g
in sich selbst iiberfiihrt, so folgt aus A < B die Relation v(A) < t(B) fiir alle A, B
von g.

Beweis (Abb. 1.7). Zunichst wird ein spezielles Punktepaar mit der im Satz
behaupteten Eigenschaft konstruiert. Es sei X, ein beliebiger Punkt von g und Y,
ein Punkt mit Zw(X,Y,r(X,)). Ferner sei X, ein beliebiger nicht auf g liegender
Punkt, und 7, sei die Verschiebung, die X, auf X, abbildet. Die Geraden g(Y,7,(¥,))
und g(X,7(X,)) gehéren zu unterschiedlichen Verschiebungsrichtungen, schneiden
sich also in einem Punkte X. Nach dem zweiten Hilfssatz iiber Verschiebungen, an-
gewendet auf z,, gilt

g(xoxl)”g( Yo’l(Yn)) .
Also folgt aus Zw(X, Y,7(X,)) nach Axiom (8) (Spezialfall) Zw(X,X7(X,)). Weiter
ist

9(Xo Yo)llg(Xy7:(Yo))
wegen Eigenschaft (V1) von 7,, also folgt aus Zw(X,X7(X,)) nach Axiom (8)
Zw(7y(Y)X Y,). Ferner ist nach dem zweiten Hilfssatz iiber Verschiebungen, ange-
wendet auf 7o 7]1,

Q(Xﬂ(xo))ﬂg(ﬁ( Yo)t(Yy) ,
nach Axiom (8) folgt aus Zw(Y,X7,(Y,)) die Relation Zw(Y,7(X,) 7(Y,)). Aus

Zw(X,Y,7(X,)) und Zw(Y,7(X,) 7(Y,)) folgt auf Grund der Definition der Zwischen-
relation im Fall X, < Y, die Relation 7(X,) < 7(Y,), im Fall ¥, < X, die Relation

Abb. 1.7
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7(Yy) < 7(X,), so daB entweder (X,, Yy) oder (Y,, X,) ein Paar (4,, By) mit 4, < B,
und 7(4,) < 7(B,) ist. Der Beweis des Satzes kann nun fiir beliebige 4 und B fol-
gendermaflen beendet werden: Es sei zunichst X (3= 4,) beliebig auf g. Es gibt
drei Fille: X < Ay, < By, 49 < X < By, 4y < By = X. Im ersten Fall folgt
wegen der Invarianz der Zwischenrelation Zw(7(X)t(4,)7(By)), wegen 7(4,)
< 7(B,) also 7(X) < 7(4,). Im zweiten und dritten Fall folgt analog 7(4,) < ©(X),
so daf die zwischen beliehigem X und A4, bestehende Ordnungsrelation hei  erhal-
ten bleibt. Sind schlieBlich A, B beliebige Punkte von ¢ mit 4 < B, so gibt es
wiederum drei Fille: 4 < B < 4y, A < 4y = B, 4 < A < B. Im ersten Fall
gilt Zw(4A B4,), also auch Zw(z(4) 7(B) t(4,)); auf Grund des Vorhergegangenen
(man identifiziere X mit A) gilt auch v(4) <7(4,); mit Zw(z(4) 7(B) t(4y))
ergibt dies 7(4) < 7(B). Analog schliet man im zweiten und dritten Fall und er-
hiilt dort jedesmal 7(4) < v(B), womit der Satz bewiesen ist.

Es soll nun die in 1.1.1. angekiindigte Verfeinerung des Begriffes Richtung einge-
fithrt werden. Dazu werde die Menge aller Strahlen betrachtet und auf ihr die Rela-
tion ,,verschiebungsgleich®. Eine jede auf Grund dieser Aquivalenzrelation ent-
standene Klasse soll ein Richtungssinn genannt werden. Ein Richtungssinn wird
also als eine Aquivalenzklasse verschiebungsgleicher Strahlen definiert. Es ist
klar, daB Strahlen mit nicht parallelen Trigergeraden zu verschiedenen Richtungs-
sinnen gehoren (man sagt auch: verschiedenen Richtungssinn haben). Es sei nun
R die Menge der Strahlen, deren Trigergeraden einer festen Richtung angehéren.
Zwei entgegengesetzte Strahlen AP+ und AP- sind sicher nicht verschiebungs-
gleich (denn andernfalls wire A ein Fixpunkt der betreffenden Verschiebung).
80 daB es in R mindestens zwei Klassen gibt. Ist nun XY+ ein beliebiger dritter
Strahl aus R, so gibt es eine Verschiebung, die X auf 4 abbildet, dabei muff XY -
entweder in AP* oder in AP~ iibergehen, X Y+ ist also einem dieser beiden Strahlen
verschiebungsgleich. Es gibt demnach in R genau zwei Klassen verschiebungsglei-
cher Strahlen. Man kann somit sagen: Zu einer Richtung gibt es genau zwei Rich-
tungssinne; man nennt sie einander entgegengesetzt.

Manchmal ist es zweckmiBig, auch einem geordneten Paar von Punkten (4, B)
einen Richtungssinn zuzusprechen. Man definiert ihn als den durch den Strahl 4 B-
gegebenen Richtungssinn. Es zeigt sich nun: Ist 7 eine Verschiebung (r % o), so
haben alle geordneten Punktepaare (X,7(X)) denselben Richtungssinn. Denn
sind X,, X, beliebige Punkte, X| = 7(X,), X, = 7(X,) ihre Bilder bei 7, so giht es
eine Verschiebung ¢ mit ¢(X;) = X,, und es wird wegen (X)) = ¢ c7(X))
=10 p(X,) = 1(X,) = X, das Bild des Strahles X, X, bei ¢ der Strahl X,X}".
d.h, X,X;* und X,X," gehéren zum gleichen Richtungssinn und damit auch die
Paare (X,, X;) und (X,, X,). Esist demnach natiirlich, einer jeden Verschiebung 7
einen Richtungssinn zuzusprechen. Man definiert ihn als den durch das Punktepaar
(X, (X)) gegebenen Richtungssinn; dabei ist X ein beliebiger Punkt.

Es sei 7 eine Verschiebung (== ¢), 4 ein beliebiger Punkt. Die Gerade g(At(A))
werde so orientiert, dafl 4 < v(4) gilt. Hieraus folgt durch Anwendung von 7-!
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wegen der Invarianz der Ordnungsrelation die Beziehung v-1(4) < 4. Die Strah-
len At(A)* und Ar~1(4)* sind also entgegengesetzt, und folglich ist der Richtungs-
sinn einer Verschiebung zu dem ihrer Umkehrabbildung entgegengesetzt.

Ein wichtiger Sachverhalt der Anordnungslehre besteht darin, dal jede Gerade
eine Zerlegung der Ebene — die Punkte der Geraden selbst ausgenommen — in
zwei sogenannte Halbebenen bewirkt, wie jetzt gezeigt werden soll.

Es sei g eine feste Gerade. Sie gehort einer bestimmten Parallelenklasse an, und
die Untergruppe derjenigen Verschiebungen, die diese Klasse als Verschiebungs-
richtung haben, mége mit & bezeichnet werden. Die Gerade ¢ ist Fixgerade bei
allen Verschiebungen aus . Ferner sei k eine Gerade, die g schneidet. Der Schnitt-
punkt erzeugt auf i zwei entgegengesetzte Strahlen; mit s, bzw. s, mége die Menge
der vom Anfangspunkt verschiedenen Punkte eines jeden dieser Strahlen bezeichnet
werden. Nun werden diejenigen Punktmengen betrachtet, die sich ergeben, wenn
man auf die Punkte von s, bzw. von s, alle Verschiebungen aus ¢ anwendet, also
die Mengen

O i={X:X=1Y)AYes nte®)}
und
p = {X: X =1(Y)AYesnTre®).

Diese Mengen haben keine gemeinsamen Punkte; denn wire Z € £, n ,, so gibe
es Punkte Y, aus s; und Y, aus s, sowie Verschiebungen 7,, 7, aus ® mit Z = ,(Y,)
=1,(Y,), als07; 1 o7y (¥;) = Y,; wegent; ! o7, €  und dem zweiten Hilfssatz iiber
Verschiebungen miiBte die Verbindungsgerade von Y, und Y,, also %, parallel zu
¢ sein, was der Voraussetzung widerspriche. Andererseits gehort jeder nicht auf
g liegende Punkt P entweder zu §, oder zu £,; denn die Parallele durch P zu g
schneidet s, oder s, in einem Punkt S, und die Verschiebung 7, die S auf P ab-
bildet, gehort zu @. Die Mengen $), und £, bilden also eine Zerlegung der Menge
aller nicht zu g gehorenden Punkte. Dabei gilt 8, ¢ ,, 8, ¢ Dp. Es zeigt sich nun,
daB diese Zerlegung unabhiingig von der Auswahl der zu ihrer Konstruktion be-
nutzten Geraden & ist. Um dies nachzuweisen, werde eine andere, g schneidende
Gerade ! und die durch sie erzeugte Zerlegung betrachtet. Die Klassen seien &,
und g,. Ferner sei gnh = {H}, gnl = {L}, und o. B.d. A. mégen H, und &,
einen gemeinsamen Punkt P, haben (Abb. 1.8). Die Parallele zu g durch P, mége
lin Py, hin Py schneiden. Ist nun X beliebig aus §),, so ist X das Bild eines Punktes
X, bei einer Verschiebung aus &, X, gehort zu H P}, es gilt also nicht Zw(P,H X,).
Die Gerade g(X X)), die parallel zu g und g(P,P)) ist, schneidet / in einem Punkt
X,. Nach Axiom (8) gilt dann auch nicht Zw(P,LX,), d. h., X; gehort zu LP;",
also gehért X selbst zu €,. Das bedeutet ¥), = £,. Analog ergibt sich umgekehrt
g, € §,, woraus insgesamt ), = &, folgt. Die Zerlegungen §,, $, und &;, L, stim-
men also iiberein. Die fiir die Mengen s, und s, auf der Geraden h getroffene Fest-
stellung (s, ¢ 9, 8, ¢ ;) gilt nun fiir jede Gerade, die g schneidet: Die beiden vom
Schnittpunkt erzeugten entgegengesetzten Strahlen dieser Geraden gehéren — vom
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Abb. 1.8

Abb. 1.9

Anfangspunkt abgesehen — je ganz zu einer der beiden Zerlegungsmengen ),
bzw. §,. Das bedeutet: Zwei Punkte 4 und B liegen genau dann in verschiedenen
Zerlegungsklassen beziiglich der Geraden g, wenn es einen Punkt G auf g gibt, der
zwischen 4 und B liegt.

Die Zerlegungsklassen nennt man die beiden von g erzeugten offenen Halb-
ebenen, g heiBt Randgerade dieser Halbebene. Nimmt man zu einer offenen Halb-
ebene die Randgerade g hinzu, so spricht man schlechthin von einer Halbebene. Die
beiden zu einer Randgeraden gehoérenden Halbebenen nennt man entgegengesetzt.
Ist ein Paar entgegengesetzter offener Halbebenen gegeben, so gibt es nicht mehr
als eine Randgerade dazu. Denn wiren g, und g, zwei Randgeraden (Abb. 1.9)
und 4, bzw. 4,(== 4,) Punkte auf g, bzw. g,, s0 géibe es nach Axiom (7) auf g(4,4,)
bei geeigneter Orientierung Punkte B, und B, mit B, < 4, < B, < 4,, und das wiirde
bedeuten, daB B, und B, wegen Zw(B,4,B,) in unterschiedlichen Halbebenen,
gleichzeitig wegen Zw(B,B,4,) in derselben Halbebene liegen, was nicht sein kann.
Zusammenfassend kann festgestellt werden:

Satz iiber die Zerlegung in Halbebenen. Jede Gerade g bewirkt eine Zer-
legung der Menge der nicht zu ihr gehorenden Punkte in zwer offene Halbebenen derart,
daf zwei Punkte genau dann in derselben offenen Halbebene liegen, wenn zurschen
thnen kein Punkt von g existiert.
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Statt ,,P und @ liegen in derselben von g erzeugten Halbebene‘ sagt man auch
,»P und Q liegen in derselben Halbebene beziiglich ¢g* oder ,,P und @ liegen auf der-
selben Seite von ¢g*. Eine Halbebene ist durch Angabe ihrer Randgeraden g und
eines zur Halbebene, aber nicht zur Randgeraden gehérenden Punktes P bestimmt.
Die Bezeichnung soll dann durch das Symbol gP* erfolgen, gP- soll die zu gP*
entgegengesetzte Halbebene bezeichnen. Wird die Randgerade g durch zwei
Punkte, etwa durch 4 und B, bestimmt, dann soll statt gP+ bzw. gP- auch das
Symbol ABP+ bzw. ABP- verwendet werden. Offenbar ist stets A BP+ = BAP+.

Im weiteren Aufbau der Geometrie wird ein spezieller Typ von Punktmengen
eine wichtige Rolle spielen, der mit dem Namen Fahne bezeichnet werden soll.
Unter einer Fahne versteht man eine Punktmenge, die aus einem Strahl und einer
offenen Halbebene besteht, wobei die Randgerade der offenen Halbebene Triger-
gerade des Strahles ist. Den Strahl nennt man Randstrahl der Fahne, seinen An-
fangspunkt auch Anfangspunkt der Fahne. Eine Fahne ist durch Angabe ihres
Randstrahles s und eines zu ihrer offenen Halbebene gehérenden Punktes P be-
stimmt und soll dann mit sP+ bezeichnet werden. Mit P~ wird die Fahne mit dem
Randstrahl s bezeichnet, deren offene Halbebene zu derjenigen von sP* entgegen-
gesetzt ist. In den Symbolen sP* bzw. sP- darf s durch die oben eingefiihrte Sym-
bolik QR* oder QR- ersetzt werden, so dal durch Symbole der Form QR*P*,
QR*P-, QR-P*, QR- P- wohlbestimmte Fahnen bezeichnet werden. Die Fahnen
QR*P+* und QR-P- nennt man enlgegengesetzt; sowohl ihre Randstrahlen als
auch ihre offenen Halbebenen sind entgegengesetzt.

Wendet man auf die Punkte einer offenen Halbebene

H={X:X=1Y),Yes,te®}
eine Verschiebung ¢ an, so ergibt sich die Bildmenge
9 ={X" X' = ¢X),Xe);
9’ erweist sich als Halbebene. Es gilt namlich
O ={X":X =g¢X),XeDH)
={X":X' =¢ot(Y), Yes,1e®)
={X": X =7o9(Y), p(Y) € ¢(s1), T € B}
={X":X"=12),Z¢ps),tc ).
Beriicksichtigt man, daB das Bild der Randgeraden von § eine zum Original par-
allele Gerade ist, daf also & auch die Gruppe der Verschiebungen in Richtung dieser
Bildgeraden ist, so erkennt man §’ als eine offene Halbebene, deren Randgerade
das Bild der Randgeraden von § ist. Bei Verschiebungen gehen demnach Halb-
ebenen in Halbebenen, Randgeraden in Randgeraden iiber. Analoges gilt fiir Fah-

nen: Das Bild einer Fahne bei einer beliebigen Verschiebung ist wieder eine Fahne,
die das Bild des Randstrahls der Originalfahne als Randstrahl hat.
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Um zu zeigen, wie mit den bisher eingefiihrten Begriffen gearbeitet werden kann
und im Interesse spiterer Anwendung werden jetzt zwei Sitze iiber Anordnungs-
beziehungen bewiesen.

Ein Punktquadrupel (4, B, C, D) soll (hier kurz, spiter wird der Begriff noch
etwas anders gefaBt werden) Parallelogramm genannt werden, wenn die Punkte
nicht kollinear sind und das geordnete Paar (4, B) verschiebungsgleich zum Paar
(C, D) ist. Die Strecken AB, BD, DC, CA heiBen Seiten, die Strecken BC und AD
Diagonalen des Parallelogramms (Abb. 1.10). Es gilt g(4B) || g(CD) und g(AC)
|| ¢(BD). Nun gilt folgender

Satz vom Diagonalenschnittpunkt. Ist (4, B, C, D) ein Parallelogramm,
so haben die Diagonalen AD und BC einen gemeinsamen Punkt.

Beweis (Abb. 1.11). Es geniigt zu zeigen, daB B und C auf verschiedenen Seiten
der Geraden g(AD) liegen. Denn denn gehort ein Punkt der Strecke BC zu g(4D),
und durch Analogie ergibt sich auch g(BC) n AD = 8, woraus dann insgesamt die
Behauptung des Satzes folgt.

Ay

(»
/ /N

Abb. 1.10 Abb. 1.11

Es sei v die Verschiebung, die 4 auf C abbildet und o die Verschiebung, die 4
auf Babbildet. Ist 4, = 7-1(4), so sind AC* und A4 entgegengesetzte Strahlen.
Es gilt also Zw(CAA4,), d. h., 4, und C liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden
9(AD). Andererseits ist 7o o(4) =7(B) = D, to0(4,) =0 °7(4,) =0(4d) = B;
hieraus folgt: Die Strahlen AA4;" und DB* sind verschiebungsgleich beziiglich der
Verschiebung 7 o 0, die die Richtung der Geraden g(4D) hat. Das bedeutet, da8
A, und B in derselben Halbebene beziiglich g(4D) liegen. Da 4, und C auf ver-
schiedenen Seiten von g(4.D) liegen, gehéren auch B und C zu verschiedenen Halb-
ebenen von g(AD), was zu zeigen war.

Der nichste Satz betrifft eine Anordnungsbeziehung dreier Strahlen mit gemein-
samem Anfangspunkt.

















































































































































































