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Vorwort

Im vorliegenden Teil IT der ,,Grundbegriffe der Mathematik* wird die Behandlung
der Zahlenbereiche fortgesetzt. Es werden der Reihe nach die gebrochenen, die
rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen eingefiihrt. Den Ausgangspunkt
bildet die im Teil I ausfiihrlich dargelegte Theorie der natiirlichen Zahlen.

Die Konstruktion der gebrochenen, der rationalen und der komplexen Zahlen wird
wie allgemein iiblich mit Hilfe geordneter Paare vollzogen. Die ganzen Zahlen werden
als spezielle rationale Zahlen definiert. Bei der Behandlung der gebroch Zahlen
wurde auf Vorschlag von Herrn Prof. Dr. G. AssER eine konsequente Unterscheidung
zwischen Briichen und gebrochenen Zahlen angestrebt. Demgemi8 erscheinen Briiche
stets in der fiir geordnete Paare iiblichen Schreibweise. Von den bekannten Varianten
zur Konstruktion der reellen Zahlen habe ich eine ausgewihlt, die der Definition der
reellen Zahlen im Lehrbuch der 9. Klasse entspricht. Die reellen Zahlen werden als
unendliche Dezimalbriiche definiert. Fiir den Nachweis der Korpereigenschaften des
Bereichs der reellen Zahlen wurden die von Prof. Dr. J. FLACESMEYER und Prof. Dr.
F. TeERPE in den Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft der DDR, Heft 1
(1968), dargelegten Gedanken zugrunde gelegt. Die Abschnitte 4.10., 5.8., 6.3.3. und
7.6. haben erginzenden Charakter.

Die Ausfithrungen iiber die Theorie der Zahlenbereiche werden durch die von
Herrn Prof. Dr. H. Wussmve verfaBten Abschnitte iiber die historische Entwicklung
des Zahlbegriffs wesentlich erginzt. )

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. G. AssER fiir zahlreiche wertvolle Hin.
weise, insbesondere bei der Gestaltung der Abschnitte 4 und 6.3. Herrn SCHNEIDER
méchte ich fiir die Hilfe danken, die er mir beim Lesen der Korrekturen gewihrte.

Giistrow, im Herbst 1973 JURGEN WISLICENY
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4. Der Bereich der gebrochenen Zahlen

41.  Einleitung

Die natiirlichen Zahlen entstanden durch den ZihlprozeB. Als Kardinalzahlen werden
sie zur Angabe der Anzahl der Elemente einer endlichen Menge und als Ordinalzahlen
zum Durck ieren der El te einer endlichen Menge benutzt. Zur Heraus-
bildung weiterer Zahlenbereiche fithrte insbesondere die Tatigkeit des Messens. Beim
MeBprozeB wird die zu messende GroBe (MeBgroBe) mit einer festen VergleichsgroBe
(MaBemhe.lt) verglichen. Wir wollen uns an der Lingenmessung orientieren und diese
chrittweise wie folgt vorneh : Im ersten Schritt stellen wir fest, wie oft die MaB-

einheit hintereinandergelegt werden kann, ohne die MeBgroBe zu iibertreffen. Die er-
haltene natiirliche Zahl ist im allgemeinen nur ein Niherungswert, denn eine gering-
fiigige Anderung der MeBgroBe beeinfluBt unser Ergebnis nicht. Fiir den n-ten MeB-
schritt (» == 2) denken wir uns die MaBeinheit in » gleichlange Teile zerlegt und
wihlen eine zu diesen Teilen gleichlange GroBe — den n-ten Teil der MaBeinheit — als
neue VergleichsgroBe. Wir stellen im n-ten MeBschritt fest, wie oft der n-te Teil der
MaBeinheit hintercinandergelegt werden kann, ohne die MeBgroBe zu iibertreffen.
Bezeichnet man diese Anzahl mit m, so beschreibt das geordnete Paar (m, 7) mit einer
bestimmten Genauigkeit das Verhiltnis der MeBgroBe zur MaBeinheit. Es kann der
Fall eintreten, daB fiir ein » die MeBgroBe durch das Hintereinanderlegen des n-ten
Teiles der MaBeinheit vollstindig ausgeschopft wird. Wir nennen dann die MeBgroSe
beziiglich der MaBeinheit kommensurabel. Fér eine derartige MeBgroBe gibt es also
geordnete Paare natiirlicher Zahlen, die ihr Verhiltnis zur MaBeinheit genau besti
men. Ist (m, n) ein solches geordnetes Paar natiirlicher Zahlen und & eine beliebige
von Null verschiedene natiirliche Zahl, so trifft das auch fiir das geordnete Paar
(km, kn) zu (vgl. Abb. 1).

Aus einfach hlentheoretischen Uberlegungen erhalten wir, daB zwei geordnete
Paare (m,, ny), (my, n;) die gleiche GroBe beschreiben, wenn m,n, = m,n, gilt.

Die Lingenmessung macht von der haulich plausiblen Tatsache Gebrauch, daB
die VergleichsgroBe in beliebig viele gleichlange Stiicke geteilt werden kann. Die Mog-
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lichkeit der Teilung einer gegebenen GréBe in gleiche Teile spielt auch bei alltaglichen
Verteilungsaufgaben eine groBe Rolle. Um etwa m gleiche Torten unter n Personen
aufzuteilen, so daB keine Person benachteiligt wird, kann jede Torte in n gleiche Stiicke
geteilt werden. Jede Person erhilt dann m Stiicke. Gilt mn, = nm,, so wird diese Ver-
teilungsaufgabe auch durch Teilung jeder Torte in », gleiche Stiicke geldst, wobei
dann jede Person m, Stiicke erhilt. Das Ergebnis einer solchen Verteilungsaufgabe
wird ebenfalls durch geordnete Paare aus N X N* beschrieben. Zwei geordnete Paare
(my, m,), (Mg, n,) legen dabei das Ergebnis ein und derselben Verteilungsaufgabe dieser
Art fest, wenn mn, = myn, gilt. Es handelt sich hier also um die gleiche Beziehung
zwischen geordneten Paaren wie bei der Beschreibung der Linge einer kommensura-
blen GroBe.

n-te Teile der MaiSeinhei
1 2 m-1

T TT

— — nk-te Teile derMaBeinheit
k 2k (m-1) k mk

Abb. 1

Wir stellen uns in diesem Kapitel das Ziel, den Zahlenbereich der natiirlichen Zahlen
so zu erweitern, daB einerseits jede beziiglich einer gegeb MaBeinheit ke
surable Lange durch eine MaBzahl aus diesem Zahlenbereich erfaBt wird und anderer-
seits das Ergebnis einer Verteilungsaufgabe der oben genannten Art durch eine Zahl
dieses Zahlenbereiches beschrieben werden kann. Die bisherigen Uberlegungen ma-
chen deutlich, daB die gesuchten Zahlen etwas mit geordneten Paaren natiirlicher
Zahlen zu tun haben miissen. Wir werden die geordneten Paare natiirlicher Zahlen zur
Konstruktion der gesuchten Zahlen heranziehen.

An einen Bereich, der eine Erweiterung eines bereits bekannten Zahlenbereiches
darstellen soll, mi te Forderungen gestellt werden. Fiir Zahlenbereiche
ist charakteristisch, daB in ihnen zwei algebraische Operationen, eine Addition und
eine Multiplikation, definiert sind. Die wesentlichen Eigenschaften dieser Operationen
werden durch Strukturgesetze (auch Grundgesetze oder Aziome genannt) beschrieben,
aus denen andere Rechengesetze abgeleitet werden kénnen. Im Bereich der natiir-
lichen Zahlen ist weiterhin eine Ordnungsrelation erklirt, die in bestimmter Weise mit
der Addition und Multiplikation zusammenhangt und deren Eigenschaften ebenfalls
durch Strukturgesetze bestimmt werden. Fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen
formulieren wir die folgenden bekannten Eigenschaften (vgl. MfL Bd. 1, 3.) als
Strukturgesetze:

heati

(A0)  Die Addition ist eine algebraische Operation in N.
(A1)  Die Addition ist assoziativ: (@ + b) + ¢ =a -+ (b + ¢).

(A2,) Beziiglich der Addition existiert (genau) ein neutrales Element 0 (Null-
element) mita +0 =0+ a =a.
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(A3) Die Addition ist kommutativ:a +b=0b + a.

(M0)  Die Multiplikation ist eine algebraische Operation in N.

(M1)  Die Multiplikation ist assoziativ: (@-b)-¢ =a . (b-c).

(M2,) Beziiglich der Multiplikation existiert (genau) ein neutrales Element 1 (Eins-
element) mita-1 =1.a =a.

(M3)  Die Muliplikation ist kommutativ:a.-b =b - a.

(M4)  Die Multiplikation ist beziiglich der Addition distributiv:
a-b+c)=a-b+a-c, b+c)a=b-a+c-a.

1) Die Relation ,,<* ist eine irreflexive totale Ordnung.

(02)  Die Addition ist beziiglich der Ordnung ,,<<“ monoton:
a<b>a+c<b+ec.

(03) Die Multiplikation ist beziiglich der Ordnung ,,<‘‘ monoton:
a<brc>0=a-c<b-c.

Auf Grund dieser Strukturgesetze bildet der Bereich der natiirlichen Zahlen als
algebraische Struktur einen sogenannten geordneten Halbring mit Null- und Eins-
element. Wir werden daher auch vom Halbring der natiirlichen Zahlen sprechen. Von
einer Zahlenbereichserweiterung des Bereichs der natiirlichen Zahlen fordern wir, daB
die genannten Strukturgesetze auch im neuen Zahlenbereich weitgehend giiltig blei-
ben.

Im Bereich der natiirlichen Zahlen konnen Gleichungen der Form

a+xz=5b, a-x=>b bzw. a"=b

im allgemeinen nicht gelost werden. Mit der Schaffung neuer Zahlenbereiche sollen
diese algebraischen Unvollstindigkeiten nach Moglichkeit behoben werden.

4.2.  Gebrochene Zahlen

Die Uberlegungen in 4.1. legen es nahe, in der Menge N x N* folgende Relation
»=¢"* 2u betrachten:

(1) (my, 1y) =4 (Mg, Mg) 16> Myny = M0,y

Diese Relation ist offenbar reflexiv und symmetrisch. Ferner folgen aus (m,, n,) =,
(my, o) und (my, ng) =, (Mg, ng) die Beziehungen m,n, = myn, und myny = myn,, also
auch mynyng = mgn n,; wegen ny + 0 ergibt sich daraus m,ng = mqn,, also (my, n,) =,
(mg, ny). Die Relation ,, =, ist somit auch transitiv und daher eine Aquivalenz-
relation, die wir die Quotientengleichheit
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Die Elemente aus N x N*, d. h. die geordneten Paare (m, z) mit m,n € Nundz == 0,
nennen wir Briicke, wobei die Zahl m der Zihler und die Zahl n der Nenner des Bruches
(m, n) heiBt. Die Aquivalenzklassen von N x N* nach der Quotientengleichheit (vgl.
MfLBd. 1,2.5.) wir d g ‘--c.gebrochene”” , und wir bezeichnen die

)

durch den Bruch (m, ) bestimmte Aquivalenzklasse mit 2. DefinitionsgemaB ist also
n

id die Menge aller Briiche (m’, »’), die zum Bruch (m, n) quotientengleich sind :
n

(2) ={(m',n'): (m',n') € N X N* A m'n =mn'}.

23

Wihrend die Briiche (m,, n,) und m,, n,) genau dann gleich sind, wenn ihre Zihler
m,, m, sowie ihre Nenner n,, n, libereinstimmen,

(3) (M1, 1) = (g, 09) & My =My Aty =1y,

sind die gebrochenen Zahlen — ™ ynd 22 2 genau dann gleich, wenn die Briiche
™ 72

my, n;) und (m,, n,) quotientengleich sind:

m,  m,
4) == 2 & mny = mgn,.
o my

Die Menge aller gebrochenen Zahlen, d. h. das Restsystem von N X N* modulo =,,
bezeichnen wir mit Q,, also

3) Q, = {E:m,neNAn#:O}.
n

In der Menge @, werden wir im folgenden eine Ordnung, eine Addition und eine
Multiplikation definieren. Nach der Herleitung entsprechender Strukturgesetze
werden wir berechtigt sein, die Menge Q, als einen Zahlenbereich anzusehen, den wir
den Bereich der gebrochenen Zahlen nennen werden. Insbesondere wird dieser Zahlen-
bereich die in 4.1. genannte Zielstellung erfiillen, also als MaBbereich fiir die beziig-
lich einer MaBeinheit kommensurablen GroBen ausreichend sein. Wir wollen aber
schon jetzt die Elemente von Q. gebrochene Zahlen nennen.

.m . . N m
Ist @ € Q,, a'=—, so nennen wir den Bruch (m, n) einen Reprisentanten und —
n n

eine Bruchdarstellung der gebrochenen Zahl a. Fiir jede natiirliche Zahl ¥ > 1 ist auf
Grund von (1) mit (m, n) stets auch (mk, nk) ein Reprisentant von @ und umgekehrt.
Den Ubergang von (m, n) zu (mk, nk) bezeichnet man als Erweitern (mit der Zahl
k > 1), den Ubergang von (mk, nk) zu (m, n) als Kiirzen (durch die Zahl k). Dann gilt:
Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen aus einem gegeb Bruch entsteh
w
, b = -
n

so kénnen wir

=|,:_za

reprisentieren die gleiche gebrochene Zahl. Ist ¢ =
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insbesondere (m,n) mit »’ und (m’,;n') mit n erweitern und erhalten

mn' m'n
a=—, b=—.
] 7

nn nn

Zu beliebigen gebrochenen Zahlen a, b existieren also natiirliche Zahlen m,, m, und
k = 0, so daBB

ist, wobei man im Falla = 7—:, b= ﬂl als gemeinsamen Nenner k das Produkt nn’
n

oder auch (Beweis!) das kleinste gemeinsame Vielfache z || »' nehmen kann. Briiche
(my, k), (my, k) mit dem gleichen Nenner k heiBen gleichnamig.

Ein Bruch heiBit reduziert, wenn sein Zahler und sein Nenner teilerfremd sind:
(6) (m,n) reduziert :>mMn =1.

Man zeigt leicht (Ubungsaufgabe), daB es zu jeder gebrochenen Zahl a genau einen

reduzierten Bruch (m,n) gibt, der a reprasentiert. In diesem Fall helﬂt 2 die redu-
zierte Bruchdarstellung von a.

Bemerkung. Haufig werden auch die Briiche durch die Bezeichnung 2 wieder-
n

gegeben, was aber wegen der unterschiedlichen Gleichheit (vgl. (3) bzw. (4)) unzweck-
miBig ist, so daB wir im Interesse einer begrifflichen Klarheit im folgenden die hier
entwickelte Terminologie verwenden. Man beachte: Die Briiche (1, 3) und (2, 8) sind

verschieden, die gebroch Zahlen —;— und % sind gleich!

43.  Anordnung gebrochener Zahlen

Unter Verwendung der Anordnung natiirlicher Zahlen wollen wir in @, eine irrefle-
xive totale Ordnung definieren und damit der Vergleichbarkeit von MegroBen Rech-
nung tragen.

In 4.2. wurde gezeigt, da3 zwei gebrochene Zahlen a, b durch gleichnamige Briiche
reprasentiert werden konnen. Es gelte nun a = P2 ynd b= = ﬁ,
L nl Ty
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wobei ,, n, von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind. Die Beziehungen m; < m,’
und m, < m,’ sind dann gleichwertig mit m,n, < m,'n, bzw. myn, < my'n, (vgl.
MSL Bd. 1, 3.4. (19), (21)). Benutzen wir noch mn, = mgn, und m,'n, = m,’ n,, so
erhalten wir die Gleichwertigkeit der Beziehungen m, < m,’ und m, < m,’. Dieses
Ergebnis erméglicht die folgende

Definition (Anordnung gebrochener Zahlen).

'

m _m ,
1) —<—om<m.
n

Bemerkungen.

1. Die Erklérung der Anordnung gebrochener Zahlen wurde mit Hilfe von Re-
présentanten, d. h. durch nicht eindeutig bestimmte Darstellungen von a bzw. b,
vorgenommen. Derartige Definitionen unter Verwendung von Reprisentanten
kc in der Mathematik haufig vor. Um mit einer solchen Definition zu einer ein-
deutigen Festlegung zu gelangen, ist es erforderlich, daB alle fiir die Definition még-
lichen Darstellungen zur gleichen Aussage fithren. In Verbindung mit einer solchen
Definition ist also die Unabhangigkeit von den Reprisentant hzuweisen. Die
Rechnungen vor der Definition beinhalten gerade den Nachweis der Unabhingigkeit
von den Reprisentanten fiir diese Definition.

2. Das Zeichen ,,<“ wird in der Definition (1) in zweierlei Bedeutung benutzt. Es
bezeichnet einerseits (rechts) die irreflexive totale Ordnung im Bereich der natiir-
lichen Zahlen und andererseits (links) eine Relation in Q,, die durch diese Definition
erklirt wird. Entsprechendes werden wir auch bei weiteren Definitionen vorfinden.
Eine Unterscheidung in der Bezeichnung nach den unterschiedlichen Bed
wire jeweils konsequent; wir wollen jedoch darauf verzichten, da sich die unter-
schiedliche Bedeutung spéter als belanglos erweisen wird.

Um zwei gebrochene Zahlen n und ﬁhinsioht].ich der Relation ,,<*“ zu ver-
n n

gleichen, sind gemaf der Definition dieser Relation die Briiche (m,z) und (m’, n’) zu-
nachst glemhnam:g zu machen. Insbesondere konnen wir zu den Bruchdarstellungen
mn bzw. ﬁ—';‘ iibergehen. Die Anordnung der Zahlen 2 und ﬁ wird
nn' nn n n

damit durch

’

2 < 11 & mn' < m'n
n o n
beschrieben.

Fiir die in Q, definierte Anordnung gilt der folgende

Satz 1 (Eigenschaften der Anordnung gebrochener Zahlen).
(01) Die Relation ,,<<* ist eine irreflexive totale Ordnung in Q,, d. k., es gelten:
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-V a<a (Irreflexivitdt),
aeQ,
A @<bab<c>a<c) (T'ransitivitit),
a,b, ceQ,
A @+ba<bvb<a) (Konnexitit).
6,0€Q,
Beweis. Reprisentieren wir die auftretenden Zahlen jeweils durch Briiche mit
gleichem Nenner, so ergeben sich diese Eigenschaften ittelbar aus der Definiti

der Anordnung gebrochener Zahlen und den entsprechenden Eigenschaften der An-
ordnung natiirlicher Zahlen.

Von der irreflexiven totalen Ordnung ,,<‘‘ gelangen wir durch die Festlegung
3) ea<b:oa<bva=>

zu einer reflexiven totalen Ordnung in Q, (vgl. MfL Bd. 1, 2.5. (28), (43)). Man zeigt
leicht, daB folgendes gilt:

m _m
1) —=<—oem=m
n n
m _m
2" —=—omn =m'n.

n n'
Die irreflexive totale Ordnung kann aus der reflexiven totalen Ordnung durch
4) a<boasbrazb
zuriickgewonnen werden (vgl. MfL Bd. 1, 2.5. (26), (34)).
Gilt @ < ¢ < b oder b < ¢ < a, s0 sagen wir, daB ¢ zwischen a und b liegt.
Im Bereich der natiirlichen Zahlen gibt es keine Zahl, die zwischen einer natiirlichen
Zahl 7 und ihrem Nachfolger » + 1 liegt. Dagegen gilt

Satz 2.
AN (@<b=>V(@<cac<d).
a,beQ, c€Qq

Man sagt hierfiir auch, daB Q, beziiglich der Relation ,,<<*“ dich¢ ist.
Beweis. Wir reprasentieren a und b durch gleichnamige Briiche (m, #) und (m', n).

2 1
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte m < m’. Dann ist m2-:
brochene Zahl ¢ mit @ < ¢ < b; denn wegen m < m’ ist 2m < 2m + 1 < 2m’ und
daher nach (1)
2m  _2m 41 _ 2m'
2n < 2n < 2n
Die gebrochenen Zahlen kénnen wir auf einer gegeb Geraden ver haulichen.
Dazu legen wir auf dieser Geraden zwei Punkte P, und P, fest, wobei bei einem Ver-
lauf der Geraden von links nach rechts der Punkt P, rechts von P, liegen moge. Wir

eine ge-




16 4. Der Bereich der gebrochenen Zahlen

betrachten die Strecke P,P; als MaBeinheit (Einheitsstrecke) und ordnen dann der
gebrochenen Zahl a = ﬁcleujenigen Punkt P, zu, der durch m-maliges Abtragen
n

des n-ten Teiles der Einheitsstrecke vom Punkt P, ausgehend nach rechts erreicht
wird (Abb. 2).

Die Veranschaulichung der gebrochenen Zahlen hangt mit der in der Einleitung
beschrieb Lang g en und ist Ausdruck dafiir, daB die gebroche-
nen Zahlen als MaBzahlen fiir beziiglich einer MaBeinheit 1 ble Lingen
dienen. Da a < b genau dann gilt, wenn P, rechts von P, liegt, wird deutlich, da8 die
definierte Anordnung gebrochener Zahlen die Vergleichbarkeit von MeBgro8en
widerspiegelt.

+— n-ter Tail Von RA

T T T ™

h A FFy
n

Abb. 2

4.4.  Addition gebrochener Zahlen

Um die Addition gebrochener Zahlen a, b zu erkléren, benutzen wir wieder Dar-

’

m, m, m
stellungen dieser Zahlen mit gleichem Nenner. Ist a =n_l =n—2 und b ="—l
’ ’ ’ 1 2 1
L SO kL e i N
Ny ny ny

ny(my + my') = ngmy + namy” = nymy + nymy’ = ny(my + My')
gilt. Fiir die folgende Definition der Addition gebrochener Zahlen ist damit die Un-
abhiingigkeit von den Reprasentanten nachgewiesen.
Definition (Addition gebrochener Zahlen).!)

m . m m+m
(1) -t ==
n  n n
Die Definition der Addition gebrochener Zahlen wird durch die Léngenmessung
motiviert, wenn die Addition gebrochener Zahlen mit dem Hintereinanderlegen zweier

Lingen in Beziehung gesetzt wird.

1) Vgl. 4.3. Bemerkung 2.
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m
Zur Beschreibung der Addition gebrochener Zahlen mit den Darstellung o
7%, konnen wir wieder nn’ als gemei en N benutzen und erhalten dann
m m'  mn 4+ m'n
@ T+TomIm

n n nn

Beim praktischen Rechnen wird allerdings vielfach nicht nn’, sondern das kleinste
gemeinsame Vielfache » || ' — der sogenannte Hauptnenner der Briiche (m, n) und
(m,n') — als gemeinsamer Nenner g

Wir wenden uns nun den Eigenschaften der Addition zu. Zunichst sei bemerkt,
daB alle Briiche der Form (0, #) quotientengleich sind. Bezeichnen!) wir mit 0 die zu-
gehorige Aquivalenzklasse

3) 0 :={(0, n):m € N¥},

so wird damit eine gebrochene Zahl definiert, fiir die
m

4) —=0em=0,

3) AN @+0=>a>0)
a€Q,

gelten.
Satz 1 (Eigenschaften der Addition in Q,).

(A0) A (@€Q.Abe@,>a+beQ,),
a.b

(A1) A @+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgeselz),
Q,

a,b,c€
(A2)) A a+0=a (Eigenschaft des Nullel tes),
aEQ,
(A3) A a+b=b+a (Kommutativgesetz).
a,beQ, .
Beweis.

(A0) folgt unmittelbar aus der Definition der Summe gebrochener Zahlen.
(A1) Es seien a =2, b =ﬂ, ¢ =2, Die Addition natiirlicher Zahlen ist asso-
n n n
ziativ, und daher ist

1) Vgl. 4.3. Bemerkung 2.
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(a+b)+c=(ﬁ+ﬁ) m_mim ow
n n n n n

_m4+m)4+m’  m4 (m +w) m + m 4+ m’”’
n n n n

n n
(A3). Die Addition natiirlicher Zahlen ist kommutativ, woraus

m _m+m m-i-m m  m

folgt.
Zwischen der Anordnung und der Addition gebrochener Zahlen besteht ein Zu-
sammenhang, den wir durch den folgenden Satz beschreiben.

Satz 2 (Monotonie der Addition beziiglich der Ordnung).
02) AN (@e<beoatc<biteo);

a,b,c€Q,

02y AN @=be®at+c=b-+ec).

a,b,¢ €
Beweis. Benut: leich ige Briiche zur Darstellung der Zahlen a, b, ¢, so
folgen (02) und (02" unmlttelbsr aus den entsprechenden Gesetzen in N.

Als Folgerung aus Satz 2 erhalten wir die wichtige Regel iiber die Addition gleich-

gerichteter Ungleichung
(6) asbacsd=>a+c<b+d.
Beweis. Indem wir zweimal das Monotoniegesetz (02') benutzen, erhalten wir

a+c=<b+cundc+ b <d -+ b. Kommutativitait der Addition und Transitivitit
der Ordnung liefern dann @ + ¢ < b + d. Steht zwischen a, b oder ¢, d in (6) statt
,,<* das Zeichen ,,<*, so kann in @ 4 ¢ < b + d das Zeichen ,,<* durch das Zei-
chen ,,<* ersetzt werden (Ubungsaufgabe).

Wir wollen uns nun den Gleichungen der Form a - ¥ = b zuwenden. Es gilt

(7 at+z=aty=>z=y.

Aus z 5 y folgt namlich # < y oder y < z und daher a + z = a + y nach Satz 2.

Eine Gleichung der Form a + « = b kann also héchstens eine Lésung besitzen.
Satz 3 (Losbarkeit der Gleichung @ + « = b in Q,). Sind a, b gebrochene Zahlen, so

existiert genau dann eine (eindeutig bestimmte) Losung der Qleichung a + x = b in Q,,

wenn a < b gilt.
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. Beweis. Wegen z = 0 fiir x € Q, gilt nach (6) stets a + « = a. Eine Losung der
Gleichung a + = = b kann also nur im Fall @ < b existieren. Bei Verwendung gleich-
namiger Briiche (m, n), (m’, n) als Darstellungen fiir @ bzw. b erhalten wir fir a < b die
Beziehung m < m/'. Es existiert dann eine natiirliche Zahl k mit m + & = m’, und

k
die gebrochene Zahl - ist Losung der Gleichung a + x = b.
Die fiir a < b eindeutig bestimmte Losung der Gleichung @ + = = b bezeichnen wir
mit b — @ und nennen sie die Differenz der Zahlen b und a. Es gilt also
8) at+c=bec=b—a.

Es sei noch ausdriicklich betont, daB das Minuszeichen hier nur zur Bezeichnung
der gebrochenen Zahl b — a benutzt wird. (Bis jetzt haben Bildungen wie —a,
@ +(—b) noch keinen Sinn.)

Wann sind zwei Differenzen @ — b, @’ — b’ gleich? Aus b + (@ — b) =a und
a’ =b' + (@’ — b’) erhalten wir

b+(a—b)+a =a+b + (@ —b)
und unter Verwendung von (7)
9) a—b=a—-boat+b=>0+a.
Die Bildung der Differenz von Bruchdarstellungen erfolgt nach der Regel

(10) n k  nk n = k)

Es gilt nimlich
L+mk—nl_nl+(mk—nl)_m_k_ﬁ
k nk nk Tk n

Ferner gelten

(11) a—b=c—deoa+d=<c+b (Vergleich von Differenzen)

und

(12) @—0b 4+ (—d)=(a+c)— (b+d) (Addition von Differenzen).

Die Regel (11) ergibt sich aus dem Monotoniegesetz der Addition, indem wir von der
Ungleichung @ — b < ¢ — d zur Ungleichung

@b +@+dsc—d)+G+d

ubergehen. Die Regel (12) erhalten wir durch den Nachweis der Giiltigkeit der
Beziehung (b + d) + ((@ — b) + (¢ — d)) =a + ¢ (Ubungsaufgabe).
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4.5.  Multiplikation gebrochener Zahlen

k

Die Multiplikation gebrochener Zahlen soll nun so definiert werden, daB %T
k k k 1 k

das m-fache 7 + 4 7 (m S den) von T hi —+— den n-ten Teil

e e 1

k
von-, d. h. eine gebrochene Zahl rm.it—ylb' =T ergibt. Unter Beriicksichtigung der

Definition der Addition gebrochener Zahlen bedeutet das
m k _mk 1 k k

TTTT AT
Fordern wir fiir die Multiplikation noch das Assoziativgesetz, so ergibt sich fiir das
Produkt beliebiger gebrochener Zahlen
m k_(m l)lc m(_}_ i) m k _ mk

n 1l

11

Die genannten Wiinsche fithren damit zur
Definition (Multiplikation gebrochener Zahlen)!).
mk

k
() i

S|

Zur Rechtfertigung dieser Definition ist wieder der Nachweis der Unabhingigkeit
von den Reprisentanten erforderlich (Ubungsaufgabe).

Bevor wir nun Eigenschaften der Multiplikation gebrochener Zahlen nennen, wollen
wir noch bemerken, daB alle Briiche der Formn (n, #) quotientengleich sind und die
zugehérige Aquivalenzklasse mit 1 bezeichnet!) wird,

(2) 1 :={(n,n):n € N¥}.
Satz 1 (Eigenschaften der Multiplikation in @,).2)
MO) A .(@eQrbeQ, =a-beQ,),
ab
(M1) AN (@-b)-c=>a-(b-c) (Assoziativgesetz),
6,b,c€Q,
M2)) A a-1=a (Eigenschaft des Einsel tes),
0eQ.,

1) Vgl. 4.3. Bemerkung 2.
2) Das Zeichen ,,- fiir die Multiplikation wird vielfach weggelassen, wenn dadurch kein MiB-
dndnis entstehen kann. Bei Definiti sowie bei der Formulierung von Multiplikations-
gesetzen wollen wir aber der Deutlichkeit halber stets das Operationszeichen setzen.
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(M2,) /\ (@+0=>V a-b=1) (Exzistenz inverser Elemente),

b€Q.
(M3) /\ a-b=b-a (Kommulativgeselz).
0,0€Q,
Beweis. Die Eigenschaften (MO0), (M1), (M2,) und (M3) ergeben sich unmittelbar
aus der Definition des Produktes gebrochener Zahlen sowie aus entsprechenden Ge-
setzen fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen. Beim Beweis der Eigenschaft (M2,)

gehen wir von einer beliebigen von Null verschiedenen gebrochenen Zahl a = n

n

aus. Dann ist m %= 0 und daher b = z eine gebrochene Zahl. Nach der Definition
m

der gebrochenen Zahl 1 gilt a- b—ﬁ~ﬁ='—nﬁ= 1. Damit ist auch (M2,)
nom am

bewiesen.

Das Strukturgesetz (M2,) besagt, daB fiir jede von Null verschiedene gebrochene
Zahl a die Gleichunga -z = 1 ig: eine Losung besitzt. Neben dieser Existenz-

aussage gilt auch die folgende Eindeutigkeit : Die Glei ga-z=1Db
héchstens eine Losung, d. h.
3) a-by=1Aa-b,=1=>b, =b,.

Beweis. by =b,-1 =b,-(a-b,) = (by-a)-b, =b,-(a-by) =b,-1 =b.
(Bei diesem Beweis haben wir nur die Strukturgesetze (M 1), (M2,) und (M3) benutzt.)

Nach (M2,) und (8) besitzt die Gleichung a - x = 1 fiir @ 3= 0 genau eine Losung.
Diese eindeutige Losung wird mit a-! bezeichnet und die zu a inverse (auch reziproke)
gebrochene Zahl genannt:

(4) b=al:©a-b=1.

Die beiden folgenden Sitze zeigen, daB Multiplikation und Addition sowie Multi-
plikation und Anordnung im Bereich der gebrochenen Zahlen miteinander zusammen-
hingen.

Satz 2 (Distributivitit der Multiplikation beziiglich der Addition).

(M4) AN a-(btc)=a-bta-c.
Q,

Yoy

6,b,c€
Beweis. Mita = il b= ﬁ = ﬂ- erhalten wir
n’ n’’

) m m'n” 4+ m'n’

:u

a~(b+c)=% (—,

m(m n'' + m _ mm'n + mm''n’

o

nn'n"’ nnn
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mm'n'" mm''n’

1?1t 107

nnn nn'n

_mm’ | mm”
T an
Satz 3 (Monotonie der Multiplikation beziiglich der Ordnung).
(03) AN (@<bre>0=>a.c<b-¢),
6,b,c6Q,
(03") AN (@sb=>a-c<b-c).

0,b,c€Q,

=a-b+a-c.

Beweis. Bei Verwendung gleichnamiger Briiche zur Darstellung von a und b er-
geben sich (03) und (03’) unmittelbar aus den Monotoniegesetzen in N.

Analog zur Regel iiber die Addition gleichgerichteter Ungleichungen (vgl. 4.4. (8))
erhalten wir fiir die Multiplikation gleichgerichteter Ungleichungen in Q, :
) asbacsEd=>a-c<b-d.
Der Beweis hierfiir verlduft in gleicher Weise wie der von (6) aus 4.4. (Ubungsaufgabe).

Wir wollen jetzt die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von Gleichungen der
Form a - x = b untersuchen. Im Unterschied zur Gleichung ¢ + = b wird sich die
eindeutige Losbarkeit der Gleichung a - # = b fiir @ 3= 0 stets ergeben. Wir betrachten

zundchst den Fall @ = 0. Unter Verwendung des Distributivgesetzes (M4) erhalten
wir

0-240=0-2=0+0)-2=0-24+0-z
Wegen (7) aus 4.4. folgt daraus

(8) AO-x=0.
z€Q,

Fiir a = 0 besitzt die Gleichung a - # = b also nur dann Lésungen, wenn b ebenfalls 0
ist. In diesem Fall ist jede gebrochene Zahl Losung der Gleichung a -z = b. Fiir
a == 0 erhalten wir den zu (7) aus 4.4. analogen Satz

(7) ax=ayra+0=>z=y.

Beweis. Aus az = ay folgt a-lax = a-lay und daher 2 = y. (Dieser Beweis unter-
scheidet sich von dem der Aussage (7) aus 4.4. Wihrend dort die Anordnung der
gebrochenen Zahlen herangezogen werden muBte, erhalten wir hier das analoge Er-
gebnis unmittelbar aus (M2,).)

Als einfache Folgerung (Ubungsaufgabe) aus (8) und (7) ergibt sich
(8) a-b=0sa=0vb=0.

Satz 4 (Losbarkeit der Gleichung a - * = b in Q,). Sind a, b gebrochene Zahlen und
ist @ == 0, s0 besitzt die Gleichung a - x = b genau eine Losung in Q,.



4.6. Die natiirlichen Zahlen als gebrochene Zahlen 23

Beweis. Wegen (7) brauchen wir nur noch die Existenz einer Losung der Glei-
chung a - x = b fiir @ = 0 nachzuweisen. Es gilt a(a! - b) = (@ -a) b =1-b = b,
und daher ist a1 - b fiir a <= 0 eine Losung der Gleichung a - z = b.

Die fiir @ # 0 eindeutig bestimmte Losung der Gleichung a - 2 = b bezeichnen wir
mit b:a und 1 sie den Quotienten der gebrochenen Zahlen b und a. Der Beweis
von Satz 4 liefert

9) ba=al-b.

In 4.7. werden wir auf das Rechnen mit Quotienten ausfiihrlich eingehen. Zuvor
wollen wir jedoch den Bereich der natiirlichen Zahlen in den Bereich der gebrochenen
Zahlen einbetten und damit Q, als eine Erweiterung von N ansehen.

4.6.  Die natiirlichen Zahlen als gebrochene Zahlen

Eine gebrochene Zahl der Form 7-% betrachten wir als MaBzahl fiir die durch m-mali-

ges Hintereinanderlegen der MaBeinheit entstehende Liinge, das m-fache der MaBein-
heit. Dieser MeBgroBe konnen wir allerdings einfacher die natiirliche Zahl m selbst als
MaBzahl zuordnen. Bei der Auffassung der gebrochenen Zahlen als MaBzahlen ist es

daher verniinftig, die natiirlichen Zahlen mit den gebrochenen Zahlen der Fotm’—ln

zu identifizieren. Eine derartige Identifizierung ist nun auch unter Beriicksichtigung
der Anordnung, der Addition und der Multiplikation in N bzw. @, gerechtfertigt;

denn das Rech mit gebroch Zahlen der Form ? erfolgt in gleicher Weise wie

das Rechnen mit natiirlichen Zahlen. Eine genaue Formulierung dieses Sachverhaltes
beinhaltet der folgende

Satz 1 (isomorphe Einbettung von N in Q,). Durch die Zuordnung f(m) = % tiir

m € N wird ein Isomorphismus f von N auf eine Teilmenge von Q, definiert: f ist eine
eineindeutige Abbildung von N in Q, mit

a) m < ne fim) < f(n),
b) fm + m) = f(m) + f(n),
c) fm - n) = f(m) - f(n).
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Beweis. Die Abbildung f ist eineindeutig, da ? und % genau dann die gleiche

gebrochene Zahl beschreiben, wenn m = n gilt. Die Aussagen a), b), c) ergeben sich
unmittelbar aus der Definition der Anordnung, Addition bzw. Multiplikation ge-
brochener Zahlen.

Im folgenden wollen wir die natiirliche Zahl m von der gebrochenen Zahlﬁ1 nicht

mehr unterscheiden. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird damit eine Teilmenge der
Menge der gebrochenen Zahlen, wobei sich die in N definierte Anordnung, Addition
und Multiplikation jeweils als Einschrankung der fiir gebrochene Zahlen definierten
Anordnung, Addition bzw. Multiplikation ergibt (vgl. auch Bemerkung 2 in 4.3.).
Insbesondere brauchen wir nicht mehr die gebrochene Zahl 1 von der natiirlichen
Zahl 1 sowie die gebrochene Zahl 0 von der natiirlichen Zahl 0 begrifflich zu unter-
scheiden.

Auch nach dieser Einbettung der natiirlichen Zahlen in den Bereich der gebrochenen
Zahlen soll m|n (,,m teilt n*‘) bedeuten, daB eine natiirliche Zahl k mit mk = n existiert.

Fiir die Summe bzw. das Produkt einer natiirlichen Zahl m und einer beliebigen

gebrochenen Zahl —llf- erhalten wir (Ubungsaufgabe)

(1) m+£=w;
[} l
k  mk
@ omg=T

Der folgende fiir viele Betrachtungen grundlegende Satz sagt etwas iiber die Ver-
teilung der natiirlichen Zahlen im Bereich der gebrochenen Zahlen aus.

Satz 2 (Archimedisches Axiom). Zu jeder gebrochenen Zahl a existiert eine (von a
abhiingige) natiirliche Zahl n mit a < n:

®) AV a<na.
a€Q, neN

Beweis. Gilt a = %, 80 besitztn + &k =1 (im Falll = 2,k = 1 kannsogarn =k
gesetzt werden) die im Satz genannte Eigenschaft.

Dem Satz 2 gleichwertig ist die folgende Aussage:

4) A B>0=>V n-b>a).
6,b€Q, neN
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4.7.  Rechnen mit Quotienten (Bruchrechnung); Potenzen

+oall a.

Wir werden in diesem Abschnitt Regeln und begrii auf denen

die sogenannte Bruchrechnung basiert. In 4.5. haben wir gezeigt, da fir gebrochene

Zahlen a, b jede Gleichung der Form a - x = b fiir @ 5= 0 genau eine Lésung in Q.

besitzt. Die gebrochene Zahl T st wegen 7. T_ n7m4 = 7% =m Lésung
n n

der Gleichung nz = m fiir » 5= 0. Fiir natiirliche Zahlen m, » mit n» 3 0 gilt also
2 i In Ubereinstimmung hiermit werden wir auch einen beliebigen Quotien-
n

ten b:a (¢ % 0) in der Form s schreiben, also
a
b
) - :=b:a (@ £0)

setzen. Das Ergebnis (9) aus 4.5. besagt dann, daB a1 -b = i sowie ™! = 1 ist
und daher gilt e

ale
I

8=
™

@)

Den Ubergang von gebrochenen Zahlen a, b (¢ + 0) zum Quotienten b:a konnen wir als eine
istellige Operati hen. Obwohl wirfiir die Bildung von b:a nur ¢ 5 0 zu fordern brauchen,
wollen wir, um in Ubereinstimmung mit der in Mfl Bd. 1 gegebenen Definition 2.8. (2) einer Opera-
tion zu bleiben, dabei auch b < 0 fordern Es handelt sich dann namlich um eine Operation in der
Menge @,* der von O verschiedenen gebrochenen Zahlen. Diese Operation nennen wir Division.
Jede gebrochene Zahl a ist offensichtlich die Losung der Gleichung bz = ba(= ab), woraus

a = (ab):b folgt. Ferner gilt auch (¢:d) b = a. Die Gleichungen a = (ab):b = (a:b) - b geben
AnlaB zu der Sprechweise: Die Division ist die Umkehrung der Multlphkatxon Im Unterschied

zur Multiplikation ist die Division weder k iv noch

Eigenschaften der Division k in den nachfolgenden Regeln fur den Umgang mit Quo-
tienten zum Ausdruck.

Es seien a, b, ¢, d beliebi t erforderlich, von 0 verschiedene gebrochene

Zahlen. Dann gelten die Bemehungen

(3) © ad = be {n- ichheit von Qm P );

o |8
I

)

(Kiirzen, Erweitern);

o|a
I
I8 =&fe
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(5) % < % < ad <be (Vergleich von Quotienten);
6) -:- + % = ad b-; be (Addition von Quotienten);
a ¢ ad—be a [
_—— = fir — = — i i H
W) 5 3 i ir ] (Subtraktion von Quotienten);
a ¢ ac
== Multiplikati i ;
) i (Multiplikation von Quotienten);
2
9) 8 : L _ 3 = 1.i = a-d (Division von Quotienten bzw.
bd ¢ b e Beseitigung eines ,,Doppel-
d bruches*).

Sind @, b, ¢, d natiirliche Zahlen, so gehen die Regeln (3) bis (8) in bereits bekannte
Regeln iiber, wihrend (9) die Umrechnung eines Quotienten gebrochener Zahlen auf

die Bruchdarstellung ™ beschreibt. Unter Verwendung von (9) konnen insbesondere
n
auch Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von Quotienten gebrochener
Zahlen auf die Form umgerechnet werden. Solche Umwandlungen bilden den
n

Hauptinhalt der sogenannten Bruchrechnung.
Wir wollen uns auf die Beweise der Regeln (5) und (6) beschrinken und die Beweise
der iibrigen Regeln dem Leser als Ubungsaufgaben stellen.

Beweis von (5). Nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation gilt

a c
—_< —

a c
<75 0 <0

und daher wegen %- (bd) = (—% -b) d = ad bzw. —;— « (bd) = bc schlieBlich

a c
'b—<7i'$ad<bc.

Entsprechend ergibt sich

a c
ad < b <=
<c%b<d,
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wenn wir nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation von ad < bc zur Ungleichung
(ad) - (l L ) < (be) - (%%) iibergehen und (2) anwenden.

bd
Beweis von (6). Der Quotienbadb-;bc

ist die eindeutige Losung der Gleichung

(bd) * = ad + bc. Wir zeigen, daB auch % + % diese Gleichung 16st:

d d

Fiir das Rech mit Ungleich beweisen wir:

(bd).(%+i)=d(b.%)+b(d.i)=da+bc=ad+bc.

1 1
(10) 0<a<b%0<-;<;.

Aus 0 < a < b ergibt sich nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation

1 1
0 —<b.—
<a ab< pry

und daraus

1 1
0< z' < :.
Mit Hilfe der Regel (10) gewinnen wir die folgende Fassung des Archimedischen
Axioms (vgl. 4.6. Satz 2):

(11) (aeQAA a<%)$a=0.

neNe

Ausa >Ound A a < 1 folgt wegen (10) ndmlich A n < 1 und damit ein Wider-
neN* n neN* a
spruch zum Archimedischen Axiom.

Wir wollen jetzt noch Potenzen der Form a® (2 € Q,, n € N) betrachten, die wie im
Fall @ € N durch

(12) a®=1, g™l =qa".q

induktiv erklart werden.
Es gelten dann ebenfalls die Potenzgesetze (vgl. MfL Bd. 1, 3.5.):

(13) am™ = g"a™;
14) @) =a
(15) (ad)* = amb"
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sowie die Monotoniegesetze
(16) a<ban0=>a" <b"
(17) a<b=>a" S b7
(18) n<maa>1=a" <a™;
(19) nE<mAaa=1=>a" < a™.

Die Beweise seien dem Lescr als Ubungsaufgaben tiberlassen.

4.8.  Darstellung gebrochener Zahlen durch periodische Dezimal-
briiche

Bisher haben wir fiir die Darstellung (B ng) gebroch Zahlen Briiche (m, n)
mit m, n € N, = = 0 benutzt und die Arithmetik in @, iiber die Bruchdarstellung der
gebrochenen Zahlen aufgebaut. Die Bruchdarstellung einer gebrochenen Zahl hat den
Vorteil, daBl damit jede gebrochene Zahl durch endlich viele Ziffern beschrieben wer-
den kann, wenn wir fiir Zahler und Nenner eines darstellenden Bruches etwa die
Dezimaldarstellung (vgl. MfL Bd. 1, 3.8) benut: Ein tlicher Nachteil der
Bruchdarstellung gebrochener Zahlen besteht allerdings in der Mehrdeutigkeit dieser
Darstellung. Zahler und Nenner eines darstellenden Bruches sind durch die zu be-
nennende gebrochene Zahl nicht eindeutig festgelegt. Fiir den Nachweis der Gleich-
heit zweier gebrochener Zahlen in der Bruchdarstellung ist ein gewisser Rechenauf-
wand erforderlich.

Wir wollen jetzt eine der Dezimaldarstellung natiirlicher Zahlen analoge Schreib-
weise fiir gebrochene Zahlen entwickeln. Dazu werden wir jeder gebrochenen Zahl
eine eindcutig bestimmte Ziffernfolge — einen sogenannten Dezimalbruch — zu-
ordnen. Die Verwendung von Dezimalbriichen zur Darstellung gebrochener Zahlen
wird einerseits fiir das praktische Rechnen sehr zweckmaBig sein, andererseits die in
6.2. dargelegte Methode zur Einfilhrung der reellen Zahlen vorbereiten. Zur Gewin-
nung der Dezimalbruchdarstellung einer gebrochenen Zahl werden wir einen speziellen
MeBprozeB erkliren und als Ergebnis seiner ar tischen Beschreibung einen Al-
gorithmus erhalten, durch den zu jeder gebrochenen Zahl eine eindeutig bestlmmte
Ziffernfolge gebildet werden kann.

Um die Linge einer MeBgréBe zu besti vergleichen wir diese heinander

mit GroBen der Lingen 1; . . (bezogen auf die zugrunde gelegte MaBeinheit)

0 100
und stellen jeweils fest, wie oft die einzelnen VergleichsgréBen hintereinandergelegt
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werden konnen, ohne die MeBgréB8e zu iibertreffen. Beim Ubergang vom MeBschritt
1 N
o geniigt

es dabei festzustellen, wie oft die VergleichsgroBe der Lange Tom auf dem Rest

abgetragen werden kann, der beim MeBschritt mit der VergleichsgroBe o iibrigblieb.

Wir nehmen an, daB die gegebene MeBgroBSe beziiglich der MaBeinheit kommen-
surabel ist. Thre Lange wird dann durch eine gebrochene Zahl% (p, g€ N, g =+0)

mit der VergleichsgroBe i% zum MeBschritt mit der VergleichsgroBe

erfaBt, die wir zur arithmetischen Beschreibung des genannten MeBprozesses schritt-
weise mit Briichen mit den Nennern 1, 10, 102, ... vergleichen:

1. Schritt:
Auf Grund des Archimedischen Axioms (vgl. 4.6. Satz 2) und des Prinzips der
kleinsten Zahl (vgl. MfL Bd. 1, 3.4. (31)) existiert eine natiirliche Zahl a, mit a,

EY £ < @, + 1. Bezeichnen wir die Differenz P_ a, mit by, so erhalten wir p = asg

+ bog. (Die Zahl a, gibt an, wie oft die VergleichsgroBe mit der Lange 1 auf der Me8-

groBe der Lange 2 abgetragen werden kann; die Zahl b, entspricht der Lange des
q

iibrigbleibenden Teiles.) Da b, kleiner als 1 ist, gilt fiir die natiirliche Zahl r; = beg die
Beziehung 0 < r, < ¢, und die zuvor genannte Gleichung geht in p = ayg + 1, iber.
Es handelt sich hier also um die eindeutig bestimmte Darstellung, die aus dem Satz
iiber die Division mit Rest (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (11)) bekannt ist.

Ergebnis nach dem ersten Schritt:

Zu jeder gebrochenen Zahl % existiert eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl a,,
so daB
P=ag+rmt0=<r <gq

gilt. Gleichwertig damit ist die Aussage P ay + by mit 0 < by < 1 (Abb. 3).
q

=0~
) A P Pay /%’Pg Pogs1

Abb. 3

2. Schritt:

Die Differenz b, = r_ a, vergleichen wir mit den Vielfachen der Zahl % Es
q
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sei nun @, die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl, fiir die
a, L Sbhy<(a+1) 1
Vig=em ™ 10

gilt. Die Differenz b, — 11% bezeichnen wir mit b,. (Die Zahl @, gibt an, wie oft die
Vergleichsgrole der Linge % auf dem im ersten Schritt iibriggebliebenen Teil der
Lange b, abgetragen werden kann; die Zahl b, entspricht der Lénge des dabei iibrig-
gebliebenen Teiles.) Dann gilt

b0=%+b, und ogb,<1i0.
Daraus folgt

10byg = a,q + 10gb, und 0 < 10gb, < gq.
Setzen wir r, = 10gb, und benutzen wir r; = byg, so erhalten wir

10r, =a,g+r, mit 0517, <9gq.

Danmit ist @, der Koeffizient von g bei der Division von 10r, durch ¢g. Wegen r, < ¢
gilt fiir die natiirliche Zahl @, auBerdem a, < 9.

Ergebnis nach dem zweiten Schritt:

Fiir die natiirlichen Zahlen a,, a,, die sich eindeutig aus

P=ayg+r, 0=n<g;
10r, =ag+1, 0=nrn<g
ergeben, gilt

P gt b —a+ b mit 0S b, < und g, <9.
q 10 10

3. Schritt:

Die Differenz b, =.by — ‘1'—:) vergleichen wir mit den Vielfachen der Zahl T(l)—O

Mit a, bezeich wir die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl, fiir die

S

1 1
aa'm§b1<(az+l)‘wo

gilt. Die Differenz by, — '1% bezeichnen wir mit b,. (Die Zahl a, gibt an, wie oft die

VergleichsgroBe der Linge %0 auf dem im zweiten Schritt iibriggebliebenen Teil der
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Linge b, abgetragen werden kann; die Zahl b, entspricht der Lange des dabei iibrig-
bleibenden Teiles.) Dann gilt

b=t b, und 0S8, < .
Daraus folgt
100gb, = a,q + 100gb, und 0 < 100gb, < ¢.
Setzen wir r, = 100gb, und benutzen r, = 10gb,, so erhalten wir
10r, = ayg + 73 mit 0 < rg < q.

Damit ist @, der Koeffizient von ¢ bei der Division von 10r, durch g. Wegen r, < ¢
gilt fiir die natiirliche Zahl a, auBerdem a, < 9.

Ergebnis nach dem dritten Schritt:

Fir die natiirlichen Zahlen a,, a,, a,, die sich eindeutig aus

p=ag+rn, 0=nrn<g
10r, = a,g + 7s, 0sr<g;
10r, =aq+1;, O0=r<gq

mitO§b,<-1%0\md0§a;§9iﬁri=l,2

ergeben, gilt
4 a, a, a,
== — = — 4+ ——+ b,.
4 ao+10+b| ao+10+100+ 2

Die Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt den

Satz 1 (Divisionsalgorithmus). st % eine gebrochene Zahl und n eine beliebige
natiirliche Zahl, so gilt fir die natiirlichen Zahlen @g, @y, .., By, die sich eindeutig aus
(1) P=eg+n O0sn<g

10r, =ayg+ 1o, 0sr<g;
10r, = aagq + Ty 0SS 1 <g
ergeben, die Beziehung

P_
2 P2 i,
@) =2 wt

mit 0 < b, <-l%'und a; £0 fir i =1,2,...,n. Dabei sind b, und r,,, durch die
Gleichung r.,, = 10"gb, verkniipft (k = 0, ..., n).
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Umgekehrt folgt aus einer Darstellung der Zahl % in der Form

wobes a;’ natiirliche Zahlen mit0 < a <9 fiiri =1,2,...,n sindund 0 < b,’ < l—(l)"

gilt, a; =a; fiiri =0,1,...,n
Beweis. Es braucht nur noch der letzte Teil des Satzes — die Eindeutigkeit der

Darstellung (2) — bewiesen zu werden. Wir fithren den Beweis durch vollstindige
Induktion.

Fir n =0 ergibt sich r_ a,’ + by’ mit 0 < by’ < 1. Daraus folgt p = ay'q
q9

+ by'g. Wegen 0 < by'q < g gilt daher ay’ = a,. Es gelte die Eindeutigkeit der Dar-
stellung fiir » = k. Wir zeigen, daB daraus die Eindeutigkeit der Darstellung fiir
n =k + 1 folgt.

Es sei

'e

2—ai+ + oy Sy

q 10 10k+1 Ve

Aus @'y < 9 und b4y, < —— ergibt sich

ok Y
@i 1 1

1 — T e—
T T 10*+l T T 1o

Indem wir : ol + b'441 = b’ setzen, erhalten wir auf Grund der Induktions-

voraussetzung a,’ = @, ..., @, = a; und damit

3—(a..+';—;)+«~+1“")=ﬂ+ = KL 4 by

q 10%+1 10041
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a;,; = @+,. Dann ist
1
0 < (@1 — @) o ,—bx+1—bm< o

Das ist aber nur fiir a;,, = @44, moglich. Damit ist der Satz bewiesen.
Durch den im Satz 1 erklarten Divisionsalgorithmus (1) kann zu einer gegebenen

Zahl 2 eine Folge natiirlicher Zahlen ay, a,, ... schrittweise berechnet werden. Aus der
q
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im Satz 1 dargelegten Eindeutigkeit der Darstellung (2) schlieBen wir, da8 die Folge
@y, @y, Gy, ... nicht von der gewihlten Bruchdarstellung der gebrochenen Zahl abhingt.
Der Divisionsalgorithmus ordnet daher jeder gebrochenen Zahl eindeutig eine Folge
aus natiirlichen Zahlen zu. Die dadurch definierte Funktion DA ist sogar eine ein-
cindeutige Abbildung von der Menge @, in die Menge der Folgen aus natiirlichen
Zahlen. Fir a,a’ € Q,, a = o’ und DA(a) = DA(a’) folgt nimlich aus (2) fiir jedes

n < N die Ungleichung a — o’ < %‘ und daher nach dem Archimedischen Axiom

(vgl. 4.7. (11)) @ = a’. Von einer Folge (4,),¢n, die als Bild bei dieser Funktion auf-
tritt, wissen wir bereits, daB a, eine beliebige natiirliche Zahl sein kann, wihrend alle
iibrigen Folgenglieder a; die Bedingung 0 < a; < 9 erfiillen. Das veranla8t uns zu
folgender

Definition 1. Unter einem Dezimalbruch verstehen wir eine Folge (a,),.n aus
natiirlichen Zahlen mit a, < 9 fiir alley = 1.

Nach dieser Definition sind die Dezimalbriiche Ob]ekte begnﬁhcher Natur. Das in
3.8. (vgl. MfL, Bd. 1) begriindete Dezimalsystem zur B )i g der natiirlich
Zahlen wollen wir nun zu einer zweckmagigen Bezeichnung der Dezxmalbruche be-
nutzen. Zu diesem Zweck bilden wir aus den Dezimaldarstellungen der Folgenglieder
eines Dezimalbruches (a,),N eine Zeichenreihe (ein ,,unendliches Wort*), indem wir die
Dezimaldarstellungen der Zahlen a, nebeneinandersetzen und den durch @, bestimm-
ten Teil durch ein Komma vom restlichen Teil dieser Zeichenreihe abtrennen. Aus
@y 2100 Oy 0y B, @y Lyg @y, @y Lo @,,... ergibt sich dann fiir den Dezimalbruch
(@,),en die Bezeichnung bp,bp,-;...0,0,,a,a,.... Im folgenden werden wir bybp-;...bbe,
@,a,... oder auch @,,a,a,,... statt byb,_;...0,b0,@,a,... schreiben. Durch ay,a,a,... (auf-
zufassen als Zeichenreihe aus Ziffern 0, ..., 9) wird damit der Dezimalbruch (@,),en
bezeichnet.

Mit R, bezeichnen wir die Menge aller Dezimalbriiche. Dann ist DA eine einein-
deutige Abbildung von Q, in die Menge R,. Wir wollen die Funktionswerte von D4,
d. h. die Dezimalbriiche, die den gebrochenen Zahlen durch den Divisionsalgorithmus
zugeordnet werden, genauer beschreiben. Dazu fithren wir den Begriff des periodischen
Dezimalbruches ein:

Definition 2. Ein Dezimalbruch ay,a,a,... heiBt periodisch, wenn natiirliche
Zahlen ! und k (k = 1) existieren, so daB a, = a,,, fiir alle » > 1. gilt. Fir aya,a,...
schreiben wir dann auch @y,a,a,...@,,..@;; und nennen (a,,, ..., @) eine Periode
des Dezimalbruches.

Mit R, bezeichnen wir die Menge der periodischen Dezimalbriiche. Im Fall k = 1
nnd @;,; = 0 schreiben wir statt @g,a,a,...a,0 auch a4,a,a,...a,. Solche Dezimalbriiche
nennen wir endlich und bezeichnen mit R, die Menge aller endlichen Dezimalbriiche.

Die Menge der Bilder der Abbildung D4 wird durch die bexden folgenden Sitze
charakterisiert.



34 4. Der Bereich der gebrochenen Zahlen

Satz 2. Fiir jede gebrochene Zahl a ist DA (a) ein Dezimalbruch ohne Neunerperiode,
d. h., es gibt keinen Folgenindex 1, so dap a, = 9 fiir alle v > 1 gilt.

Beweis. In (1) erhalten wir aus 10r, = 9¢ + r,,; und 0 < r, < ¢ unmittelbar
7,41 < 7,; denn aus r,,, = r, folgt

9+ 1 =99 +1>9, +r, =10r,.

Wiirde also ein ! mit der im Satz genannten Eigenschaft existieren, so wire r., > 1,3
>713 > +++. Da die Reste r, natiirliche Zahlen sind, ist das nicht moglich.

Fir die weiteren Betrachtungen werden also die Dezimalbriiche mit Neunerperiode
ohne Bedeutung sein. Wir bezeichnen mit R, die Menge aller Dezimalbriiche ohne
Neunerperiode und mit R,® die Menge aller periodischen Dezimalbriiche ohne
Neunerperiode.

Satz 3. Die Abbildung DA ist eine eineindeutige Abbildung von Q, auf die Menge R, .

Beweis. Es sei ¢ = -s— € Q, und DA(a) = ay,a,a,.... Wir zeigen, daB aya,a,...

periodisch ist. Die beim Divisionsalgorithmus auftretenden Reste r; sind natiirliche
Zahlen kleiner als g. Nach spatestens ¢ Schritten muB sich daher ein Rest wiederholen.
Aus einer Gleichung 7y,; = 1444, (k = 1) folgt nach dem Divisionsalgorithmus a;,,
= G1ke1> Blaz = Blagsps - FUr jedes » > 1 gilt also @, = @,
1

Wir zeigen, daB DA : Q, — R, surjektiv ist. Fir die gebrochene Zahla = la—(;‘
i=o
(a1 € N, a;,, < 9) erhalten wir nach Satz 1 bei Anwendung des Divisionsalgorit} den
Dezimalbruch a,,a,4,...a;. Damit besitzt jeder Dezimalbruch aus R,(® ein Urbild. Als
nichstes zeigen wir, da8

&
a, - 105-*
e = ,gx _ 08,..9))
10 — 1 99...9

Urbild von 0,4, ;. ist.
Die Anwendung des Divisionsalgorithmus auf a ergibt
a,a,..a, = 0(10* — 1) + a,a,..a;,
a,a,..0,0 = a,(10* — 1) + a,..q,0 + a, = a,(10* — 1) + @,..aa,,

aa,..a,. 0 = q,(10* — 1) + aa,..a;.
Daraus erhalten wir DA(a) = 0,3,0;..%;.

1) Der Fettdruck soll darauf hinweisen, daB jeweils die Dezimaldarstellung und nicht das
Produkt der durch die Ziffern bezeichneten Zahlen int sind.
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SchlieBlich ist @ = b + ﬁ ein Urbild von ay,a,...:8; 1.4 1, wenn wir b als Urbild

von a,,a,...a; und c als Urbild von 0,a,,,...a;.; besti Um das ei hen, wihlen
wir fir a, b, ¢ Bruchdarstellungen mit gleich Nenner:a=£,b=ﬂ,c=&.
q q q

Nach dem Vorhergehenden gilt

ao+ + = 10,,

und es ist ¢ < 1. Wir erhalten also

c 1
=5 it <L
@= + E, wte ™ 0 1w

Bezeichnet a,',a,'a,’... den Dezimalbruch DA(a), so gilt daher nach Satz 1 zundchst
ay =ay, ..., o' = a sowie

c
i1 =(10"9)‘l—0,=4‘0=1’z

fiir den bei der Berechnung von DA(a) auftretenden Rest r,.,. Andererseits ist p, der

erste Rest, der bei der Anwendung des Divisionsalgoritt auf ¢ =% auftritt.

Das bedeutet a’yy; = a,,; fiir 4 = 1. Damit ist der Satz bewiesen.

Das in Satz 3 ausgesprochene Ergebnis gibt uns die Moglichkeit, die Dezimalbriiche
aus R,® als Darstellungen fiir gebrochene Zahlen zu benutzen, d. h. auch mit
@g,0\8g.. M 1. G bezeichnen wir hinfort diejenige gebrochene Zahl a, die bei der
Anwendung des Divisionsalgorithmus zu diesem Dezimalbruch fiihrt.

Die Umwandlung einer gebrochenen Zahl aus der Bruchdarstellung 2 in die

Dezimalbruchdarstellung erfolgt durch den Divisionsalgorithmus (1). Aus dem Beweis
von Satz 3 ist ersichtlich, wie umgekehrt aus der Dezimalbruchdarstellung eine Bruch-
darstellung gewonnen werden kann. Dazu merken wir uns:

" a,
3 Gty = 3 2
@ ol = 2 T
3 a - 10-
a, -1
4 0,5, == =a,a,...a,,.
* T 99..9

(Diese Gleichungen bedeuten die Gleichheit der ent henden gebrochenen Zahlen.)

i3
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Beispiel. Die durch 0,747 dargestellte gebrochene Zahl besitzt nach (4) die Bruch-
darstellung Lﬁ Durch Kiirzen erhalten wir E-
999 111

Fir die praktische Handhabung der Dezimalbruchdarstellungen gebrochener
Zahlen ist eine Beschreibung der Anordnung, der Addition und der Multiplikation
gebrochener Zahlen in der Dezimalbruchdarstellung erforderlich. Besonders einfach
konnen gebrochene Zahlen in der Dezimalbruchdarstellung hinsichtlich der Relation
»<'* verglichen werden. Es gilt der

Satz 4. Sind a, a’ gebrochene Zahlen und ay,a,a,... bzw. ay,a,'a,’... ihre Dezimal-
bruchdarstellungen, so gilt a < a’ dann und nur dann, wenn fir den kleinsten Index i,
(3o = 0) mit a;, == a], die Beziehung a;, < a;, besteht.

Beweis. Es gelte a;, < aj, fiir den kleinsten Index i, mit a, = af,. Aus (2) folgt

a=ay b e

10"-l 10"
Qi1 .
¢ o
mit 0 < b;, < — 10“, 05, < ! Tov Wegen a;, < a;, ergibt sich daraus
Sy i > L > b'."

10 10% — 10%
also

e _LS b;,
10"+ < 0"_10“+

und damit a < a’.

Umgekehrt muB aus a < a’ dann notwendigerweise a;, < a;, fir den kleinsten
Index i, mit a;, % a;, folgen.

Die Addition und Multiplikation endlicher Dezimalbriiche erfolgt im wesentlichen

nach den gleichen Verfahren wie die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen
in der Dezimaldarstellung. Um das einzusehen, beweisen wir zunachst den

Satz 5. Es sei bybp-;...by die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahl a, und
@g,8,...8y = bpbp-1...b0,2,...0, die Dezimalbruchdarstellung der gebrochenen Zahl a. Die
Dezimalbruchdarstellung von 10%a erhalten wir aus der Dezimalbruchdarstellung von a,
indem wir das Komma um k Stellen nach rechts verschieben. Entsprechend wird bei der

Multiplikation mit % das Komma um k Stellen nach links verschoben. (Gegebenenfalls
sind fehlende Stellen durch entsprechend viele Nullen zu schaffen.)
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB bei der Multiplikation von a mit 10* das Komma
um k Stellen nach rechts verschoben wird. Wir kdnnen » = k voraussetzen; andern-
falls denken wir uns die Dezimalbruchdarstellung von a um entsprechend viele Nullen,
verlingert. Aus

@ =bpl0m 4 .- —|—b010°-|- e +10"

erhalten wir
Qq
10"

1050 = b 10™H f- oo 1 BolOY - 21081 4 v + @100 4 ”;—6‘ ot
Also hat 10%e die Dezimalbruchdarstellung

[ S . O . SR S

Addition und Multiplikation endlicher Dezimalbriiche (aufgefaBt als gebrochene
Zahlen) werden durch die beiden folgenden Sitze beschrieben.

Satz 6. Sind by,...0,a,..a, bzw. b'y..by,a,...a,’ die Dezimalbruchdarstellungen
von a und a', so erhalten wir die Dezimalbruchdarstellung von a + a’ aus der Dezimal-
darstellung der Summe der beiden natiirlichen Zahlen mit den Dezimaldarstellungen
b Doy @ 2. b e,. . bg'ay’ .0y, indem wir vor die letzten n Ziffern ein Komma setzen.

Beweis. Nach Satz 5 bedeutet das im Satz dargelegte Vorgehen den Ubergang von
a, a’ zu 10" + 10"a’ = 10*(a + a’) und von dieser Zahl zur Zahl a + a'.

Satz 7. Sind b,...by,a,...a, bzw. b'y.,..by', ay"...a"y, die Dezimalbruchdarstellungen von
a und a’, so erhalten wir die Dezimalbruchdarstellung von aa’ aus der Dezimalbruch-

Wung des Produktes der beiden natiirlichen Zahlen mit den Dezimaldarstellungen
by bzw b oy e, indem wir vor die letzten n + n’ Ziffern ein Komma setzen.

Beweis. Nach Satz 5 beschreibt dieser Satz den Ubergang von a, a’ zu 10% - 10"'a’
=10 . aa’ und von dieser Zahl zu aa’.

Die Beschreibung der Addition und Multiplikation beliebiger gebrochener Zahlen
unter Verwendung der Dezimalbruchdarstellung erfolgt durch eine praktischen
Anforderungen geniigende Naherungsrechnung. Fiir eine beliebige gebrochene Zahl
@ = @4,@/@s... gilt wegen (2) und (3) fiir jedes n € N
(6) g,0y..8; S @ < Gy,0y..0, + o

Wenn wir noch abkiirzend a(™ := a,, a,...a, setzen, geht (5) iiber in
1

5' ) < 4 —,

(G a” < a<a™4 o

Daraus erhalten wir fir die Summe bzw. das Produkt der gebrochenen Zahlen
@ = @y,@,8,... und b = by,b;b,... die Abschitzungen
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@ e hbmSatb<a® b0+ 2

1
() . bW < ab (n) . hn) (-)_ bm
@ a <a + (a + 0 + 10")

1 1
() . p(n) —_ _—
<a®.b +lon(ao+1+bo+1+10,).

Die Differenzen @ + b — (a®™ + b™) und a - b — a™ . b™ werden also beliebig klein
(kleiner als jede beliebig vorgegebene positive Zahl), wenn » hineichend groB gewihlt
wird, und der Fehler, den wir machen, wenn wir @ 4 b durch a® + ™ bzw. a - b
durch a(™ . b™ ersetzen, wird durch die Ungleichungen (6) bzw. (7) abgeschétzt.

Wenn wir Rechenfehler im Rahmen einer vorgegebenen Fehlergrenze zulassen,
kénnen wir somit das Rech mit gebroch Zahlen in der Dezimalbruchdar-
stellung auf das Rechnen mit endlichen Dezimalbriichen zuriickfiihren. Das Rech-
nen mit gebrochenen Zahlen in der Dezimalbruchdarstellung erfolgt damit nach den
Rechenschemata, die wir fir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen in der Dezimal-
darstellung benutzen. Zusitzlich ist i.allg. allerdings eine Fehlerabschitzung erforder-
lich.

49.  Periodenlinge und Vorperiodenlinge

Die Periodizitit der unendlichen Dezimalbriiche, die den gebrochenen Zahlen durch
den Divisionsalgorithmus zugeordnet und zur Darstellung gebrochener Zahlen be-
nutzt werden, fiihrt naturgema8 zur Frage nach der Lange einer Periode bzw. nach
der Anzahl der Ziffern nach dem Komma, die vor einer Periode stehen (Lange einer
Vorperiode). Der Divisionsalgorithmus (vgl. Beweis von Satz 3 aus 4.8.) gibt uns die
Moglichkeit, eine Vorperiode und eine zugehérige Periode der Dezimalbruchdar-

stellung a,,a,a,... einer gebrochenen Zahl Pin Verbindung mit der schrittweisen Be-

rechnung der Ziffern zu bestimmen. Es ist interessant und fiir verschiedene Betrach-
gen (insb dere im Schulunterricht) sehr niitzlich, daB man unter Verwendung
infacher zahlentheoretischer Uberlegungen bereits aus der Bruchdarstellung iiber
Periodenlange und Vorperiodenlinge der Dezimalbruchdarstellung einen voll tan digen
Uberblick gewinnen kann.
Die Dezimalbruchdarstellung einer gebrochenen Zahl benutzt wie die Dezimal-
darstellung einer natiirlichen Zahl die Zahl 10 als Grundzahl, wobei die besondere
Rolle der Grundzahl deutlich im Satz 1 aus4.8. zum Ausdruck kommt. Verwendet man
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an Stelle der Zahl 10 eine beliebige natiirliche Zahl g = 2, so erhélt man analog dem
Vorgehen in 4.8. periodische g-adische Briiche, die ebenfalls als Darstellungen fiir ge-
brochene Zahlen benutzt werden konnen.

Ein g-adischer Bruch wird durch eine Zeichenreihe d,b,,—,...b,b¢,a,a;... beschrieben,
die aus Ziffern (Zeichen) fiir die natiirlichen Zahlen 0, 1, ..., g — 1 besteht, wobei der

die gebrochene Zahl 2 darstellende g-adische Bruch durch die fiir jedes n € N giiltige
q

Bedingung

y4 a, a, 1
1 = bm m b, —_ =)< -
() P ( g™ + -+ beg® + p + -+ g") o

charakterisiert wird.

Wir werden die zahlentheoretischen Uberlegungen zur Bestimmung der Vorperioden-
und Periodenlingen gleich fiir den allgemeinen Fall g-adischer Briiche vornehmen,
wodurch das Wesentliche dieser Uberlegungen noch deutlicher wird. Wir kénnen uns
allerdings auf echte Briiche, d. h. auf gebrochene Zahlen kleiner 1, beschranken.

Es sei 0,a/8,...0@;11..9;;; die g-adische Darstellung einer gebrochenen Zahl a«

iy < 1. Wir nennen die Ziffernfolge (a,, ..., a;) eine Vorperiode und die Ziffern-

q9

folge (@y4y, ..., @14;) eine zugehorige Periode dieses g-adischen Bruches. Die Zahlen
! und k heiBen die Lingen dieser Vorperiode bzw. Periode. Es gibt fiir einen perio-
dischen g-adischen Bruch offensichtlich beliebig lange Vorperioden und ebenfalls be-
liebig lange Perioden. Von Interesse sind die Lingen einer Periode kleinster Linge
sowie der Vorperiode kleinster Linge. (Falls eine Periode unmittelbar nach dem
Komma beginnt, sprechen wir von der Vorperiode mit der Linge 0.) Die Lange ,
der Vorperiode kleinster Linge wir primitive Vorperiodenlinge, die Linge k,
einer Periode kleinster Linge primitive Periodenlinge. Ein periodischer g-adischer
Bruch heiBt reinperiodisch, wenn l, = 0, gemischtperiodisch, wenn I, > 0 gilt.

Die Ziffern 0, a,, a,, ... der g-adischen Darstellung von ? ergeben sich aus den
g

Gleichungen (Divisionsalgorith ):

(2) p=0.-9g+rn, 0sn<gq;
gon=a-q+r, 0=sr<g;
g1, =a,:q+ 1., 0=sr,<g¢

Gilt riy; = 7i4141, 80 bilden ay,,,...,a,,, eine Periode der Linge k. Wenn umgekehrt
die Ziffern a4, ..., @1 eine Periode der Lange k bilden, gilt DA(g - 71,,) = DA(g - 714144)s
und aus der Eineindeutigkeit von DA folgt daher r,; = r14y4s.
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Die primitive Vorperiodenlinge [, ist daher die kleinste der natiirlichen Zahlen !,
zu denen es eine natiirliche Zahl k = 1 mit 7., = 71,1, gibt (r,,, ist also der erste
Rest, der sich im Verlauf der Rechnung wiederholt). Ferner ergibt sich die primitive
Periodenlange k, als kleinste der natiirlichen Zahlen k = 1, fiir die 7y, = ry,44 ist.

Die Reste , konnen wir recht einfach durch Kongr modulo ¢ ausdriicken.
Aus (2) folgen die Kongruenzen

(3) n=p mod ¢;
rp=g-.n mod ¢;

Daraus erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl » die Kongruenz
@ fan=g"-p  modg.

Wegen 0 < r, < ¢ fiir jeden Rest r, folgt aus der Kongruenz modulo g zweier Reste
ihre Gleichheit. Also gilt:

(5) Tasl =Tpr S g"-Pp=g™-p modg.

Wir wollen jetzt noch voraussetzen, daB p und g teilerfremd sind, d. h., wir benutzen
die reduzierte Bruchdarstellung. Dann ist (5) mit

(6) Tael = Tma1 & gr=g™ modgq

gleichwertig (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (72)). Damit sind I, und k, die kleinsten natiirlichen
Zahlen, die die Kongruenz
¢ =g¢g"** modgq =0, k=1)

erfiillen.

Den Modul ¢ zerlegen wir in zwei Faktoreng’,q"’ derart, daB ¢’ der gréBte Teiler von
q ist, der zu g teilerfremd ist. Die Zahl ¢’ ist dann gleich 1 oder ihre Primzerlegung
besteht genau aus den Primzahlpotenzen der Primzerlegung von g, die zu Primzahlen
der Primzerlegung von g gehéren. Es gilt:

9'=g¢" modg e ¢’ (g —g)
& Vg'lg*—1) =sg'q".
€N

Die Gleichung gi(g* — 1) = sq'q"’ ist auf Grund der Festlegung von ¢’ und ¢'* genau
dann erfiillt, wenn ¢’ |[¢* und ¢”’| (g* — 1) gelten. Ferner ist ¢’'|g' mit ¢ = 0 mod ¢’
und ¢”’ |(g* — 1) mit g* =1 mod ¢"’ gleichbedeutend. Somit ist I, die kleinste natiir-
liche Zahl ! mit ¢' = 0 mod ¢’ und k, die kleinste natiirliche Zahl k¥ = 1 mit g* =1
mod g,
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Wir fassen die bisherigen Uberlegungen zusammen:

Satz 1. Es sei L die reduzierte Bruchdarstell ng einer gebroch Zahl a, g eine

natiirliche Zahl = 2, g’ der gréfte Teiler von q, der zu g teilerfremd ist und g’ der zu ¢
komplementire Teiler von q. Bei der g-adischen Darstellung von a ergibt sich die primitive
Vorperiodenlinge 1, als kleinste natiirliche Zahl 1 mit g¢' = 0 mod ¢', die primitive
Periodenlinge kqy als kleinste natiirliche Zakl k mit g* = 1 mod ¢"’.

Die g-adische Darstellung von a ist

a) reinperiodisch genau dann, wenn g und q teilerfremd sind,
b) endlich genau dann, wenn jeder Primteiler von q auch ein Primteiler von g ist.

Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir bereits bewiesen. Die g-adische Dar-
stellung von a ist genau dann reinperiodisch, wenn /, = 0 und daher ¢'|1 gilt. Das ist
gleichwertig mit ¢’ =1 bzw. ¢’ = g. Damit ist a) bewiesen. Die Endlichkeit der
g-adischen Darstellung von a ist mit r;,,, = 0 und daher wegen (4) mit g»-p=10
mod ¢ gleichwertig. Da p und ¢ teilerfremd sind, ist das mit g!g" gleichbedeutend.
Damit ist auch b) bewiesen.

Wir wollen noch die aus Satz 1 folgende Tatsache hervorheben, daB die Zahlen k,
und /, nicht vom Zahler der reduzierten Bruchdarstellung abhingen. Satz 1 zeigt
ferner, daB die Beantwortung der Frage nach der Endlichkeit der g-adischen Dar-
stellung einer gebrochenen Zahl von der gewahlten Grundzahl g abhéngt. (Demgegen-
iiber ist die g-adische Darstellung einer gebrochenen Zahl stets periodisch.)

Nach dem Satz von EuLEr (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (78)) ist k, < ¢(¢""). Es gilt sogar
der

Satz 2. Die primitive Periodenlinge k, ist ein Teiler der Anzahl (q'’) der zu ¢
teilerfremden natiirlichen Zahlen <q".

Beweis. Die Division von ¢(¢"") durch k, liefert ¢(¢”’) =k ko + 7, 0 <7 <k,
(k, 7 € N). Daraus folgt

1= gr@") = ghietr = (g"h . g" = ¢ mod ¢".

Da k, die kleinste Zahl £ =1 mit g* =1 mod ¢’’ ist, muB r = 0 gelten, d. h.
kolp(g")-

Beispiele.

1. g =10;
7

a)a=—.
92

Die Zahlen 7 und 92 sind teilerfremd, und 22 . 23 ist die Primzerlegung von 92. Es ist
also ¢' =22,¢” =23. Aus 10'=2mod4, 102=0mod 4 erhalten wir [, =2.
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Bei der Bestimmung von k, beachten wir, daB k,|p(23) gelten muB. Wegen ¢(23) = 22
kommen daher fiir ko nur die Zahlen 1, 2, 11, 22 in Frage:

10' = 10 mod 23,

102 = 8 mod 23,

104 =8:.8= 64 = 18 mod 23,

108 = 18 . 18 = 324 = 2 mod 23,

1019= 2.8 = 16 mod 23,

10! = 10 . 16 = 160 = 22 mod 23,

1022 = 1 mod 23.
Also ist 22 die primitive Periodenlange.

b) a = i
21

Die Zahlen 4 und 21 sind teilerfremd. Da 10 und 21 teilerfremd sind, ist der Dezimal-
‘bruch von a reinperiodisch. Es ist ¢(21) = 21(1 - %) (1 - %) =12 (vgl. MiL
Bd. 1, 3.7.). Fiir k, kommen also nur die Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 12 in Frage:

10! = 10 mod 21,

102= 16 mod 21,
103= 13 mod 21,
1= 4 mod 21,
108= 1 mod 21.
Damit ist 6 die primitive Periodenlinge.
c)a= %
Zunichst miissen wir zur reduzierten Bruchdarstellung iibergehen: a =%. Die

Primzerlegung von ¢ = 200 lautet 200 = 23 . 52. Der Dezimalbruch von a ist endlich,
da jeder Primteiler von 200 Primteiler von 10 ist. Da 10 die Primteiler 2 und 5 nur
in erster Potenz enthalt, ergibt der hochste Primzahlexponent von 22 - 52 die primitive
Vorperiodenlinge, also l, = 3.

2. 9=2.

a)a—1
T 20
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Die Zahlen 3 und 20 sind teilerfremd, und 22 . 5 ist die Primzerlegung von 20. Es ist
daher ¢’ =22, ¢" = 5. Aus 2! = 2 mod 4, 22 = 0 mod 4 erhalten wir [, = 2. Wegen
@(5) = 4 kommen fiir k, nur die Zahlen 1, 2, 4 in Frage:

2'=2mod 5, 22=4mod5, 2¢=1modS5.
Also ist 4 die primitive Periodenldnge.
Mit Hilfe von (2) gewinnen wir % = 0,001001 als 2-adische Bruchdarstellung von

2%, womit das Ergebnis [, = 2, k, = 4 bestitigt wird.

1

b)a= e
Da 2 und 5 teilerfremd sind, ist die 2-adische Bruchdarstellung .rei.nperiod.isch. Als
primitive Periodenlange erhalten wir wieder k, = 4. Die 2-adische Bruchdarstellung
von % lautet 0,0011.

9amt
Wegen 16 = 2% ist jeder Primteiler von 16 auch Primteiler von 2. Die 2-adische
Bruchdarstellung von Tlé ist daher endlich, und es gilt l, = 4. Die 2-adische Bruch-
darstellung von % lautet 0,0001.

Aufgabe. Wann ist die Dezimalbruchdarstellung a) reinperiodisch, b) endlich?
Wann ist die 2-adische Bruchdarstellung a) reinperiodisch, b) endlich?

4.10. Kettenbriiche

In 4.8. haben wic jeder gebrochenen Zahl a = % einen periodischen Dezimalbruch
@,04@,... zugeordnet. Die Zahlen ay, a,, a,, ... lassen sich mit Hilfe des Divisions-
algorithmus berechnen. Indem wir die Gleichungen (1) von Satz 1 aus 4.8. mit 1

multiplizieren und b; = Tin setzen, erhalten wir
q
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a =ay + by, 0=b, <1, ay € N;
(1) 10b, = a, + b,, osh<lt, a; € N;
105, = a, + b,, 0 <1, a, € N;

Aus der (i + 1)-ten Gleichung ergibt sich also a; als groBte natiirliche Zahl, welche
die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Zahl nicht iibertrifft. Der jeweils
auftretende Rest b; wird mit 10 multipliziert, wodurch eine nichttriviale Fortsetzung
des durch (1) erklirten Verfahrens ermdglicht wird, solange der Rest b; von 0 ver-
schieden ist. Es wird dann namlich durch die Multiplikation mit der Basiszahl 10 er-
reicht, daB nach endlich vielen Schritten auf der linken Seite eine Zahl gréB8er oder
gleich 1 entsteht.

Wenn wir die auftretenden von 0 verschiedenen Reste b; durch eine geeignete von
der Basiszahl unabhingige Umformung in Zahlen gréBer oder gleich 1 iiberfiibren,
konnen wir hoffen, durch ein dhnliches Verfahren zu einer sinnvollen von einer Basis-
zahl unabhingigen Darstellung einer gebrochenen Zahl zu gelangen.

Fiir eine gebrochene Zahl b mit 0 < b < 1 kann % gebildet werden, und es gilt

dann 1 < % Ist a eine von O verschiedene gebrochene Zahl, so 1aBt sich daher das

durch
a =ay+ by, 0<b,<1, ag € N;
) ;—=a,+b,, 0<b <1, a, €N;
0
E=a+bh,  0sh<t, GmeN;

zur Bestimmung der natiirlichen Zahlen a; gegebene Verfahren entweder beliebig
lange fortsetzen (wenn niemals b; = 0) oder bis zu einer Gleichung, bei der als Rest b,
die Zahl 0 erscheint. Die natiirlichen Zahlen ay, a,, a,, ... sind durch a eindeutig be-

stimmt. Unter Verwendung der Schreibweise P fir die gebrochene Zahl a wollen wir
: q

zunichst die unter (2) genannten Bedingungen zur Bestimmung der Zahlen a; schritt-
weise umformen.
Aus @ = ay + by, 0 < by < 1 ergibt sich zunichst

P =aeq + byg, 0=byg<g.
Wir setzen r, = b,g und erhalten dann

p=ayg+rn, 0r<gq.
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Aus der zweiten Gleichung unter (2) folgt dann, falls r, 3= 0 ist,
L o+, 0=b <1
41

und daher mit r, = b,r, die Beziehung
g=ay +r, 0=sr<r.

Genauso ergibt sich fiir den Fall r, 3= 0 die Beziehung ry =a,r, + 13, 0 <ry <1,
aus der dritten Gleichung unter (2) mit r; = b,rs.

Durch Fortsetzung dieser Umformungen erhalten wir insgesamt das zur Besti g
der Zahlen a; zu (2) gleichwertige Schema :
P =ay +r, 0sn<yg, a, € N;
(3) g =ayr + 1y 0sr<n, a, €N;
Ty =ayry + 1y, 0=ry<ry, a, € N;
Tim =&+ ta, O0=ry,<r, a; € N;

Das durch (3) beschriebene Verfahren ist der uns bereits bekannte euklidische
Algorithmus (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (25)). Dieser bricht nach endlich vielen Schritten
ab, wobei der letzte von Null verschiedene Rest r, der groBte gemeinsame Teiler von
p und g ist. Damit haben wir folgendes Ergebnis:

Satz 1. Zu jeder gebrochenen Zahl a existieren eine natiirliche Zahl n = 0 und natiir-
liche Zahlen ay, ay, ..., a,') mit

a =ay +by, 0<by<1;
1
L —a +b, 0<b <1
by
1

2) ‘b_ =a, +b,, 0<b,<1;
1
[
— =@y + bpy, 0<by <1
bn—%
1,
by

Dabei sind n und a,, ..., a, eindeutig bestimmt, und esgilta; = 1firl < i < n — 1so-
wie a, > 1, falls n = 1 ist. Die natirlichen Zahlen ay, a,, ..., @, kénnen aus einer Bruch-

darstellung % von a mit Hilfe des euklidischen Algorithmus nack dem Schema (3) be-
rechnet werden.

1) Fiir n = 0 besteht (2) nur aus der Gleichung ¢ = a,.
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Aus den unter (2) g ten Gleichungen ko wir durch entsprechendes Ein-
setzen die gebrochene Zahl a durch die Zahlen a,, ..., a, ausdriicken. Es ergibt sich
1 1
a=gay+ by =a,+ =ay+ = ...
a; + b, a + 1
"a + 0,
1
=a, + 1
a + P
1
+ —
a”
Den zuletzt entstandenen Ausdruck wir einen Kettenbruch mit den Gliedern

oder Teilnennern a,, a,, as, ..., a,. Wir schreiben fiir ihn abkiirzend [a,; a;, @,, ..., a,).
Dabei ist a, der ganzzahlige Teil von [ay; a,, @y, ..., Gy

Satz 2. Jede gebrochene Zahl a besitzt genau eine Darstellung als Kettenbruch
[@o; @y, @y, ..., a,), et dem fiir n = 1 simtliche Teilnenner natiirliche Zahlen grofer
oder gleich 1 sind und a, > 1 gilt.

(Fiir den Fall, daB a eine natiirliche Zahl ist, wollen wir a = a, = [a,] als einen
Kettenbruch ohne Teilnenner ansehen.)

Beweis. Wir brauchen nur noch die Eindeutigkeit der Darstellung nachzuweisen.
Essei[¢y; ¢y, ..., €] irgendein Kettenbruch mit der im Satz 2 genannten Eigenschaft.
Wir setzen

do=;, d1=;.m.
[e15€2-+6m] [e2; €35 - -5 Cm)
1 1
—— =t
" Lo ] TS|

Fiir die Zahlen d; (0 < ¢ < m — 1) gilt offensichtlich 0 < d; < 1, und wir kénnen
ohne Schwierigkeiten die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen feststellen:

1 1 1
a =cy+do, 70=01+du-~~- m=cu-1+dm—l, m= Cm -
Nach Satz 1 gilt dann aber m = n und ¢y =@y, ¢, =@y, ..., Cp = Ay -
Die Kettenbruchdarstellung gebrochener Zahlen wollen wir im folgenden dazu be-
nutzen, Naherungswerte fiir diese Zahlen zu bestimmen. Fiir das praktische Rechnen
spielen die Naherungswerte a™ = a,,a,...a, einer gebrochenen Zahl a = a,,a,a,...
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eine groBe Rolle (vgl. 4.8.). Wenn wir allerdings einen Naherungswert von a in
der Form gangeben wollen, sind dazu die gebrochenen Zahlen a( vielfach unzweck-

maBig, da die reduzierte Bruchdarstellung einer solchen Zahl a™ i. allg. einen ver-
hiltnismaBig groBen Nenner besitzt. Das ist nicht verwunderlich, da wir uns mit den
Zahlen a™ von vornherein auf Nenner beschrinken, die eine Zehnerpotenz bilden.

Die Kettenbruchdarstellung wird hingegen die Bestimmung von Nﬁ,henmgswerl‘en-;i

einer Zahl ¢ ermoglichen, bei denen der benutzte Nenner ¢ mit der Giite der durch 2z
q

erzielten Annéherung minimal ausféllt. Mit den folgenden Betrachtungen werden wir
uns dieser Problematik — der sogenannten besten Approximation — zuwenden.

Fiir die Gewi g bester Approximati pielen fiir eine Zahla = [a,; a,, ..., a,]
die gebrochenen Zahlen s, = a,, 8; = [a4;8,], ..., 85 = [@q; @y, ..., @y] eine entschei-
dende Rolle. Die gebrochene Zahl s, nennen wir den k-ten Ndherungsbruch von
[a¢@y, ..., a4). Der folgende Satz zeigt eine Moglichkeit, die Naherungsbriiche rekursiv
zu gewinnen.

Satz 3. Ist [ay; ay, ..., a,] ein beliebiger Kettenbruch (wir fordern hier nur, daf die

Teil positive gebrochene Zahlen sind), so gilt
i

4 8 =—
) o
fr i Nabarungbiche om0 ] £ = 0,1, ., ), e i Zable g, 3
durch das folgende Bild tz bestimmt werden:
(8) Po = @y, %=1,

P =awm +1, @ =a,

(6) Pe =Pete + P2y G=Q18% + %2 2=k =n).

Po P

Beweis. Die ‘Gleichungen s, = ;, 8 = -q— ergeben sich leicht durch Aus-
1
rechnen. Die Giiltigkeit von s; = bl * fiir ¢ = 2, ..., n beweisen wir durch vollstin-
dige Induktion iber » = 2. g

Fiir n = 2 ist nur die Giiltigkeit von s, = 22 ;iachzuweisen. Es ist
[
P2 _ P+ Po = (@ + 1)@, +ag
@ 0%+ 9 e, + 1




48 4. Der Bereich der gebrochenen Zahlen

Andererseits gilt
a
= 5 Gy,85] =@ = a,
a; = [ag; ay,a5] =@, + 1 °+a|a2+l

@+ —
a

=“o(“1¢2 +1)+a, - (@) + 1) a; +-a,
aa; + 1 a,a; + 1

‘Wir nehmen an, daB die Beziehungen (4) fiir einen beliebigen Kettenbruch mit ! = 2
Teilnennern schon bewiesen seien, und zeigen die Giiltigkeit dieser Bezieh fiireinen
Kettenbruch [a; a,, @y, ..., @, @;4,] mit I + 1 Teilnennern. Die Naherungsbriiche
80, 8y, ..., 8 8ind sdmtliche Naherungsbriiche des Kettenbruches [a,; a,, as, ..., a/],
und aus (5) und (6) folgt, daB die Zahlen p,, p, ..., Pr; o, Q1» - -, @ fiir die beiden
Kettenbriiche [ay; @y, @s, ..., @1.1], [@o; @1, @, ..., @;] jeweils iibereinstimmen. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt daher fiir [aq;ay, ..., a;,] zunichst s; =P gy

i
i =1, ..., 1. Der Kettenbruch [ay; a;, a,, ..., a;,,] entsteht aus [a,; a,, ..., a;], indem

a, durch @)’ =a; + L ersetzt wird, also
A4y

1
[@g; @1y ooy @ry] = |a@g5 0y, o0y @y, @0 + — |
@4y

Die Zahlen pq, Py, - -, Pi-1; 90> 91> - -» G1-1 VON [@g; @y, ..., @1,,] stimmen mit den ent-
sprechenden Zahlen py’, py’, ..., P13 @0'» @1'» ---» @1-1 VON [@¢, @y, ..., @1y, @;"] Tiberein,
und die Zahlen p," und ¢;’ ergeben sich aus

1 , 1
P =P (al + —) + P2 @ = (“t + —) + -2
A4y A4y
Nach Induktionsvoraussetzung gilt s;,, =8,/ = p—‘l und daher
[

1
Py (al + —) + P2
@14y

8’4-] = ——1_
Qi1 ("1 + —) + @2
Q41
_ B + P + P
(@12 + Gi-2) @11 + Qi1
_ Pt P P
Q4 + Q1 G
Damit ist Satz 3 bewiesen.
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Mit Hilfe von Satz 3 leiten wir wichtige Eigenschaften der Naherungsbriiche s; = B
g

eines Kettenbruches her:
(7 '€iPin — Pidlinn = 1 fiir gerades ¢.
@®) Pidis1 — ¢iPiry = 1 fiir ungerades 1.
Um die Beweise dieser beiden Formeln nicht otig kompliziert zu g
wir an dieser Stelle von den ganzen Zahlen Gebrauch machen Statt (7) und (8)
konnen wir dann zusammenfassend
9 €iPin1 — Piin = (—1)F (i =0,1,...,2n—1)
schreiben.

0t d

Beweis von (9). Fiir ¢+ = 0 erhalten wir aus (5)
GoPr — Poh = (@2 + 1) —agay =1,
fiir ; = 1 ergibt sich unter Verwendung der Rekursionsformeln (6)
€iPin1 — Pidin1 = Gi(PiGivy + Picy) — Pil@iBis1 + Gi1)
= ¢iPi-1 — Pidi-1 = —(@i1Pi — Pinrgi)-
Aus gop; — pogy =1 und ¢ipisy — Pidin = —(@inaPi — Pi-a@) (¢ =1,...,2—1)
erhilt man leicht die Formel (9).

Als Ergianzung zu Satz 3 ergibt sich aus den Formeln (7) und (8), daB B d.le redu-
zierte Bruchdarstellung von s; ist.
Bezeichnet d den groBten gemeinsamen Teiler von p; und g;, so gilt namhch wegen
(7) bzw. (8) d|1 und daher d = 1.
Wir kénnen nun Aussagen iber die Lage der Naherungsbriiche s; in bezug auf die
Zshl a = [ay; ay, ..., a,] =&, gewinnen. Der folgende Satz gibt uns einen voll-
stindigen Uberblick iiber die Anordnung der Naherungsbriiche.
Satz 4. Ist n eine gerade natiirliche Zahl (n = 2 - 1), s0 erfiillen die Niherungsbriiche
3; von a = [ay; @y, ..., a,) die Ungleichungskette
<< <8y =<8y < o <8< 8y

Ist n eine ungerade natiirliche Zahl (n = 21 + 1), so gilt entsprechend
<< <Ly <CA=8y g < <8< 8

(Abb. 4).

Sp=@
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Beweis. Wir zeigen die Giiltigkeit der Ungleichungen

Sgise — 82 > 0, 82041 — 8ai43 > 0, 8p141 — 8 > 0.

Aus
s . _ Paisz — Paivafai — Poifaire
242 "8 - — -
Qive Toi %2i%2i+2
_ (Pein®aive + Poi) o — PailTain®aive + ¢oi)
92iGi+2
- (P2is1G2i — Paifais1) Baiss _ G2isa
©2iG2i+2 92i%2i+2
folgt
Qgi
(10) Sgiva — 890 = 2z
Q2i2ive

und daher 8,;,, — 8; > 0. Entsprechend ergibt sich

a
(11) Sgir1 — Sivs = —s
Q2in1Taisa

und daraus 8;i,; — Syi45 > 0. SchlieBlich folgt 85, — 8y > 0 aus der Gleichung

(12) 8ip1 — S2i = »
Q2i2is1

die fiir jedes 4 giiltig ist. Nach (7) und (8) ergibt sich namlich

Poizr __ Poi _ Peizifei — Poieivy _ 1
TLeixr Q2 Qeifin Q2if2ic1

Uber die Giite der Approximation einer Zahl @ durch einen Niherungsbruch er-
halten wir aus der Formel (12) unmittelbar den

Satz 5. Es gilt

0Stum—o<——, 0Sa—s<——.
D2i192iv2 22i%2i+1

Beispiel.
4938
T 1497

Die Kettenbruchentwicklung von a erhalten wir durch Anwendung des euklidischen
Algorithmus:
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4938 = 3 - 1497 4 447,
1497 =3 . 447 4 156,
47 =2. 156 4 135,
156 =1- 135 4 21,
135=6. 214 9,
21=2. 94 3,
9=3.- 3+ O.

Es gilt also tzzs =[3;3,2,1,6,2,3].
Die Zahlen p; und ¢; gewinnen wir aus (5) und (6):

Po =3, =1,

p=3-3+1=10, @ =3,

p,=10-2 43 =23, @=3-24+1=7,

Py =23-1+ 10 = 33, ¢ =7-14+3=10,

Py =33.6+423 =221, ¢ =10-6 417 =67,

ps = 221-2 + 33 =475, qs =67-2 410 = 144,

Pg = 4753 4 221 = 16486, g = 144 - 3 + 67 = 499.
Daraus ergeben sich die Naherungsbriiche
8, =3 .9—10 3—23 3—33 s—& a—gé a——lm—a
T TR BT BTy YT er U 1a T 499
Wenn wir ¢ durch -2—3 ersetzen, wird durch 0§a—§<—L=l~der Fehler

7 T g 70

abgeschatzt.

Die Qualitét der Approximation einer Zahl a durch einen Néherungsbruch wollen
wir jetzt durch den bereits genannten Begriff der besten Approximation charakteri-
sieren, wodurch die Bedeutung der Naherungsbriiche offensichtlich wird. Eine ge-

brochene Zahl mit der reduzierten Bruchdarstellung %— nennen wir eine beste Approxi-

mation der Zahl a, wenn fiir jede gebrochene Zahl = mit s < ¢ die Zahl 2 paher bei
. 8 q
der Zahl a liegt als —-.
8

Satz 6. Ist a = [ay;ay,@,, ..., a,) eine beliebige gebrochene Zahl, so ist jeder
Nikerungsbruch eine beste Approximation von a.

Beweis. Zunachst gelten die Ungleichungen
3) o=Pn_ o P <oii1<a),
2i+1 Qai

4
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(14 O=sa-—-DE_Pi1_ .  0<oi<n).

Q2 Qi1
Fiir 20 4 1 = n bei der ersten bzw. 2i = n bei der zweiten Ungleichung folgt das un-
mittelbar aus Satz 4. Es sei 1 < 27 4 1 < n. Wir erhalten dann nach Satz 4, Formel
(10) und Satz 5

_Pai o, Paiva _ Pai Raive

a => — 22
Qi Gz T2 Difaise
P ! > !
©ifzive T2inrQise
> Poinn az=0.
Q2in1

Entsprechend wird die Ungleichung (14) bewiesen.

Die Ungleichungen (13) und (14) besagen, da8 fﬂ stets naher als 2% bei a liegt
kel '
0 <k <mn) Ware Pet1 yoine beste Approximation, so miite eine gebrochene
Ger1
Zahl 2 mit q < Qi+1 existieren, die naher als Pt pei g liegt. Fiir gerades k be-
q

Tierr
deutet das
Be_P _ P
% 92 TG
Daraus folgt

9 &% Ba &
Weiterhin ergibt sich aus 0 < B B gie Abschitm;mg
79 %

P_m_Pu—gn L 1 pa B
7 % W 9% Ten®e T G

und damit ein Widerspruch zu
P_B_Pm_ P
9 % $%a %

Entsprechend verfahrt man fiir ungerades k.

Satz 8 beinhaltet, daB es zu einem Naherungsbruch s, = B Yon a keine ge-
g,

ke
brochene Zahl mit kleinerem Nenner als g, geben kann, die naher als s, bei a liegt.
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Nach diesem Ergebnis ergibt sich die folgende interessante Fmgestellung' Wie groB
muB der Nenner von 2 wenigstens gewihlt werden, damit £ naher als 2 bei a
liegt? Damit gleichwertig ist die Frage nach der besten Approximation von a mlt dem

néchstgroBeren Nenner. (Das braucht durchaus nicht Pent sein.) Bei der Be-
3%

antwortung der gestellten Frage wollen wir uns auf ei ige Approximati be-
schrinken. Wir werden im folgenden nur Naherungswerte von a beriicksichtigen, die
groBer oder gleich a sind, wn' werden also nur den Fall der rechtsseitigen Approxi-
------ hen. Die Ergebnisse lassen sich auf den Fall der linksseitigen Approxi-

mation ibertragen. Fiir den Fall der gleichzeitigen Approximation von rechts und
links werden wir die oben gestellte Frage allerdings nicht vollstindig beantworten.

Die Niherungsbriiche ungerader Ordnung sind nach Satz 4 Naherungswerte fiir die
rechtsseitige Approximation. Ferner wissen wir, daB a < g4y < 85, fiir3 < 2041
<n gilt und 8y,,, 8-, sogar beste Approximationen im Sinne einer beider-
seitigen Approximation sind. Wir wollen feststellen, ob zwischen sy_, und sy, noch
beste Approximationen im Sinne einer rechtsseitigen Approximation liegen, und uns
gegebenenfalls einen Uberblick iiber diese verschaffen.

Wir benétigen den folgenden einfachen Hilfssatz:

a [4 a a-+c c

a+c¢

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. Py heit auch
T

Medianwert von % und % .
Durch Medianwertbildungen erhalten wir von Poaa 2;_:: ausgehend :
Qai-1 2t

Puor  Par ot P Pu
Q-1 Qu+ . Qu
Pusy | Puoi t Pu | Paor - 2Pu P
Qi1 Quat Qa Qua+ 2qu qu

Pusy | Puoi + Pu | Puor - 2pu ., Pusit GuaPu _ Pun
Qa1 Q-+ 9 qu-1 + 2qu Qo1 + GoraGar Qan

Pat yng P2t gehenden gebrochenen

Die hier fir ay,, > 1 zwischen
G211 Q2141

Zahlen heiBen Zwischenbriiche. Die Zwischenbriiche sind Zahlen, die naher als sy,

bei a liegen. Sie kommen also durchaus als beste Approximationen in Frage. Die Be-

deutung der Zwischenbriiche ergibt sich aus dem
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Satz 7. Jede beste Approxzimation 2 von a mit gy = @ < Qo4 oder gy < ¢
q

t )

=< Qope1s 8- ko, % soll zwischen zwei rechisseitigen bzw. zwei linksseitigen Niherungs-

briicken von a eingeschl sein, st entweder ein Niherungsbruch oder ein Zwischen-
bruch.

Aus diesem Satz erhalten wir, daB jeder zwischen Pamr ypq Punn gelegene
a1 T2t
Zwischenbruch beziiglich der rechtsseitigen Approximation eine beste Approximation

darstellt. Das gilt zunachst fir den Zwischenbruch @L.{-Pu Er ist
Gat-1 + G
nimlich ein besserer Niherungswert von a als %, awischen ihm und 22!

Qa1 G211
kann aber nach Satz 7 keine gebrochene Zahl liegen, dle eine beste Approximation

darstellt. Das bedeutet, daB dieser Zwischenbruch selbst eine beste Approximation
beziiglich der rechtsseitigen Approximation sein muf.

Entsprechend ergibt sich das fiir die weiteren Zwischenbriiche. (Ein Zwischenbruch
braucht allerdings keine beste Approximation im Sinne der beiderseitigen Approxi-
mation zu sein.) Zusammenfassend erhalten wir folgenden Approzimationssatz iiber
die rechtsseitige Approxs

Satz 8. Eine gebrochene Zahl P i Qo1 = ¢ = (op4y 8¢ genau dann eine beste
q

Approximation beziiglich der rechtsseitigen Approzimati wennleinNiihemngs-

q
bruch oder ein Zwischenbruch ist. (Eine entsprechende Aussage gilt fiir die linksseitige,
aber nicht fiir die zweiseitige Approximation.)

Wir wollen die Bedeutung von Satz 8 an dem bereits behandelten Beispiel er-
lautern:

4938

a=——=1[3;3,2,1,6,2,3].
1497
Die Zahlen s, =2, 33 =£, 385 =ﬂ sind als Niherungsbriiche beste
3 10 144

Approximationen von a. Wegen a; = 1 liegt zwischen s, und s; kein Zwischenbruch,
wegen a; = 2 liegt hingegen zwischen sy und s genau ein Zwischenbruch. Dieser

lautet ———— 38 + 221 214 Die Zahlen 10 33 254 475 sind also die siémtlichen
10 4 67 77 37100 77 144

besten Approximationen 2 beziiglich der rechtsseitigen Approximation, fiirdie 3 < ¢
< 144 gilt. g
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Beweis von Satz7. Es sei L eine beste Approximation beziiglich der rechts-

seitigen Approximation. Wir nehmen an, daB % weder ein Naherungsbruch noch ein

Zwischenbruch ist, und leiten daraus einen Widerspruch ab. Fiir geeignete ! und ¢
(0 =< i < ay,,) muB nach der Annahme
Pasr+1Pu P Pauart+ (E+ 1) py
— > — > T =
Qa1 + 1qn q Qu- + (E+ 1) gz

gelten. Daraus folgt

Do+ ipa Py + (P + 1) pu > Pua + ipu P
Qi+ Qua+ (C+ 1) Guatigu g

Durch Anwendung der Formeln (7) und (8) erhalten wir fiir die linke Seite der Un-
gleichung

> 0.

1
(Ga1-1 + 1921) (a1 + G+ 1) gar)’

Fiir den mittleren Teil der Ungleichung gilt die Abschétzung

Porr + 1Py P > 1

Quaa +iqu q (Qua+iga) g

Damit erhalten wir aus der obigen Ungleichung
1
—_— > —
Qa1+ (4 1) g

Da P21 T (¢ + 1) py

G+ G+ 1) gy
sein.

bzw. ¢ > gy + (6 4+ 1) gu.

nherals Z beia liegt, kann somit 2 yeine beste Approximation
q q

411. Algebraische Charakterisierung des Bereiches der gebrochenen
Zahlen

Wir fassen noch einmal die wesentlichen Merkmale des Zahlenbereiches Q, zusammen.
In Q, sind eine Ordnungsrelation ,,<“, eine Addition ,,+‘‘ und eine Multiplikation
.+ erklirt, wobei die bereits in N giiltigen Strukturgesetze (vgl. 4.1.) (A0), (A1),
(A2)), (A3), (MO), (M1), (M2,), (M3), (M4), (O1), (02), (O3) gelten. Die gebrochenen
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Zahlen bilden also ebenfalls einen geordneten Halbring mit Null- und Einselement
(vgl. 4.1.). Zu diesen auch in N giiltigen Strukturgesetzen kommt fiir den Bereich @,
das Gesetz (M2,) (vgl. 4.5. Satz 1) als weiteres Strukturgesetz hinzu. Auf Grund der
genannten Strukturgesetze bildet der Bereich der gebrochenen Zahlen als algebraische
Struktur einen sogenannten geordneten Halbkirper. Uber den Bereich Q,(<, +, )
der gebrochenen Zahlen wissen wir weiterhin, daB er den Bereich N(<, +, -) der
natiirlichen Zahlen als Teilstruktur enthdlt: N(<, +,:) & Q,(<, +,:). (Diese
Schreibweise soll neben N S Q, auch zum Ausdruck bringen, da8 ,,<*, ,,+°, ,,-*
in N die Einschrinkungen von ,,<*, ,,4+, ,,-“ in @, sind, also

m<ninN & m<ninQ,,
m+n=kinN & m+n==~kinQ,,
m-n=kinN & m.-n=kinQ,.)

Der folgende Satz zeigt, daB der Bereich der gebrochenen Zahlen hinsichtlich der
genannten Eigenschaften minimal ist.

Satz (algebraische Charakterisierung von Q,). Der Bereick Q.(<, +,-) der ge-
brochenen Zahlen ist bis auf Isomorphie der kleinste geordnete Halbkirper, der den Bereich
N(<, 4+, -) der natiirlicken Zahlen als Teilstruktur enthdls.

Beweis. Wir haben noch zu zeigen, daB ein Bereich M, in dem eine Relation ,,<<*
und zwei Operationen ,,®*, ,,®* erklirt sind, so da die genannten Strukturgesetze
sowie N(<, +,+) S M(<<,®, ®) gelten, einen zu Q,(<, +,-) isomorphen Teil-
bereich M'(<<, @, ®) enthilt. Aus MfL Bd. 1, 2.6. folgt daB M genau ein N \Iulle]ement
— bezeichnet mit 0 — und genau cin Einsel ichnet mit 1 —
0 stimmt dabei mit der natiirlichen Zahl 0 und 1 mit der natiirlichen Zahl 1 iiberein.
Aus 00 =0+4+0=0=0@ 0 folgt namlich nach (01) und (02), daB 0 =0
gelten muB. Entsprechend zeigt man 1 = 1. Nach(M2,) existiert zu jedem a ¢ M
mit a0 ein bEM mit e Rb=>0RVa=1. Aus b Da=aVb, =aRb,
=b, ®a =1 folgt

b =b591=0@@Rb)=b01 ) Rb, =1 b, =b,.

Zu a = 0 existiert beziiglich ,, 3 also genan ein Inverses, das wir mit a* bezeichnen.
Wir setzen

={n*@m:n,m NAn =0}

Dabei ist n* ) m die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung » R 2 = m. Mit
n, == 0 und 7, 3 0 ist auch n, ® n, = n, - n, & 0 und daher

* R my << D me & (n* D my) Q (1 @ ng) << (mg* D my) ® (my T my)
S my QDN << My YNy © My Ny < My + Ny
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Hierbei wurden (M1), (M3), (03) sowie N(<, +, -) S M(<, @, ®) benutzt. Es gilt
also insbesondere

n* Q@ my =n* Qmy S m, - n,y =m,~n.@ﬁ=ln—’.
™ e

Durch f: Lo me ® m wird daher eine eineindeutige Abbildung von Q, auf M’
n
definiert. Wir zeigen nun:

a) a <b=fla) <f0),
b) Ha +b) ={(@)D (),
c) Ha - ) = f(a) ® f(b).

Zu a): Aus der schon bewiesenen Beziehung

%<nﬂem.~n,<m,~n,®n,*®m.<n,"®m,
1 2
folgt sofort a).
Zu b): Wir setzen a=ﬁ, b =m_,, womit a 4+ b =M+1i7il und daher

n Ty nyny
fl@ + b) = (nyna)* @ (mymy + myny)
wird, f(a + b) ist die eindeutig bestimmte Losung von
(mng) @ & = myny + Mmany.
Wir zeigen, daB
f(@) @ f(}) = (m* ® my) @ (n* @ my)
diese Gleichung lost:
(mng) @ x = () & 1) @ ((n1* ® M) D (ne* @ my))
=(n @ @ n* @ my) D () ® 72 ® ng* @ my)
= (M ® 73) D (Mmy @ my) = myny + Many .
Zu c): Mit den obigen Bezeichnungen fiir @ und b erhalten wir
fa-b) = (nme)* ® (myms),
d. h., f(a - b) ist die eindeutige Losung von (n,7;) @ x = mym,. Es gilt
(myn2) @ (f(a) ® f(B)) = (m1 @ ma) ® ((0* ® M) & (ng* @ my))
=my @ my = mym,,

womit f(a - b) = f(a) ® f(b) gezeigt ist. Damit ist der Satz bewiesen.
Als Folgerung aus den Strukturgesetzen (M0), (M1), (M2,), (M2,), (M3) erhielten
wir (vgl. 4.5. Satz 4), daB fiir @ 4= 0 jede Gleichung a - x = b genau eine Lésung be-
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sitzt. Daher gilt erst recht:
MmM2) A (a=|=0=>v a-c=b).

0,beQ, c€Q,
Wir wollen jetzt noch zeigen, da man umgekehrt aus (M0), (M1), (M2) und (M3) die
Strukturgesetze (M2,) und (M2,) zuriickgewinnen, also auf die Existenz eines be-
ziiglich der Multiplikation neutralen Elementes sowie auf die Existenz inverser
Elemente (fiir von Null verschiedene Zahlen) schlieBen kann. Dazu betrachten wir fiir
irgendein @ < 0 eine Losung e der Gleichunga - = a. Esgilt danna-e =¢-a =a.
st b ein beliebiges Element und ¢ eine Losung von a - x = b, so erhalten wir

b-e=e-b=e-(@a-c)=(-a)sc=a-c=b.

Damit ist (M2,) gezeigt. Ferner ergibt sich nun (M2;) als Spezialfall von (M2), indem
dort fiir b das neutrale Element e eingesetzt wird.

Bei der algebraischen Beschreibung der gebrochenen Zahlen durch Strukturgesetze
konnen somit die Gesetze (M2,) und (M2,) gegen das eine Gesetz (M2) t ht
werden. Insbesondere folgt aus (M0), (M1), (M2) und (M3), daB fir e 4 0 ]ede Glei-
chung a - z = b eindeutig 16sbar ist.
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51.  Einleitung

Mit dem Bereich @, der gebrochenen Zahlen haben wir einen Zahlenbereich erhalten,
in dem jeder beziiglich einer gewihlten MaBeinheit kommensurablen Linge eine
MaBzahl zugeordnet werden kann. Bei der Veranschaulichung der gebrochenen
Zahlen auf einer Geraden g konnten wir zunichst die beiden Basispunkte P, und P,,
die den Zahlen 0 und 1 entsprechen, willkiirlich festlegen. Nach dieser Festlegung ist
dann fiir jede gebrochene Zahl @ derjenige Punkt P,, der diese Zahl reprisentiert,
eindeutig bestimmt, und die Gesamtheit dieser Punkte ist in der durch die Basis-
punkte besti von P, ausgehenden Halbgeraden enthalten. Die gebrochenen
Zahlen liegen also nur auf einer Halbgeraden der gewihlten Geraden g.

Bei verschiedenen praktischen Auigaben ist eine Messung in zwei ,,entgegen-
gesetzte Richtungen‘* vorzunehmen. Beispielsweise wird beim iiblichen Q; b
thermometer die Temperatur nicht allein durch den Abstand des Endpunktes der
Quecksilbersiule von der 0-Markierung, sondern dariiber hinaus durch die Richtung
bestimmt, in der sich dieser Endpunkt befindet (oberhalb oder unterhalb der 0-Mar-
kierung). Mit der Konstruktion eines neuen Zahlenbereiches soll der Bereich der
gebrochenen Zahlen so erweitert werden, daB8 dem Messen in zwei Richtungen Rech-
nung getragen wird, indem durch die MaBzahl auch die Richtung mit zum Ausdruck
gebracht wird.

Aus dieser Zielstellung wird erkennbar, daB sich ein solcher Zahlenbereich beziiglich
einer verniinftigen Anordnung unbegrenzt in zwei Richtungen ausdehnen muB. Fer-
ner wird in naheliegender Weise ein Ansatz zur Kc ktion des gesuchten neuen
Zahlenbereiches motiviert. Zu jeder gebrochenen Zahl a muB eine ,,entgegengesetzte
Zahl** —a in dem neuen Zahlenbereich vorhanden sein, die beziiglich der Zahl 0 zu a
,,symmetrisch* liegt. Die Konstruktion eines neuen Zahlenbereiches kann entspre-
chend durch ,,Symmetrisierung*, d. h. durch Hinzunahme der Elemente einer ge-
eigneten Menge als zu den gebrochenen Zahlen , entgegengesetzte Zahlen*, vollzogen
werden.
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Eine Erweiterung des Zahlenbereiches Q, wird auch durch rein algebraische Uber-
legungen motiviert. Wenn man namlich die Rechengesetze der Addition und Multi-
plikation miteinander vergleicht, so fallt auf, daB @, hinsichtlich der Multiplikation
vollstindiger als hinsichtlich der Addition ist. Eine Gleichung der Form ax = b ist
fiir alle @ == 0 eindeutig losbar, eine Gleichung der Form a + z = b dagegen nur unter
der recht einschriankenden Vor tzung @ < b. In 4.11. haben wir @, als kleinsten
Zahlenbereich charakterisiert, der die natiirlichen Zahlen enthilt und in dem jede
Gleichung der Form a - # = b (@ == 0) eindeutig losbar ist. Die Gleichungen der Form
a + « = b fithren zur Frage nach einem kleinsten Zahlenbereich, der @, enthélt und
in dem jede solche Gleichung eindeutig 16sbar ist.

Aus der Annahme der Existenz eines solchen Zahlenbereiches wird ein Konstruk-
tionsweg mit Hilfe von Aquivalenzklassen geordneter Paare gebrochener Zahlen
nahegelegt, wenn man ein geordnetes Paar (@, b) mit der Losung von b + 2 = a in
Beziehung setzt.

Wir haben zwei Gesichtspunkte genannt, die zeigen, daB der Zahlenbereich Q,
Unzulinglichkeiten besitzt, und aus denen die Aufgabe erwichst, den Bereich Q, zu
einem umfassenderen Zahlenbereich zu erweitern. Beide Gesichtspunkte legen auer-
dem \Vege zur Konstruktion einer entsprechenden Erweiterung nahe. Diese Wege

heiden sich hst tlich, fiihren jedoch beide (bis auf Isomorphie) zum
gleichen Zahlenbereich. Diesen Zahlenbereich Q werden wir den Bereich der rationalen
Zahlen nennen.

Fiir eine Konstruktion von @Q durch Symmetrisierung von Q, spricht eine groBe
Anschaulichkeit und begriffliche Einfachheit der einzelnen erforderhchen Kon-
struktionsschritte, wodurch dieser Weg als der fiir die Schul ersch
Nachteilig erweist sich allerdings die durch fortlaufende Fallunberscheldung bedingte
langwierige Beweisfiihrung fiir die einzelnen Strukturgesetze. Aus diesem Grunde
werden wir die Konstruktion der rationalen Zahlen zunachst iiber Aquivalenzklassen
geordneter Paare gebrochener Zahlen vornehmen. Die Konstruktion von @ durch
Symmetrisierung von @, erfolgt anschlieBend. Um die dazu notwendigen Beweise
abzukiirzen, werden wir die Darstellbarkeit einer beliebigen Zahl aus @ als ,,Diffe-
renz‘‘ zweier gebrochener Zahlen gleich zu Beginn nachweisen, wodurch dann der
AnschluB an das bereits dargelegte Konstruktionsverfahren hergestellt wird.

5.2.  Konstruktion und algebraische Charakterisierung des Bereiches
der rationalen Zahlen
Der Bereich Q, = Q,(<, +, -) soll zu einem Zahlenbereich Q@ = Q(<, +, ) er-
weitert werden. Dabei stellen wir folgende Forderungen:
a) Die in Q, giiltigen Strukturgesetze (vgl. 4.11.) sollen auch in Q gelten.
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b) Jede Gleichung der Form a + x = b soll 1osbar sein, d. h., es gelte
(A2) a.{éo cX:a +c=b.

¢) Q soll minimal hinsichtlich der Forderungen a) und b) sein, d. h., es soll keine
echte Teilmenge von Q existieren, die a) und b) erfiillt und die die Menge der gebro-
chenen Zahlen als Teilstruktur enthilt.

Analog den Betrachtungen am Schluf von 4.11. ergibt sich aus den Struktur-
gesetzen (A0), (A1), (A2), (A3) die folgende Aussage:

b’) Jede Gleichung der Form a + 2 = b besitzt genau eine Losung. Die Forderun-
gen a), b) und c) sind somit insgesamt den Forderungen a), b’) und c) gleichwertig.

Wir wollen hst weitere Aussagen iiber einen derartigen Zahlenbereich Q aus
den genannten Forderungen folgern — wir wissen allerdings zur Zeit noch nicht, ob
ein solcher Zahlenbereich iiberhaupt existiert. Bezeichnen wir mit 0’ das Nullelement
aus @, so muB 0 4 0' = O gelten. Andererseits gilt auch 0 + 0 = 0. Aus der ein-
deutigen Losbarkeit!) der Gleichung 0 4+ x = 0 in Q folgt daher 0' = 0. Ganz ent-
sprechend ergibt sich aus der eindeutigen Losbarkeit einer Gleichung der Form
a-z=>b (a + 0),daB die gebrochene Zahl 1 das Einselement in @ sein muB (Ubungs-
aufgabe).

In Ubereinstimmung mit der Erklarung der Differenzen in 4.4. bezeichnen wir in Q
mit b — @ die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung @ + x = b (@, b € Q) und
nennen diese Zahl die Differenz der Zahlen b, a.

Fiir diese Differenzen gelten:

1) a—b=a —boat+d=a+0b,

(2) a—b<c—doatd<c+bd,

@) @—b+—d)=@+c)—(b+ad.

Diese Beziehungen lassen sich wie im Fall der in 4.4. behandelten Differenzen aus der
Definition der Differenz gewinnen.

Fir die Differenz 0 — a schreiben wir auch —a und nennen —a die zu @ entgegen-
gesetzte Zahl. Definitionsgemas ist also @ + (—a) = 0.

Da a + (—b) Losung der Gleichung b + = = a ist, gilt
(4) a—b=a+ (-b).

Wir beweisen noch:

®  —(-a)=a,
©® —a=(-la,

M —(@b) =(—a)b =a(-b),
®  (—a)(=b) = ab,

9) —(@ +b) = —a —b.

1) Man kann 0 = 0’ auch aus (01) und (02) gewinnen (vgl. den Beweis des Satzes aus 4.11.).
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Beweise.

Zu (5). Wegen —a +a =0und —a + (—(—a)) =0gilta = —(—a).

Zu (6). Ausa + ((—1)a)=(1 + (—1))a =0-a =0 folgt —a = (—1)a.

Zu (7). —(ab) =(—1)ab = ((—1)a) b = (—a) b, entsprechend erhalten wir
—(ab) = a(—b).

Zu (8). (—a) (—b) = ((—1)a) (—1) b) = (1) (—1) ab = —(—1) ab = ab.

Zu(9). —(@+b=(—1)@+bd=(—1)a+ (—1)b=—a—b.

Unter Verwendung von (4) ergeben sich damit auch leicht die folgenden Regeln fiir-
das Rechnen mit Differenzen:

(10 @—b—(—d=@+d)— G+,
(1) (@ —1b)(c — d) = (ac + bd) — (ad + be).

Wir betrachten in Q die Menge @ ={a — b :a,b € Q,}). Wegena — 0 =a ist Q,
eine Teilmenge von @. Aus (3) und (11) ergibt sich, daB Addition und Multiplikation
aus @ nicht herausfithren und daher zweistellige Operationen in @ sind. Dariiber
hinaus erfillt @ = @ (<, +, -) die Bedingungen a) und b).

Zum Nachweis von a) geniigt es zu zeigen, daB jede Gleichung der Form (@ — b) - =
=1 (a,b€ Q,, a — b = 0) eine Losung in @ besitzt; denn die ibrigen Struktur-
gesetze iibertragen sich unmittelbar von Q auf @. Gilt @ > b, so ist @ — b eine ge-
brochene Zahl und (@ — b) - 2 = 1 sogarin Q, lésbar. Fiir a < b betrachten wir zu-
néchst die Gleichung (b — @) - y = 1, die eine gebrochene Zahl ¢ als Losung besitzt.
Wegen

(@—b).-0—c)=bc—ac=(d—a)c=1 und 0—cc@

ist auch fiir @ < b die Gleichung (@ — b) - z = 1 in @ 1sbar.

Die Giiltigkeit der Bedingung b) folgt unmittelbar aus (10). Da Q die Bedingung c)
erfiillt, muB @ mit Q iibereinstimmen.

Jedes Element ¢ aus Q besitzt also eine Darstellung der Form ¢ = a — b mit a,
b € Q,. Gilt dabeia = b, so ist ¢ eine gebrochene Zahl. Fiir den Fall ¢ < b erhalten wir

c=a—b=@@+(-a) -0+ (-a)=0—-(—0a)=—(b—a).
Also ist ¢ eine gebrochene Zahl oder entgegengesetzte Zahl einer gebrochenen Zahl,
d.h, '
(12) Q=Q,U{—a:ac Q).

Wir wollen jetzt die Existenz eines Zahlenbereiches Q mit den geforderten Eigen-
schaften nachweisen, indem wir einen derartigen Zahlenbereich konstruieren. Dabei
werden die einzelnen Konstruktic hritte durch die aus der Annahme der Existenz
von Q gefolgerten Eigenschaften dieses Zahlenbereiches weitgehend motiviert.
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Jedes Element aus Q miiBte sich als Differenz zweier gebrochener Zahlen a, b dar-
stellen lassen, konnte also durch ein geordnetes Paar gebrochener Zahlen reprisentiert
werden.

Zwei geordnete Paare (a, b), (¢, d) miiBten dabei nach (1) genau dann zur gleichen
Zahl aus Q@ gehoren, wenn @ + d = b 4 ¢ gilt. Durch

(13) (@b ~(d:catd=b+tc

wird nun in Q, X @, eine Aquivalenzrelation definiert. Reflexivitdt und Symmetrie
dieser Relation ergeben sich unmittelbar aus der Definition dieser Relation. Zum
Nachweis der Transitivitat betrachten wir drei geordnete Paare (a, b), (c, d), (e, f) mit
(a,b) ~ (c,d) und (c,d) ~ (¢,f),d.h.a +d =b +¢,c + f = d + e. Indem wir zur
ersten Gleichung f und zur zweiten Gleichung b addieren, erhalten wir a +d + f
=b+4c+fbzw.c+f+b=d + e+ b. Darausfolgta +d +f =d + ¢ + bund
dahera + f = ¢ 4 b, also (a,d) ~ (e, f).

Es bezeichnet @ die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aquivalenz-
relation und a © b diejenige Aquivalenzklasse, die das geordnete Paar (g, b) enthalt.
Dann gilt

(14) a@Qb=cOdeoa+d=>b+c.

Falls ein Zahlenbereich Q mit den geforderten Eigenschaften existiert, wiirde damit
durch ¢ @ b > a — b eine eineindeutige Abbildung von @ auf Q erklart werden.

In der Menge @ wollen wir nun eine Ordnung, eine Addition und eine Multiplikation
definieren, die — entsprechend der Darstellung der Elemente von @ in der Form
a© b — dem Rechnen mit Differenzen in Q entsprechen soll. Dazu benutzen wir die
Beziehungen (2), (3) und (11) als Definitionen:

I aQb<cOd:oat+d<b+e,
IL. @b+ (cOd =@+ ®+d),
III. @@b):(cOd) := (ac + bd) © (ad + bc).

Zur Rechtfertigung mii wir die Unabhingigkeit von den Reprasentanten nach-
weisen. Wir beschranken uns dabei auf die Definitionsgleichung fiir die Multipli-
kation: Es gelte a ©'b =a’© ¥’, also a + b’ = a’ + b. Um zu zeigen, daB dann

@b (cQd) =(@Ob)-(cOd
gilt, miissen wir

(ac + bd) © (ad + be) = (@'c + b'd) © (@'d + b'e),

d.h.
ac + bd + a'd + b'c = a’c + b'd + ad + be,
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nachweisen. Diese Gleichung ergibt sich aber durch Addition der Gleichungen
@+b)-c=(@+b-c, (@+b-d=(@+0b)-d.
Gilt dariber hinaus noch ¢ d = ¢’ © d’, so erhalten wir entsprechend
@OV (cOd)=@Ob)-(Od)
und insgesamt
@Ob):-(cOd) =@ b ('Od).
_ Wir beweisen jetzt die in 4.11. fiir @, genannten Strukturgesetze fiir den Bereich
Q=Q(<, +,).

Die Giltigkeit der Gesetze (A0), (A1), (A3), (M0), (M3) folgt unmittelbar aus der
Definition der Addition bzw. Multiplikation in Q. Ferner sind (A2,) und (M2,) er-
fiillt, da mit 0 © 0 ein Nullelement und mit 1 © 0 ein Einselement vorhanden sind.
Die Gesetze (M3) und (M4) ergeben sich sehr einfach durch Ausrecl Um (M2,)

einzusehen, betrachten wir ein von 0 © 0 verschiedenes Element a © b aus @. Es
sind die beiden Fille @ > b und b > a méglich. Fiir @ > b erhalten wir

(a@b)(a—;@0)=(-—"—e b )=1@o

a—b " a—b
(letzteres nach (14)) und fiir @ < b entsprechend

(a@b)(oeb‘j)=(190).

Aus der Definition der Relation ,,<** in @ und den Eigenschaften der Relation ,,<*
in Q, ergibt sich sofort, daB ,,<* in Q irreflexiv und konnex ist.
Wenn a©b<cOd, cOd<e@®fund dahera+d<c+b c+f<e+d
gelten, folgt unter Verwendung des Monotoniegesetzes der Addition in @,
atd+f=c+b+f, ctf+b<etd+d,

dhat+d+f<e+d+ bunddarausa + f<e+b,alsoa@®b < e® f. Damit
ist ,,<“* in @ auch transitiv und (O 1) bewiesen. (02) ergibt sich sehr einfach aus dem
Monotoniegesetz der Addition in Q,.

Jetzt haben wir noch die Giiltigkeit von (O 3) festzustellen. Esgeltea ©O b <cO d
unde@ f > 00O 0. Es ist dann ¢ > f und daher

@O (EON=0@0b(E—fO0 =a—Obl—f)
(cOd)(eDf) =cle—f)O (de —f).

Aus a + d < ¢ + b und dem Monotoniegesetz der Multiplikation in Q, erhalten wir
(@+d)ye—f)<(c+b(e—f.
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Das ist aber gleichbedeutend mit
ae—NObe—NH<ecle—HOdE—1),
@O (0N <(COd (D).
In Q@ ist jede Gleichung der Form (2 © b) + © = ¢© d lésbar, da
Qb+ (b +)@Q@+d)=@+b+)Q G +at+d)=cOd

also

gilt.

Um eine Zahlenbereichserweiterung von @, mit Hilfe von @ zu gewinnen, werden
wir zeigen, daB @ einen zu Q, isomorphen Teilbereich enthilt. Dazu betrachten wir
die Menge @, = (¢© 0: a € Q,}. Wegen

a@0=b00sa=0b,

a@0<bO0sa<b,

@O0+ (t00)=@+b50O0,

@200 =@)O0
wird durch @ i @ © 0 ein Isomorphismus f von Q, auf @, definiert. Wenn wir daher
ein Element der Form a © 0 mit der gebrochenen Zahl a identifizieren, erhalten wir
aus Q eine Zahlenbereichserweiterung von Q,, die wir mit Q bezeichnen.

Um den Ubergang von 6( <, +,:)2uQ(<, +, -) exakt vorzunehmen, setzen wir

a=@\ayua,

und definieren durch
g =1 wennxeé\@v

f(z), wenn z € Q,
eine eineindeutige Abbildung g von QauiQ.
Addition, Multiplikation und Anordnung werden dann in @ durch

T+ y = glg7'(x) + 7)),
z-y:=glg™z) - g),
z <y & g) < gly)

definiert.

Der konstruierte Zahlenbereich Q erfiillt auch die Forderung c), da wegen der fiir
jedes a © b aus @ giiltigen Gleichung (b © 0) + (2@ b) = a © 0 jedes Element aus
Q als Differenz zweier Zahlen aus @, dargestellt werden kann.

Wir zeigen jetzt, daB Q(<<, +, -) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmi ist. Als
Erweiterung von @, mit den Eigenschaften a), b) und c) stimmt Q mit @ iiberein,
d.h., jedes Element aus Q kann als Differenz von Elementen aus Q, dargestellt
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werden . Auf Grund von (1), (3) und (11) ist daher Q bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

‘Wir haben folgenden Satz bewiesen:

Satz 1. Fiir den Bereich Q,(<, +, -) der gebrochenen Zahlen existiert eine (bis auf
Isomorphie) eindeutig bestimmie Zahlenbereichserweiterung @(<<, +, ), die die Be-
dingungen a), b), c) erfillt.

Den Zahlenbereich Q(<, 4, -) nennen wir den Bereich der rationalen Zahlen.

Wir wollen jetzt noch die Konstruktion von Q(<, +, -) durch Symmetrisierung
vornehmen. Dazu wahlen wir eine zu @, gleichmichtige Menge Q_ mit @, N Q. = {0}
und eine eineindeutige Abbildung f von @, auf Q_ mit f(0) = 0 aus. Auf Q := Q,
U Q@ erweitern wir zunéchst die Addition von @, durch folgende Festlegungen fiir
beliebige a, b aus Q,:

_fa—0, wenna = b,
@+ 1) '_{/(b—a), wenna < b,

(@) + () := f(a + b).
(Fiir @ = 0 oder b = 0 beinhalten beide Festlegungen das gleiche.) Wegen a = a
+ £(0), f(@) =0 + f(a) besitzt jedes Element aus @ eine Darstellung der Form
a + f(b) (a,b € Q,). Dabei gilt
1) a+fd)=a +fb)ea+b =a +b.
Beweis. Wegen @, N Q_ = {0} folgt aus a 4 f(b) = a’ 4 f(b")
@=baa’ Zb)v@<baa <Vb).

Im ersten Fall ist @ — b =a' — b’ und daher @ + b’ = b + a’, im zweiten Fall
f(b —a) =f(b" — a’) und daher b — a =b" — a’, also ebenfalls a + b =b + a’.
Ahnlich zeigt man, daB aus a + b =b + a’ die Gleichung a + f(b) = a’ + f(3")
folgt.

Wenn wir a © b fiir @ + f(b) schreiben, kénnen wir in gleicher Weise fortfahren
wie beim bereits dargelegten Konstruktionsverfahren, wobei als Vereinfachunga © 0
schon mit der gebrochenen Zahl a iibereinstimmt.

Durch den Satz 1 wird der Bereich der rationalen Zahlen auch algebraisch charak-
terisiert. Zu den bereits in Q, giiltigen Strukturgesetzen kommt fiir den Bereich der
rationalen Zahlen
(A2) M{}Q e}/ea +ec=b
als weiteres Strukturgesetz hinzu.

Eine Folgerung aus (A2) ist:
(A2g) aé\ebxaa+b=0.
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Mit den gleichen Uberlegungen wie am SchluB von 4.11. kann gezeigt werden, daB
die beiden Gesetze (A2,), (A2;) dem Gesetz (A2) in dem Sinne gleichwertig sind,
daB ein gegenseitiger Austausch in den Strukturgesetzen von Q erfolgen kann.

Ein Bereich, der die Strukturgesetze (A0), (A1), (A2), (A3); (MO), (M1), (M2),
(M3); (M4); (01), (02), (03) erfillt, wird als algebraische Struktur ein geordneter
Kérper genannt. Den Satz 1 konnen wir auch in der folgenden Form aussprechen:

Satz 2 (algebraische Charakterisierung von Q). Der Bereich der rationalen Zahlen
18t der kleinste geordnete Korper, der den Bereich der gebrochenen Zahlen als Teilstruktur
enthdlt.

Ist K(<, +, -) ein beliebiger geordneter Korper, der den Bereich der natiirlichen
Zahlen als Teilstruktur enthalt, so bildet K, = {2:2 € K; A« = 0} einen geordneten
Halbkorper, der die natiirlichen Zahlen enthalt. Andererseits ist K durch K, genauso
wie Q und Q, eindeutig bestimmt. Aus Satz 2 und dem Satz aus 4.11. erhalten wir
daher:

Satz 3. Der Bereich @(<, +, ) der rationalen Zahlen ist der kleinste geordnete
Korper, der den Bereich N(<<, -+, -) der natiirlichen Zahlen enthdlt.

Wir wollen nun noch eine Charakterisierung des Bereiches der rationalen Zahlen
geben, bei der keine weiteren Zahlenbereiche herangezogen werden.

Satz 4. Jeder geordnete Korper K = K(<, +, ) enthilt einen zu Q(<, +, *) iso-
morphen Teilbereich.

Beweis. Mit o bezeichnen wir das Nullelement und mit e das Einselement von K.
Es gilt 0 < e; denn aus e < o wiirde 0 < —e nach (02) und daraus e(—e) < o (—e)
nach (03) folgen, womit gleichzeitig 0 < —e und —e < 0 im Widerspruch zu (01)
gelten wiirde. Fiir jede natiirliche Zahl n soll nun ne einen Sinn erhalten, indem
ne durch 0e = 0 und (n + 1)e = ne 4+ ¢ induktiv definiert wird. Damit ist ne € K,
und nach (02) gilt ne < (n + 1)e fiir alle .

Nach (M2) besitzt fiir » > 0 jede Gleichung der Form (ne) - x = me in K genau

eine Losung, die wir mitﬁbezeichnen.
ne

Fiir diese Quotienten gelten:

,
(15) ﬁi:g@mn’ =m'n,
ne n'e
me m'e (mn' + m'n)e
(16) == T
ne n'e (nn')e
me m'e mm’)e
ary  Ze.me tnmde
ne mn'e (nn')e,
me ‘e
18 ZE<Zlomn <mn
ne n'e
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Diese Regeln konnen genauso bewiesen werden wie die entsprechenden Regeln fiir das
Rech mit Quotienten in Q, (vgl. 4.7., 4.1.). Aus den genannten Regeln folgt, da
durch die Zuordnung

((5)= o(-3)=-%

ein Isomorphismus von Q,(<, +, -) in K(<, +, -) definiert wird.

Durch den Satz 4 wird der geordnete Korper der rationalen Zahlen als der kleinste
geordnete Korper charakterisiert.

Jeder geordnete Korper kann auch als Korper angesehen werden. Der Bereich
K = K(+, -) wird ein Kérper genannt, wenn fiir die Addition und Multiplikation von
K die Strukturgesetze (A0), (A1), (A2), (A3), (M0), (M1), (M2), (M3) und (M4)
gelten. Wiihrend jeder geordnete Korper aus unendlich vielen Elementen besteht, gibt
es auch endliche Korper (vgl. 5.6., S. 79). Insbesondere gibt es daher auch Kérper, in
denen keine irreflexive totale Ordnung definiert werden kann, so daB damit ein geord-
neter Korper entsteht.

Eine Teilmenge K’ eines Korpers K heiBt Teilkorper von K, wenn K’ ein Korper
hinsichtlich der in K definierten Addition und Multiplikation ist. Man kann leicht zei-
gen, daB jeder Teilkorper von K das Nullelement von K als Nullelement und das Eins-
element von K als Einselement enthilt und daB der Durchschnitt beliebig vieler Teil-
korper eines Korpers K selbst wieder ein Teilkorper von K ist. Der Durchschnitt aller
Teilkérper von K wird der Primkérper von K genannt.

Mit o bezeichnen wir wieder das Nullelement und mit e das Einselement von K.
Man nennt K einen Korper der Charakteristik 0, wenn ne = o fiir alle natiirlichen
Zahlen n = 1 gilt. Im Beweis von Satz 4 wurde gezeigt, daBl jeder geordnete Korper
ein Korper der Charakteristik 0 ist. Eine Verschirfung von Satz 4 ist der folgende

Satz 5. Der Primkorper K, eines Korpers K der Charakteristik O ist tsonwrph 2um
Kérper der rationalen Zahlen.

Beweis. Der Primkorper K, enthilt das Einselement e und daher auch alle Viel-
fachen ne. Da K ein Korper der Charakteristik 0 ist, gilt ne 3= o fiir alle n € N*.

Bezeichnen wir wieder fir n € N* mit 22 die Losung der Gleichung (ne)x = me,
ne

- Lo . . - me
80 miissen diese Quotienten und die dazu ent El te — — eben-
ne

hhach

falls zu K, gehoren. Aus (15), (16) und (17) folgt nun (vgl. Beweis von Satz 4), daB
K’={£:m, n €N, n#O}U{-—ﬁ:m, n€N, n:f:O}
ne ne
zu Q(+, -) isomorph und daher ein Teilkorper von K ist. Wegen K’ < K, und der

Definition des Primkorpers mu8 K’ = K, gelten. Der Primkérper K, ist also iso-
morph zum Korper der rationalen Zahlen.
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5.3. Positive und negative rationale Zahlen, Rechnen mit
Ungleichungen

Nach (12) aus 5.2. besteht Q aus den gebrochenen Zahlen und den zu den gebrochenen
Zahlen entgegengesetzten Zahlen:
(1) Q=QUQAQ =Q U{—a:acQ,}.
Die von Null verschiedenen Zahlen aus Q, heiBen auch poeitive rationale Zahlen, die
von Null verschiedenen Zahlen aus Q. entsprechend tive rationale Zahlen. Jede
positive rationale Zahl ist groSer als Null (vgl. 4.4. (5))

‘Wir zeigen, daB jede negative rationale Zahl kleiner als Null ist:

2) a€Qra+:0=>a<0.

Nach (5) aus 5.2. folgt aus @ ¢ Q_ namlich —a € Q, und daher 0 < —a. Nach (02)
ergibt sich daraus ¢ < @ + (—a) und daher @ < 0.

Auf Grund von (1) kann eine Bezeichnungsweise fiir gebrochene Zahlen sofort zu
einer Bezeichnungsweise der rationalen Zahlen erweitert werden, indem fiir eine ne-
gative Zahl das Zeichen ,,—* als Vorzeichen benutzt wird, d. h., vor das Zeichen fiir

eine gebrochene Zahl @ wird das Zeichen ,,—* gesetzt. So bezeichnet —% die zur
gebrochenen Zahl % entgegengesetzte Zahl bzw. —0,53 die zur gebrochenen Zahl
0,53 ent, tzte Zahl. Vielfach wird fir die positiven rationa,len Zahlen das

et

Zeichen ,,+‘‘ als Vorzeichen benutzt, d. h., man schreibt auch +— statt—bzw
+0,53 statt 0,53.

Es ist zu beachten, daB das Zeichen ,,—* in verschiedenen Bedeutungen benutzt
wird :

a) Als Vorzeichen zur Bezeichnung der negativen rationalen Zahlen.

b) Zur Bezeichnung der zu einer beliebigen (rationalen) Zahl entgegengesetzten
Zahl.

c¢) Zur Bezeichnung der Differenz zweier (rationaler) Zahlen.

Alle Rechengesetze fiir das Rechnen mit gebrochenen Zahlen, die ohne Benutzung
von (03) aus den in Q, giiltigen Strukturgesetzen hergeleitet werden konnen, gelten
in gleicher Weise auch in Q. Dazu gehéren insbesondere die Rechenregeln fiir Quotien-

ten (2), (3), (4), (6), (8), (9) und (7) ohne die Einschrinkung % = —;—aus 4.7.

Potenzen der Form a" mit a € @ und n € N werden wieder durch a®:=1,
a™! ;= g" . a induktiv definiert. Es gelten dann ebenfalls die Potenzgesetze (13), (14),
(15), aus 4.7.
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Beim Rechnen mit Ungleichungen muB beachtet werden, da8 die Bedingung ¢ > 0
in (03) fiir Q eine Einschrankung bedeutet, wihrend hingegen in N bzw. Q, alle von
Null verschiedenen Elemente diese Bedingung erfiillen. Es gelten folgende Rechen-
regeln fiir Ungleichungen:

3) 0<ase —a<0;

4) a<boa—b<0os -b<—-aeld<b—a;
5) a<bac<d=>at+c<b+d;

(6) a<brc<0=be <ac;

(7) a<brA0=c<dAO<b=>ac <bd;

(8) 0<an0<b=>0<ab,

a<0Ab<0=>0<ab,
a<0A0<b=>ab<0;
9) a0=>a>0;

1 1
(10) 0<a<be,oo<-;<;,

1 1
a<b<0=>—<—<0;
b a

(1) a<b©a<1%£<h

Beweise.
Zu3.0<a=>0+(—a)<a+(—a)=> —a<0.
Zu(d). a<boa+ (-b)<b+(-boa—-b<0
&—at@—-b<—ae-b<—a
& —-bt+b<—a+beo0<b—a.
Zu (5). Vergleiche (6) aus 4.4.

Zu B). a<brc<O0=>a<ba—c>0
= a(—c¢) < b(—c)=> —ac < —bec = be < ac.

Zu(1).a<bAa0=c<dr0<b=>ac=bcabc <bd=ac<bd.
Zu (8). Fiir den Fall @ > 0 und b > 0 ist das ein Spezialfall von (03).

a<0Ab<030< —an0<—b=0<(—a)(=d)=>0<ab.
a<0A0<b=>0< (—a)h=>ab<0.

Zu (9). Durch Fallunterscheidung folgt (9) unmittelbar aus (8).
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Zu (10). Die erste Aussage stimmt mit (10) aus 4.7. iiberein;

1 1 1 1
1<b<0330<-b<—a30<—<—>—<—<0.
—a —=b b a

Zu(1l). a<b=>a+b<2br2a<a+b
a+b a+b a+b
= 2 2 2

<bra< <b.

Sa<

Wir wollen jetzt noch die Veranschaulichung der gebrochenen Zahlen auf einer
Geraden g in naheliegender Weise zu einer Veranschaulichung der rationalen Zahlen
auf g erweitern. Aus der Zielstellung heraus, Ergebnisse von M gen in zwei ent-

tzte Richtungen durch MaBzahlen auszudriicken, wird einer negativen
Zahl —a (@ € Q,) auf der Geraden g der Punkt P_, zugeordnet, der zu P, beziiglich P,
symmetrisch liegt. Wegen (1) werden auf diese Weise samtliche rationalen Zahlen
auf g durch Punkte veranschaulicht. Aus (4) ist ersichtlich, daB durch diese Ver-
anschaulichung die Anordnung der rationalen Zahlen beriicksichtigt wird. Durch die
zum Nullpunkt P, symmetrische Lage von P, und P_, wird der Tatsache Rechnung
getragen, daB die Liange einer MeBgroBe nicht von der Richtung abhingt, in die sie
gelegt wird. Die Punkte der Geraden g, die eine rationale Zahl reprasentieren, nennen
wir rationale Punkte. Wir werden spiter zeigen (vgl. den SchluB von 5.6.), daB es auf
der Geraden g auch nichtrationale Punkte, sogenannte irrationale Punkte, gibt. Eine
zur Veranschaulichung der rationalen Zahlen gewihlte Gerade g wird Zahlengerade
genannt.

5.4. Beschrinkte und unbeschrinkte Mengen (Schranken, Maximum,
Minimum, Supremum, Infimum)

Durch die folgenden Begriffsbildungen werden die Teilmengen einer geordneten
Menge hinsichtlich ihrer Lage in der g ten Menge charakterisiert.

Definition 1. Es sci X eine beliebige Menge und ,,<* eine reflexive totale Ord-
nung in X. Es sei ferner 4 eine (nichtleere) Teilmenge von X und s ein Element von X.
Wir definieren:

s obere Schranke von Ain X: © A (@€ A=>a <),
a

s untere Schranke von Ain X: & A (ac Ad=>a =),
a
A nach oben beschrinkt in X: < Vx (s obere Schranke von 4 in X),
2€.

A nach unten beschrinkt in X: & Vx (8 untere Schranke von 4 in X),
3€.
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A beschriinkt in X: & A nach oben beschriankt in X A 4 nach unten be-
schrinkt in X.

Beispiele.

1.X=Q, 4, =:zcXr0=2<1);

2.X=Q,, =1 xcXr0<ax =<1}

3.X=Q@, 43=N;

4+ X=Q,, 4, ={z: z€ X ra?<2};

5 X=Q, 4,=Q.

In Beispiel 1 ist 1 eine obere und 0 eine untere Schranke von 4,. Jede groBere Zahl

als 1 ist ebenfalls eine obere, jede kleinere Zahl als 0 ebenfalls eine untere Schranke.

In Beispiel 2 ist wiederum 1 eine obere und O eine untere Schranke von 4,. Im
Unterschied zum Beispiel 1 ist hier 0 die einzige untere Schranke.

In Beispiel 3 ist A3 nach unten, aber nicht nach oben beschrankt. Die Menge der
natiirlichen Zahlen ist in Q also nicht beschrinkt.

In Beispiel 4 ist 4, nach oben und nach unten beschrinkt.

In Beispiel 5 ist A5 weder nach oben noch nach unten beschrankt.

Im Bereich der rationalen Zahlen besitzt jede nach oben beschrinkte Teilmenge
unendlich viele obere, jede nach unten beschrankte Teilmenge unendlich viele untere
Schranken (Ubungsaufgabe).

Definition 2. Es sei A eine nichtleere Teilmenge von X. Wir definieren:
m Mazimum von A: &m€E€AA N @€ A=>a < m),
a

m Minimum von A: @m€ AA N (@€ A=>m < a).
e

Aus der Antisymmetrie der reflexiven totalen Ordnung ergibt sich sofort, daB eine
Menge hochstens ein Maximum bzw. hochstens ein Minimum besitzen kann. Eine
Menge braucht kein Maximum bzw. Minimum zu besitzen. Im Falle der Existenz ist
das Maximum (Minimum) einer Menge eine obere (untere) Schranke dieser Menge.
Es ist definitionsgemaB dann das ,,groBte* (bzw. ,kleinste“) Element der Menge. Mit
max A bezeichnen wir das Maximum, mit min 4 das Minimum der Menge 4.

Wir betrachten als Beispiele die oben genannten Teilmengen 4, bis 4,:

A, besitzt 0 als Minimum und kein Maximum. Fir ¢’ = max 4, miite nimlich
wegen a’ € A, die Beziehung 0 < a’ < 1 und daher 0 < g+l < 1 gelten. Also
a +1 a +1 2

wiirde erfiillen. Damit kann a’

ebenfalls zu 4, gehéren und o’ <

kein Maximum sein.
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&

A, besitzt 1 als Maximum und kein Mini (Ubungsaufgabe).

A, besitzt 0 als Minimum und kein Maximum (Ubungsaufgabe).

A, besitzt 0 als Minimum und kein Maximum.

Ay besitzt weder ein Minimum noch ein Maximum (Ubungsaufgabe).

Definition 3. Es sei 4 eine nichtleere Teilmenge von X und g € X. Wir defi-
nieren:
g obere Grenze (Supremum) von 4 in X
:& g Minimum von {s: s obere Schranke von 4 in X},

g untere Grenze (Infimum) von 4 in X
:& g Maximum von {s: s untere Schranke von 4 in X]}.

Als Minimum der Menge der oberen Schranken bzw. Maximum der Menge der
unteren Schranken sind das Supremum bzw. Infimum einer Menge eindeutig bestimmt.
Eine Menge 4 kann héchstens dann ein Supremum (Infimum) besitzen, wenn 4 nach
oben (unten) beschrinkt ist. Im Falle der Existenz ist das Supremum (Infimum) de-

ionsgemaB die , kleinste* obere Schranke (,,groBte* untere Schranke). Mit sup 4
bezeichnen wir das Sup mit inf 4 das Infimum der Menge A.

Die im Beispiel 1 genannte Menge 4, besitzt 0 als Infimum und 1 als Supremum
(Ubungsaufgabe). Das Infimum stimmt also mit dem Minimum iiberein. Diese Menge
hat zwar ein Supremum, aber kein Maximum.

Die Menge A, in Beispiel 2 besitzt ebenfalls 0 als Infimum und 1 als Supremum.
Hier existiert weiterhin ein Maximum, das mit dem Supremum iibereinstimmt, aber
kein Minimum.

Im Beispiel 4 ist 4, zwar nach oben beschrénkt, besitzt aber kein Supremum. Den
Nachweis fithren wir indirekt, indem wir aus der Annahme der Existenz von
2’ = sup A einen Widerspruch herleiten. Wegen X = @, muB «’ eine gebrochene Zahl
sein. Da bekanntlich keine (vgl. Folgerung aus Satz 3 in 5.8.) gebrochene Zahl exi-
stiert, deren Quadrat 2 ist, muB 2’2 < 2 oder 2’2 > 2 gelten. 2’2 < 2: Es sein eine von
0 verschhiedene natiirliche Zahl, die wir noch genauer festlegen. Wir setzen jetzt

zo=x'+%.Esgilt

2 2z’ 1 1 5
(x'+i)=z’2+_x.+_2<x'3+i+_.=x'2+__.
n n n n n n

Wir wihlen n so gro8, daB n > =

und daher 5 < 2 — 2’2 gilt. Damit wird

1\2 n

(I' + 1—1,) <x?+2—2"=2,dh, 2+ i ist eine gebrochene Zahl, die zur
n

Menge A gehért. Also kann 2’ keine obere Schranke von A sein.
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z'2 > 2: Wir werden jetzt eine noch kleinere obere Schranke von 4 konstruieren,

2 ’
die wir in der Form z' — 1 ansetzen. Es ist (x’ — -l—) =2 — =1
n n n n?

> x'? — 21 Wir wihlen n jetzt so groB3, daB = < #'? — 2 und daher — =
n n n
> 2 — x'? wird. Daraus folgt

2 .
('—l) >x”—2—x>x”+2—x’2=2.
n n

U S C e
Damit ist 2’ — 5 cine gebrochene Zahl und obere Schranke von A4, die kleiner als 2’
ist.
Den in den Beispielen festgestellten Zusammenhang zwischen Maximum, Minimum
einerseits und Supremum, Infimum andererseits formulieren wir allgemein in dem

Satz 1.

m Maximum von A = m Supremum von A4,
m Minimum von A = m Infimum von A.

Beweis. Wir beschranken uns auf den Nachweis der Aussagen iiber Maximum
und Supremum. Ist nun 7 Maximum von 4, so ist m eine obere Schranke. Da m ein
Element von A ist, muB m kleiner oder gleich sein als jede obere Schranke von 4. Also
ist m Minimum der Menge der oberen Schranken.

Wir bemerken, da die Umkehrungen von Satz 1 im allgemeinen nicht gelten, d. h.,
eine nach oben (unten) beschrinkte Menge, die kein Maximum (Minimum) hat, kann
ein Supremum (Infimum) besitzen.

Fir endliche Teilmengen einer geordneten Menge gilt:

Satz 2. Jede endliche nichtleere Teilmenge einer geordneten Menge hat ein Maximum
und ein Minimum.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vol]stﬁndige Induktion iiber die Anzahl
der El te. Jede einel tige Teil besitzt offensichtlich ein Maximum und
ein Minimum. Wir nehmen nun an, daB fur die natiirliche Zahl k = 1 alle k-elemen-
tigen Teilmengen ciner geordneten Menge ein Maximum und ein Minimum haben.
Bezeichnet dann 4 eine (k + 1)-elementige Teilmenge und a irgendein Element von 4
so ist 4\{a} ein k-el tige Teilmenge. Diese besitzt nach Induktionsvoraussetzung
ein Maximum m, und ein Minimum m,. Wegen der Linearitit der reflexiven totalen
Ordnung sind m, und m, mit @ vergleichbar. Also existieren m’ = max{a, m,} und
m’’ = min{a, m,}. Es gilt dann m' = max 4 und m"”’ = min 4.
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5.5.  Der absolute Betrag einer rationalen Zahl

Fiir eine von Null verschiedene rationale Zahl ist von den beiden Zahlen @ und —a
genau eine positiv. Bei zahlreichen Betrachtungen wird es darauf ankommen, a durch
diese positive Zahl zu ersetzen bzw. diese positive Zahl abzuschatzen.

Definition. Fiir jede rationale Zahl a setzen wir

(1) lal :={ afire =0,

—afira <0
und |a| den (absoluten) Betrag von a.

Offensichtlich ist fiir @ <= 0 der Betrag von a die positive der beiden Zahlen @ und
—a und folglich auch die gréBere dieser beiden Zahlen. Es gilt also:

2) la| = max{a, —a}.

Bei der Veranschaulichung der rationalen Zahlen auf einer Zahlengeraden be-
schreibt |a] den Abstand des Punktes P, vom Nullpunkt P,und |a — b] den Abstand
der Punkte P, und P, voneinander.

Fiir Rechnungen, in denen der absolute Betrag eine Rolle spielt, sind folgende
Regeln grundlegend :

(3) la] 20, la] =0 a=0;

4) |—a| = lal, b —al =la—bl;

®  ebl=lapl, [T =% b+0), a7 =la;

6) gl <ce —c<a<e, lai=ce® —c=asc;

7 la + b| < |al + |b], lea — b| < la — ¢| + |¢ — b| (Dreiecksungleichung)
n n

(8) 2a|=3 lal;
v=1 r=1

® ol — b = la—b;

(10) AceQre>0>lal<c)=>a =0,
c

d. h,, gilt |a| < ¢ fiir jede positive rationale Zahl ¢, so ist a = 0.

Beweise. Die Aussagen (3) und (4) sind unmittelbare Folgerungen aus der Defi-
nition des absoluten Betrages.

Dle Aussage |a-b| = |a| |b| erglbt sich einfach durch Unterscheidung der Fille

-b=0,a-b>0,a-b< 0 (Ubungsaufgabe). Die Gleichung |a"| = |a|" kann dann
mit Hilfe vollsténdiger Induktion bewiesen werden. Fiir b == 0 erhalten wir % = %
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aus % = a—;—‘ = |a| %', da wegen |b] % = b%‘ = |1] = 1 die Gleichung
7= W gilt. Damit ist (5) bewiesen. Die Aussage (6) erhalten wir aus (2), da

max {a, —a} < ¢ den Aussagen a < ¢, —a < ¢ und daher zu —¢ < a < ¢ gleich-
wertig ist. Hierbei kann ,,<‘ durch ,,<* ersetzt werden.
Um die Dreiecksungleichung in der Form |a + b| < |a| + |b| zu erhalten, betrach-
ten wir die Ungleichungen
a<lel, —a<lal; b=1b, —b=bl,

aus denen @ + b < |a| + |b] und —(a + b) < |a| + |b| folgen. Wegen (2) gilt daher
la + b < |a| + |b]. Die Dreiecksungleichung inder Form | — b| < la — ¢| + [c — b)
erhalten wir aus der soeben bewiesenen, indem wir dort @ durch ¢ — ¢ und b durch
¢ — b ersetzen. Die Aussage (8) ergibt sich aus (7) durch vollstindige Induktion
(Ubungsaufgabe).

Zum Nachweis von (9) betrachten wir die Abschatzungen

la] = |(@ —b) + b = |a — b| + |b],

bl =1(b—a)+a|l <[b—a| +|a| =l|a —b + |al,
aus denen

—la— bl = la| — Bl < la — b|
und nach (6) daher

|tal — (6] < la — 8]

folgt.
Den Beweis von (10) fithren wir indirekt. Aus der Annahme a == 0 ergibt sich
la] > 0. Mit ¢ = L;'— haben wir der Vor tzung widersprechend eine positive

rationale Zahl gefunden, fiir die ¢ < |a| gilt.

5.6.  Der Bereich der ganzen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen nehmen im Bereich der gebrochenen Zahlen eine Sonder-
stellung ein. Jede gebrochene Zahl 1aBt sich als Quotient zweier natiirlicher Zahlen
darstellen. Der Zahlenbereich Q, wird also durch die Umkehrung der Multiplikation
natiirlicher Zahlen in Q erzeugt.
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Wir wollen jetzt den Zahlenbereich betrachten, der durch die Umkehrung der
Addition natiirlicher Zahlen in Q entsteht.

Eine Differenz m — n natiirlicher Zahlen m, n ist fiir m = n eine natiirliche, fiir
m < n eine zu einer natiirlichen Zahl entgegengesetzte Zahl. Andererseits kann jede
natiirliche Zahl und jede zu einer natiirlichen Zahl entgegengesetzte Zahl als Differenz
natiirlicher Zahlen dargestellt werden. Es gilt daher

(1) fm —mn:m,n€ N} =NU {—m:m¢e N}.

Wir setzen Z := N U {—m: m € N} und nennen die Zahlen aus Z ganze Zahlen
bzw. Z den Bereich der ganzen Zahlen. Die besondere Stellung der ganzen Zahlen
im Bereich der rationalen Zahlen resultiert daraus, da8 Z einen geordneten Halbring
bildet, in dem dariiber hinaus noch das Strukturgesetz (A 2) gilt. In Z gelten also die
Strukturgesetze (A0), (A1), (A2), (A3); (MO), (M1), (M2,), (M3); (M4); (01), (02),
(03). Als algebraische Struktur bildet Z damit einen geordneten Ring.

Satz 1 (algebraische Charakterisierung von Z). Der Bereick Z (<, +, -) der ganzen
Zahlen ist bis auf Isomorphie der kleinste geordnete Ring, der den Bereich N(<<, +, -)
der natiirlichen Zahlen als Teilstruktur enthdlt.

Beweis. DaB Z ein geordneter Ring ist, folgt wegen (1) aus den in 5.2. genannten
Regeln (3), (10) und (11) fiir das Rechnen mit Differenzen sowie aus den Struktur-
gesetzen von Q. Da jeder geordnete Ring, der die natiirlichen Zahlen enthilt, wegen
(A2) auch die Differenzen natiirlicher Zahlen enthalten muB, ist Z der kleinste ge-
ordnete Ring, der N(<, -+, ) enthilt.

Ein Vergleich von Z und @,* als Erweiterungen von N bzw. N* zeigt, 888 die
ganzen Zahlen hinsichtlich der Addition das gleiche leisten wie die gebrochenen Zahlen
hinsichtlich der Multiplikation. Die Aussage (1) bringt aber eine bevorzugte Stellung
der Addition in N gegeniiber der Multiplikation in N* zum Ausdruck. Wéhrend Z aus
N durch Symmetrisierung, d. h. durch Hinzunahme der zu den natiirlichen Zahlen

tzten Zahlen entsteht, wird der Ubergang von N* zu Q,* nicht allein
durch Hinzunshme der zu den naturhchen Zahlen reziproken Zahlen verwirklicht.

In der Zahlenmenge N* U { tmE€ N"‘} sind Addition und Multiplikation keine
Operationen.

Eine rationale Zahl a ist offensichtlich genau dann eine ganze Zahl, wenn |a| eine
natiirliche Zahl ist. Sind a, b ganze Zahlen und @ = 0, so kénnen wir daher die Frage
nach der Losbarkeit von a - @ = b in Z auf eine entsprechende Frage in N zuriick-
fithren:

2) a -z =b ist in Z genau dann lésbar, wenn |a| - = || in N losbar ist.

Beweis. Ist ¢ € Z eine Losung vona - x = b, so gilt |a| - |¢| = |b], d. h., || ist eine
Lésung von |a] - # = |b| in N. Wenn umgekehrt |a| - = |b| eine Lésung in N besitzt,
folgt @ - n = b oder —(a - n) = b. Eine der beiden ganzen Zahlen n, —n ist daher eine
Losung vona -z =b.
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Unter Verwendung der Teilbarkeitsrelation?)
3) alb: & c\e/z‘w =b
kénnen wir fiir (2) auch schreiben:
4) alb & |a| l 1] (a,b€ Z).

Die Teilbarkeitstheorie in Z weist geringfiigige Unterschiede zur Teilbarkeitstheorie
in N auf. Diese lassen sich darauf zurickfithren, daB in einer Teilbarkeitsbeziehung
alb die Zahlen @ oder b durch —a bzw. —b ersetzt werden konnen. Die Zahl 1 besitzt
daher 1 und —1 und jede von 0, 1 und —1 verschiedene ganze Zahl a die vier Zahlen
a, —a, 1, —1 als , triviale* Teiler. Die Teilbarkeitsrelation in Z ist keine reflexive
teilweise Ordnung, da aus a|b und b|e nur auf || = |b| geschlossen werden kann.

Die Aussage (4) gibt uns die Méglichkeit, Teilbarkeitseigenschaften ganzer Zahlen

aus Teilbarkeit haften natiirlicher Zahlen zu gewinnen. Den dazu erforder-
lichen Ubergang von @ zu |a| werden wir in der folgenden Definition des groBten
gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemei Vielfachen g Zahlen beriick-
sichtigen.

Wir definieren fiir beliebige @, b aus Z:
(5) amb: =l 1,
(6) ayb:=a|LIbl,

wobei auf der rechten Seite dieser Gleichungen die fiir den Zahlenbereich N erklirten
Bildungen gemeint sind. Die beiden ganzen Zahlen a und b heilen zueinander teiler-
fremd, wenn a b = 1 gilt.

Die fiir den groBten gemeinsamen Teiler, das kleinste gemeinsame Vielfache und
die Teilerfremdheit im Bereich N gewonnenen Aussagen lassen sich sinngemiaB auf
diese Begriffsbildungen fiir ganze Zahlen iibertragen. Dabei ist zu beachten, da8 in
diesen Aussagen ganze Zahlen, die nicht durch die Zeichen ,,|*, ,,M1“, ,,LI gebunden
sind, durch ihre Betrdge zu ersetzen sind. So ergibt sich beispielsweise aus der Regel
a(d Mec) = (ab) M (ac) (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (23)) fiir den Bereich der ganzen Zahlen
laj(d M ¢) = (ab) M (ac). Durch die Forderungen (14a), (14b) bzw. (32a), (32b),
aus MfL Bd. 1, 3.7. werden der groBte gemeinsame Teiler und das kleinste gemein-
same Vielfache im Bereich der ganzen Zahlen nur dem Betrage nach bestimmt. Die
fiir den Bereich Z gegebene Definition bedeutet gegeniiber (14a), (14b) bzw. (32a),
(32b) eine zusitzliche Normierung durch Auswahl der positiven Reprasentanten.

Da jede negative ganze Zahl in eindeutiger Weise als Produkt einer natiirlichen
Zahl und der Zahl —1 dargestellt werden kann, konnen wir die Ergebnisse iiber Prim-
zahlen und die Primzahlzerlegung natiirlicher Zahlen unmittelbar fiir die Teilbarkeits-

1) Die in N erklirte Tellbtrkelesrelatlon ist offensichtlich die Einschrinkung der hiermit
in Z definierten Teilbarkei
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lehre in Z nutzen. Insbesondere erhalten wir aus dem Hauptsatz iiber die eindeutige
Primzahlzerlegung (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (56')) fiir ganze Zahlen den

Satz 2 (Primzahlzerlegung ganzer Zahlen). Jede von Null verschiedene ganze Zahl a
besitzt genau eine Darstellung der Form a = & [ p*™®*®, wobei ¢ eine der beiden Zahlen

PEP
1, —1 und expy(a) durch expy(a) = max {v:» € N A p’|a} bestimmt ist.
Kongruenzen modulo m, wobei m wieder eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl
sein soll (vgl. MfL Bd. 1, 3.7.), lassen sich durch
7 a=bmodm:om|a—>b

auf Z erweitern. Das Rechnen mit Kongruenzen in Z fiihrt gegeniiber dem Rechnen
mit Kongr in N zu Vereinfachungen. Bei konkreten Aufgaben, die mit Hilfe
von Kongruenzen zu l6sen sind, kommt es vielfach darauf an, fiir eine Kongruenz der
Form  =: a mod m eine dem Betrage nach méoglichst kleine Losung zu finden. Wie
das Beispiel = 19 mod 10 zeigt, ist das in Z oft besser erfiillbar als in N. Kongru-
enzen in Z mit gleichem Modul kénnen addiert, multipliziert und dariiber hinaus auch
subtrahiert werden.

Die Kongruenz modulo m ist auch in Z eine Aquivalenzrelation R,, und fiihrt zu
einer Zerlegung von Z in m Restklassen, die wir mit k;™ (i =0, ..., m — 1) be-
zeichnen:

(8) ki :={a:a € Z und a = ¢ mod m}.
Die Restklasse k™ enthalt also die in MfL Bd. 1, 3.7. erklirte Restklasse K™ als
Teilmenge und entsteht aus dieser durch Hinzunahme der zu i modulo m kongruenten
negativen ganzen Zahlen. Es gilt z. B.

K™ =(3,10,17,24, ...],

k™ ={..., —25, —18, —11, —4, 3,10, 17, 24, .. }.

In der Menge Z/R,, = {ko™, ..., ki™ ,} kdnnen wir genauso eine Add.ltlon ,,-‘-“ und
eine Multiplikation ,,~* wie in N/R,,, erkliren. Die Bereiche (N/R,, +, 7)und (ZR,,
¥ ) sind dann zueinander isomorph, da durch K™ > k(™ ein Isomorphismus
zwischen diesen beiden Bereichen erklart wird. Fiir diese Bereiche gelten die Struktur-
gesetze (A0), (A1), (A2), (A3); (MO), (M1), (M2,), (M3), (M4).

Beziiglich der Addition, Multiplikation und Subtraktion kann man also mit den
Restklassen modulo m genauso rechnen wie mit ganzen Zahlen. Der Bereich (Z/R,,,,

7) bildet fiir m > 1 als algebraische Struktur einen Ring. Wir nennen (Z/R,,, 4+, T)
daher auch den Restklassenring modulo m.

Eine Kongruenz der Form a - = b mod m mit a == 0 mod m braucht nicht 16sbar
und im Falle der Losbarkeit nicht eindeutig l6sbar zu sein. In 5.7. wird gezeigt, daB
az = bmodm genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn a und m teilerfremd sind.
Daraus folgt, daB der Restklassenring modulo m genau dann (M2) erfiillt und daher
als algebraische Struktur einen Korper bildet, wenn m eine Primzahl ist.
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Gilt a € k™, so wollen wir fiir k™ auch die Bezeichnung [a],, benut Fiir diese
Darstellung der Restklassen ergibt sich:

9) [a]m = [bln © a=bmod m,

(10)  [aln + [b]n = [a £ blu,

(11) [@)n T [Bln = [@b]m-

Im Unterschied zu (N/R,, g ) kann die Subtraktion in (Z/R,, :—, 7) genauso wie
die Addition und Multiplikation reprisent: weise vorgenc werden.

Fiir die von Null verschiedene (rationale) Zahl a wollen wir jetzt noch den Begriff
der Potenz auf ganzzahlige Exponenten erweitern. Wir definieren dazu fiir n € N*
1

(12) an = —.
aﬁ

Die bereits benutzte Schreibweise a-! fiir die zu a inverse Zahl steht mit dieser Defi-
nition in Ubereinstimmung. Es gelten wieder die Potenzgesetze:

(13) amn =qm . q" (@=+0;mmn¢€Z);
(14) (a™)" = a™" (@+0;m,n€Z);
(15) (@-b)y™ =am.bm (@,b 0, m¢€ Z).

Die Beweise ergeben sich sehr leicht aus der Definition (12) und den entsprechenden
Potenzgesetzen fir natiirliche Exponenten.

Als Anwendung dieser Potenzen wollen wir den Hauptsatz iiber die Primzahl-
zerlegung auf den Null verschiedene rationale Zahlen erweitern. Jede gebrochene

Zshl a besitzt eine eindeutig besti reduzierte Bruchdarstell ,%. Mit
s =[] p™®® und ¢ =[] p**P*® erhalten wir a = JJ p°*P»® ~¢<ps() Wir setzen

pep peP PEP
€Xp,y(a) := eXp, (8) — exp,(f) und erhalten damit
(186) a =[] p<P@.,

PEP |

Dabei sind die Zahlen exp,(a) ganze Zahlen, wobei nur endlich viele dieser Zahlen von
Null verschieden sind. Die Darstellung (16) ist eindeutig, da sie durch Trennung der
positiven und negativen Exponenten zur eindeutig bestimmten reduzierten Bruch-
darstellung von a fithrt. Damit gilt der

Satz 3 (Primzahlzerlegung rationaler Zahlen). Jede von Null verschiedene rationale
Zahl a besitzt genau eine Darstellung der Form a = ¢ [ p*™P*®, wobei ¢ eine der beiden

PEP
Zahlen 1, —1 ist und die Zahlen exp,(a) ganze Zahlen sind, von denen nur endlich viele
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von Null verschieden sind. Dabei ist a genau dann eine von Null verschiedene ganze Zahl,
wenn expp(a) = 0 fir alle Primzahlen p gilt.

Mit Hilfe dieses Satzes zeigen wir, daB fiir natiirliche Zahlen m > 1 und » = 2 die
Gleichung 2* = m in @ nur dann 16sbar sein kann, wenn sie bereits in Z lésbar ist. Fiir
eine Losung z = J] p*®*® muB namlich z* = J] p" **P*® eine ganze Zahl sein.

P

Nach Satz 3 gilt ?fl’l‘ alle Primzahlen p daher n - epxp,,(a:) = 0. Daraus folgt exp,(z)
= 0 fiir alle p, und daher ist 2 nach Satz 3 auch eine ganze Zahl. Als Beispiel betrach-
ten wir den Fall n = 2 und m = 2, also die Gleichung 22 = 2. Da diese Gleichung
offensichtlich keine ganzzahlige Losung besitzt, existiert auch keine Losung im Be-
reich der rationalen Zahlen. Wenn wir auf der Zahlengeraden die Linge der Dia-
gonalen des Einheitsquadrates vom Punkt P, aus abtragen, kommen wir zu einem
irrationalen Punkt der Zahlengeraden.

5.7.  Diophantische) Gleichungen und lineare Kongruenzen mit einer
Unbekannten

Verschiedene Aufgaben fiihren auf eine Gleichung der Form
(1) 0,2, + 5%y + -+ + @y, = b,

bei der a,, @y, ..., a,, b gegebene ganze Zahlen sind und fiir die ganze Zahlen z,, x,,

Wir betrachten folgende Aufgaben als Beispiele:

a) Von drei Sorten Kuchen mit einem Stiickpreis von 0,12 M; 0,28 M bzw. 0,42 M
soll fiir genan zwei Mark Kuchen gekauft werden, wobei nach Méoglichkeit von jeder
Kuchensorte wenigstens ein Stiick gewahlt werden soll.

b) Man zerlege % in Partialbriiche mit den Nennern 15 und 27.

c) Welche ganzen Zahlen lassen durch 4 geteilt den Rest 1 und zugleich durch 7
geteilt den Rest 6?

Diese Aufgaben fiihren (Ubungsaufgabe) auf die Gleichungen

a) 12z, + 28, + 42z, = 200,

b) 92, + 5z, =71,

c) 4x, — Tz, = 5.

1) D1oPEANT von Alexandria (um 250 u. Z.).
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Eine Gleichung der Form (1) nennen wir eine (lineare) diophantische Gleichung mit
n Unbekannten. (Beachte: a; € Z, o; € Zfir: =1, ..., n).

Wir werden zunichst die Frage nach der Existenz von Losungen einer diophan-
tischen Gleichung beantworten. Danach wollen wir uns einen Uberblick iiber die
G theit der Lésungen einer diophantischen Gleichung mit zwei Unbekannten
verschaffen und Methoden zur Losung einer solchen Gleich ) lernen

Die diophantische Gleichung 4z, + 62, = 5 ist offensichtlich nicht 16sbar. Denn fiir
eine Lésung (z,, #;) wire die linke Seite durch 2, die rechte Selte der Glelchung aber
nicht durch 2 teilbar. Uber die Existenz von Lésungen einer diophantisch ich
gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 1 (Losbarkeit einer diophantischen Gleichung). Die diophantische Gleich
%y + A%y + o+ + B2y = b tst dann und nur dann losbar, uenn der grofte gemem-
same Tetler d = a, M a, M-+ [ a, ein Teiler von b ist.

-]

Beweis. Falls (1) losbar ist, muB nach dem Einsetzen einer Losung jeder Summand
der linken Seite durch d und daher auch die Summe, d. h. die Zahl b, durch d teilbar
sein. Es gelte nun d|b. Aus MfL Bd. 1, 3.7. (15') wissen wir, daB ganze Zahlen c,, c,,

.., ¢y mit der Eigenschaft c,a;, + c,a, + -+ + ¢,a, = d existieren. Bezeichnet ¢ den
zu d komplementiren Teiler von b, so folgt a,c,¢ + @sc,¢ + -+ + @nci¢ = de = b. Die
ganzen Zahlen c,c, ¢y, ..., ¢,¢ bilden damit eine Losung von (1).

Nach Satz 1 sind die unter a), b), ¢) g ten diophantischen Gleichungen losbar.

Bei der Untersuchung der G theit aller Losungen einer l6sbaren diophantischen
Gleichung beschrianken wir uns auf die diophantische Gleichung mit zwei Unbekann-
ten

(2) a7, + %, = b.

Dabei wollen wir voraussetzen, daB diese Gleichung bereits durch den groBten gemein-
samen Teiler der Koeffizienten der linken Seite geteilt wurde, also @, M a, =1 gilt.
Es sei (2,9, 2,9) irgendeine Losung von (2). Wir setzen m = |a,| und erhalten aus
a2, — b = —z,a, die Kongruenz a,z,® = b mod m. Ist (z,’, x,’) eine weitere
Losung von (2), so muB ebenfalls a,z,' = b mod m gelten. Wegen a, Mm = a, Ma,
=1 folgt dann 2, = z," mod m. Die moglichen x,-Werte firr Losungen von (2)
liegen also alle in ein und derselben Restklasse modulo m. SchlieBlich sei z,"" eine
beliebige zu z,/® modulo m kongruente ganze Zahl. Wir erhalten dann a,2,” =b
mod m und daher a,|a,z,”" — b. Bezeichnen wir den zu a, komplementéren Teiler von
a,z," — b mit —z,"’, so erhalten wir a,2,"" + a,x,”" = b. Damit ist (z,”, ,"’) eine
Losung von (2). Wir haben folgendes Ergebnis gewonnen:

Satz 2. Die x,-Werte fiir Losungen der diophantischen Gleichung (2) bilden mit
m = |ay| eine Restklasse modulo m. Diese Restklasse wird durch die lineare Kongruenz
a,z = b mod m bestimmt.
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Da wir eine Losung (x;, x;) von (2) wegen x, = L _ 4 x, bereits durch die
K 2 a
Angabe des x,-Wertes kennen, beinhaltet Satz 2 eine Zuriickfiihrung der diophan-
tischen Gleichung (2) auf eine lineare Kongruenz mit einer Unbekannten:

3) ax, = bmod m, aMm=1.

Insbesondere ist auf Grund der Losbarkeit von (2) auch (3) 16sbar und wegen a, M m
= 1 sogar eindeutig l6sbar. Als Folgerung aus Satz 1 ist eine beliebige lineare Kon-
gruenz mit einer Unbekannten:

4) axr = bmod m, alim=4d
genau dann losbar, wenn d|b gilt. Sie ist aber nur dann eindeutig l16sbar, wenn die
Beziehung a Mm = 1 gilt (vgl. MfL Bd. 1, 3.7.).

Aus Satz 2 erhalten wir unmittelbar den

Satz 3 (Gesamtheit der Losungen einer diophantischen Gleichung). Es sei ax,
+ ayty, = b eine diophantische Qleichung mit a, [ a; = 1. Die Gesamtheit der Losungen
dieser Gleichung erhill man aus einer speziellen Lisung (2,®), z,®) in der Form x, = ,,©®
-+ cay, ¥, = 2, — ca,, wobei c alle ganzen Zahlen durchliuft.

Bewels Nach Satz 2 sind z,(® + ca, die moglichen z,-Werte fiir Losungen der
diophantischen Gleichung. Aus

& P

ax +ax, =b, 3 = Il‘“’ + caz, @2, + a,® =b
folgt
ay =b — a7 = ;2,9 + a1 — a3, — ayca, = a2, — aac.
Also ist 7, = 2, — a,c der zu z,® + ca, gehorige x,-Wert.
Nach Satz 3 kennen wir also die G heit der Losungen einer diophantisch
Gleichung mit zwei Unbekannten, sobald uns eine spezielle Losung bekannt ist. Das
Aufsuchen einer speziellen Losung von

2 o +am, =b, aMe=1

kann nach verschiedenen Methoden erfolgen. Wir wollen hier drei behandeln.

1. Besti g einer speziellen Lisung mit Hilfe des euklidischen Algorithmus

In MfL Bd 1, 3.7. wurde bereits gezeigt, wie man mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus fiir den groBten gemeinsamen Teiler d zweier Zahlen a, b eine Darstellung
der Form @ - ¢, + b ¢, = d gewinnen kann. Fiir die gegebene diophantische Glei-
chung kann also eine Darstellung der Form a,¢, + a,c, = 1 mit Hilfe des euklidischen
Algoritt hnet den. Dann bilden 2, = ¢;b, 2, = c,b eine spezielle
Losung von (2).
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3. Besti g einer speziellen Losung unter Verwendung von Kettenbriichen
Zur Berechnung einer Losung von (2) konnen wir die Kettenbruchdarstellung von

Pn P

—L benutzen. Fir die Naherungsbriiche (vgl. 4.10.) ==, ==L gilt dann p, = a,,

a; Gn-

Gn = G SOWI® oty — Pysty = (— 1) (vgl 410, (9)). Mib 7, = (—1)1g, ,,

2,® = (—1)" p,, haben wir daher eine spezielle Losung von a,x, + a,z, =1 ge-

wonnen, aus der wir durch Multiplikation mit b eine spezielle Losung von (2) erhalten.
Um nach dieser Methode die diophantische Gleichung 136z, + 300z, = 20 zu

16sen, gehen wir zunachst wieder zur Gleichung 34z, + 75z, = 5 iiber und entwickeln

% in einen Kettenbruch

%10_1_71_5: 17= 1 _ 1l
— 24— 24— 24—
32 T3 +ﬁ +4+_
7 7
= 1 =P
24 11 9
44—
14+ =
Daraus erhalten wir
A__ 1 _5
B, 1 11
+4+l
2,0 = (—1)4-1. ll 5——55 le")—( l)‘ + 5 = 25 bilden somit eine spezielle
Léosung der g dioph g

Wir wollen abschlleﬂend noch kurz auf die diophantische Gleichung mit drei
Unbekannten

(5) a7 + asT; + agry = b, aMa;Ma; =1

hen. Zuniichst besti wir diejenigen x,, fiir die (5) l6sbar ist, indem wir statt
(o) a,; + @, = b — ayxy schreiben. Diese Gleichung ist genau dann losbar, wenn
a;Ma, | b — agxs, also agzy = b mod a, M @, gilt. Die simtlichen fiir Losungen von
(5) méglichen a;-Werte kénnen wir wegen ay [ (¢, [ a;) = 1 nach einem der ge-
nannten Verfahren berechnen. Fiir jeden moglichen Wert z, ergibt sich danach eine
diophantische Gleichung mit zwei Unbekannten.

Als Beispiel betrachten wir die eingangs genannte Aufgabe 12z, + 28z, + 42z,
= 200. Wir konnen diese Gleichung durch 2 dividieren und erhalten danach die dio-
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Als Beispiel betrachten wir die diophantische Gleichung 136z, + 300x, = 20. Wir
bestimmen zunichst 136 [ 300 mit Hilfe des euklidischen Algorithmus:

300 =2-136 + 28,

136 =4 .28 24,

28 =1-24 + 4,

24 =6-440; also 13671300 =4.

Wegen 4|20 ist die gegebene diophantische Gleichung losbar und gleichbedeutend
mit der diophantischen Gleichung 34, + 752, = 5, wobei 341 75 = 1 gilt. Bei der
Anwendung des euklidischen Algorithmus auf 75 und 34 erhalten wir 75 = 2 - 34 - 7,
34=4-7-+6,7=1-6+ 1,unddaraus1 =7—-1.6=7—(3¢ —4-7) = —34
+5-7=—3445(75—2-34) =5-75 — 11 - 34. Somit bilden 2, = —11-5
= —b5b, 2, = 5.5 = 25 eine Losung der gegebenen Gleichung.

2. Besti g einer speziellen Losung mit Hilfe der Eulerschen Funktion
Wir benutzen die Zuriickfithrung einer diophantischen Gleichung (2) auf die lineare
Kongruenz (3). Nach dem Satz von EvLER (vgl. MfL Bd. 1,3.7.) gilt a,*™ = 1 mod m

Wegen a,a,*™-1b = b mod m ist somit

2, —=q,¥m-1 b,

2, = b _a aFm-1 = S (1 — ayetm)
a; az a;

eine Losung von (2). Da ¢(m) nach der Formel

fp(rn)=7n~ﬂ(l—%)

»im

berechnet werden kann, haben wir eine explizite Darstell
erhalten.

Als Beispiel betrachten wir wieder die diophantische Gleichung 136x, + 300z,
= 20. Wir miissen diese zunichst auf die Form 34x, + 752, = 5 bringen. Wir setzen
m = 75 und bestimmen ¢(75):

1 1 1 6
=175 ——)=1B{1—-—=){1— =) =17—=30.
w0 =m0 (1= 3) = (1= 5) (1= 5) =
Danach ist

. L -
g einer sp Losung

5 1
2,0 =342.5, 7,0 = —— (1 — 34%) = — (1 — 34%)
1 2 75( ) 15( )

eine spezielle Losung. Der Nachteil dieser Losungsmethode wird deutlich auf Grund
der i. allg. betragsmiBig groBen Zahlen, die als Losungswerte auftreten.
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phantische Gleichung 6z, + 14z, + 21x,; = 100, wobei 6 M 14 M 21 =1 gilt. Es ist
6M 14 = 2. Fir die moglichen x;-Werte erhalten wir 21z, = 100 mod 2. Offensicht-
lich ist 23 = 2 eine Losung dieser Kongruenz. Die méglichen x;-Werte sind daher
durchzy =2 4+ ¢ - 2(c € Z) gegeben. Fiir 23 = 2 wollen wir die simtlichen Lésungen
x,, T, bestimmen: 6z, + 14x, = 100 — 21 - 2 = 58 fiihrt auf 3z, + T2, = 29. Mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus gewinnen wir x," = —58, z,’ = 29 als spezielle
Losung dieser Gleichung. Damit ist ¥; = —58 + ¢+ 7, 2, =29 — ¢ - 3, 7y = 2 dic
G theit der Losungen von 12x, 4 28x, + 42x; = 200, bei denen w; = 2 gilt.

Fiir die unter a) eingangs genannte Aufgabenstellung benétigen wir natiirliche
Zahlen als Losungswerte. Wir setzen dazu ¢ = 9 und crhalten ,® = 35, 2, - 2,
3® = 2 als eine brauchbare Losung.

58. DerWeg: Natiirliche Zahlen — ganze Zahlen — rationale Zahlen

Tich

Ausgehend von den natii Zahlen haben wir den Bereich der rationalen Zahlen
durch eine zweimalige Erweiterung gewonnen. Zunichst wurde der Bereich @, der
gebrochenen Zahlen und danach der Bereich @ der rationalen Zahlen konstruiert.
Dabei erwies sich Q, als der kleinste geordnete Halbkorper, der N, und Q als der
kleinste geordnete Kérper, der @, bzw. N enthilt. Den Bereich Z der ganzen Zahlen
haben wir weiterhin als den kleinsten geordneten Ring beschrieben, der N enthilt.
Unser Weg fithrte von den natiirlichen Zahlen iiber die gebrochenen Zahlen zu den
rationalen Zahlen. Auf diese Weise wurde zunéachst ein Mangel der Multiplikation
(vgl. (M2)) und danach ein Mangel der Addition (vgl. (A2)) behoben. Es liegt die
Frage nahe, ob man die Reihenfolge der in 4.2. bzw. 5.2. genannten Konstruktions-
schritte vertauschen kann. Das ist moglich und fiithrt dariiber hinaus zum gleichen
Ergebnis, nimlich wieder zum Bereich der rationalen Zahlen. Bei diesem Weg wird
zuerst der kleinste geordnete Ring gebildet, der den Bereich N enthilt, also der Be-
reich der ganzen Zahlen. Danach wird der kleinste geordnete Halbkdrper konstruiert,
der den geordneten Ring der ganzen Zahlen umfaBt. Dieser erweist sich sogar als
geordneter Korper und muB8 auf Grund der algebraischen Charakterisierung der
rationalen Zahlen bis auf Isomorphie mit Q iibereinstimmen.

Die Konstruktion von Z aus N erfolgt nach dem Vorgehen von 5.2, durch die Bil-
dung der Klassen:

mOn ={kD:k1eNAm +1=k+n},

fiir die dann Anordnung, Addition und Multiplikation entsprechend I, II, III aus 5.2.
definiert werden. Die natiirlichen Zahlen ergeben sich in der Form m © 0 und die
negativen ganzen Zahlen in der Form 0O m. Die fiir Z giiltigen Strukturgesetze
lassen sich analog zu entsprechenden Beweisen in 5.2. herleiten.
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Von Z kommen wir danach zu den rationalen Zahlen, indem wir analog dem Vor-
gehen in 4.2. die Menge Z x N* in Klassen zerlegen:

={(c, d): ad = cb}.
Anordnung, Addition und Multiplikation fiir diese Klassen werden wie in 4.3., 4.4.
bzw. 4.5. bei der Konstruktion von @, definiert. Die Strukturgesetze von Q lassen

sich dann ebenfalls miihelos beweisen. Die Klassen der Form—— (@ € Z) bilden einen
zu Z isomorphen Bereich.
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6.1.  Einleitung

Die Veranschaulichung der rationalen Zahlen auf einer Geraden beschreibt die Tat-
sache, daB die rationalen Zahlen als MaBzahlen fiir kommensurable Liangen verwendet
werden kénnen. Die Beziehung zwischen den rationalen Zahlen und Punkten dieser
Geraden, die damit hergestellt wird, fiihrt naturgemaB zu einem Vergleich der Ge-
raden mit dem Bereich der rationalen Zahlen. Geometrische Uberlegungen fiihrten
bereits im Altertum zu der Erkenntnis, daB es neben kommensurablen Lingen auch
inkommensurable gibt, d. h. Langen, deren Verhaltnis zur MaBeinheit nicht durch ein
geordnetes Paar natiirlicher Zahlen (vgl. 4.1.) und daher nicht durch eine gebrochene
Zahl bestimmt wird. Es gibt also auf der Zahlengeraden irrationale Punkte. In diesem
Sinne ist die Zahlengerade reichhaltiger als der Bereich der rationalen Zahlen. Im
Vergleich zur Geraden enthilt der Bereich der rationalen Zahlen Liicken.

Um jeder Linge eine MaBzahl zuordnen zu kénnen, werden wir danach streben, den
Bereich der rationalen Zahlen zu einem Zahlenbereich zu erweitern, der in gleicher
Weise liickenlos ist, wie wir es uns von der Geraden vorstellen. Die Konstruktion einer
Erweiterung des Bereiches der rationalen Zahlen wire nun in der Weise denkbar, da8
man die irrationalen Punkte der Zahlengeraden zur Bildung neuer Zahlen benutzt
und mit Hilfe g trischer Einsichten die arithmetischen Eigenschaften von Q auf
diese Erweiterung tibertragt. Eine exakte Ausfithrung dieses Programms wiirde aller-
dings erfordern, da8 wir unsere haulichen Vorstellungen von der Geraden in
prizisen Aussagen festlegen. Dem entgegen ist es ein Anliegen der Arithmetik und fiir
die Anwendung der Zahlen von Bedeutung, die einzelnen Zahlenbereiche rein arith-
metisch auf der Grundlage der Logik und Mengenlehre zu gewinnen. Wie auch bei
den bisherigen Konstruktionen von Zahlenbereichen soll daher die gewiinschte Fr-
weiterung der rationalen Zahlen von Eigenschaften der Geraden oder anderer geome-
trischer Objekte losgelost vorgenommen werden. Geometrische Einsichten konnen
natiirlich wieder zur Veranschaulichung und Motivierung gewisser Konstruktions-
schritte, aber an keiner Stelle fiir Beweise herangezogen werden.
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Eine Liickenhaftigkeit von Q kam auch bei der negativen Beantwortung einer rein
algebraischen Fragestellung zum Ausdruck. Wie in 5.6. gezeigt wurde, ist nicht jede
gebrochene Zahl Quadratzahl im Bereich der gebrochenen Zahlen. Eine Gleichung der
Form 2" = a (n = 2) besitzt nur fiir spezielle gebrochene Zahlen a eine Lésung im
Bereich der rationalen Zahlen.

Eine exakte Erweiterung des Bereiches der rationalen Zahlen zu einem liickenlosen
sogenannten stetigen Zahlenbereich wurde erstmals von DEDEKIND vorgenommen.
Der entscheidende Schritt bestand dabei in der genauen Formulierung dieser ge-
wiinschten Eigenschaft. Nach DEDEKIND heiBt eine durch eine reflexive totale Ordnung
geordnete Menge (X, <) stetig, wenn sie dicht ist und zu jeder Zerlegung von X in zwei
nichtleere Mengen 4, B mit /\ /\ a < bein Element ¢ aus X existiert (c liegt entwe-

der in A oder in B), so daB /\ /\ a < ¢ < b gilt. Wir beschreéiben die gewiinschte
Eigenschaft der Stetigkeit du.rch das folgende Stetigkeitsaxiom :
(04) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum.

Wir haben in 5.4. bereits nachgewiesen, daB in Q dieses Axiom (O4) nicht erfiillt
ist. In 6.3. werden wir auf die Gleichwertigkeit von (04) mit der Stetigkeit nach
DEDEKIND eingehen. Die Aussage (04) ist gleichwertig mit:

(04')  Jede nichtleere nach unten beschrankte Menge besitzt ein Infimum.
Den Beweis von (04) & (04') iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Das Ziel dieses Abschnittes besteht nun darin, den Bereich der rationalen Zahlen
zu einem stetigen Zahlenbereich zu erweitern. An eine solche Erweiterung von Q
stellen wir dariiber hinaus die Forderung, da8 die fiir das Rechnen in Q maBgeblichen
Strukturgesetze giiltig bleiben. Es gibt verschiedene Wege, eine stetige Erweiterung
von @ zu konstruieren. Das allgemeine Prinzip solcher K¢ uktionen besteht darin,
die in Q vorhandenen , Liicken durch geeignete Gebilde zu charakterisieren und
dann diese Gebilde zum Bercich der rationalen Zahlen hinzuzunehmen. An spiterer
Stelle (vgl. 6.3.) wird gezeigt, daB es bis auf Isomorphie genau eine stetige Erweite-
rung von Q gibt. Die verschiedenen Konstruktionsverfahren fiihren also zum gleichen
Zahlenbereich und sind daher vom Ergebnis her als gleichwertig anzusehen. Wir
werden die in Q, vorhandenen , Liicken durch nichtperiodische Dezimalbriiche
charakterisieren und unter Beachtung dessen, daB jeder periodische Dezimalbruch
eine gebrochene Zahl darstellt, die nichtnegativen reellen Zahlen als Dezimalbriiche
gewinnen. Die Erweiterung des Berciches der nichtnegativen reellen Zahlen zum
Bereich der reellen Zahlen kann danach in der gleichen Weise vorgenc werden
wie die Erweiterung von @, zum Bereich Q. Weitere Konstruktionsverfahren wer-
den wir in 6.3. kurz darlegen.
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6.2. Konstruktion des Bereiches der reellen Zahlen mit Hilfe von
Dezimalbriichen

Die Charakterisierung der in Q. vorhandenen Liicken durch Dezimalbriiche ist eng
mit der Lingenmessung verkniipft und ergibt sich, wenn wir das durch den Divi-
sionsalgorithmus beschriebene MeBverfahren auf eine beliebige Linge anwenden.
Dieses MeBverfahren liefert bei unbegrenzter Fortsetzung eine monoton wachsende
Folge gebrochener Zahlen ay; ay,a,; ao,a,a,; ... und bestimmt daher eindeutig einen
Dezimalbruch @y,a,a,.... Im Fall einer beziiglich der MaBeinheit kommensurablen
Linge entsteht ein periodischer Dezimalbruch. Dieser stellt eine gebrochene Zahl dar,
die MaBzahl der kommensurablen Liinge ist. Aus der Sicht des MeBverfahrens ist die
Periodizitat allerdings als ein zufillig eintretender Sonderfall anzusehen. Im all-
gemcinen wird sich ein nichtperiodischer Dezimalbruch ergeben. Dieser charakterisiert
dann eine Liicke im Bereich der rationalen Zahlen. Das wird sehr anschaulich, wenn
wir neben den gebrochenen Zahlen ry = ay; r, = ag,a;; 7, = ag,a,a,; ... noch die

1
gebrochenen Zahlen sq =7, + 1; s, =7 + 11—0; 8y =1, + 1—0:; ... betrachten.

1
Jedes s, ist dann groBer als jedes r,, und die Differenz s, — r, = o wird fiir ge-
niigend groBe # kleiner als eine beliebig vorgegebene positive gebrochene Zahl, d. h.,
die Zahlen r,, s, ricken mit wachsendem n immer dichter zusammen. Es existiert
jedoch keine gebrochene Zahl @ mit r, < a < s, fiir alle n. In Abb. 5 veranschaulicht
der Punkt P der Zahlengeraden diese Liicke im Bereich Q.

P

T T T T L
) T T2 25 Sp=rp*?
Abb. 5

Wie in 4.8. bezeichnet R, die Menge aller Dezimalbriiche ohne Neunerperiode, R, ®
die Menge aller periodischen Dezimalbriiche ohne Neunerperiode und R.(® die Menge
aller endlichen Dezimalbriiche. Entsprechend den Ergebnissen aus 4.8. wollen wir
zwischen gebrochenen Zahlen und periodischen Dezimalbriichen ohne Neunerperiode
nicht unterscheiden, setzen also Q, = R,®.

6.2.1.  Anordnung der Dezimalbriiche

Wir erkliren zunichst eine irreflexive totale Ordnung ,,<* in R,.

Definition 1. Sind @ = @y,a,a,..., b = bg,bb,... zwei verschiedene Dezimal-
briiche, so soll @ < b genau dann gelten, wenn a, < b, fiic # = min {»: a, = b,} zu-
trifft.
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Es ist unmittelbar einzusehen, daB diese Relation irreflexiv, transitiv und konnex
ist (Ubungsaufgabe). Die aus dieser Ordnungsrelation in R, resultierende Anordnung
entspricht der Anordnung der Woérter eines Lexikons, wenn wir die Dezimalbriiche
als (unendliche) Worter des Alphabets 0, 1, ..., 9 auffassen?). Wir sprechen daher auch
von der lexikographischen Ordnung in R,. Dem Satz 4 aus 4.8. entnehmen wir, daB
die Einschrinkung dieser Relation auf Q, mit der bereits in @, erklarten Ordnung
iibereinstimmt. Aus der Definition der lexikographischen Ordnung in R, ergeben sich
dariiber hinaus sehr einfach die beiden folgenden Sitze iiber die ordnungsmaBige
Verteilung der gebrochenen Zahlen in der Menge R,.

Satz 1 (Dichtheit von @, in R,). Die gebrochenen Zahlen liegen dicht in der Menge
R., d. h., zwischen zwei verschiedenen Elementen aus R, liegt stets eine gebrochene Zahl.

Beweis. Sind a = a4,4,,..., b = by,b,b,... verschiedene Elemente aus R, mit
a < b, so gilt fiir den kleinsten Index n mit a, == b, die Beziehung a,, < b,. Ist dann
a,.; eine auf a, folgende von 9 verschiedene Ziffer von a, so ist ag,a,...a,...3,.,+,9 eine
gebrochene Zahl ¢ mita <c¢ < b.

Satz 2 (Archimedisches Axiom). Zu jedem Element a aus R, exvistiert eine natiirliche
Zahl n mit a < n.

Beweis. Fiir a = a0,a,a,... ist n = a, + 1 eine natiirliche Zahl mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft.

Auf Grund der Giiltigkeit des Archimedischen Axioms wir R, auch archi-
medisch geordnet. Wir zeigen jetzt, daB R, das bereits genannte Stetigkeitsaxiom (04)
erfiillt.

Satz 3 (Stetigkeit von R,). In R, besitzt jede nichtleere nach oben beschrinkte Teil-
menge ein Supremum.

Beweis. Es sei M eine durch b = by,b,b,... nach oben beschrinkte nichtleere
Teilmenge von R,. Fiir jedes a = a,,a,a,... aus M gilt dann a, < b,. Die Menge aller
a,, fiir die ein @ € M mit a = a,,a,a,... existiert, ist daher eine nach oben beschrankte
Menge natiirlicher Zahlen und besitzt ein Maximum c¢,. Sodann sei ¢, die groBte Zahl,
die als Ziffer a, bei den Dezimalbriichen cy,a,a,... aus M vorkommt. AnschlieBend wird
¢, als die groBte Zahl gewahlt, die als Ziffer a, bei den Dezimalbriichen cy,¢,a.a,... aus
M vorkommt. So fortfahrend wird ¢, fiir jedes » aus N eindeutig festgelegt. Falls
¢ = €g,C,Cy... €in Dezimalbruch ohne Neunerperiode ist, haben wir mit ¢ eine kleinste
obere Schranke von M gefunden. Fiir den Fall, daB ¢ kein Dezimalbruch aus R, ist,
existiert eine kleinste Zahl ny mit n, = 1 und ¢, = 9 fiir alle » = n,. Wir setzen dann

¢, fir » <my— 1,
¢, ={¢,+ 1 firv=mn,—1,
0 fiir » = n,

1) Hierbei ist natiirlich die Stellung des Kommas zu beachten.
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und erhalten mit ¢’ = ¢,’,¢,’c,’... einen Dezimalbruch ohne Neunerperiode, so daBl ¢’
kleinste obere Schranke von M in R, ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Insbesondere erhalten wir: Zu jeder nichtleeren nach oben beschriankten Menge M
von gebrochenen Zahlen gibt es ein a € R, mit a = sup M.

Wir bemerken, daB man auch umgekehrt jedes Element a € R, als Supremum ciner
nichtleeren Menge von gebrochenen Zahlen, ja sogar von Elementen aus R, erhalten
kann. Ist nimlich @ = @y,a,a,..., so ist mit a™ = a,,a,...a, offenbar a = sup (a™:
n € NJ.

Nachdem wir die geordnete Menge Q, zu einer stetig geodneten Menge R, erweitert
haben, kommt es darauf an, die in @, erklirte Addition und Multiplikation auf R,
fortzusetzen, so daB die in Q, giiltigen Strukturgesetze auch fiir R, gelten. Am Schlufl
von 4.8. wurde gezeigt, daB wir die Summe und das Produkt zweier gebrochener
Zahlen @ = ay,a,@;... und b = b,,b,b,... mit einer vorgegebenen Genauigkeit erhalten,
wenn wir fir geniigend groBes n die Summe bzw. das Produkt von a™ = ag,a,...a,
und 5" = by,b,...b, bilden. Fiir beliebige gebrochene Zahlen a, b gilt dann (Beweis!)

(1) a+ b =sup{a™ 4+ b":nec N}, a-b =sup{a™.b™:ne Nj.

Wir kénnen nun aber auch zu beliebigen Elementen a, b aus R, die gebrochenen
Zahlen a™ und 5™ bilden. Die Mengen {a™ +- b™: n € N}, {a®™ . b™: n € N} sind
dann in R, nach oben beschrinkt. Wegen (1) werden somit die Definitionen

(2) a+b:=sup{a® + b™:ne N}, a-b:=supla™.b™:nc N}

fiir eine Addition bzw. Multiplikation beliebiger Dezimalbriiche aus R, nahegelcgt.
Durch die Definitionen (2) werden die Addition und die Multiplikation in R, auf die
entsprechenden Operationen in Q, zuriickgefiihrt. Eine unmittelbare Herleitung der
Strukturgesetze fiir R.(<, +, -) auf der Grundlage dieser Definitionen wire allerdings-
recht langwierig. Wir wollen daher zunéchst eine zu (2) gleichwertige Formulierung
gewinnen, die eine einfache Herleitung der Strukturgesetze ermoglicht. Dazu wird der
fiir die gesamte Analysis grundlegende Konvergenzbegriff eine wichtige Rolle spielen.
Durch ihn ist es moglich, die bereits durch @ = sup {a™: n € N} beschriebene der
Anniherung beliebiger Elemente aus R, durch gebrochene Zahlen allgemeiner darzu-
legen.

6.2.2. Konvergenz in der Menge R,

Zuniichst geniigt es, daB sich der Leser in diesem Abschnitt mit den Begriffsbildungen
der Intervallschachtelung und Konvergenz sowie mit dem Inhalt des Satzes 12 ver-
traut macht. Da wir Folgen (a,),eN, (B,).eN; - - - aus R, betrachten, werden wir in diesem
Abschnitt die Ziffern eines Dezimalbruches aus R, mit griechischen Buchstaben be-
zeichnen: a = &g,0,0;..., b = f0,6,8z... usw. Wir erkliren zunichst den Begriff der
Intervallschachtelung.
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Definition 2 (Intervallschachtelung in R,). Es seien (a,),en und (b,),¢n Folgen aus
R, mit folgenden Eigenschaften:

a) né\N @ = @piy Abpyy £ by),
b) né\N @ < b“’
c) sup {a,: v € N} =inf (b,:» € N}.

Wir sagen dann, daB die beiden Folgen (a,),en (b,),en €ine Intervallschachtelung bilden,
die wir mit (a,|b,) bezeichnen. Den Dezimalbruch z = sup {a,:» € N} nennen wir
Limespunkt von (a,|b,).

Der Name Intervallschachtelung deutet darauf hin, dal die abgeschlossenen Inter-
valle [a,, by] = {c: ay < ¢ < b,} ineinandergeschachtelt sind: [@y.1, bps1 ) S [@n,ba]
fiir alle ». Dabei ist  der einzige Punkt, der in jedem Intervall enthalten ist (Abb. 6).
Statt sup {a,: » € N} bzw. inf {b,: » € N} schreiben wir auch kurz sup a, bzw. inf b,.

X

a 3 %38 bb b b Y
Abb. 6

In der folgenden Definition der Konvergenz einer Folge benutzen wir die Sprech-
weise ,,fast alle fiir d.|e Glieder einer Folge. Wir sagen: Fast alle Glieder einer Folge
besitzen eine besti Eigenschaft H(x), wenn nur endlich viele Folgenglieder
existieren, die die Elgenschn.ft H(x) nicht besitzen.

In Band 1 wurden fiir eine Eigenschaft (Aussage) H(x) allgemein die Generalisierung ,, A ...*

x
(»fiir jedes z gilt: ...*) und die Partikularisierung ,,V ... (,,es gibt ein z mit ...“) betrachtet,
- T
zwischen denen die folgende Aquivalenz besteht:

/z\ H@z) & ¥ - H(z).

Die gleiche Aquivalenz gilt, wenn wir ,, A ...*“ als ,,fiir fast alle z gilt: ..." und ,, V ... als ,,es gibt
5 z z
unendlich viele z mit ...* interpretieren.

Definition 3 (Konvergenz in R,). Eine Folge (z,),.n aus R, heiBt konvergent
gegen x, wenn es eine Intervallschachtelung (a,|b,) mit dem Limespunkt  gibt, so daB
in jedem Intervall [a,, b,] fast alle x, enthalten sind. Ist die Folge (z,),cn gegen
konvergent, so heilt x Grenzwert dieser Folge.

Ist x Grenzwert der konvergenten Folge (,),¢n, 80 sehen wir 2 als einen Dezimalbruch
an, dem sich die Dezimalbriiche x, der Folge beliebig nihern. Wir wollen die durch
die Konvergenz beschriebene Anniherung an einigen Beispielen verdeutlichen:
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1. Die Folge (—l—) ist gegen 0 konvergent. Fiir die Intervallschachtelung (a,|b,)
P [reNe

mit ¢, = 0 und b, = %gﬂt nimlich sup {a,: » € N} = inf {b,: » € N} = 0 sowie

S|=

< [a,, b, fiir fast alle n bei beliebiger Wahl von » (vgl. Satz 6).

2. Ist @ = {4,10,... ein beliebiger Dezimalbruch aus R,, so konvergiert die Folge
(@Meen = (Cosbila-,)ren gegen z (vgl. Satz 8).

3. Ist £g,818s...L, €in endlicher Dezimalbruch mit {, < 9 und z, = ,O,C,C,...é',.g_';;g,

so konvergiert die Folge (x,),n gegen & = $,0405...La<1(Cn + 1). Setzen wir nimlich
a, =z, und b, = « fiir alle », so ist (a,|b,) eine Intervallschachtelung mit den erforder-
lichen Eigenschaften.

Die Konvergenz einer Folge aus R, liBt sich auch recht einpriagsam durch das Verhalten der
Ziffern der Dezimalbriiche dieser Folge beschreiben. Dazu sei z = {({,{,... der Grenzwert der
Folge (zy)veN und z, = £,®, §;0¢,0).... Setzen wir x ¢ R,(*) voraus, so besagt (Beweis!) die Kon-
vergenz, daB fiir jedes k € N die Gleichheit £, = {, fiir fast alle » gilt. Wenn wir wieder (™
= Co» Lylo--bg und z,(M = Z,0,L,00,0)..L,() setzen, so gilt daher auch 2" = (" fiir fast alle ».

Fir den Fall, daB z ein endlicher Dezimalbruch ist, kann die direkte Beschreibung der Kon-
vergenz mit Hilfe der Ziffern komplizierter werden (vgl. Beispiel 3).

In den folgenden Sitzen werden wir einige Eigenschaften der Konvergenz in R,
zusammenstellen.

Satz 4 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Jede konvergente Folge besitzt genau einen
Grenzwert.

Beweis. Es seien 2, 2’ Grenzwerte der Folge (2,),¢N, und esgeltex < z’. Nach Satz 1
existiert ein 2’’ mit # < 2’’ < 2’. Es sei (a,|b,) eine Intervallschachtelung mit dem
Limespunkt «, so daB in jedem Intervall [a,, b,] fast alle 2, liegen. Entsprechend sei
(a,'|,’) eine Intervallschachtelung mit dem Limespunkt «,so daB in jedem [a,’, b,’')
fast alle z, liegen. Wegen & = inf b,, #' = sup a,’ existiert ein nomit b, < 2"’ <a,, .
Es gilt also a,, <.b,, < a;, < b},. Es kénnen aber nicht zugleich fast alle Folgen-
glieder der Folge (2,),N in den disjunkten Intervallen [(a,,, by, ] und [(ay,, b7, ] liegen.

Den eindeutig bestimmten Grenzwert « einer konvergenten Folge (,),n bezeichnen
wir mit lim z,.

V>0

Satz 5 (Vertriglichkeit der Ordnung mit der Konvergenz). Es seien (2,),en, (%')ven
konvergente Folgen mit x," < z, fiir fast alle n. Dann gilt

lim z,’ < lim «,.
v-rc0 v-00
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Beweis. Wir filhren die Annahme z = lim z, < lim #,” = 2’ zum Widerspruch.

»—sc0 v-r0
Wie im Beweis von Satz 4 kénnen im Fall x < 2’ disjunkte Intervalle [a,,, b,,J,
[ax,, b,,) mit z, € [a,,, by, Jund z,’ € [a;,, b}, Jfirfastalle nsowied,, < a,, gefunden
werden. Daraus folgt , < x,’ fiir fast alle » und daher ein Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Bemerkung. Aus z,’ < z, kann i. allg. nicht auf 2’ < x geschlossen werden.

Satz 6. Esseien (a,),en und (b,),en Folgen aus Q, mita, < x < b, fiir alle n. Dann
gilt sup @, = inf b, = x genau dann, wenn bei beliebiger Wahl einer gebrochenen Zahl
r > 0 die Ungleichung b, — a, < r fiir fast alle n gilt.

Beweis. Es gelte b, — a, < r bei beliebiger Wahl einer gebrochenen Zahl r > 0
fiir fast alle n. Es sei z, = sup a,, 2"’ = inf b,. Aus @, < z < b, fiir alle n erhalten wir
' S« < 2. Falls 2’ < 2" ist, existieren nach Satz 1 zwei gebrochene Zahlen ry, r,
mit ' <r, <r, <z". Daraus folgt 0 < r, — r; < b, — a, fir alle n. Wenn wir
r = r, — r, setzen, erhalten wir damit einen Widerspruch.

Es sei nun sup @, = inf b, = & und r eine beliebig vorgegebene positive gebrochene

Zahl. Wir bestimmen eine natiirliche Zahl » mit 2 < r und setzen my = min 3m:
n
meNaz < 2} Wegen supa, =infb = x gilt dann
n

my — 1 <a,<b, <M t!

m.,+1
n

also b, —a, < z < r fiir fast alle ».
n

Satz 7. Zu jedem x aus R, existiert eine Intervallschachtelung (a,|b,) mit folgenden
Eigenschaften :

a) x ist Limespunkt von (a,|b,).

b) “é\N (@, € Q. A b € Q,).

c) /\Na,.<x<b,.,/alkz>0,bzw. é\Na,=0<b,,/allax=0
nel n

Ist (z,),en eine beliebige gegen x konvergente Folge, so liegen fast alle z, in jedem
Intervall einer solchen Intervallschachtelung.
Beweis. Es sei 2 = {(,{,(;... beliebig aus R,. Ist 2 kein endlicher Dezimalbruch,

so setzen wir a, = 2™ = {y,{;..., und b, = a, + 1—:); Auf Grund von Satz 1 aus

4.8. ist b, ebenfalls ein endlicher Dezimalbruch der Form {y'.,'...{,", und wegen
a, < b, gilt daher £o,8,...Lp < Lo,lia... < o',y -.La’. Nach Satz 6 folgt sup @, = inf b,
=z



