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Vorwort

Dem Anliegen der Reihe ,,Mathematik fiir Lehrer* entsprechend ist das vorliegende
Lehrbuch vor allem fiir die obligatorische Ausbildung der angehenden Mathematik-
lehrer im Fach Grundlagen der Mathematik bestimmt und lehnt sich daher inhaltlich
eng an das prizisierte Lehrprogramm dieser Veranstaltung an. Ein Lehrbuch folgt
jedoch stets anderen Gesetzen als eine Vorlesung, und so ist auch hier ein Buch ent-
standen, das bei aller prinzipiellen Beschrinkung auf den Stoff der genannten Vor-
lesung und bei aller Wahrung seines einfilhrenden Charakters als erste Quelle fiir
weiterfilhrende Studien dienen kann und in einigen Richtungen mehr und anderes
bringt als alle mir bekannten Lehrbiicher aus dem Bereich der Grundlagen der
Mathematik.

Grundlagen der Mathematik im Sinne dieses Buches sind weder mit mathemati-
scher Logik oder gar einem bestimmten Logikkalkiil noch mit gewissen traditionel-
len Inhalten des Begriffs Grundlagen (etwa Mengenlehre, Aufbau der Zahlbereiche,
Grundlagen der Geometrie und anderer spezieller mathematischer Disziplinen) zu
identifizieren. Vielmehr wird eine moglichst el tere und durchsichtige Einfiih-
rung in die semantischen (inhaltlichen), syntaktischen (formalen) und algorithmi-
schen Aspekte der Metatheorie beliebiger deduktiver Theorien sowie in die gegen-
seitigen Beziehungen zwischen diesen Aspekten angestrebt. Im Gegensatz zu vielen
Lehrbiichern #hnlicher Thematik wurden viele (fiir den Anfinger meist langweilige

. bzw. abschreckende) technische Einzelheiten von Beweisen zugunsten von ausfiihr-
lichen Begriffsmotivationen, Diskussion von Beweismethoden, Beispielen und An-
wendungen unterdriickt. Die letzten ergeben insbesondere insgesamt einen gewissen
AufschluB iiber die Grundlagen dreier spezieller mathematischer Theorien: der
Mengenlehre, der Arithmetik der natiirlichen Zahlen und der ebenen euklidischen
Geometrie.




6 Vorwort

Die Abschnitte 4.7., 6.4., 7.4., 7.5., 8.3. und das Kapitel 5 konnen iiberschlagen
werden, ohne daB der rote Faden des Buches verlorengeht. Sie tragen zum Teil
(etwa 4.7. und Kapitel 5) reinen Beispielcharakter, zum Teil vermitteln sie Stoff,
der iiber ein Minimalprogramm hinausgeht (etwa 6.4.), oder sie tragen gewissen im
Lehrprogramm der Vorlesung Grundlagen der Mathematik vorgeseh Alternati-
ven Rechnung (zum Beispiel verschiedene Varianten der Emfuhnmg des prézisierten

barkeitsbegriffes). Ausdriicklich zu empfehlen ist ein solches abgekiirztes
Studlum des Buches jedoch nicht.

Die wesentlichsten Unterschiede gegeniiber anderen Einfiihrungen in die Grund-
lagen der Mathematik sind

1. der Bezug auf im allgemeinen mehrsortige Strukturen und dementsprechend
mehrsortige Sprachen von Anfang an,

2. eine sehr allgemeine Auffassung des Begriffs nichtelementare Sprache,

3. eine sehr allgemeine Auffassung des Begriffs definitorische Spracherweiterung,

4. die Zulassung partieller Operationen zur Interpretation von Operationssymbolen
formalisierter Sprachen,

b. eine sehr allgemeine Auffassung der Begriffe SchluBregel und Beweiskalkiil.
Die ersten drei dieser ,,Neuerungen*‘ stehen miteinander in engem Zusammenhang,
genauer: 3. erfordert 2., 2. erfordert 1. Die genannten fiinf Schritte vom Gewohnten
weg in Richtung auf groBere Abstraktheit bzw. Allgemeinheit fordern, wie es dem
Verfasser auf Grund langjihriger Erfahrungen erscheint, den ,,Fach ‘“, der
bereits alles auf andere Weise kennt, mehr heraus als den Anfinger, der hier sowieso
mit einer Fiille von génzlich Neuem konfrontiert wird. Sie bringen letzten Endes
simtlich die in der Metamathematik untersuchten Strukturen und Sprachen niher
an die in der mathematischen Praxis verwendeten heran und fordern dadurch die
Bereitschaft des Unvoreing zum , Mitmachen*.

Den Herren Professor H. WussiNg und Dr. G. Kasporr danke ich fiir einige
berichtigende bzw. vertiefende Hinweise zum historischen Abschnitt 9. Ferner danke
ich allen an der Herstellung beteiligten Kollegen des VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften und des VEB Druckhaus ,,Maxim Gorki‘ fiir ihre sorgfaltige Arbeit.
Vorallem aber gilt mein Dank meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor G. ASSER,
dessen prinzipielle Positionen zu den Grundlagen der Mathematik wesentlich in dieses
Buch eingeflossen sind. Ich widmete es ihm in Dankbarkeit zu seinem 50. Geburtstag
am 26. Februar 1976.

Stralsund, im Dezember 1976 PETER SCHREIBER
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1. Zeichenreihen

In diesem Buch wird die Mathematik selbst zum Gegenstand mathematischer Unter-
suchungen gemacht. Das ist aber nur dadurch méglich, da8 die in der Mathematik
benutzten ,,Sprachen‘‘ und die in diesen Sprachen formulierten ,,Theorien‘“ in recht
formaler Weise als Mengen von geschrieb (oder indest prinzipiell schreib-
baren) Zeichenfolgen aufgefaBt werden. Demgemi8 wird viel von solchen Begriffen
wie Alphabet, Zeichenreihe, Vorkommen eines Zeichens in einer Zeichenreihe usw.
die Rede sein. Dieses Kapitel fiihrt in die wichtigsten Begriffe und Sachverhalte
aus diesem Bereich ein, wobei wir uns bemiihen werden, den Leser nicht schon im
ersten Kapitel durch die unnétig abstrakte Behandlung anschaulicher Dinge abzu-
schrecken.

Unter einem Alphabet verstehen wir im folgenden stets eine beliebige nichtleere
(nicht notwendig endliche) Menge D1e Elemente eines Alphabets A4 werden als
Buchstaben oder auch als Grundzeich ichnet. Eine Zeichenreihe im Alphabet A
(im folgenden meist kiirzer als Wort im Alphabet A bezeichnet) ist eine beliebig
endliche Folge von Elementen von 4. Ein Wort wird im allgemeinen durch emfaches
Hintereinanderschreiben seiner Folgeglieder angegeben. Zum Beispiel sind abbab,
ababe, cc, cab, b, ¢ und ba Worter im Alphabet ln b, c}. Die Menge aller Wérter im
Alphabet A bezeichnen wir mit W(A4). Ist A eine hochstens abzihlbare (d. h. endliche
oder abzihlbare) Menge, 80 ist W(A) stets abzahlbar Dies werden wir spiter be-
weisen.

Aus verschiedenen Griinden ist es zweckmiiBig, in jede Menge W(A) auBler den
oben betrachtet: ichtleeren Wortern ein leeres Wort aufzunehmen, das dadurch
bestimmt ist, daB es keinen Buchstaben enthilt bzw. eine Folge der Liinge O ist.
Das leere Wort wird (da man es offenbar nicht durch Hintereinanderschreiben seiner
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Buchstaben notieren kann) mit dem Symbol A bezeichnet. Die Niitzlichkeit des
leeren Wortes sei an folgendem Beispiel erliutert: Es sei A ein Alphabet und a € 4
einer seiner Buchstaben. Dann kann man jedem Wort W € W(A) ein eindeutig
bestimmtes Wort W’ ¢ W(A4) zuordnen, das dadurch aus W entsteht, daB man alle
in W vorkommenden Buchstaben a herausstreicht. Zum Beispiel ist W’ = bb fiir
W = abab und auch fiir W = bbaaaa, und allgemein ist W' = W genau dann,
wenn W den Buchstaben a nicht enthélt. Ohne die Vereinbarung iiber das leere Wort
wiire nun die Operation des Streichens von a an solchen Wértern, die keinen von a
verschiedenen Buchstaben enthalten (d. h. fiir W € W((a)) < W(A)), nicht ausfiihr-
bar. Diesen Sachverhalt kénnen wir jedoch unter Benut von A einfacher und
kiirzer formulieren: W' = A genau dann, wenn W € W((a)). Ubngens kann man das
Vorhandensein von A in jeder Wortmenge W(A4) auch formaler dadurch rechtfertigen,
daB 0 eine natiirliche Zahl und daher jede Folge der Linge O eine endliche Folge ist.
‘Somit kommt unter den anfangs als Elemente von W(A) definierten endlichen Folgen
von Buchstaben aus A automatisch eine (und nur eine) Folge der Linge 0 vor.

In jeder Menge W(A) ist eine Verkeltung genannte und mit dem Symbol o bezeich-
nete zweistellige Operation definiert, die beliebigen Wortern U, V € W(A) dasjenige
Wort Uo V zuordnet, das man durch Hintereinanderschreiben der Worter U, V
(in dieser Reihenfolge) erhilt. Es ist also zum Beispiel abe o cac = abccac und
insbesondere Uo A = A o U = U fiir jedes Wort U € W(A4). Es ist anschaulich klar,
daB die Verkettungsoperation jativ ist, d. h.

(WoU)oV=Wo([UoV)

fiir U, V, W € W(A) gilt. Aus diesem speziellen Assoziativgesetz fiir die Operation o
folgt bekanntlich!) das allgemeine Assoziativgesetz: Die Verkettung endlich vieler
Worter W,, Wy, ..., W, ist unabhingig von der Klammerung und kann daher ohne
MiBverstindnisse in der Form W, o W, 0 ... o0 W, geschrieben werden. Insbesondere
1Bt sich jedes nichtleere Wort a;a,, ... a;_ in dieser Form auf genau eine Weise als
Verkettung einbuchstabiger Worter a; o a;, 0 --- 0 a; schreiben, und die einbuch-
stabigen Worter sind unter allen nichtleeren Wértern gerade dadurch ausgezeichnet,
daB sie sich nicht in zwei echte Verkettungsfaktoren zerlegen lassen, d. h., daB fiir
sie aus der Gleichung W = U o V stets W = U (und damit V = A) oder W=V
(und damit U = A) folgt.

Bisher haben wir uns unter Buchstaben immer geschriebene bzw. schreibbare
Zeichen vorgestellt, und die Tatsache, da man Erérterungen iiber Buchstaben von
moglicherweise anderer Natur nicht niederschreiben kann, ohne fiir sie wenigstens
Bezeichnungen in Form ,.echter Buchstaben zu wihlen, unterstiitzt diese Vorstel-
lung. Die allgemeine Definition der Begriffe Alphabet und Wort (beliebige nicht-

1) Vgl. MfL, Band 1, S. 125. Der dort fiir eine bestimmt: iative Op ion gefithrte Beweis
kann wortlich auf jede andere assoziative Operation iibertragen werden.
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leere Menge bzw. endliche Folge von Elementen dieser Menge) schlieBt jedoch nicht
aus, daB im konkreten Fall die Buchstaben z. B. auch Laute oder Lichtsignale
(verschiedener Farbe oder Linge) sein kénnen und die Verkettung der so gebildeten
Warter als zeitliche Aufeinanderfolge von Buchstaben realisiert ist. Wie es auch in

d Gebieten der Mathematik iiblich ist, 16sen wir unsere Untersuchungen da-
durch von den Problemen der verschiedenartigen Deut oglichkeit,
Begriffe, daB wir im folgenden von einer axiomatischen Beschrelbung der Begriffe
Buchstabe, Wort, Verkett ausgehen, wobei die Axiome durch Abstraktion aus
den Elgenschaft,en der ursprungllch intendierten Objekte entstehen.

Definition 1. Es sei F eine nichtleere Menge, E eine nichtleere Teilmenge von F,
e € F ein beliebiges Element von F, das Symbol o bezeichne eine binire Operation
in F, d. h. eine Abbildung von F X F in F. Das System § = (F, o, e, E) heiBt eine
freie Halbgruppe mit dem neutralen Element ¢ und dem Erzeugendensystem E (kurz
Jreie Halbgruppe), wenn folgende Axiome erfiillt sind:

Al o 18t assozialiv, d. h., es qilt
(xoy)oz==zo(yoz) firallez,y,z€F.
A2 e 18t neutrales Element, d. h., es gilt
zoe=eozx ==z firallez€F.
A3 E 18t Erzeugendensystem, d. h., fiir alle Teilmengen M von F qilt:
Wenn e € M und E = M und fiirz,y € M stetsz oy € M folgt,s0 st M = F
(d. h., F ist die kleinste beziiglich o abgeschlossene Teilmenge von F, die
¢ und alle Elemente von E enthilt).
A4 F st frei, d. h.,
a) firz,y€ F folgtauszoy =estelsx =y == ¢,
b) fiir 2,y € F und a,b € E folgt aus xoa =yob stets x =yund a = b.
A5 e¢ E. )

Zuniichst ist anschaulich klar, daB das System (W(4), o, 4, A), wobei o hier die
Verkettung bezeichnet, bei beliebi Alphabet A die Axiome A1 bis Ab erfiillt und
daher eine frele Halbgmppe ist. Solche freien Halbgruppen werden wir Worthalb-
gruppen nennen. Der folgende Satz, dem wir aber noch eine Definition voranstellen,
prézisiert, in welcher Weise der Begriff der freien Halbgruppe eine axiomatische
Charakterisierung der anschaulichen Begn{fe Alphabet, Buchstabe, Wort, Verket-
tung usw. liefert.

Definition 2. Ein Isomorphismus einer freien Halbgruppe (F, o,, €1, B,) auf eine
freie Halbgruppe (F;, 0,, €5, E,) ist eine eineindeutige Abbildung f von F, auf F,, fiir
die gilt:

f@ory) =f@) oy fly) fiir allex,y € F. (1)
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Zwei freie Halbgruppen heiBen isomorph, wenn ein Isomorphismus zwischen ihnen
existiert. (Die Isomorphie von freien Halbgruppen ist offenbar eine Aquivalenz-
relation.)

Satz 1. Sind §, = (Fy, 0y, €, By) und §; = (Fy, 0y, &, E;) frete Halbgruppen und
18t [’ eine eineindeutige Abbildung von E, auf E,, so gibt ¢s genau einen Isomorphismus
| von Fy auf F,, fiir den

fle)=[(a) firackE, @)

gilt, d. h., jede eineindeutige Abbildung von E, auf E, lift sich auf genau eine Weise
2u einem Isomorphismus von F, auf F, fortsetzen. Ist umgekehrt f ein Isomorphismus
von F, auf F,, so ut /(E,) = E,. d h. /rew Halbgruppen sind genau dann isomorph,
wenn thre Erzeug iichtig sind. Durch Vorgabe einer (endlichen oder
unendlichen) M achhgkeu 8¢ 7ewezls eine umi bis auf Isomorphie genau eine freve
Halbgruppe bestimmd.

Beweis. Zuniichst ziehen wir einige Folgerungen aus den Axiomen A1 bis A5.

1. Es gibt aufer e kein weiteres Element ¢' von F mat

zoe =z firallexe F 3)
oder
eox==z firallex€ F. 4)
Wiire z. B. (3) erfiillt, so wiire insbesondere e 0 ¢/ = ¢, aber nach A2auchcoe’ =¢’,
folglich e = ¢’. Analog ist (4) zu behandeln.

2. F = E = {e) mit e 0 e = e erfiillt die Axiome A1 bis A4, jedoch nicht A5. Exi-
stiert wenigstens ein # = ¢ in F, so muB es auch ein a 3 e¢in E geben, denn E = {e}
hiitte nach A2 und A3 auch F = (e} zur Folge. Wiire nun e € E, so wire wegen
(@oa)oe=aoa auf Grund von A4b) auf a0 a = a und e = a zu schlieBen, im
Widerspruch zu a = e. Folglich dient das Axiom A5 lediglich dazu, den Fall E = F

= {e] auszuschlieBen. Es kann gleichwertig durch das Axiom ,,Es gibt ein x =c= e
ersetzt werden.

3. Auf Grund von A1 liBt sich ]edes Halbgruppenelement z, das iiberhaupt als
Verkettung von endlich vielen Erzeug (d. h. El ten von E) darstellbar ist,
z.B.(@ob) o ((c 0 d) o a), wobei a,b,c,d € E, darstellen, in der kanonischen Form
(( (@,0a;)0a;)0 m)oa,»') mit a;, € E fir v = 1, ..., n. Dabei sei der Falln = 1
nicht ausgeschlossen. Die kanonische Darstellung kiirzen wir im folgenden mit
a; 0 a0 - 0a; ab und bezeichnen sie auch als ein ,,E-Wort*. Diejenige Menge M,
die aus ¢ und allen durch ein E-Wort darstellbaren Halbgruppenelementen besteht,
erfiillt die Voraussetzungen von A 3. Hierbei ist nur der Fall nichttrivial, daBz, y € M,
z = a; 0-:0@;, y = a; 0---0a; gilt. Auf Grund des Assoziativgesetzes A1 ist aber
dannzoy =a; 0:-0a; 0 a;,0---a;, d. h. durch ein E-Wort darstellbar und folglich
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Element von M. Nach A3 folgt nun M = F, d. h., F besteht genau aus allen durch
ein E-Wort darstellbaren Elementen und dem (etwa durch das leere E-Wort darge-
stellten) neutralen Element ¢ von F. Es ist jetzt noch zu zeigen:

4. Zwei durch (eventuell leere) E-Worte dargestellte Halbgmppenelemenbe sind
genau dann gleich, wenn ihre Darstellungen ,buchstabenweise’ iiberei
d. h., fiir n > 0 ist niemals a; 0 -:: 0a; =e¢, und aus @; 0 ---0a; =¢; 0--0a;
fo],gt n =m und g;, =g, fir » = 1, ..., 7 (in beiden Fiillen a, € E vorausgesetzt).
Die erste dieser Behauptungen folgt fiir » = 1 aus A5 und fiir n» = 2 aus A4a. Die
zweite Behauptung zeigt man leicht unter der unwesentlichen Annahme n =m mit
Hilfe von A4b durch vollstindige Induktion beziiglich n.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis von Satz 1. Auf Grund des bisher
Gezeigten ist schon klar, daB jede freie Halbgruppe (F, o, ¢, E) im wesentlichen als
Worthalbgruppe (W(E), o, 4, E) aufgefaBt werden kann, wenn man die urspriing-
lichen -Halbgruppenelemente durch ihre ihnen eineindeutig zugeordneten Darstellun-
gen mittels E-Wértern ersetzt. Sind nun (F,, 0,, ¢, E,) und (F,, 0,, ¢, E,) freie
Halbgruppen und ist /' eine eineindeutige Abbildung von E, auf E, und soll so zu
eincr Abbildung f von F, auf F, fortgesetzt werden, da (1) gilt, so mu8 insbesondere

f@) = oy &) = f(x) 0y fle))  fiir alle z € F,,

d. h. fiir alle f(z) € F, gelten. Wegen der Eindeutigkeit des neutralen Elements ist
daher f(e;) = ;. Ein beliebiges Element z von F,, das von e, verschieden ist, wird
durch ein ihm eineindeutig entsprechendes E-Wort a; 0, a;, 0, --- 0, a;, dargestellt.
Aus (1) folgt daher sofort (genauer: durch Induktion beziiglich ») !

f(@) = f(ai) 07 fl@i,) 07 -+ 02 f(a;)) = f'(a;) Op +- 02 f'(@i )+
Das bedeutet, daB ein Isomorphismus von F, auf F,, falls er existiert, durch seine

Werte fiir die Erzeugenden bereits eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt erfiillt aber
die durch

f@) :=f(a) firacE,.
fle) := ey,
f(ai, 0y - 0y @;)) := f(a;) Oy -+ 05 fla;)

definierte Abbildung f von F, auf F, die Isomorphiebedingung (1). Es blelbt noch zu
zeigen, daB isomorphe freie Halbgruppen gleichmiichtige Er

haben. Dazu geniigt es zu zeigen, daB fiir einen Isomorphlsmus / fiir a € E, stets
f(a) € E, gilt. (Anwendung auf den Isomorphismus f! von F, auf F, ergibt die
Umkehrung.) Es sei a € E, und f ein Isomorphismus. Dann ist f(a) € Fy genau
dann kein Element von E,, wenn f(a) sich als Verkettung b o4 ¢ zweier Elemente
b, ¢ & ¢, von.F, darstellen 1dBt. Nehmen wir dies an, so ist a = /—'(/(a)) = fboyc)
= f-1(b) o, f*(c), da mit f auch f ein Isomorphismus ist. Daher folgt auch wegen
b, ¢ = e, daB f-1(b), fX(c) + e, gilt. Mithin ist a als Verkettung zweier von e, ver-
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schiedener Elemente dargestellt, folglich kein Element von E,. Damit ist Satz 1
vollstindig bewiesen. y

Der durch Definition 1 erfaBte Begriff der freien Halbgruppe ist in gewissem Sinn
etwas allgemeiner als der anschauliche Begriff der Worthalbgruppe, da in den Axio-
men Al bis A5 die Michtigkeit des Erzeugendensystems iiberhaupt keine Rolle
spielt, withrend es kaum méglich sein diirfte, ein System von iiberabzihlbar vielen
schreibbaren und paarweise unterscheidbaren Zeichen als Alphabet im anschaulichen
Sinn zu definieren. Als ein abzihlbares Alphabet im anschaulichen Smn konnten
z. B. die Zeichen

LU, W, Wi, ), ut), ..

dienen. In diesem Buch wird nirgends ein iiberabzihlbares Alphabet vorausgesetzt
oder benutzt werden. Im folgenden werden wir wieder anstelle von Er

ystem, Erzeugendes (El t), Halbgruppenelement und neutrales Element dle
anschaulich Bezeichnungen Alphabet, Buchstabe, Wort bzw. leeres Wort ver-
wenden, jedoch in den folgenden Definitionen, Sitzen und Beweisen keine dariiber
hinausgehenden Grundbegriffe und keine Voraussetzungen auBer den in den Axiomen
A1 bis A5 formulierten benutzen. Wir beginnen mit der Deﬁnition einiger Begriffe.
(»,: «*“ bedeutet: Das Llnksstehende ist definiti gleichbedeutend mit dem
Rechtsstehenden. ,,:=* bedeutet: Das links bezelchnew Ob]ekt ist defmmonsgemn.l}
gleich dem rechts bezelchneten Objekt.) GroBbuchstaben, vorzugsweise P, Q, R, S, T,
U, V, W, dienen als Variablen fiir beliebige Wérter, Kleinbuchstaben, vorl.ugswelse
a, b, c, x,y, als Variablen fiir Buchstaben, d. h. El te des Erzeug

Das Symbol fiir die Verkettungsoperation wird unterdriickt, d. h., UV steht. fur
UoV,RaS fiirRoaoS8, usw.

W beginné mit U :«+ Es gibt ein Wort R, so da W = UR.
Da R = A sein kann, beginnt W stets mit W. Da R = W sein kann, beginnt W stets
mit 4.

W endet mit U :«> Es gibt ein Wort S, so daf W = SU.
Da S = A sein kann, endet W stets mit W. Da S = W sein kann, endet W stets mit A.

U kommt in W vor .« Es gibt Worter S, R, so dap W = SUR. (5)
Statt U kommt in W vor sagen wir auch: U ist Teilwort von W. Durch die Definition (5)
ist die zukiinftige Verwendung dieser Redeweisen klar von anderen denkbaren Be-
deutungen abgegrenzt. (In gewissem Sinne kommt z. B.auch aa in bababb vor, je-
doch nicht im Sinne von Definition (5).) Da die Wérter S, R gleich dem leeren Wort
sein konnen, folgt sofort: Wenn W mit U beginnt, so kommt U in W vor. Wenn W

mit U endet, 8o kommt U in W vor. Stets kommt W in W vor. Kommt U in W vor
und ist ungleich W, so sagen wir auch: U ist echtes Teilwort von W.
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Wir definieren nun eine dreistellige Operation Sub (Substitution), und zwar soll
Sub (W, a, U) fiir Worter W, U und Buchstaben a dasjenige Wort bezeichnen, das
aus W entsteht, wenn man alle in W vorkommenden Buchstaben a durch das Wort
U ersetzt. Anders ausgedriickt: Hat W die Form

§,88a8; ... §,,a8,, ©
wobei a in den Wortern S, ..., S, nicht vorkommt, so soll
Sub(W, a, U) = §,US8,US; ... S,-,US,

sein. (Da S, bzw. S, das leere Wort sein kann, sind auch die Fille erfaBt, in denen W
mit a beginnt bzw. endet.) Insbesondere soll Sub(W, a, U) = W sein, falls a nicht
in W vorkommt. Man konnte also z. B. definieren:

W, falls a nicht in W vorkommt,
Sub(W, a, U) :=1{ S,US,US;... S,,US,, falls W = S,aS;88, ... S, a8, st
und a tn S,, ..., S, nicht vorkommt.

Die in dieser Definition unvermeidlichen ,,...‘ kann man durch eine Art induktiver
Definition vermeiden, die sich auf die Tatsache stiitzt, daB jedes Wort W auf genau
eine Weise durch fortlaufendes Anhingen von Buchstaben aus dem leeren Wort er-
halten werden kann:

Sub(A,a,U) =4
18t schon Sub(W, a, U) definiert, so sei

Sub(W,a,U)ox, fallsx + a,

Sub(Wx, 8, U) =
(W2, 0) {Sub(W,s,U)oU,/allax.—.za..

Als Beispiel fiir die Anwendung der Operation Sub betrachten wir die Elimination
einer Variablen x aus einer Gleichung der Form f(x, y) = O mittels einer zweiten,
bereits nach x aufgelosten Gleichung x = g(y). Hierbei sel vorausgesetzt daB f(x, y)
= 0 und x = g(y) (und eine Schar weiterer Gleich 1 Typs) wirklich
Zelchenmlhen iiber einem bestimmten Alphabet sxnd Ist z.B. das Alphabet

={x,y,8,b,¢,=,0,(,), +, —, 3} gegeben, wobei ? wie iiblich zur Bezeichnung
der zweiten Potenz dient,so kt‘mnte des Wort g(y) die Gestalt ay? + by + ¢ und das
Wort f(x,y) die Gestalt (x + y)* + a(y — x) + cxy haben. Nun ergibt aber
Sub(f(x, y) =0,x, g(y)) die auf Grund der iiblichen Klammerregeln inhaltlich fal-
sche Schlugfolgerung

(ay* + by + ¢ + y)* + a(y — ay? + by + c) + cay? + by + cy =0

Dieser Fehler kann jedoch leicht dadurch behoben werden, daB man statt g(y) das
inhaltlich gleichwertige Wort (ay? + by + c) fiir x einsetzt. Der Leser bilde selbst
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Sub(f(x,y) =0, T, (a.y' + by + ¢)) und denke dabei ein wenig iiber die Rolle der
Kla: n in arit hen Formeln nach, deren iiblicher abgekiirzter Gebrauch
zwar das ,intelligente* Rechnen erleichtert, jedoch einem formalen Operieren mit
Zeichenreihen nach bestimmten Regeln hinderlich ist.

Fiir einige spitere Anwendungen benétigen wir die mehrfache oder -simultane
Substitution: Sind a,, ..., a, paarweise verschiedene Buchstaben, so sei

Sub(W; a,, Uy; 85, Uy; oo 8y, Uy) 1=
W, falls a,, ..., &, nicht in W vorkommen,
SyU S, U8, - .. 84Uy S,, falls
W= Soa.,lS,u,_S, oo 8,48; S, 18t und a,, ..., 8, nicht

n Sy, Sy, ..., S, vorkommen.

Es ist also z. B. Sub(abcbb; a, bb; b, ca) = bbceaccaca.

Wir wollen nun die einfache Substitution auf den Fall ausdehnen, da8 nichv not-
wendig ein Buchstabe a, sondern ein beliebiges nichtleeres Wort V an allen Stellen
seines Vorkommens in W durch ein anderes Wort U ersetzt wird. Dies spielt z. B.
iiberall dort eine Rolle, wo Texte durch An dung einer abkiirzenden Definiti
fiir gewisse mehrfach vorkc de Teilstiicke verkiirzt werden sollen. Eine allge-
meine Definition st8t hier Jedoch auf die Schwierigkeit, daB sich verschiedene Vor-
kommen des Teilwortes V im Wort W iiberschneiden konnen. Zum Beispiel kommt
aba in babababab an den drei unterstrichenen Stellen vor. Was soll nun etwa

Sub(babababab, aba, b) sein? Der Bestimmtheit halber legt man fest: Die Stellen
des Vorkommens von V in W sind von links beginnend so zu markieren, daB
jeweils hinter dem zuletzt markierten Teilwort mit der Suche nach dem niichsten
Vorkommen begonnen wird. Damit dieser ProzeB stets ein Resultat liefert, muB
insbesondere V = A sein, da sonst das zu untersuchende Restwort immer wieder
gleich W wiire. Danach sind alle markierten Vorkommen von V durch U zu ersetzen.
Zur bequemeren Formulierung einer exakten Definition fiihren wir zunichst einen
Hilfsbegriff ein:
V in X héchstens hinten i< Fiir alle Worter PQ jolgt aus X = PVQ
stets Q = A. (7)
nicht definiert fir V= A,
W, falls V nicht in W vorkommt,
Sub(W,V,U) := { §,US,US;...S,,US,, falls W =8,VS,VS;...§,.,VS,
18t und V in S,V hochstens hinten i = 1,...,n — 1)
und V nicht in S, vorkommds.
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Offenbar stimmt diese Definition?) fiir den Fall, daB V ein Buchstabe a ist, mit der
urspriinglichen Definition iiberein, denn fiir Buchstaben a gilt:

a tn Sa hochstens hinten genau dann, wenn a nicht in S vorkommt.

Dem Leser sei zur Ubung empfohlen, diesen Satz unter alleiniger Benutzung der
beiden Definitionen (5) und (7) und der Axiome A1 bis A5 zu beweisen.

Es sei A ein beliebiges Alphabet. Jedem Wort W € W(A) ist in anschaulich unmig-
verstindlicher Weise eine natiirliche Zahl /(W) als seine Linge zugeordnet, so daB !
eine Abbildung von W(4) auf die Menge N der natiirlichen Zahlen ist. Unter Benut-
zung des bereits zur Definition von Sub(W, a, U) herangezogenen Induktionsprinzips
konnte man auch induktiv definieren:

U4) =0,
18t schon Y(W) definiert, so ser
U(Wx) = (W) + 1 fiir beliebige Buchstaben x € A.

Fiir natiirliche Zahlenn = 0, 1, 2, 3, ... sei W"(A4) die Menge aller Worter der Lange n
im Alphabet A. Wie aus der Kombinatorik bekannt ist, besteht W"(4) aus ¥* Wor-
tern, falls das Alphabet A aus k¥ Buchstaben besteht. Dies gilt auch noch fiir n = 0.

Die Abbildung ! ist offenbar genau dann eineindeutig, wenn das Alphabet A genau einen
Bnohstnbon a enthiilt. In diesem Fall konnen wir die Worter aus W({a}) aber selbst mit einiger
g als die iirlichen Zahlen hen. (Kinder lernen die natiirlichen Zahlen zuerst

in dieser wommgan Form kennen: n auf einen Draht gefidelte Kugeln gleicher Art sind nichts
anderes als ein Wort der Linge » in einem einbuchstabigen Alphabet!) Das leere Wort ent-
spricht hier der Null, der einzige Buchstabe der Eins, d:e Verkettung der Addition. Da, wie wir

gezeigt haben, die Axiome A1 bis A5 allgemein eine tisch Clmra.kbermerung der freien
Halbgruppen leisten, ergebén A1 bis A5 mit dem Zusatzaxiom
A6 Es gibt genayu ein Element a von E

eine neue axiomatische Charakterisierung der natiirlichen Zahlen in bezug auf die Addition
(statt wie iiblich NthoIgnrbnldung) :lo Grundverknuptung Umgekehrt kann man beliebige
freie Halbgruppen in einer der P ung der natiirlichen Zahlen?) ihnlich
Woeise statt durch Verkettung durch ein Syntem E von Nachfolgerfunktionen, d. h. einstelligen
Abbildungen von der Menge aller Worter in sich, charakterisieren, wobei jedes vom leeren Wort
A verschiedene Wort auf genau eine Weise in der Form

Figlfinonlee Figld) -.2))

1) Beziiglich and Maglichkeiten, die Substitution zu defini t die Sub i
statt Verkettung als Grundbognﬁ zu wihlen, und vieler weiterer interessanter Details der Theorie
der Zelchem'elhen sel dor Leser verwmsen auf K. Hirmie, Explizite Definitionen einiger Eigen-

haften von Zei Z . f. Math. Logik u. Grdlg. d. Math. 2 (1956), 177—203;
siehe auch 8 (1957), 161 — 166.

%) Vgl. MfL, Band 1, Abschnitt 3.2.
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dargestellt werden kann, die dem Wort f;.f;, ... f;, im Alphabet E entspricht. Es ist dann axio-
matisch zu fordern:

At /(W) + A fir f ¢ E und W ¢ W(E).
A2 Tt fy(V) = f(W), 00 st fy = fyund V = W.
A'3 Fiir alle Teilmengen M von W(E) gils: IdAeMund[urWeMmdleEddcf(W)eM

% st M = W(E) (d. h., W(E) ist die klei iiglich aller Operati | € E ab-
hl und A enthaltende Teil von W(E)).

B

Wie man sieht, ergeben sich hier fiir den Spezialfall E = {f} unmittelbar die Axiome von PEaNO.
Geht man allgemein von der Axiomatisierung durch A1 bis A5 beziglich des Grundbegriffs
Verkettung aus, so lassen sich die Nachfolgerfunktionen sofort durch

fW):=Woa firWeWA) undacA

definieren und fiir die so definierten Funktionen A’1l bis A’3 als Sitze beweisen. Geht man um-
gekehrt vom Grundbegriff ,,Nachfolgerfunktionen* und den Axiomen A’l bis A’3 aus, so laBt
sich die Verkettung nur induktiv definieren:

VodA=V,

ist achon V o W definiert, s0 sei V o {(W) = f(V o W) fiir f ¢ E.

Fir den Spezialfall eines nur aus einer Nachfolgerfunktion f bestehenden Systems E kommt
hier natiirlich die bekannte induktive Definition der Addition heraus.

Ein endliches geordnetes Alphabet A ist eine endliche Menge, die zugleich mit einer
durch die Reihenfolge der Aufzihlung ihrer Elemente angegebenen Ordnungsrela-
tion < versehen ist. Ein geordnetes Alphabet werden wir in der Form 4 = (a,, ..., a,)
(statt {a;, ..., a,}) angeben. Mit Hilfe der vorgegebenen Ordnung eines Alphabets 4
kenn man zunéchst fiir jede feste Zahl n die Menge W*(A) in einer aus der Kombina-
torik wohlbelk ten Weise lextkographisch ordnen. Diese Ordnung in Wn(A) liBt sich
mittels Verkettung und der Ordnung < des Alphabets wie folgt exakt definieren:

V < W i Es existieren Worter U, R, S und Buchstaben a, b, s0 da a < b
tez® und V = UaR und W = UbS.

Es gibt nun zwei wesentlich verschiedene Arten, diese lexikographische Ordnung zu
einer Ordnung der gesamten Menge W(A) fortzusetzen. Die in Worterbiichern be-
nutzte Ordnung (der die lexikographische Ordnung ihren Namen verdankt) liBt sich
wie folgt definieren: :

V < W W beginnt mit V, oder es cxistieren Buchstaben a,b mit a < b
“les und ein Wort U, so daf V mit Ua und W mit Ub beginnt.

Diese Relation bewahrt sich aber in den Wérterbiichern nur deshalb, weil diese
immer nur eine endliche Teilmenge einer Menge W(A4) enthalten. Wollte man die

gesamte Menge W(A) nach diesem Prinzip ordnen (< ist immerhin reflexiv, tran-
i
sitiv und antisymmetrisch!), so kime man zu einer sehr uniibersichtlichen Reihen-

folge. Zum Beispiel folgen auf jedes Wort W erst alle Worter der Form Waa ... s
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(a kleinster Buchstabe von A), bevor wieder kiirzere Worter wie Wb folgen.) Daher
bewihrt sich fir die Gesamtmenge W(A) besser die folgende, mit < bezeiohnete

Variante, bei der die Worter zuniichst nach ihrer Linge und nur die Worter gleicher
Linge untereinander lexikographisch geordnet werden:

V< W:io (V) < UW) oder
e UV) = UW) und V < W
lez®

Die 8o definierte Relation < nennen wir die durch die vorgegebene Ordnung < des

ez
Alphabets 1 ierte lexik hische Ordnung von W(A). Wir zeigen im folgenden,
daB diese Reln.tlon tatawhhch die (xmndelgenschaften einer (irreflexiven) Ordnung
und dariiber h die charakteristischen Ordnungseigenschaften der natiirlichen

Zahlen besitzt.

7

1. Aus der Definition folgt ittelbar: Fiir kein Wort W 1st
W<w.

lex

2. IstU<Vund V< W,eist U<W.

lex lez ler
Die Behauptung ist klar, falls I(U) < {(V) oder V) < W) ist, da dann U) < (W) folgt.
st I(U) = §(V) = I(W), so gibt es Worter S, T und Buchetaben a, b, ¢,d mit a < bund ¢ < d,
80 daB gilt:

U beginnt mit Sa,

V beginnt mit Sb,

V beginnt mit Tec,

W beginnt mit Td.
Falls hierbei 8 = T ist, folgt b = ¢ und damit a <d,d.h. U < W. Ist I(8) < YT), so beginnt

T mit Sb, folglich beginnt auch W mit Sb. Ist i(T) < I(8), sobeglnnt S mit Te, folglich auch U
mit Tc. In beiden Fillen folgt U < w.

3.FﬁrV*WidV<Wod¢rW<VA
lex lex

Dies ist klar, falls (V) 3= (W) ist. Andernfalls gibt es unter den i Anfe y!
U von V und W eines von maximaler Lange, die aber kleiner als {(V) sein mu8, da sonat V=W
wiire. Folglich beginnt V mit Ua und W mit Ub, wobeia 5= b, d. h. a < b oder b < a ist.

4. Jede nichtleere Teilmenge M von W(A) besitzt ein beziiglich < kleinstes Element.

. lex
Zuniichst gibt es in der nichtleeren Menge {{(W): W € M} von natiirlichen Zahlen eine ki
natiirliohe Zahl 7y und wegen der bekannten Anzahl aller Worter der Liinge n, hochstens k%

1) Vgl. hierzu P. ScEREIBER, Lexikographische Ordnung als Grundbegriff der Semiotik, Math.
Nachr. 88 (1968), 53 —60.
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‘Waérter der Linge n, in M (k Anzahl der Elemente von A). Unter diesen endlich vielen gibt es
aber wegen 3. ein kleinstes.

5. Insbesondere ist A < W fiir W == A, da dann stets l(4) < KW) ist.
lez
6. Aus 4. folgt, daB jedes Wort W ¢ W(A) einen unmittelbaren Nachfolger W' beziiglich < besitzt,
le:
nimlich das kleinste Element der Menge {V:V € W(A) und W < V}, die nichtleer ist: da sie
ez,

insbesondere alle Worter V mit {(W) < (V) enthilt.

7. Jedes Wort W == A besitzt einen unmittelbaren Vorgdinger V, so daﬂ V' = W iat. Dazu zeigt
man: Die Menge M aller Worter, die gleich A sind oder einen i Vorgi besit
erfiillt die Voraussetzungen von Axiom A 3. Hierbei ist nur der Fall interessant, daB aus U, W € M,
UW+A4aufUo WGMzu hlieBen ist. Ist V Vorgi von W, so ist U o V Vorginger von
UoW.

Aus 7. ergibt sich rein ordnu.ngsbheomtlsch daB jede Menge M & W(A), die A und mit W
auoh W’ enthilt, gleich W(A) ist: Trife dies auf eine Menge M nicht zu, 8o wire K = W(A)\ M
nichtleer. Es sei dann U das kleinste Element von K; folglich ist U == A (wegen A € M) und V
der daher nach 7. existierende Vorginger von U. Wegen V € M ist auch U = V' ¢ M im Wider-
spruch zu U € K.

Aus unseren Betrachtungen 1. bis 7. iiber die lexikographische Ordnung folgt
insbesondere :

Satz 2. Ist A ein endliches Alphabet, so ist W(A) abzihlbar.
Beweis. A sei irgendwie geordnet, und < sei die durch diese Ordnung induzierte
lexikographische Ordnung von W(A4). Dnn:tist die durch
f4) =0,
W) =f(W) +1
induktiv definierte Abbildung eineindeutig von W(A) auf die Menge N der natiir-
lichen Zahlen.
Satz 3. Ist A ein abzihlbares Alphabet, so wst W(A) abzihlbar.

Beweis. Esseid = {a,:n =0, 1,2, ...}, B = (a, b} ein zweibuchstabiges Alpha-
bet. Nach Satz 2 ist W(B) abzihlbar. Die induktiv durch
g(4) =
g(Wa,) =g(W)oba...ab
¥
definierte Abbildung von W(A4) in W(B) ist offenbar eineindeutig. Demnach ist

W (A) einer unendlichen Teilmenge einer abziihlbaren Menge gleichmichtig, folglich
selbst abzihlbar.
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21.  Aussagen und Wahrheitsfunktionen

" Eine Aussage ist ein zu Mitteil ken di des Objekt, das einen bestimmten
Sachverhalt darstellt.l) In der Praxis treten A gen in den verschiedensten For-
men auf: als gesprochene oder geschriebene Sitze (in deutscher oder einer anderen
,.natiirlichen* Sprache), als Formeln, als Licht- oder Flaggensignale usw. Es geniigt
jedoch, die folgenden Betrachtungen auf solche Aussagen zu beziehen, die den
Charakter von Zeichenreihen iiber einem bestimmten Alphabet haben.

Wenn der durch eine Aussage dargestellte Sachverhalt in der Realitit besteht,
b h wir diese Aussage als wakr, andernfalls als falsch. In der Umgangssprache
trifft ' man auf zahlreiche ,,Aussagen®, die nicht in eindeutiger Weise als wahr bzw.
falsch bewertet werden kénnen. Zum Beispiel bleibt die Wahrheit des Satzes ,,Heute
ist schones Wetter wegen der Verschwommenheit des Begriffs ,,schénes Wetter*
auch dann noch unbestimmt, wenn man weiB, auf welchen Tag und Ort sich ,,heute*
bezieht. Wir beschrinken uns im folgenden auf die Betrachtung von Aussagen, denen
auf Grund hinreichend exakter Vereinbarungen iiber die benutzte ,,Sprache‘ und in
einem bestimmten Zusammenhang genau einer der beiden Wakrheitswerte wahr bzw.
falsch (kurz W, F) zugeordnet ist.

Jede natiirliche Sprache erlaubt gewisse grammatische Konstruktionen, mit
deren Hilfe man aus einer oder mehreren Aussagen beliebigen Inhalts eine neue
Aussage 8o bilden kann, daB der Wahrheitswert dieser neuen Aussage nicht vom
konkreten Inhalt der verwendeten Teil dern nur in einer bestimmten
Weise von deren Wahrheitswerten abhingt. Zum Beispiel kann man in der deutschen

1) Auf eine genauere Definition und Analyse des Begriffs Aussage vom philosophischen Stand-
punkt muB hier verzichtet werden. Der interessierte Leser sei auf [21], insbesondere 8. 31ff.
verwiesen.
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.Sprache aus einer beliebigen A Adie A A st falsch (kurz nicht A) bilden,

die genau dann wahr ist, wenn A falsch ist. Analog kann man aus beliebigen Aussagen
A, B die Aussagen 4 und B, 4 oder B, entweder A oder B, weder A noch B, A gilt genau
dann, wenn B m‘u usw. bilden. Der Wahrhei t der Gesamt 1iBt sich dabei
jeweils durch eine Wertetabelle darstellen, in deren Emgangsspalte alle mogllchen
Kombinationen von Wahrheitswerten fiir die Aussagen A4, B ersch

A B A und B 4 oder B entweder A oder B weder A noch B
w W w w F F
W F F w w F
F w F w w F
F F F F F w

Wir bemerken, daB durch diese Tabelle gleichzeitig im Fall der Worter oder bzw.
entweder oder, deren Gebrauch in der Umgangssprache nicht immer einheitlich ist,
eine gewisse Festlegung getroffen wurde, die innerhalb der Mathematik zweckmiBig
und iiblich ist. Sprachkonstruktionen nach Art der behandelten Beispiele, die auf
eine feste Anzahl (nicht notwendig zwei) beliebiger Aussagen anwendbar sind und
eine Gesamtaussage liefern, deren Wahrheitewert, in einer durch eine Wertetabelle
angebbaren Weise von den Wahrheitswerten der verwendeten Teilaussagen abhingt,

bezeichnef man als extensionale Aussag bindung Um die Bedeutung des
Beiwortes extensional in diesem Zusammenhang zu erléutern, geben wir ein Beispiel
einer nichtextensionalen Aussagenverbindung an. Dazu' denken wir uns eine be-

stimmte Person X fixiert, die iiber alles eine — manchmal richtige und manchmal
falsche — Meinung hat. Nun kann man aus einer beliebigen Aussage A die neue
Aussage X hilt A fiir wahr bilden. Der Wahrheitswert dieser Aussage hiangt offenbar
nicht nur von der Wahrheit bzw. Falschheit von 4 ab.

Die Wertetabelle einer extensionalen A verbindung spiegelt das Wesent-
liche viel besser wider als die Aussagenverbmdung selbst. Es ist z. B. ganz gleich-
giiltig, ob man A und B oder sowohl A als auch B sagt. Beide Aussagenverbindungen
haben die gleiche Wertetabelle, stellen den gleichen logischen Zusammenhang zwi-
schen den Teilaussagen A, B her. Die durch die Wertetabelle einer extensionalen
Aussagenverbindung gegebene Funktion, und allgemeiner jede Funktion (beliebiger
endlicher Stellenzahl) im Bereich der Wahrheitswerte W, F nennt man Wahrheits-
funktion (hdufig auch Boolesche Funktion nach dem englischen Mathematiker GEORGE
BooLE (1815—1864)). Als mogliche Argumente einer k-stelligen Wahrheitsfunktion
treten alle Kombinationen der Linge k aus den beiden Wahrheitswerten W, F auf
(d. h. im wesentlichen alle Wérter der Linge k im Alphabet (W, F}). Der Definitions-
bereich einer k-stelligen Booleschen Funktion besteht d h aus 2¢ Element
Da jedem dieser Elemente wiederum ein beliebiger der beiden Wahrheitswerte als
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Funktionswert zugeordnet sein kann, gibt es 23 k-stellige Wahrheitsfunktionen.
Wir geben im folgenden die Tabellen aller ein- und zweistelligen Wahrheitsfunktionen
an, wobei wir der Ubersichtlichkeit halber die Argumente in senkrechter Richtung
und die Spalten der zugehérigen Werte in waagerechter Richtung lexikographisch
ordnen (in der durch W < F induzierten lexikographischen Ordnung). Allgemein
bezeichnen wir die Wahrheitsfunktionen in diesem Buch mit &;*, wobei der obere
Index die Stellenzahl angibt und der untere Index in der angegebenen Weise zur
Numerierung gleichstelliger Funktionen dient.

o | o2 | o2 | B

w w w F F
w F w F

¢l. Q" ¢I- ¢4’ ¢B’ OC’ q,)72 ¢l’ m.' wno’ d’ll’ ¢n‘ ¢lt’ ﬁll‘ ¢IB’ ¢l.’
www(w(w|w|w|w|w | w|F|F|F|F|F|F|F|F
WFW|wW(w|wW|F|F|F|F|W|W|W[{W|F|F|F|F
FWW|W|F|F|w|w|F|F|wW|W|F|F|wW|W|F|F
FF\W|F|W|F|W|F|W|F|W|F|W|F|W|F|W|F

Unter den so systematisch aufgezihlten Wahrheltsfunktlonen kommen natiirlich
auch diejenigen vor, die den bereits bek t verbindungen und, oder usw.
entsprechen. Fiir die iibrigen kann man nnchtmghch nach darstellenden Aussagen-
verbindung hen. Zum Beispiel liBit sich @,2 durch 4 genau dann, wenn B und
@¢® durch wenn 4, so B, aber auch durch nicht A oder B ausdriicken. Die letztere
Aussagenverbindung miiBte man eigentlich, um MiBversténdni hlie8
in der Form (nicht A) oder B schreiben, da sie andernfalls auch als nicht (4 oder B)
verstanden werden kann, was der Funktion &,;? entspricht. Derartige Probleme ver-

schirfen sich bei komplizierteren Ineinanderschachtelungen von einfachen A
verbiridungen. In der téglich Umgangsspmchetmtensolchekomplmertzusammen-
gesetzten Aussagenverbindungen kaum auf, und man kann dann meist aus dem

Zusammenhang erkennen, was gemeint ist. In der Mathematik spielen jedoch kom-
plizierte Aussagenverbindungen eine groBe Rolle. Dabei treten u. a. folgendeé Fragen
auf:

— Welche Wahrheitsfunktionen kann man aus einem gegebenen Grundsystem von
Wahrheitsfunktionen iiberhaupt durch fortgesetzte Superposition (Ineinandcr-
schachtelung) erhalten?

— @ibt es endliche Systeme von einfachen (niedrigstelligen) Wahrheitsfunktionen,
aus denen sich jede Wahrheitsfunktion durch Superposition gewinnen laBt?



24 2. Aussagenlogik

— Wie kann man den Werteverlauf einer als Superposition dargestellten Wahr-
heitsfunktion rationell ermitteln?

— Wie kann man feststellen, ob zwei verschachtelte Aussagenverbindungen logisch
gleichwertig sind, d. h. die gleiche Wahrheitsfunktion darstellen?

Der Beantwortung dieser Fragen sind die beiden folgenden Abschnitte gewidmet.

2.2.  Aussagenlogische Ausdriicke, Allgemeingiiltigkeit
und semantische Aquivalenz

Wir wiihlen in Anlehnung an den iiblich thematischen Sprachgebrauch fiinf
Wahrheitsfunktionen als Grundfunktionen aus und bauen einen Funktionskalkiil zur
exakten Beschreibung aller aus diesen Grundfunktionen erhiltlichen Wahrheits-
funktionen auf.

n traditionella Reseich darstellende
* s Aussagenverbindung Symbol’)
Dyt Negation nicht -
[ A Konjunktion und A
D, Alternative oder v
[ A [_mplilmtion wenn, 80 -
[ X3 . Aquivalenz genau dann, wenn -
1) In der Li sind hied andere Symbole verbreitet, u.a. ~ statt —, & statt a,

« statt v, O statt —, = statt <.

Das Alphabet C bestehe aus den fiinf Funktionssymbolen —, A, v, —>, <>, den beiden
Zeichen (,) und den abzihlbar vielen Buchstaben p, py, P, ..., die als Variable
fiir Wahrheitswerte benutzt werden. Aus der Wortmenge W(C) sondern wir durch
eine induktive Definition die Teilmenge ausd der (aussagenlogischen) Ausdriicke
aus:

Definition 1.

(8)pi€ausd (1 =0,1,2,...);

(b) Wenn H € ausd, so sei auch — H € ausd; -
(Ausfiihrlich bedeutet (b): Wenn die Zeichenreihe H zur Menge ausd gehért, so

gehort auch diejenige Zeichenreihe — H zu ausd, die aus H entsteht, indem man den
Buchstaben — davorschreibt. Wegen (a) ist also beispielsweise

— Ps € ausd, — Pyyg € ausd,



folglich auch
P € ausd, — — — Ps € ausd, —— ———— — Pags € ausd usw.

Der Buchstabe H, eventuell mit Indizes, wird hier und im folgenden als Variable zur
Bezeichnung beliebiger Ausdriicke benutzt.) )
(c) Wenn H, € ausd und H, € ausd, 8o sei auch (H; A H,) € ausd, (H, v H,) € ausd,
(H, - H,) € ausd und (H, « H,) € ausd;
(d) Eine Zeichenreihe Z € W(C) sei nur dann Element der Menge ausd, wenn sich
dies durch endlich viele A dungen der Regeln (a), (b), (c) ergibt.

Definition 1 bedeutet anders formuliert: Die Menge ausd ist die kleinste Teilmenge
von W(C), die alle einbuchstabigen Worter der Form p; enthilt, mlt jedem Element
H auch die Zeichenreihe — H und mit je zwei (nicht not hied )
Elementen H,, H, auch die Zeichenreihen (H, A H,), (H, v H,), (Hl — H,) und
(H, « H,) enthiilt.

Beispiel 1. Aufbau eines Ausdrucks durch Anwendung von (a), (b), (c):

Py, Ps € ausd Pa, Py € ausd nach (a).
Nach (b) folgt: ] Nach (c) folgt:

=Py, P; € ausd (ps = p4) € ausd
Nach (c) folgt: Nach (b) folgt:

(1 A P2) € ausd —1(ps = Pa) € ausd

Nach (c) folgt:
(21 A= P2) v — (ps > Pa)) € ausd
Nach (b) folgt:
= ((=P1 A= pa) v (Ps > o)) € ausd (1)

Jeder Ausdruck beschreibt offenbar eine bestimmte, durch Superposition aus den
gewiihlten Grundfunktionen erzeugbare Wahrheitsfunktion, und umgekehrt wird
jede derartige Wahrheitsfunktion durch wenigstens einen Ausdruck dargestellt.
Diese haulich klare Bezieh hen Ausdriicken und Wahrheitsfunktionen
wird durch die folgende Definition priizisiert.

Definition 2. Ist H € ausd, so heiBt eine Abbildung f, die mindestens den in
H vorkommenden Variablen je einen der beiden Wahrheitswerte zuordnet, eine
Belegung von H. Ist f eine Belegung von H, so sei Wert(H, f) der Wahrheitswert, den
die durch H dargestellte Wahrheitsfunktion an der durch f gegebenen Stelle ihres
Definitionsbereiches immt. Ausfiihrlich wird dies durch folgende induktive
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Regeln zur Definition (und Berechnung) von Wert(H, f) ausgedriickt:

(@) Wert (pi, f) = /(p));

(b) Wert (— H, f) = &5 (Wert (H, f);
(Das heit, Wert(— H. f) = W genau dann, wenn Wert(H, f) = F. Wir bemerken:
Ist f eine Belegung von — H, so ist f erst recht eine Belegung von H. Ist also schon
Wert(H, f) fiir alle Belegungen von H definiert, so ist durch (b) Wert(— H, f) fiir
alle Belegungen von — H definiert. Analoge Erklirungen zu den folgenden Schritten
mége der Leser selbst formulieren.)

(c) Wert((H, A Hy), f) = ®2(Wert(H,, f), Wert(H,, f)):

(d) Wert((H, v H,), f) = @} (Wert(H,, /), Wert(H,, f));

() Wert((Hy — H,), /) = P Wert(H,, f), Wert(H,, f));

() Werl((H, < H,), /) = A Wert(Hy, f), Wert(H,, /).
Beispiel 2. Berechnung der Wertetabelle des Ausdrucks (1).

1 2 3 4| 5 6 7 8 9 10 11
~Pl Ps Ps Po| 1P| P: [(MPiA—IP)| (Ps—> Pd) —8 | (Tv9) |10
W W WW| F F F w F F w
W WW F| F F F F w w F
W W F W| F F F w F F w
W W F F| F F F w F F w
W F W W| F w F w F F w
W F W F| F w F F w w F
W F F W| F w F w F F w
W F F F| F w F w F F 4
F WWW|W F F w F F w
F WWF| W F F r w w F
F WPF W W F F w F F w
F WP F F| W F F w F F w
F F WW| W w w w F w F
F FWF| W w w F w w F
F F FW| W w w w F w F
F F F F| W w w w F w F

In Spalte 1 bis 4 sind in lexikographischer Reihenfolge alle Belegungen der Variablen
Pus -+, Py aufgefiihrt. Spalte 5 wird aus Spalte 1 durch Anwendung der Negation
gewonnen, ebenso Spalte 6 aus Spalte 2. Spalte 7 entsteht durch Anwendung der
Konjunktion auf Spalte 5 und Spalte 6 usw. Die letzte Spalte enthilt das Endresultat,
d. h. die Wertetabelle der durch den Ausdruck (1) dargestellten Wahrheitefunktion.
Es ist klar, daB man prinzipiell die Wertetabelle jedes Ausdrucks nach dem gleichen
Verfahren berechnen kann, jedoch ist dies fiir hinreichend komplizierte (lange)
Ausdriicke ohne Hilfe der EDV kaum durchfiihrbar.
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Definition 3. Ein Ausdruck H heiBt allgemeingiiltig, wenn Wert(H, f) = W fiir
alle Belegungen f von H gilt. Die Menge der allgemeingiiltigen Ausdriicke wird mit ag
bezeichnet. :

Die Allgemeingiiltigkeit eines Ausdrucks kann man offenbar grundsitzlich durch
Berechnung seiner Wertetabelle nachweisen bzw. widerlegen. Der Leser priife dies
fiir die folgenden Ausdriicke nach.

Beispiel 3. Aligemeingiiltige Ausdriicke sind unter anderen

(P1—>p1),

(prv—1p1),

(P = (P2 > p1})>

(tpr<'P2) > ((Br A PPV (1 P1 A 1 P2))) -

Jeder allgemeingiiltige Ausdruck kann als ein Schema zur Bildung von zusammen-
gesetzten Aussagen aufgefaBt werden, die bei beliebigem Inhalt der verwendeten
Teilaussagen insgesamt stets wahr sind, anders formuliert: Jeder allgemeingiiltige
Ausdruck ist das Schema einer Schar von Aussagen, die allein auf Grund ihrer logisch
sprachlichen Struktur, also unabhingig vom konkreten Inhalt, wahr sind. Das
systematische Aufsuchen derartiger Schemata, spiter die Erfassung und Beschrei-
bung aller derartigen Schemata, gehort zu den dltesten Aufgaben der traditionellen
Logik.

Definition 4. Ausdriicke H;, H, heiB tisch dquivalent, wenn der Ausdruck
(H, « H,;) allgemeingiiltig ist.

Auf Grund des Wertverlaufs der Aquivalenzfunktion &.? sind Ausdriicke genau
dann semantisch dquivalent, wenn fiir jede Belegung f aller in H, und H, insgesamt
vorkommenden Variablen Wert(H,, f) = Wert(H,, f) gilt, d.h., wenn H, und H,,
abgesehen von gewissen eventuell vorkommenden fiktiven Variablen, die den Wert-
verlauf nicht beeinflussen, die gleiche Wahrheitsfunktion darstellen. Die tisch
Aquivalenz von Ausdriicken ist von groBer Bedeutung fiir das richtige logische
SchlieBen, da jedes Paar semantisch équivalenter Ausdriicke die exakte Begriindung
fiir die Gleichwertigkeit zweier extensionaler Aussagenverbindungen liefert. Zum
Beispiel ist die Gleichwertigkeit der Aussagenverbindungen wenn A, so B bzw. nicht
A oder B eine Folge der semantischen Aquivalenz der Ausdriicke (p, — p,) und
(— P1V Ppy) bzw. der Allgemeingiiltigkeit des Ausdrucks ((pl > P (P Vv p,)).
Allgemein ist die intuitiv richitige Anwendung einfacher semantischer Aquivalenzen
ein gewisses Kriterium fiir den Entwicklungsgrad des ,logischen Denkens“. In
komplizierteren Fillen kann jedoch die semantische Aquivalenz auch von erfahrenen
Mathematikern nicht ohne Rechnung erkannt werden.
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Beispiel 4. Paare semantisch dquivalenter Ausdriicke:
—am semantisch dquivalent p,,
(P1 A Py) semantisch dquivalent (pg A Py),
(P1 = Py) semantisch dquivalent (— py = — D),
(P A (s v — py)) semantisch Gguivalent p; .

Bevor wir weitere Beispiele formulieren, sollen einige allgemein iibliche Kl -
sparungsregeln zur Vereinfachung der Schreibweise konkreter Ausdriicke vereinbart
werden.

(a) Die AuBenklammern fertiger Ausdriicke werden weggelassen.
(b) Die zweistelligen Funktionssymbole <>, —, v, A haben in der angegebenen
Reihenfolge zunehmende Bindekraft.

P1 < P2 > Ps bedeutet demnach (p, <> (p, — ps)) und nicht
((151  Py) > Pa)- )
P1 A Ps = Ps V Pu bedeutet demnach ((p; A pg) = (ps v py)) und nicht
(P1 A (Pu - (psV Pa)))o
(c) Konjunktion und Alternative sind assoziativ, d. h.,

((Pl APg) A Ps) semantisch dquivalent (Pl AP A Pa)),
((p1 v Ps) v Ps) semantisch dquivalent (p, v (p, v ps)).

Unter Berufung auf die hieraus folgenden allgemeinen Assoziativgesetze schreiben

wir im folgenden p; A ps A ... A p, statt (p, A (p, A(es A (Paa AP ))) oder einer
semantisch dquivalenten Klammerung, analog p; v p; V ... V Py

a : 1 thioh

(d) Statt der Variablenp; (: =0, 1, 2, 3, ...) ver wir geleg P, q, 1,8 t.

Es sei nachdriicklich betont, daB Zeichenreihen, die unter Verwendung der Regeln
(a) bis (d) geschrieben sind, selbst keme Ausdriicke im Sinne von Definition 1, sondern

diglich b les- und schr Abkiirzung, Icher Ausdriicke sind. Ins-
besondere beziehen sich auch im folgenden allgemeine Betrachtungen (Definitionen,
Siitze usw.) stets auf Ausdriicke im Sinne der Definition 1. Der Leser , riickiibersetze‘
zur Ubung einige der folgenden ,,Ausdriicke* in die unabgekiirzte Form.

Wichtige semantische Aquivalenzen, als allgemeingiiltige Ausdriicke geschrieben,
sind:
P1 APy P2 APy (Kommulativgesetz der Konjunkiion)

PiAP1e Py (Verschmelzungsgeselz der Konjunktion)
VP P v (Kommutativgesetz der Alternative)



PiVPie Py
PiVPsAPs< (P1V D) A (PLV Ps)
PiA(P2VPs)«>P1 AP VPLAP:

(Verschmelzungsgesetz der Alternative)
} (Dristributivgesetze)

= (P1AP) PV P
—1(P1VP) <+ P1 APz } (de Morganache Regeln)
Pr =P P> (Regel der Kontraposition)
(Pr<> Pa) > (P > Po) A (P2 > P1)  (Elimination der Aquivalenz)
PP PV P (Elimination der Implikation)
Pr > (P1 > P2) <> P1 —>P: (Pramissenverschmelzung)
1 —> (P2 = Ps) <> P1 A P2 —>Ps (Primissenverbindung)

— (p; = Pa) <> P2 —> (pr = Pa)  (Primissenvertauschung)

AbschlieBend sei vermerkt, da8 auch die Aquivalenz assoziativ ist:

(1> po) = ps')«» (Pr<> (P2 P3)-

Es sei aber die Warnung angebracht, daB die Schreibweise p, <> p; ++ ps im iiblichen
mathematischen Sprachgebrauch nicht etwa p, < (p; <> ps) bedeutet wie im Fall
der Konjunktion und Alternative, sondern gleich

PiAP: APV — P1A—PrA—Ps
zu setzen ist.

Es wurde schon darauf hmgewlesen, daB ein Ausdruck im wesenthchen nichts
anderes ist als das Sch einer ineinand hachtelten Aussagenverb
Insbesondere lmnn man sich fiir die in einem Ausdruck vorkommenden Vamblen

solche A tzt denk die ihrerseits nach einem durch einen Ausdruck
beschreibbaren Sche genlogisch gesetzt sind. D h muB
gelten:

Satz 1. Sind H, und H, beliebige Ausdriicke, so ist die Zeichenreihe Sub(H,, p;, Hy),
die aus H, entsteht, indem man die Variable p; an allen Stellen thres Vorkommens in H,
durch H, ersetzt, ebenfalls evn Ausdruck Hs. Ist f eine Belegung von H, so sei f’ die durch

" _ Wert(H,, f)
fpy) = { fo)
definierte Belegung. Dann gilt
We't(s”b(ﬂh Pis Hy), /) = Wert(H,, }'). 2)

Einen exakten Beweis dieses anschaulich recht klaren Satzes kann man unter
Benutzung von Definition 1 durch Induktion iiber die Kompliziertheit von H,
fiihren : Es sei zuniichst H, eine ei Variable p;. Falls p; gleich der zu ersetzenden

fiir v=7,
sonst
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Variablen p; ist, ist Sub(H,, p;, Hy) = H, und Wert(H,, /) = f'(p;) = Wert(H,, [’)
fiir jede Belegung f von H,. Im Fall j == < ist Sub(H;, p;, H,;) = H, und Wert(H,, f)
= f(p;) = /'(p;) = Wert(H,, }') fiir jede Belegung f von H,. Es sei nun Hy, = — H,
und der Satz fiir H, schon (bei beliebigem p; und H,) bewiesen. Zunichst ist

Sub(Hy, pi, Hy) = — Sub(H,, p;, H,).

Da nach Vomussetzting Sub(H,, p;, H,) ein Ausdruck ist, trifft dies daher auch auf
Sub(H,, p, H,) zu, und f ist genau dann eine Belegung des einen dieser Ausdriicke,
wenn f auch Belegung des anderen Ausdrucks ist. Es sci nun f einc solche Belegung.
Da (2) nach Voraussetzung fiir H, gilt, ist

Wert(Sub(H,, pi, Ha), f) = Wert(— Sub(H,, p;, H,), /)
= @5} Wert(Sub(H,, p;, Hy), /)

= @y (Wert(H,, [')) = Wert(— H,, ')

= Wert(H,, f').

Folglich ist der Satz fiir Hy bewiesen.

Es sei nun Hy = (H, A H,’) und der Satz fiir H, und H,’ bei beliebigem f und H,
bewiesen. Offenbar ist Sub(Ho, p;, Hy) gleich (Sub(H,, pi, Hy) A Sub(Hy', p;. Ha)),
und folglich ein Ausdruck. (Hier erweist es sich als zweckmifBig, daB wir bei der
Formulierung des Satzes das Vorkommen von p; in H, nicht verlangt haben. Einc
Variable p;, die in H, vorkommt, mu8 nicht in H, und in H,’ vorkommen.) Es sei
nun Hj ein beliebiger Ausdruck, f eine Belegung von Sub(H,, p;, H,). Dann ist f auch
Belegung von Sub(H,, py, H,) und von Sub(H,’, p;, H,), und es gilt

Wert(Sub(H,, pi, Hy), f). .
= ¢,'( Wert(Sub(H,, p;, Hy), /), Wert(Sub(H,’, p;, H,), /))
= ONWert(H,, /'), Wert(Hy', [)) = Wert((H, A Hy'), ')
= Wert(H,, ).
Fiir die restlichen Fille verliuft der Beweis vollig amalog.
Aus Satz 1 folgt unmittelbar

Satz 2. Ist H, ein allgemeingiiltiger Auadrwic, 80 1st fiir beliebige Variablen p; und
Ausdriicke Hy der Ausdruck Sub(H,, pi, H,) ebenfulls allgemeingiiltig.

Als Bpezialfall von Satz 2 ergibt sich weiter

Satz 3. Sind H, und H, semantisch iquivalent, so sind fiir beliebige Variablen p;
und Ausdriicke H, die Ausdriicke Sub(H,, p;, Ho) und Sub(H,, pi, H,) ebenfalls seman-
tisch dquivalent.
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Zum Beweis von Satz 3 hat man auBer Satz 2 und Definition 4 nur die offenbar
richtige Gleichung

Sub((H, « Hy), pi, Ho) = (Sub(H,, pi, Ho) < Sub(H,, p;, Hy))

fiir Zeichenreihen zu benut:

Satz 4. Sind H, und H, tisch dquivalent und entsteht die Zeichenreihe H,
dadusrch aus dem Ausdruck Hy, daf man em Vorkommen von H, in Hy durch H, ersetzt
(d. h., es gibt Worter P, Q, so daff Hy = PH,Q und H, = PH,Q), so ist H, ein zu H,
semantisch dquivalenter Ausdruck.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Spezialfall H, = Hy. Dann ist H, = H,
und folglich H, ein zu H, semantisch iquivalenter Ausdruck. Der allgemeine Fall
wird nun durch Induktion iiber die Kompljzierthéit. von H, bewiesen. Ist Hj eine
einzelne Variable, so tritt der Spezialfall ein. Der Satz gelte schon fiir einen Ausdruck
Hj, und H, sei ein Teilausdruck von — Hy. Dann ist H, Teilausdruck von Hj, und
nach Induktionsannahme entsteht durch Ersetzen von H,; durch H, in H; der zu H;
scmantisch dquivalente Ausdruck H,. D h entsteht durch Ersetzung von H, in
—+ Hy der zu — H, semantisch équivalente Ausdruck — H,. Gilt der Satz schon fiir
Ausdriicke Hy', Hy"", 8o ist ein Teilausdruck H, von (Hy' o Hy”') (wobei o eines der
Zeichen A, v, —, <> bedcutet) entweder gleich dem G tausdruck (Spezialfall)
oder einem Teilausdruck von H;' oder einem Teilausdruck von H;”. In den letzten
beiden Fillen schlie8t man analog zum Fall — Hy weiter.

Satz 4 bedeutet, daB man jedes Paar semantisch équivalenter Ausdriicke als
Regel zur schrittweisen semantisch dquivalenten Umformung beliebiger anderer
Ausdriicke auffassen kann. Insbesondere gestatten z. B. die bereits als Eliminations-

1

regeln bezeichnet ti Aquival

(P1 <> Pa) < (P1 > Pa) A (P2 > P1),
(Pr—>P) > PV Py,
die auf Grund von Satz 2 auch als Schemata
(Hy <> Hy) «> (Hy - Hy) A (H, > H,),
(Hy - Hy) > — H, v H,
geschrieben werden kénnen, die sohrittweise Umformung eines beliebigen Ausdrucks

H in einen zu H semantisch dquivalenten Ausdruck H', in dem die beiden Zeichen «
und — niclit mehr vorkommen. Ferner folgt aus der ersten de Morganschen Regel

—(P1AP) > PV Pe @)
die Eliminationsregel

PiAPre> (= P1V D), 4



32 2. Aussagenlogik

h

analog folgt aus der zweiten de Morg; Regel

P1VPs+ — (1 P1A—Pa)-

(Die Allgemeingiiltigkeit von (4) kann man natiirlich direkt mittels der Wertetabelle
erschlieBen. Wenn wir hier formuliert haben, daB (4) aus (3) folgt, so bedeutet dies
ausfiihrlich: Da p <> — — p allgemeingiiltig ist, ist nach Satz 2 auch

PiAPr<> 1 (P1APs) ) (5)
allgemeingiiltig. Ersetzt man hierin nach Satz 4 den Teilausdruck — (p; A p,) durch
den laut (3) semantisch dquivalenten Ausdruck — p; v — p,, 8o erhélt man einen zu
(8) tisch dquivalenten, mithin wieder allgemeingiiltigen Ausdruck (4).)

Folgerung. Jede durch Superposition aus den fiinf hier betrachteten Grundfunkti
darstellbare Wahrheitsfunktion lift sich allein mittels Negation und Konjunktion und
allein mattels Negation und Allernative erzeugen.

23. Normalformen

Es bleibt zu zeigen, daB die fiinf betrachteten Grundfunktionen ausreichen, um jede
Wahrheitsfunktion beliebiger Stellenzahl durch Superposition zu erzeugen. Zu diesem
Zweck betrachten wir Normalformen.

Ein Ausdruck der Form H; A Hy A ... A H,, wobei fiir 7 =1, 2,...,n jeder der
Ausdriicke H; (unabhiingig von den anderen) entweder gleich p; oder gleich — p; ist,
heiBt eine Elementarkonjunkiion in den Variablen p,, ..., p,. Es sind zum Beispiel
P1 A— Ps A Ps, P1 A — P2 A — Ps Elementarkonjunktionen in den Variablen p,, p;, ps-
Offenbar gibt es fiir » = 1 genau 2" verschiedene Elementarkonjunktionen in den
Variablen py, ..., p,, und wie man durch Induktion iiber n leicht bestitigt, nimmt
jede El tarkonjunktion fiir genau diejenige Belegung ihrer Variablen den Wert W
an, die jeder giert vork den Variablen den Wert W.und jeder negiert vor-
kommenden Variablen den Wert F zuordnet. Man kann also einer Elementarkon-
junktion sofort ihren vollstindigen Werteverlauf ansehen und umgekehrt zu jeder
Wahrheitsfunktion, die genau einmal den Wert W annimmt, sofort eine sie dar-
stellende Elementarkonjunktion aufschreiben. Zum Beispiel entsprechen sich auf
diese Weise die durch

L4

i P+ P P P

W W ' F W F w
sonst F

gegebene Wahrheitsfunktion @ und die Elementarkonjunktion

PiAPt A P3s APy A—Pse
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Sind E, und E, verschiedene Elementarkonjunktionen in den Variablen py, ..., p,,
sosei E; < E,, falls an der ersten Stelle von links, an der sich E, und E, unterscheiden,
die negierte Variable in E, und die unnegierte Variable in E, steht. (Das entspricht
einer ,lexikographischen‘ Ordnung nach der Vorschrift ,,unnegiert vor negiert*.)

Ein Ausdruck heiBt eine (eigentliche) kanonische alternative Normalform (kurz aNf),
wenn er die Form E,v E;v...v E; (k = 1) hat, wobei E,, ..., E, paarweise ver-
schiedene Elementarkonjunktionen in den gleichen Variablen sind und E; < E; fiir
1 £ ¢ < j £ kgilt. Neben den eigentlichen aN{ bezeich wir auch den Ausdruck
PiA—P1V P2 A—Ps V...V Py A— D, 818 (uneigentliche) aNf in den Variablen py, ..., p,.
Dann gibt es offenbar fiir beliebiges n = 1 insg t genau 2% aNf in den Variablen
p tERERE] Pﬂ'

Sind Hj, ..., H, beliebige Ausdriicke, so gilt, wie man leicht durch Induktion iiber
k bestiitigt, fiir beliebige Belegungen f des Ausdrucks H, v H, v ... v H, genau dann

Wert(H,v Hyv...vH,, ) =W,

wenn Wert(H,, f) = W fiir wenigstens einen der Ausdriicke H,, ..., H, gilt.

Unter Beriicksichtigung des bereits diskutierten Wertverlaufs der Elementar-
konjunktionen folgt hieraus sofort:

Jede eigentliche aNf E, v Ey v ... v E, wird fiir genav diejenigen k Belegungen wahr,
bei denen jeweils eine der ElementarRonjunktionen E,, ..., E, wahr wird. Die uneigent-
liche aN| (und nur diese) nimmi bet jeder Belegung threr Variablen den Wert F an.

Folglich kann man zu jeder Wahrheitsfunktion beliebiger Stellenzahl sofort eine
sie darstellende aNf aufschreiben und umgekehrt von jeder aNf ohne besondere
Rechnung sofort ihren vollstindigen Werteverlauf ablesen. Die Zuordnung zwischen
den n-stelligen Wahrheitsfunktionen und den sie darstellenden aNf ist eineindeutig.
Zum Beispiel entsprechen sich die aNf

PiAP:APsVPiATPeA—1PsV A Pi AP A Ps

und die Funktion

)21 P Ps Pros®
w w W w
w F F w
F w F w
sonst ¥

Folgerung. Jede Wahrheitsfunktion ist als Superposition von Negation und Kon-
Junktion bzw. von Negation und Alternative darstellbar. (Man kann ja wahlweise noch
die Konjunktion oder die Alternative aus den aNf eliminieren.)



34 2. Aussagenlogik

Wir zeigen abschlieBend, daB eine geeignet gewihlte Wahrheitsfunktion allein
ausreicht, um die Negation und Konjunktion und damit alle Wahrheitsfunktionen
auszudriicken. Um diesen Sachverhalt méglichst kurz und iibersichtlich formulieren
zu konnen, denken wir uns das Zeichen | als Operationssymbol fiir die Funktion
&,* (weder noch, Nicodsche Funktion) genommen und die Definition der Ausdriicke
entsprechend erweitert. Dann ist offenbar

— p semantisch dquivalent p | p,
P A Q semantisch dquivalent —p | — q;
folglich gilt

P A q semantisch dquivalent (p | p) | (| q).

Dem entspricht die logische Gleichwertigkeit der Aussagenverbindungen 4 und B
und weder (weder A noch A) noch (weder B noch B).

Aufgaben. 1. Man zeige, daB auch die' Funktion ®,* (Sheffersche Funktion)
allein zur Erzeugung von Negation und Konjunktion geniigt.

2. Unter Benutzung der Assoziativgesetze fiir Konjunktion, Alternative und Aqui-
valenz charakterisiere man jeweils die Gesamtheit aller durch eine dieser Funktionen
allein erzeugbaren Wahrheitsfunktionen und folgere daraus, daB keine dieser Funk-
tionen allein zur Erzeugung aller Wahrheitsfunktionen auereicht.

3. Durch Vertauschen der Operationssymbole A und v entstehen aus den Begriffen
Elementarkonjunktion bzw. (eigentliche und uneigentliche) kanonische alternative
Normalform die Begriffe El tarallernative bzw. (eigentliche und igentliche)
kanonische konjunktive Normalform. Man zeige, daB jede thrheltsfunktlon auch auf
genau eine Weise durch eine kanonische konjunktive Normalform dargestellt werden
kann.

4. Durch systematische Anwendung von semantisch équivalenten Umformungen
kann man jeden Ausdruck schrittweise in die ihm dquivalente aN/ uberfuhren
Man eliminiere zunichst alle Symbole «» und —, treibe die Negati ittel
der de Morganschen Regeln so weit wie méglich nach innen, lmm doppelte Nega-

tionen, verwandle den erhaltenen Ausdruck durch Anwendung des entspr
Distributivgesetzes in eine Alternative von Konjunktionen, ordne die erhaltenen
Konjunktions- und Alternativglieder mittels K tativ- und Assoziativgeset;

in der gewiinachten Reihenfolge, verschmelze dabei doppelt auftretende Glieder und
fiille fehlende Variablen mittels der Regel

+ PoPAQVPA—G

auf. Der Leser baue diese Andeutungen zu einem allgemeinen Verfahren aus und
wende gs auf Beispiele.an.



3. Strukturen und formalisierte Sprachen

3.1.  Kartesische Produkte, Relationen und Operationen

Das aus beliebigen Dingen 2z, ..., z, gebildete n-Tupel (z,, ..., z,) ist in dhnlicher
Weise ein gedankliches Objekt wie z. B. die Menge {z,, ..., z,}. Fiir den praktischen
Gebrauch der n-Tupel ist nur die Voraussetzung wesentlich, daB die n-Tupel folgende
Grundeigenschaft besitzen: .
(Z1, 0005 Xa) = (%) +++, Yn) genau dann, wenn z; = y; (t = 1, ..., n). 1)
Die These, daB der Mengenbegriff allein ausreicht, alle in der Mathematik vorkom-
menden Begriffe zu definieren, erfordert es, im jeweils gewihlten System der Mengen-
lehre fiir jede natiirliche Zahl n = 2 eine n-stellige Operation zu definieren, di¢ je n
Dingen eine Menge (zy, ..., z,) 80 zuordnet, daB (1) erfiillt ist. Dies ist stets méglich,
jedoch im allgemeinen auf sehr viele verschiedene Arten, so daB jeder mengentheore-
tischen n-Tupel-Definition eine gewisse Willkiir anhaftet.

Sind M,,..., M, beliebige Mengen (n = 2), 8o sci
My XXM, :={(®,...,25): 2 € My und'... und z, € M,}.
Die so definierte Menge M, X --- X M, heift kartesisches Produkt (auch Kreuz-
produkty der Mengen M,, ..., M,. Insbesondere sei
M =M, M :=MX--XM firnz=2.
ARG
n-mal
Sind M,, ..., M, beliebige nichtleere und paarweise disjunkte Mengen (n = 1),
8o verstehen wir unter einer Relation ¥m Bereich der Mengen M, ..., M, eine beliebige
Teil ge eines kartesischen Produkts der Form M X M X .- X M;, wobei
m2=1,17,€(1,...,n} fir g =1, ..., mist. Dabei heiBt dasm-Tulpel (3,, ..., i) Vvon
natiirlichen Zahlen der T'yp der Relation und die Zahl m die Stellenzahl der Relation.
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Relationen im Bereich einer Menge M und nur solche sind allein durch ihre Stellen-
zahl charakterisiert. Eine solche Relation R ist einfach eine Teilmenge von M™ und
wird kurz als m-stellige Relation in M bezeichnet.

Beispiel 1. Es sei M, die Menge aller Punkte und M, die Menge aller Geraden
einer beliebigen fest gewiihlten euklidischen Ebene. Ferner sei

Riy; = {(, 23): 7, € M, und z, € M, und z, liegt auf z,}, .

Ri = {(Z1, T3, T3): Ty, Xy, T3 € M, und z, liegt zwischen x, und
zy (auf der Strecke x,z,)},

Riong := (21, 23, 25, 7,): 2y, 25, X3, T4 € M, und die Strecke z,25
18t kongruent der Strecke xyx,),

Rpar := (21, 23): 2, 3 € M,y und =, st parallel zu 5:,],
Rorta 1= ((®1, 73): %y, 73 € My und x, steht senkrecht auf z,}.

Die angegebenen fiinf Mengen sind Relationen im Bereich der Mengen M,, M,.
(In konkreten Fillen wie dem vorliegenden sagen wir z. B. auch: Relationen im
Bereich der Punkte und Geraden der betrachteten Ebene.) R;,, ist eine zweistellige
Relation vom Typ (1, 2) und heiBt in der Geometrie Inzidenzrelation. R,,; ist eine
dremtelhge Relation vom Typ 1,1, 1) (d. h. eine drelsbell.\ge Relation in M,) und
heiBt in der G trie I Riong ist eine vierstellige M,-Relation und
wird in der Geometrie als (Strecken-) Kongruenz bezeichnet. Ry, und R,y sind
zweistellige Relationen in M, (d. h. vom Typ (2, 2)).

Sind M, ..., M,_ irgendwelche (nicht notwendig verschiedene) der nichtleeren
und paarweise disjunkten Mengen M|, ..., M,, 8o heiBt eine beliebige Abbildung
(Zuordnung) «, die jedem Element der Menge M, X --- X M, einen der beiden
Wahrheitswerte W, F zuordnet, ein m-stelliges Attribut (in manchen Biichern auch
Priidvkat) vom Typ (3y, ..., 1) im Bereich der Mengen M, ..., M,. Ist « ein Attribut
vom Typ (3), ..., tw) im Bereich der Mengen M,, ..., M,, so ist offenbar die durch

R, = (@1, .ees ¥m): a(@y, +00, Zn) = W)

definierte Menge eine Relation vom Typ (%, ..., %) im Bereich der Mengen M,, ..., M,.
Ist umgekehrt R eine beliebige solche Relation, so ist die durch

\

W, falls z,, ..., z0) € R,
OR(Zyy ooy Ty) 1= F, falls (z,, ..., z,) € (M;IXW XM;_)\R,

definierte Abbildung «p ein Attribut vom Typ (3, ..., %) im Bereich der Mengen
M, ..., M,. Dabei gilt R, = R und ap, = .

Demnach entsprechen Relationen und Attribute’ einander umkehrbar eindeutig.
In gewisser Weise ist ein Attribut nichts anderes als die charakteristische Funktion
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einer Relation. Beide Begriffe stellen im wesentlichen die gleiche Art von Sachver-
halten dar und werden hiufig nebeneinander benutzt bzw. gar nicht streng unter-
schieden. Wir werden im folgenden stets den Relationsbegriff benutzen.

Ist F eine Relation vom Typ (3, ..., im, j) im Bereich der Mengen M,,..., M,
mit der Eigenschaft, daB es zu jedem (z,, ..., z,) € M, X .- X M, hochstens ein
y € M;mit (2,, ..., Zy, y) € F gibt, so heiBt F eine m-stellige partielle Operation vom
Typ (%, -.., im; j) tm Bereich der Mengen M, ..., M,. Stdtt (z,, ..., z,, y) € F schrei-
ben wir in diesem Fall y = F(z,, ..., z,,).

Der 8o definierte Begriff der (partiellen) Operation ist inhaltlich identisch mit den
Begriffen Funktion bzw. Abbildung. Welche dieser Bezeichnungen jeweils benutzt
wird, hingt vor allem von gewissen Traditionen ab. Insbesondere spricht man in der
Algebra vorwiegend von Operationen, in der Geometrie vorzugsweise von Abbildun-
gen usw.

Fiir eine partielle m-stellige Operation F sei
Dy := {(xy, : Zp): s gibt ein y mit (z,, s Ty y) € F)
der Definitionsbereich von F,
Wp:={y:esgibt z,, ..., x, mit (z,, ..., Zpy, y) € F}

der Wertebereich von F. Ist Dp = M; X --- X M, fiir eine Operation F vom Typ
(%1, +++, i3 §) im Bereich der Mengen M,, ..., M,, so bezeichnen wir F als eine volle
Operation. Meist werden wir im folgenden die Beiworte voll bzw. partiell fortlassen
und nur in besonderen Fillen ausdriicklich darauf hinweisen, da eire Operation
voll oder (echt) partiell ist.

Beispiel 2. Es seien M,, M, die in Beispiel 1 betrachteten Mengen. Ferner sei

Fiin 1= ((2), Zg, %3): 21, X3 € M und 23 € M, und 2, & x und z,
liegt auf xy und x, liegt auf z},

Fio 1= {(®1, 23, 23): 7 € M, und 2,, 23 € M, und z, legt auf x5 und z,
8steht senkrecht auf zg).

Fy;y und Fy, sind dreistellige Relationen im Bereich der Mengen M,, M,. Zugleich
ist F;, eine zweistellige echt partielle Operation vom Typ (1, 1;2) und F;, eine
zweistellige volle Operation vom Typ (1, 2; 2). Beim Ubergang von der Relations-
zur Operationsschreibweise bedeutet F4(x;, ;) diejenige Gerade, die durch die
beiden (als verschieden vorauszusetzenden) Punkte z,, z; geht und Fu(z,, z,) die-
jenige Gerade, die durch den Punkt z, geht und auf der Geraden z, senkrecht steht.
Offenbar ist

Dy, = (%1, %a): 21, 7 € My und 2, + 33}, Wp, = M,,
Dy, = MyX My, Wy =M,
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3.2.  Strukturen

Unter einer n-sortigen Struktur (n = 1) verstehen wir ein (n + m + I + p)-Tupel
der Form

(Mo ooy M5 0150205 0m3 @15 o005 P13 V15 +o05 Vo) (1)

wobei M,, ..., M, nichtleere und paarweise disjunkte Mengen, g,, ..., on Relationen
im Bereich der Mengen M,,..., M,, ¢y, ..., ¢; partielle Operationen im Bereich

dieser Mengen und y,, ..., y, gewisse Elemente der Menge U M, sind. Die Mengen

=1

M,, ..., M, heiBen die Grundbereiche (auch Grundmengen) der Struktur. Im konkreten
Fall kann jede der Zahlen m, I, p gleich Null sein. Jedoch soll m + I > 0 sein. Struk-
turen, die durch m = 0 gekennzeichnet sind, werden hiufig als (universelle) Algebren
bezeichnet. In letzter Zeit wird diese Bezeichnung auch schon gleichbedeutend mit
dem hjer definierten Strukturbegriff gebraucht. Strukturen mit ! = p = 0 wurden
eine Zeitlang mit dem heute nicht mehr gebriuchlichen Namen Relativ bezeichnet.
Da jede k-stellige partielle Operation eine spezielle (k 4 1)-stellige Relation ist und
jede der Konstanten y, (x = 1, ..., p) einer Struktur auch durch die einstellige Rela-
tlon {yx) beschrieben werden kann ist der Spezialfall ,Relativ*‘ des Strukturbegriffs

tlich genauso al in wie der Strukturbegriff. Man kann sich sogar auf die
Betrachtung elnaortlger Strukturen beschriinken, indem man aus den ursprunghchen

Grundbereichen M,,..., M, den einheitlichen neuen Grundbereich M = U M,

-1
bildet und die Mengen M,, ..., M, als in ihm gegebene einstellige Relationen (so-
genannte Sortenpridikate) auffaBt. Fiir die meisten gegenwirtigen Anwendungen
erweist sich jedoch der Strukturbegriff in der oben eingefiihrten Form als am zweck-
miBigsten.

Ist y, € M, 80 bezeichnen wir y, als eine Konstante vom Typ (; j). (Die Bezeichnung
(j) konnte mit dem Typ einer einstelligen Relation verwechselt werden.) Aus der
Gesamtheit aller Typen der zur Struktur (1) gehorigen Relationen, Operationen und
Konstanten und der Sortenzahl kann man nun den Typ der Struktur (1) wie folgt
bilden:

(n; Typler), .-, Typlem)s Typ(@r), «--r Typl@s); Typ(), ---, Typ(yy))-

Fiir einsortige Strukturen liBt sich diese Angabe wieder wesentlich vereinfachen,
da der Typ einer solchen Struktur bereits villig durch die Stellenzahl der Relationen
und Operationen und die Anzahl der Konstanten gekennzeichnet ist.

Beispiele.
1. Die natiirlichen Zahlen bilden unter anderem die Struktur

RN = (N; 015 @1, @2 Y1, 72)
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Dabei ist N die Menge der natiirlichen Zahlen, g, die iibliche Ordnung der Menge N,
d. h. eine zwelstelhge Relatlon in N; @, bzw. @, bezeichnen die Addition bzw. Multi-
plikation in N, d. h. tellige Operati in N; y, bezeichnet die Zahl Null,
ys die Zahl Eins. Vom gleichen Typ wie die Struktur N ist z. B. jeder geordnete
Kérper. Ein solcher wird bekanntlich durch eine Grundmenge K, eine in K definierte

istellige Ordnungsrelation, zwei in K definierte zweistellige Operationen (Addi-
tion und Multiplikation) und die neutralen Elemente beziiglich Addition und Multi-
plikation gegeben.

2. Bei einem axiomatischen Aufbau der ebenen euklidischen Geometrie nach dem
Vorbild HriLBERTS?) kann man euklidische Ebenen als gewisse Strukturen der Form

(My, My; Rinzy Rogis Riong)

charakterisieren, wobei die einzelnen Bestandteile die in Abschnitt 3.1., Beispiel 1,
eingefiihrte Bedeutung haben. Demnach sind euklidische Ebenen gewisse Strukturen
vom Typ (2;(1,2),(1,1,1),(1,1,1, 1)).
3. Ein Vektorraum % iiber einem Kérper K als Skalarbereich ist eine Struktur Yom
Typ
(2;:(1,151), (2,15 1), (2, 2; 2), (2, 2; 2); (51), (52), (;2))- (2)

Aus (2) kann man ablesen: Es gibt zwei Grundbereiche (ndmlich die Menge M, der
Vektoren und die Menge M, der Skalare), keine Relationen, eine zweistellige Opera-
tion in M, (die Vektoraddition), eine Operation, die je einem Skalar und einem Vektor
einen Vektor zuordnet (die Skalarmultiplikation), zwei zweistellige Operationen in M,
(die Addition und Multiplikation der Skalare untereinander), schlieBlich einen aus-
gezeichneten Vektor (den Nullvektor) und zwei ausgezeichnete Skalare (Null- und
Einselement des Skalarkorpers).

Um Aussagen iiber Strukturen eines bestimmten Typs formulieren zu konnen,

benétigt man eine geeignete Sprache. Wesenthche Bestandteile einer solchen Sprache
sind:

(a) Fiir Dinge jeder Sorte benétigt man einen Vorrat von Variablen, der abziahlbar

sein soll, um endliche Aussagen beliebiger Linge bzw. Kompliziertheit formulieren
zu kénnen.

Zum Beispiel verabredet man in der Geometric, Punkte mit groBen Buchstaben
A,B,C,...,Py, P, P,, ... (eventuell mit Indizes) und Geraden mit kleinen Buch-
staben g, h,a,b, ..., g, g, g, ... (eventuell mit Indizes) zu bezeichnen. In der
linearen Algebra benutzt man kleine lateinische Buchstaben zur Bezeichnung von
Vektoren und kleine griechische Buchstaben zur Bezeichnung von Skalaren oder

1) Vgl. [16].
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(vor allem in ilteren Biichern) kleine Frakturbuchstaben fiir Vektoren und kleine
lateinische Buchstaben fiir Skalare.

(b) Zur Bezeichnung einer k-stelligen Relation benétigt man eine k-stellige Aus-
sageform. Dabei verstehen wir unter einer k-stelligen Aussageform ein sprachliches
Gebilde mit k Variablen, das jedesmal dann, wenn fiir jede diescr k Variablen der
Name eines bestimmten Objekts aus dem zu dieser Variablen gehorigen Grundbereich
eingesetzt wird, zu einer Aussage wird.

Zum Beispiel wihlt man in der Geometrie zur Bezeichnung der vierstelligen Punkt-
relation Ry,,, das Zeichen =~ mit der Verabredung, da8 sich davor und dahinter je
zwei Leerstellen fiir Punktvariablen befinden, d. h., man bildet die Aussageformen
AB =~ CD, AP = PQ, PP, o P,P; usw. Die Zeichenreihe AB ~ CD wird hiufig
filschlich als A ge angesehen. Sie ist jedoch weder wahr noch falsch, solange man
A, B, C und D nicht als Bezeichnungen ganz bestimmter Punkte auffaBt. Soweit
A, B, C, D als Punktvariablen benutzt werden, ist die Zeichenreihe AB >~ CD eine
Aussageform im oben definierten Sinn. Andere Beispiele fiir Aussageformen zur
sprachlichen Bezeichnung von Relationen sind

g || h zur Bezeichnung der Parallelititsrelation Ry,

m < n zur Bezeichnung der Ordnungsrelation fiir natiirliche Zahlen,
A auf g zur Bezeichnung der Inzidenzrelation R;,,,

A zwischen B und C zur Bezeichnung der Zwischenrelation R,,;.

() Fiir jede Operation benétigt man ein Operationssymbol (das auch aus mehreren
getrennten Zeichen bestehen kann) nebst der Verabredung iiber die Plitze, an denen
die jprechenden Variablen stehen sollen. Fiir zweistellige Operationen verwendet
man tr

diti 4B Zeichen wie +, —, -, :, X, 0 mit der Verabredung, daB die
Variable fiir das erste Argument davor und die fiir das zweite Argument dahinter
stehen soll. Eine bei beliebiger Stellenzahl anwendbare Art, eine Operation zu kenn-

ichnen, ist das vorangestellte Operatic ichen, etwa F, @, 8, mit in Klammern
emgeschlossenen und durch Komma getrennten nachgestellten Variablen, belsplels-
welse F(x,y,z), G(x), B(M). Wir erwihnen noch das nachgestellte Operati h

’ zur Bezeichnung der einstelligen Nachfolgeroperation im Bereich der natiirlichen
Zahlen, wobei also n’ den Nachfolger der durch » bezeichneten Zahl darstellt. SchlieB-
lich haben auch gewisse Wortkombinationen der Umgangssprache den Charakter von
Operationssymbolen, z. B.

— das Lot von P auf g (wofiir man, um den Operationscharakter deutlicher zu
hen, Lot (P, g) schreiben kénnte),
—. die Parallele zu g durch P (wofiir man, auch zwecks Abkiirzung, Par(g, P) oder
éhnlich schreiben kann),
— das Produkt von x und y (wofiir sich bereits zu einem friihen Zeitpunkt symbo-
lische Abkiirzungen, die gleichzeitig das Wesen der Sache verdeutlichen, heraus-
bildeten).
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(d) Zur Bezeichnung einer Konstanten einer Struktur benétigt man eine spezielle
Zeichenreihe oder einen einzelnen Buchstaben, die natiirlich von den verwendeten
Variablen verschieden sein miissen.

Von dieser Art sind z. B. allgemein bekannte Symbole wie 0, 1, e (fiir das neutrale
Element einer Gruppe). Grundsitzlich sind auch alle Eigennamen der na.turl.lchen
Sprachen wie Euklid, Nero, Goethe von dieser Art.

Im nichsten Abschnitt werden wir so allgemein wie méglich diejenige Sprache
beschrelben, die durch die Wahl der in (a) bis (d) genannten Bestandteile implizit
bereit deutig bestimmt ist. Eine solche Sprache bezeichnet man als eine formali-
sterte (pradzkalenlogwche) Sprache. Um die Beschreibung einer beliebigen formali-
sierten Sprache, die ohnehin recht kompliziert ist, nicht noch weiter zu erschweren,
wollen wir dabei annehmen, daB die Bestandteile (a) bis (d) in einer normierten Form
gewihlt sind. Wer die Definition der formalisierten Sprachen in dieser normierten
Form verstanden hat, wird sie leicht auf solche Fille abwandeln kénnen, in denen
die Bestandteile (a) bis (d) unter Beriicksichtigung von Traditionen und gedéchtnis-
stiitzenden Symbolen variabler gehandhabt werden. So erweist sich, daB — eventuell
nach geringen Korrekturen — jede in einem genau abgegrenzten Gebiet der Mathe-
matik benutzte Sprache im wesentlichen eine formalisierte Sprache ist.

3.3.  Formalisierte Sprachen

Eine Basis B einer formalisierten Sprache ist ein System (n; B,, By, B,), bestehend
aus einer natiirlichen Zahl n > 1 (der Sortenzahl), einer Menge B, von Relations-
symbolen, einer Menge B, von Operationssymbolen und einer Menge B, von Kon-
stantensymbolen. Jedes Relationssymbol hat die Form R, wobei die obere
Indexkombination als T'yp des Symbols bezeichnet wird und den Typ der bezeichne-
ten Relation angibt, wilhrend der untere Index zur Unterscheidung bzw. Aufzihlung
aller Elemente von B, dient. Jedes Operationssymbol hat die Form F w4 und
jedes Konstantensymbol die Form ¢/, wobei die unteren und oberen Indizes jeweils
die analoge Rolle spielen wie bei den Relationssymbolen. Ist » der erste Bestandteil
der Basis B, so miissen alle als obere Indizes auftretenden natiirlichen Zahlen ¢,
bzw. j kleiner oder gleich n seiy.

Ist B eine Basis, so besteht das Grundalphabet A der durch B bestimmten Sprache
aus den Elementen von B, u By u B, sowie aus den Zeichen zf (1 <j<n,1=0),
=, 4, AV, >, o, AV, ((Klammer auf), ) (Klammer zu) und , (Komma). Dabei sind
die Variablen z, und die Elemente von B, u By u B, trotz der Indizes jeweils als ein
Buchstabe anzusehen. Aus der Wortmenge W(A) sondern wir durch induktive Defi-
nitionen zunichst die Mengen 7" (1 < » < n) und danach die Menge S aus. Die
Elemente von T’ heiBen Terme der Sorte » und werden sich als Formeln zur Be-
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zeichnung von Dingen der Sorte » in denjenigen n-sortigen Strukturen erweisen, auf
die sich die zu beaéhreibende Sprache bezieht. Die El te von S heiBen Ausdriicke
und werden sich als Aussageformen bzw. Aussagen in bezug auf die genannten Struk-
turen erweisen. Die Menge S heiBt die durch die Basis B definierte formalisierte
pridikatenlogische Sprache (kurz Sprache).

Definition 1.

(a) x;f e T! Z=0,1<j<n);

(b)efe T (cf € Be);

(c) Ist Fiivwtsit € By und t, € Tt fiir x = 1, ..., k, 80 ist
Fiheinid(ty, .., t) € TY.

Definition 2. Die Variable x;f kommt in der Zeichenreihe Z € W(A) vollfre: vor,
wenn x;! in Z vorkommt, jedoch die Zeichenreihen A x;/ und V x;f nicht in Z vor-
ke H(x,/) bezeichnet stets einen Ausdruck, in dem die Variable x;/ vollfrei
vorkommt.

Definition 3.
(a) Ist Rfveete € B und t, € T fiir x = 1, ..., k, so ist

Rifuia(ty, ..., t;) € S.

(b) Ist ty € T4 und ty € T fiir ein j < m, soist t, = by € S.

() Tst He S, s04st — H e S; sind Hy, Hy € S, s0at (H, A Hy) € S, (H, v Hy) € S,
(H, - H,) € S und (H, ~ H,) € 8.

(d) Ist H(x;!) € S und kommt x;! vollfrei in H(x,) vor, 86 st A xJH(x;!) € S und
V x/H(x;!) € S.

Der Ausdruck A x;/H(x;!) ist zu lesen: Fiir alle x,/ gilt H(x;). Der Ausdruck
V x/H(x,f) ist zu lesen : Es gibt ein x,/ mit der Eigenschaft H(x,). Den Ubergang von
einem Ausdruck H(x;f) zu einem der Ausdriicke A x;/H(x;f) bzw. V x;fH(x,!) bezeich-
net man als Quantifizierung, wobei man genauer im ersten Fall von Generalisierung,
im zweiten Fall von Partikularisierung spricht.l) Der Sinn der iibrigen Bestandteile
der Definitionen 1 und 3 diirfte nach den vorangegangenen Erklirungen bereits
anschaulich klar sein. Insbesondere vergleiche man Definition 1 mit der Definition
der aussagenlogischen Ausdriicke, die vom jetzigen Standpunkt aus eigentlich Terme
einer einsortigen Sprache mit den Variablen p; und den (ein- bzw. zweistelligen)

1) In der Literatur sind auch andere Symbole gebriuchlich, vor allem Vx und (x) statt Ax,
3x statt Vx.
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Operationssymbolen —, A, v, —, <> sind. Diese Termsprache der Aussagenlogik
dient zur Verstindigung iiber die Struktur

(W, F); @3, g, B2, B3, &%)
vom Typ (1; (1; 1), (1, 1;1), (1, 15 1), (1, 1; 1), (1, 15 1)).

Ausdriicke der Formen t, = t, (Termgleichungen) und Ry, ..., t,;) heiBen
priidikative Ausdriicke. Mit diesen Bezeichnungen kann man der Definition 3 offenbar
auch folgende verbale Fassung geben: Die Sprache S st die kleinste Menge von
Zeichenreihen, die alle pridikativen Ausdriicke (die mittels der vorgegebenen Basis B
gebildet werden konnen) umfaft und beziiglich agenlogischer Verkniipfungen und
Quagntifizierungen abgeschlossen 1st. :

Beispiel 1. Wir betrachten die Basis B = (2, {R,!2, R}, RgM111}, @, ).

Aus B; = B, = 0 folgt nach Definition 1, daB die Variablen x und x;? ( = 0)
die einzigen Terme sind. Pridikative Ausdriicke der durch diese Basis gegebencn
Sprache S haben daher eine der folgenden einfachen Formen:

xt =x3, %, =0;

x3 =x3, %,7=0;

R M3(x ., x;2), 1,§20;

R 1(x;1, x;1, x,1), 5,5, k=05
Rt (x, x, xt, x/1), %5, k1=0.

Durch aussagenlogische Verkniipfung entsteht hieraus unter anderem:
((R‘l.l.l.l(xll’ x5!, X3!, X,1) A R’m.u(x’x; X3, X, Xg1)
— Ryt M (xy1, x,!, x4, xnl)) ’ (1)
(Rll‘z(xll: x%) A Ry M(x,!, xl’))' (2)
Die Variable x,? kommt im Ausdruck (2) vollfrei vor. Daher ist auch
\ xl’(le(xll: x,?) A RyM3(x,!, xl’))
ein Ausdruck. Da auch die Termgleichung x,! = x,! ein Ausdruck ist, ist
(—| X! = x>V x)’(Rll"(xllr x,%) A RyM(x,!, xl’))) ®
ebenfalls ein Ausdruck. Analog erschlieBt man, da8 die Zeichenreihen
(3t = x> VxR x, 1), X)), (4)
A xg?V xR M(x,!, x,%) (5)

Ausdriicke sind.
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Die Basis B ist zu einem bestimmten Zweck eingefiihrt worden, nimlich um etwas
iiber euklidische Ebenen in formalisierter Form aussagen zu kénnen. Dies ist moglich,
wenn man die Variablen x;! als Variablen fiir Punkte und die Variablen x;? als
Variablen fiir Geraden, das Symbol R, als Symbol fiir die Relation Rj,,, Rg*!
als Symbol fiir R,y; und Rg*11! als Symbol fiir Ry,,, deutet. Die Ausdriicke (1) bis
(5) konnen dann wie folgt gelesen werden:

(1') Wenn das Punktepaar x,, x,! zum Punktepaar xg!, x,! kongruent ist und das
Punktepaar x,!, x;! zum Punktepaar x;!, x,! kongruent ist, so ist x,', x,! kongruent
zZu X!, Xg!.

(2') Die Gerade x,? geht durch die Punkte x,! und x,!.

(3') Wenn die Punkte x,! und x,! verschieden sind, gibt es eine Gerade x,3, die
durch x,! und x,! geht.

(4') Wenn die Punkte x,! und x,! verschieden sind, gibt es einen Punkt x;!, so daB
X,! zwischen x,! und x4! liegt. )

(6’) Zu jeder Geraden x,? gibt es einen Punkt x,}, so daB x,! auf x,3 liegt.

Beispiel 1 ist in strenger Anlehnung an die Definitionen 1 bis 3 formuliert. Es
zeigt, daB eine formalisierte Sprache im Sinne dieser Definitionen recht schwer
lesbar und umsténdlich ist. Andererseits wurde schon in 3.2..bemeérkt, daB man
die allgemeine Definition der formalisierten Sprachen fiir konkrete Fille modifizieren
kann. Wir geben nun eine solche Modifizierung fiir Beispiel 1 an und empfehlen dem
Leser, die Definition konkreter formalisierter Sprachen an weiteren Beispielen
selbstiindig zu iiben.

Beispiel 2. Definition einer modifizierten formnhslerten Sprache fiir die ebene
eukhdxsche Geometrie nach HILBERT.

Varmblen fiir Punkte: groBe lateinische Buchstaben, eventuell mit Indizes;

Variablen fiir Geraden: kleine lateinische Buchstaben, eventuell mit Indizes;
(Eine besondere Termdefinition entfillt, da keine Operationen oder Konstanten
unter den Hilbertschen Grundbegriffen auftreten.)

Definition der Spmche Seunt:

(a) Zeichenrethen der Formen X =Y, x =y, X auf y, (X, Y, Z] (zu lesen: ,)Y
liegt zwischen X und Z*“) und XY o~ UV seien pridikative Ausdriicke der Sprache
Sourt, wenn fiir X, Y, U, V beliebige Punktvariablen und fiir x,y beliebige Geraden-
variablen eingesetzt werden.

(b) Wenn H € Sy, 80 sei auch — H € Sup; wenn Hy, Hy € Seun, 80 et auch
(H, 0 Hy) € Souu, falls fiir o eines der Zeichen A, v, —, <> eingesetzt wird.

(¢) Wenn H(X) € Syuuy und die Punkt- oder Geradenvariable x vollfrer in H(x)
vorkommd, so sei auch A xXH(x) € Sy und V xH(x) € S,y
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Die Aussageformen bzw. Aussagen (1') bis (5’) lassen sich in der Sprache Sy
2. B. wie folgt schreiben:

(1) ((AB=~ CD A CD = EF) > AB ~ EF);

(2”) (A auf g A B auf g);

(3") (1P =Q—>VgPauf gaQaufg));

4") (P =Q—>VR[P,Q,R));

%) AgVPPaufg

Analoges wie fiir die Beziehungen zwischen den Beispielen 1 und 2 gilt auch fiir
die Definition der Terme einer formalisierten Sprache bzw. deren Modifizierung
im konkreten Fall unter Benutzung traditioneller oder einpriigsamer Schreibweisen.
Im folgenden Beispiel geben wir die Definition einer modifizierten formalisierten
Sprache mit ,,echten Termen und empfehlen dem Leser, diese Definition in die
durch die Definition 1 und 3 vorgeschriebene Form zu iibersetzen.

Beispiel 3. Eine Sprache fiir die Vektorrechnung.

Skalarvariablen: kleine griechische Buchstaben, eventuell mit Indizes;

Vektorvariablen: kleine lateinische Buchstaben, eventuell mit Indizes;

Bezeichnung des Nullvektors: o

Bezeichnung der Skalarnull: 0

Bezeichnung der Skalareins: 1

Bezeichnung der Vektoraddition: @

Bezeichnung der Skalaraddition: +

Bezeichnung der Multiplikation im Skalarbereich: -

Bezeichnung der Multiplikation von Skalaren mit Vektoren: o

Definition der Menge der Skalarterme und der Menge der Vektorterme:

(a) Alle Skalarvariablen und die Symbole 0, 1 sind Skalarterme;

(b) alle Vektorvariablen und das Symbol o sind Vektorterme;

(c) sind t, und t, Vektorterme, so st (t, @ ty) etn Vektorterm;

(d) sind t, und t, Skalarterme, so sind (t, + t,) und (t, - ty) Skalarterme;

() st t, ein Skalarterm und t, ein Vektorterm, so st (t, o ty) ein Vektorterm.

Die Komponente B, der Sprache der Vektorrechnung ist leer, demnach sind
Termgleichungen die einzigen priidikativen Ausdriicke. Der Rest der Ausdrucks-
definition kann wortlich aus Beispiel 2 iibernommen werden. Unter Benutzung der
so definierten formalisierten Sprache kann man einige bekannte Axiome der Kérper-
theorie bzw. Vektorrechnung z. B. wie folgt formulieren:

(x+0) =a,
@@o)=a=a,

(loa) =a,
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(«+8-7) =(-n+6-7)
(«+Poa) =(xoa)@ (Boa),
(xo@@®b)) =((x0a) D (xob)),
(x0(Boa)) =((x-B)oa).

Der Leser iiberpriife in allen Fillen den vorschriftsmiifigen Aufbau der Terme
laut (a) bis (e) und verifiziere, daB auf beiden Seiten der angegeb Gleichung
jeweils Terme der gleichen Sorte stehen. Ferner he sich der Leser klar, da8 die
ungewohnt vielen Klammern den Ersatz fiir gewisse iiblicherweise verabredete
Vorrangregeln darstellen.

Wir werden im folgenden allgemein von kanonischen und modifizierten formalisierten
Sprachen reden. Die ersten sind die durch Definition 1 und 3 erfaiten, die letzten
solche, wie sie in den Beispielen 2 und 3 behandelt wurden. Beide Arten von formali-
sierten Sprachen dienen verschiedenen Zwecken. Die Definition der kanonischen
formalisierten Sprachen umfaBt im Prinzip alle vorkommenden Fille und ist in
Anbetracht dessen relativ einfach. Allgemeine Untersuchungen iiber beliebig
formalisierte Sprachen lassen sich leicht auf diese Definition beziehen und werden
auch im folgenden stets darauf bezogen. Formalisierte Sprachen sind jedoch nicht
nur ein Hilfsmittel fir metamathematische Untersuchungen (auch wenn dies in
vielen Lehrbiichern der mathematischen Logik mehr oder weniger deutlich zum
Ausdruck gebracht wird). Sie dringen vielmehr in immer stirkerem MaBe in die
mathematische Praxis ein, zunichst als eine Art mathematischer Stenographie,
wie sie heute hiufig schon von Studenten der ersten Semester mehr oder weniger
richtig verwendet wird. Es zeigt sich, daB die Beherrschung formalisierter Sprachen,
vor allem in ihrer modifizierten Form, zu gré8erer Sicherheit und Exaktheit auch
bei der umgangssprachlichen Formulierung mathematischer und anderer Sach-
verhalte verhilft. Nicht zuletzt sind mathematische und andere Aussagen nur in
formalisierter Form einer automatischen Verarbeitung zuginglich, und es gibt so
zahlreiche Beriihrungspunkte zwischen den formalisierten pridikatenlogischen
Sprachen und anderen Typen formalisierter Sprach besondere Programmi
sprachen, daB eine intensive Beschéftigung mit den Formalisierungsmethoden auch
unter diesem Gesichtspunkt von groStem Nutzen ist.

3.4, Abgekiirzter Gebrauch formalisierter Sprachen

In Anelogie zu den in 2.2. verabredeten Klammersparungsregeln der Aussagenlogik
vereinbaren wir hier eine Reihe von Regeln zur vereinfachten Schreibung und leich-
teren Lesbarkeit konkreter Ausdriicke. Zeichenreihen, die unter Verwendung
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dieser Regeln gebildet werden, gelten nicht als Ausdriicke einer formalisierten Sprache,
sondern als Abkiirzungen solcher Ausdriicke. Insbesondere beziehen sich allgemeine
Betrachtungen iiber formalisierte Sprachen immer auf die Ausdriicke in ihrer ur-
spriinglichen (unabgekiirzten) Form, auch wenn in einigen Fillen zur bequemeren
Darstellung solcher allgemeinen Betrachtungen die hier vereinbarten Abkiirzungs-
regeln benutzt werden.

(a) Alle in 2.2. vereinbarten aussagenlogischen Klammetsparungsregeln werden
fiir pridikatenlogische Sprachen iibernommen. Es kann also z. B.

((AB = CD A CD ~ EF) > AB ~ EF)
(vgl. 3.3., Beispiel 2) zu
AB =~ CD A CD ~ EF > AB ~ EF

und

((((—, V g((A auf g A B auf g) o C auf g) A AB = AB)) A AC A,c,)

ABC & B,c,)

- Vh((A, auf h A B, auf h) A C, auf h)) )
za

— Vg(Aaufg A Baufg A Caufg) A AB ~ A;B, A AC =~ A,C, A BC =~ B,C,
—— Vh(4, auf h A B, auf h A C, auf h)

vereinfacht werden. (Der Leser priife zuniichst den korrekten Aufbau des Ausdrucks
(1) und ,,lese** dicsen dann nach dem Muster der Beispiele 1 und 2 aus 3.3.)

(b) Kommen im Ausdruck H die Variablen x,, ..., x;, vollfrei vor, so schreiben
wir H(x;,, ..., X;,) und kiirzen den Ausdruck A x; Ax,, ... A x, H(x,, ..., x;,) durch
Axy ... xi Hixy, ..., x;) ab. Analog ist dic Abkiirzung V x; ... x; H(x, ..., ;)
zu verstehen. Wir schreiben also z. B. (vgl. 3.3., Beispiel 3)

A 0‘10‘:“30‘47173(—\ ayrog=op-ag >V b+ oar fa=n
Aoy By + ag s fy = ).

(¢) Kommt die Variable x im Ausdruck H(x) vollfrei vor und ist y eine in H(x)
nicht vorkommende, zu x sortengleiche Variable, so bezeichnet H(y) die Zeich ih
Sub (H(x), x, y). Durch Induktion iiber die Kompliziertheit von H 1aBt sich leicht
zeigen, daB dann H(y) ebenfalls ein Ausdruck ist, in dem die Variable y vollfrei
vorkommt,

Ein Ausdruck der Form

VX X [ (X, =X, VX =X, VeV =X, VR =X,V
v, =x,v...vx  =x)AHxg)aHx,) ... AHx))
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hat offenbar die Bedeutung: Es gibt mindestens n verschiedene Dinge x mit der durch
den Ausdruck H(x) dargestelllen Eigenschaft. Derartige Ausdriicke kiirzen wir im
folgenden durch V xH(x) ab, wobei natiirlich im konkreten Fall fiir x eine beliebige

Variable der entsprechenden Sorte aus der betrachteten Sprache stehen kann.
Wir schreiben also z. B. kurz

AgVPPauig
statt T2

AgVPPPy(— (P, =PyvP, =Py;vP, =P;)AP,auf g

A P, auf g A Py auf g) 2)

und bringenl damit in formalisierter Form zum Ausdruck: Auf jeder Geraden liegen
mindestens drei verschiedene Punkte. (Der Leser schreibe (2) ohne Benutzung der
Abkiirzungsregeln (a) und (b)!)

(d) Bei Benutzung der Abkiirzungsregel (c) kénnen wir Aussagen der Bedeutung:
Es qibt hochstens n Dinge x mit der Eigenschaft H(x) bzw. Es qibt genau n Dinge x
mat der Eigenschaft H(x) offenbar durch

— VxH(x) bzw. VxH(x)A—VxH(x)
nt+1 L] n+1

formalisiert ausdriicken. Das erste kiirzen wir durch leH(x) und das letzte durch
Vl'xH(x) ab. Insbesondere schreiben wir V!xH(x) fur ﬁVxH(x) und V!IxH(x)
fur V xH(x) A VIxH(x).

Unter Verwendung der eingefiihrten Abkiirzungen kann man z. B. sehr einfach
' formulieren

A AB(— A =B — V!ig(A auf g A B auf g)), (3)
A giga(V P(P auf g, A P auf gy) A — g, = gy — VIIP(P auf g, A P auf &),
(4

A AB(— A = B -V P[A, P, B)). (8)
10000
Der Leser verwandle die Zeichenreihen (3) und (4) in korrekte Ausdriicke der Sprache

Seunt (vgl. 3.3., Beispiel 2) und mache sich klar, da8 diese Aufgabe fiir die Zeichen-
reihe (5) praktisch undurchfiihrbar ist.
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41.  Interpretationen

Wir haben formalisierte Sprachen bisher unter dem Aspekt betrachtet, da8 alle zu
ihrem Aufbau nétigen Grundbegriffe (Variablensorten, Relations-, Operations- und
Konstantensymbole] eine feste Bedeutung haben. Unter dieser Voraussetzung ist
anschaulich klar, daB jeder Term eine ganz bestimmte Operation darstellt, deren
Stellenzahl gleich der Anzahl der in ihm vorkommenden Variablen ist, wobei der
Variabilitatsbereich der einzelnen Variablen durch die den Variablensorten (still-
schweigend) zugeordneten Grundbereiche gegeben ist. Ebenso stellt anscheinend jeder
Ausdruck eine ganz bestimmte Aussageform (vgl. 3.2., (b)) dar, d. h. im allgemeinen
eine Relation, deren Stellenzahl und Typ der Anzahl und Sorte der in dem Ausdruck
frei (d. h. nicht quantifiziert) vorkommenden Variablen entspricht. Insbesonderc
hat ein Ausdruck ohne freie Variablen dann den Charakter einer Aussage.

Der entscheidende Schritt vom bloBen praktischen Gebrauch formalisierter
Sprachen zu den Grundlagen der Mathematik besteht in der Erkenntnis, daB fiir
eine beliebige formalisierte Sprache jede mit ihrer syntaktischen Struktur (Sorten-
zahl, Anzahl und Typ der Relations-, Operations- und Konstantensymbole) ver-
trigliche Deutung moglich ist und da8 das Wesen der axiomatischen Methode
gerade’ darin besteht, aus den in einer (formalisierten) Sprache gegebenen Voraus-
setzungen (Axiomen) solche Schliisse zu ziehen, die bei einer beliebigen Deutung
der in den Axiomen vorkommenden Grundbegriffe gerechtfertigt sind. Die folgenden

Abschnitte di der Prizisierung dieses Konzepts. Dabei zeigt sich, daB die
Formalisierung der betrachteten Sprachen unentbehrliche Voraussetzung fiir eine
solche Prizisierung ist.

Definition 1. Die n-sortige Sprache S sei durch ihre Basis B = (n, B,, B, B,)
gegeb Eine Interpretation w der Sprache S ist eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:
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(8) w ordnet jeder Sortennummer § (1 < j < n) eine Menge M; = w(j) zu, 80 daf-
die Mengen M nichtleer und paarweise disjunkt sind.

(b) w ordnet jedem Relationssymbol R.fv-i* ¢ B, eine Relation g; = w (R 1) vom
Typ (G -+, fx) m Bereich der Mengen M,, ..., M, zu.
(c) w ordnet jedem Operationssymbol F it ¢ By eine im allgemeinen partielle)

Operation ; = w(F 11y vom Typ (y, ..., ji; j) tm Bereich der Mengen M,, ..., M,
2u.

(d) w ordnet jedem Konstantensymbol ¢! € B, ein Element y; = w(c;!) € M; zu.

Ist w eine Interpretation von S, so bilden die Grundbereiche w(1), ..., w(n) zu-
cammen mit den Relationen w(R) (R € B,), den (partiellen) Operationen w(F)
(F € By) und den Konstanten w(c) (¢ € B,) eine Struktur, die wir, wenn sich keine
MiBverstindnisse daraus ergeben, ebenfalls mit w bezeich

Beispiel 1. Wir betrachten die Basis
B = (2, (R, Ry%, Ryt421), 8, 0)

(vgl. 3.3., Beispiel 1) und geben folgende (von der bisherigen Deutung dieser Sprache
abweichende) Interpretation w an:

w(l):=RY, @):=(I':T€cR* und es existieren «,f,8€ R, s0 daf
ot + f* > 0 und (£, ) € I" genau dann, wenn af + pn + 8 = 0}.

(Die so definierte Menge w(2) der ,,Geraden“ ist offenbar eine Menge von ,,Punkt*-
mengen.) Das Symbol R,»* wird durch die Elementrelation zwischen ,,Punkten‘
und ,,Geraden‘ interpretiert, d. h.

‘o) := (T, :T€ w(l) und I'€ 02) und HMeT).

Ferner definieren wir:
@Ry™) = {((2, 1), (€ a)s (2, 79)) ¢ &1, s €3, M1y 7as 72 € R und s exiatiort
entTERmMit0<t<lundé =& + vl — &) ma=m+tln—m)},
@Ry 111 1= {((51» M) (25 72), (3 73), (&5 m)) ey ees oy - M€ R
und (& — £ + (m — na) = (6 — £0° + (s — '}

Die Struktur (w(l), ®(2); o(Ry?), w(Ry111), w(R,""“)) bezeichnen wir als die
reelle euklidische Ebene. Sie ist dem Leser im Prinzip aus der analytischen Geometrie
bekannt.

1) Hier weichen wir im I einer b Anp g des Iuw;r ionsbegriffs an die
Bediirfnisse konkret. h ischer Theorien erheblich von dem in Lehrbiichern der mathe-
matischen Logik iblichen Vorgehen ab.
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: Beispiel 2. Wir geben noch eine zweite Interpretation ' der in Beispiel 1 be-
trachteten Sprache an. Es sei

w'(l):=(1,2,3,4},. '(2):={a,b,c,d,ef],
o'(Ry1?) 1= {(1, a), (2, a), (2,B), (4. D), 3,¢), (4,¢), (1,4), 3,d), (1, ¢),
4,0, 21,3, N),
o' (RyMY) 1= ((1, 2, 4), (2, 4, 3), (4, 3, 1)},
o' (R := ((1,2,3,4), 2, 1,3,4),(1,2,4,3),(21,4,3),3,4,1,2),
(3,4,2,1),4,3,1,2), (4,3,2,1)).
Es ist klar, daB man die hier fiir kanonische formalisierte Sprachen ausgefiihrte
Definition des Begriffs Interpretation sinnigemiB auf jede modifizierte formalisierte

Sprache anwenden kann. und daB eine konkrete Interpretation einer konkreten

Sprache in vielen Fillen ohne groBen Formelaufwand mit wenigen Sitzen hin-

reichend exakt angegeben werden kann. So lieBe sich etwa die in Beispiel 1 aus-

fishrlich definierte Interpretation wie folgt fiir die modifizierte Sprache S (vgl.
3.3., Beispiel 2) beschreiben :

»Punkie'‘ seien alle Paare von reellen Zahlen.

»Geraden' seien alle Mengen von ,,Punkten’ (£, n), die sich durch eine Gleichung der
‘Form a«f + pn + 8 = O beschretben lassen, wobet «, 5,6 € R und «, f nicht gleich-
zeitig gleich Null sind.

Das Relationssymbol auf werde durch die Elementrelation zwischen ,,Punkien'
und ,,Geraden'* interpretiert.

Die durch [A, B, C] symbolisierte Zunschenrelation sev fiir Punkte (&, ;) (£2s 7a)s
(&3, ms) erfiillt, wenn die Vektorgleichung

(m)==(m)+a=2(3)

*fiir etn gewrisses reelles T mit 0 < v < 1 erfiillt st.
Das Zeichen ~ werde durch die Aquidistanz von ,,Punkten‘ tm Sinne der Abstands-

formel
(€, m), (Gas )=V (& — &) + (m — m)?

inlerpretiert.

Die Tatsache, daB die Terme und Ausdriicke einer formalisierten Sprache vor der
Fixierung einer bestimmten Interpretation véllig sinnleere Zeichenreihen sind, wird;
wie schon gesagt, hiufig dadurch verschleiert, daB man bei der Konstituierung einer
formalisierten Sprache bereits an eine ganz bestimmte Interpretation denkt und
dies womdglich dadurch unterstreicht, daB man pridikative Sprachbestandteile
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withlt, die mit einer anschaulichen Bedeutung vorbelastet sind. Man vergleiche
hierzu noch einmal die hinsichtlich ihrer Interpretierbarkeit gleichwertigen Sprachen
aus den Beispielen 1 und 2 in 3.3. Die Sprache S,,;; scheint von vornherein mit
einer bestimmten Interpretation versehen zu sein, wihrend hinter der gleichwertigen
kanonischen Sprache ohne den erliuternden Kommentar kaum jemand einen
bestimmten Sinn vermuten wiirde. Der Leser mache sich klar, daB dieser scheinbare
Unterschied nicht von einem Betrachter wahrgenommen wird, der zwar mit dem
Inhalt der ebenen euklidischen Geometrie vertraut ist, dem aber die uns geldufigen
Vereinbarungen iiber Punkt- und Geradenvariablen, die Bedeutung des Wortes
»auf und die Zeichen fiir die Kongruenz- und Zwischenrelation unbekannt sind.
(Man denke etwa an einen geometrisch gebildeten ,,Marsmenschen*!)

Ein durch eine Interpretation w einer Sprache S zu einer Aussageform gewordener
Ausdruck H € S wird durch Einsetzen je eines Elements des zugehérigen Grund-
bereichs fiir alle in ihm vorkommenden Variablen zu einer Aussage (iiber die durch
 gegebene Struktur). Insbesondere bezeichnet jeder Term nach Einsetzung von
Objekten entsprechender Sorte fiir die in ihm vorkommenden Variablen ein be-
stimmtes Element eines der Grundbereiche der Struktur. Dies wird durch die folgen-
den Definitionen prizisiert, wobei wir uns wieder auf kanonische formalisierte
Sprachen beschrinken.

Definition 2. Ist w eine Interpretation der n-sortigen Sprache S, so heiBt eine
Abbildung f, die jeder Variablen x;/ (i = 0,1 < j < n) ein Ding f(x;!) € ©(j) zu-
ordnet, eine Belegung beziiglich w. Ist f eine solche Belegung, x,! eine beliebige Variable

g
und £ € w(j) ein beliebiges Ding der Sorte j, so bezeichnet /( Xi ) die wie folgt ab-
geéinderte Belegung: ¢
x! £ alls j = k und 1 =1,
7)) &)= i falls §
13 f(x*) sonst.

In der folgenden Definition wird durch Induktion iiber die Kompliziertheit der
Terme das Objekt Wert(t, w, f) definiert, das der Term t (eventuell) bei der Inter-
pretation w und der Belegung f beziiglich w darstellt. (Da wir die Interpretation von
Operationssymbolen durch partielle Operationen zulassen, existiert Wert(t, w, f)
im allgemeinen nicht fiir alle t, w und f.!)

Definition 3.

@) Werl(xi, o, f):=fx) (=0,15j<n);

(b) Wertie, o, ) i=oled)  (of € Bo);

1) In hen Z hi ist es zweckms,ﬂlg, den Interprouhonubegn!f dahin zu
verallgemeinern, daB w(c) nicht fir alle Konst: c definiert sein muB. In der Umgangs-

sprache sind z. B. Teufel und Mann im Mond solche nicht interpretierten Konstanten. In solchen
Fillen existiert Wert(c, w, f) fir keine Belegung f beziiglich w.
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(c) wenn Wert(t,, w, f) (= &,) fiirt, € T™*undx = 1, ..., k existiert und Fj--iic B,
ein Operationssymbol der betrachteten Sprache ist, so ist

t = Fifobiit(ty, ..., t) € T4

(nach 3.3., Definition 1). Falls die Operation ¢ = w(F ity an der Stelle (&), ..., &)
definiert ist, sei

Wert(t, w, f) := @(éy, ..., &)-

Andernfalls (d. k., falls einer der Werte &, nicht definiert ist oder @(&,, ..., &) nicht
existiert) sev Wert(t, w, f) nicht definiert.

Jeweils durch Induktion iiber die Kompliziertheit der Terme kann man leicht
beweisen :

Folgerung 1. Werl(t, w, f) existiert bei festem w fiir alle t und f, falls die Inter-
pretation o jedem Operationssymbol eine volle Operation zuordnet.

Folgerung 2. Weri(t, w, f) hangt nur von den Werten von f fiir diejenigen Variablen
ab, die in t vork Insb dere qilt

Folgerung 3. Kommen in einem Term t keine Variablen vor (solche Terme be-

zeichnen wir kurz als variablenfrei), d. k., ist t nur aus Konstanten- und Operations-
symbolen aufgebaut, so hingt Wert(t, w, f) nur von w ab.

In der folgenden Definition wird durch Induktion iiber die Kompliziertheit der
Ausdriicke der Wahrheitswert Wert(H, w, f) definiert, den die durch den Ausdruck
H bei der Interpretation w dargestellte Aussageform bei der Belegung f annimmt.
Man beachte, daB diese Definition (Teil (a)) fiir den Fall der Termgleichungen mit
sinnleerer linker oder rechter Seite eine Normierung des in diesem Fall nicht ein-
heitlichen mathematischen Sprachgebrauchs herbeifiihrt.

Definition 4.

(a) Wert(ty = ty, w, f) = W genau dann, wenn Werl(t;, w, f) fiir 1 =1, 2 existiert
und
Wert(ty, o, f) = Wert(ty, w, f)

i8t. (D.h., Wert(ty = ty, w, f) = F, falls einer der Werte Wert(t;, w,f) oder beide
nicht existieren, oder falls beide existieren, aber hieden sind.)

(b) Wert(Rfowta(ty, ..., ), , f) = W genau dann, wenn &, = Werl(t,, , f) fir
% =1,..., k existiert und (&, ..., &) € w(Rh'v) ist.

() Wert(— H, w, f) = &} Wert(H, », /),

Wert((H, a Hy), o, f) = ®3(Wert(H,, o, f), Wert(Hy, , /)),
Wert{(H, v Hy), 0, f) = & Wert(H,, o, f), Wert(H,, o, /),
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Werl((H, - Hy), w, f) = ®X(Wert(H,, o, f), Wert(H,, w, )),
Wert((H, < Hy), 0, f) = O Wert(H,. w, ), Wert(H,, », f)).
(d) Wert(Ax;/H(x/), w, f) = W genau dann, wenn

Wert (H(x"), o, f (x: )) =W firalle ¢ € w(j);
Wert(Vx/H(x;{), 0, f) = W genau dann, wenn

g
Wert (H(xi’), w,f (xf. )) =W fiir wenigstens ein & € w(j).
Der Leser durchdenke diese Definition, besonders Teil (d), sorgfaltig und bestatige,
deB sie genau die anschauliche Vorstellung vom Zutreffen einer durch einen formali-
sierten Ausdruck dargestellten Aussageform auf ein gewisses System von fiir die
Variablen eingesetzten Dingen wiedergibt.

Definition 5. Eine Variable x;/ komm¢ in einem Ausdruck H an einer bestimmien
Stelle frei vor, wenn diese Stelle nicht in einem Teilausdruck von H der Form A x#H' (x;7)
oder V x;/H'(x,/) enthalten ist. Eine Variable komm¢ in einem Ausdruck frei vor,
wenn sie in ihm an wenigstens einer Stelle frei vorkommt. (Kommt eine Variable
in einem Ausdruck vollfrei vor (vgl. 3.3., Definition 2), so kommt sie offenbar in
diesem Ausdruck frei vor, und zwar.an allen Stellen ihres Vorkommens.) Eine
Variable kommt in einem Ausdruck an einer bestimmien Stelle gebunden vor, wenn sie
dort vorkommt, aber an dieser Stelle nicht frei vorkommt. Ein Ausdruck, in dem’
keine Variable frei vork t, heiBt abgeschl Die Menge der abgeschlossenen
Ausdriicke einer Sprache S bezeichnen wir mit S.

Beispiel 3. In dem Ausdruck
VPPaufgaPaufh

der Sprache S, kommt die Variable P an der unterstrichenen Stelle frei und an
den beiden nicht unterstrichenen Stellen gebunden vor. Da sie somit im Gesamt-
ausdruck nicht vollfrei vorkommt, ist nach 3.3., Definition 1 (d) die Zeich ih
AP(V PP auf g A P auf h) kein Ausdruck. Der Ausdruck A gh(V PP aufga VPP
auf h) ist abgeschlossen.

Satz 1. Wert(H, w, f) hingt nur von den Werten der Belegung [ fiir diejenig
Variablen ab, die in H frei vorkommen, d. k., die Stellenzahl einer durch einen inter-
pretierten Ausdruck dargestellten Aussageform ist gleich der Anzahl der hied
n thm frei vork den Variablen. Insbesondere hingt Wert(H, w, f) fir He 8
nur von o (und nicht von f) ab, d. h., evn interpretierter abgeschlossener Ausdruck ist eine
(wahre oder falsche) Aussage.

Wir beweisen Satz 1 durch Induktion iiber die Kompliziertheit von H. Die Be-
hauptung gilt fiir pridikative Ausdriicke auf Grund von Folgerung 2 und Defi-
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nition 4 (a), (b). Aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir einen Ausdruck H folgt ihre
Giiltigkeit fiir — H, da die Ausdriicke H und — H die gleichen freien Variablen

thalten. Nach Definition 4(c) hiingt Wert((H, » H,), , f) nur von Wert(H,, o, f)
und Wert(H,, w, f) ab. Setzen wir die Giiltigkeit der Behauptung fiir die Ausdriicke
H, und H, voraus, so hingen diese Werte wiederum nur von den Werten der Be-
legung f fiir diejenigen Variablen ab, die in H, oder in H, frei vorkommen. Das sind
aber genau diejenigen Variablen, die im Ausdruck (H, A H,) frei vorkommen.
Analog schlieBt man fiir die iibrigen aussagenlogischen Verkniipfungen. Wir setzen
nun voraus, daB die Behauptung fiir den Ausdruck H(x) bei beliebigen Belegungen
f beziiglich einer festen Interpretation w gilt. (Hier und im folgenden lassen wir die
Indizes der Variablen fort, wenn sich daraus keine MiBverstindnisse ergeben.) Es
sei f, eine beliebige Belegung, beziiglich w. Wert(A xH(x), w, fo) hiingt nach Defini-
tion 4(d) nur von den Werten ab, die der Ausdruck H(x) bei gewissen abgeinderten

Bel fo : beziiglich der Interpretation w apnimmt. Nach Vor t

BUE

-]

héngen diese Werte aber nur von den Werten der Belegungen f, : fiir diejenigen

Variablen ab, die in H(x) frei vorkommen. Die Abhiingigkeit von der Variablen x
ist dabei durch (d) eliminiert. Die restlichen in H(x) frei vorkommenden Variablen
sind genau die in A xH(x) frei vorkommenden Variablen, d. h., Wert(/\ xH(x), o, ’o)
hiingt nur von /(y) fiir die in A xH(x) frei vorkommenden Variablen y ab. Analog
schlieBt man fiir Ausdriicke der Form V xH(x).

Beispiel 4. Wir beziehen uns auf die in Beispiel 2 definierte Interpretation o’
der kanonischen Sprache fiir die ebene euklidische Geometrie und betrachten den
Ausdruck

=V ’ll(Rll =t 5% A R (x,, x,’)). (1)

In ihm kommen genau die Variablen x. und x,* frei (und sogar vollfrei) vor. Dem-
nach stellt (1) bei der Interpretation o’ eine zweistellige Aussageform dar, der eine
zweistellige ,,Genden“relnnon in der Struktur o’ entspricht. Zur Berechnung des
Wahrheitswertes Wert((1), ', f) fiir eine Belegung / beziiglich ' geniigt nach Satz 1
die Vorgabe von { fiir die Variablen x,2 und x,% Wir setzen z. B, f(x,?) := a, f(x,*) :=b.
Dann ergibt sich

W"‘(Rll"(‘ll» x,%), o', /) = { :

fir  f(x')=1,2,

fir  f(x;!) = 3,4,

W fir  f(x") =24,

F fir [fx)=13,

W far f(xt) =2,

F  fir f(x,))=1,3,4.

Wert(R,*3(x,2, 5,1), o', f) = {

Wm(Rll"(xll: x,%) A Ry1A(xy), x,2), @, f) = {
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Folglich gibt es ein £ € w'(2), nimlich & = 2, so daB

1

Wert (R,lv'(x,‘, x,%) A Ry13(x,!, x,%), o, f ( xfl )) =W.
Demnach ist

Wert (V 11‘(R11”(x1', x,%) A Ry M3(x,, xz’))» o', /) =W. (2)
Hieraus ergibt sich schlieBlich

Wert ('_l \ xll(Rll"(xll) x,%) A RyL3(x,?, Xz’)), @, /) =F. 3)
Veranschaulicht man sich die Inzidenzverhéltnisse der Struktur o’ durch eine Skizze
mit vier beliebig gelegenen Punkten ,,1, ,,2, ,;3* und ,,4 und den sie zu je zweien
verbindenden ,,Geraden* a bis f, so wird die Bedeutung von (2) bzw. (3) sofort
anschaulich klar. Von einer solchen Skizze liest man sofort ab, daB der besprochene

Ausdruck H fiir die iibrigen Belegungen der Variablen x,? und x,? folgende Werte
annimmt:

f(x,2) a b ¢ d e
fz) c d a b [ e | ™
Wert(H, o', /) WWWwWWWW F

Aus dieser Tabelle kann man wiederum ablesen, da8 der abgeschlossene Ausdruck
A x,2 V!!x.*H, dessen Wahrheitswert bei der Interpretation w’ nicht mehr von
einer Belegung abhingt, den Wert W annimmt, d. h. eine in der Struktur o’ giiltige
Aussage darstellt.

4.2.  Pridikatenlogische Allgemeingiiltigkeit, pradikatenlogische
Normalformen

Definition 1. Es sei S eine formalisierte Sprache, w eine Interpretation von S.
Ein Ausdruck H € S heiBt allgemeingiiltig bei der Interpretation o (bzw. allg
giiltig in der durch w definierten Struktur), wenn Wert(H, w, f) = W fiir alle Belegungen
1 beziiglich  gilt.

Aus den letzten Bemerkungen des vorigen Abschnitts folgt: Der Ausdruck

Ax? Vit — V x(RA(x,2, x,2) A Ry1A(x, Y, x,2)




4.2. Priidikatenlogische Allgemeingiltigkeit 57

ist bei der Interpretation ' allgemeingiiltig. Dieses Resultat wurde auf Grund der
Endlichkeit der Grundbereiche der Struktur o’ durch Berechnen von Wert(H, o', f)
fiir alle moglichen Belegungen der in H frei vorkommenden Variablen erzielt. Es
ist klar, daB dieses Verfahren bei unendlichen Grundbereichen nicht anwendbar
ist.

Definition 2. Ein Ausdruck H € S heiBt allgemeingiiltig, wenn Wert(H, o, f)
= W bei jeder Interpretation w der Sprache S und jeder Belegung f beziiglich »
ist, d. h., wenn H bei jeder Interpretation allgemeingiiltig ist. Die Menge aller
allgemeingiiltigen Ausdriicke einer Sprache S bezeichnen wir mit agg.

Allgemeingiiltigkeit eines Ausdrucks H im Sinne der Definition 2 bedeutet, daB
H ohne irgendwelche inhaltlichen Voraussetzungen (iiber die Bedeutung der in ihm
vorkommenden Variablen, Relations-, Operations- und Konstantensymbole), d. h.
allein auf Grund seiner sprachlichen Struktur stets wahr ist. Unter den allgemein-
giiltigen Ausdriicken einer Sprache S kommen insbesondere diejenigen vor, die
schon auf Grund ihrer aussagenlogischen Struktur allgemeingiiltig sind. Ist z. B.
H ¢ S ein beliebiger Ausdruck, so ist (H v — H) € agg. Allgemein gilt: Ist A ein
allgemeingiiltiger Ausdruck der Aussagenlogik, der hochstens die Variablen p, ..., p,
enthilt (fiir hinreichend groBes = ist dies stets erfiillt) und ist jeder dieser Variablen -
p: ein Ausdruck H; € S zugeordnet, so ist

Sub(A; py, Hy; ...; pas Hy) € ags.

Ein typisches Beispiel eines Ausdrucks, dessen pridikatenlogische Allgemein-
giiltigkeit sich nicht aussagenlogisch begriinden liBt, ist jeder Ausdruck der Form

A xH(x) - V xH(x), (1)

wobei fiir H(x) ein beliebiger Ausdruck gewihlt werden kann, der eine Variable x
vollfrei enthilt. Der exakte Beweis der (anschaulich einleuchtenden) Allg
giiltigkeit von (1) ergibt sich wie folgt: Ist Wert(/\ xH(x), w, /) = F (bei beliebigem
w und f), 8o ist wegen des Wertverlaufs der Implikation Wert((1), w, f) = W. Ist
Wert(A xH(x), o, f) = W, so ist (vgl. 4.1., Definition 4 (d)).

Wert (H(x), ] ( : )) —W firalle £ € w(j),

wobei j die Sorte der Variablen x ist. Da nach Definition des Interpretationsbegriffs
die Grundbereiche w(j) stets nichtleer sind, gibt es ein £ € w(4), und fiir dieses ist

Wert (H(x), w,/ ( : )) —w,

d. h. (wiederum nach 4.1., Definition 4)
Wert (V xH(x), 0, f) = W.



58 4. Semantische Grundbegriffe der Metamathematik

Es ist ohne weiteres klar, daB (1) bei Zulassung von Interpretationen mit leeren
Grundbereichen nicht allgemeingiiltig wire.

Definition 3 Ausdriicke H,, H, einer Sprache S heifien ntisch dquivalent
wenn H, — H, € agg, d.h., sie sind gena.u dann semantisch nqmvalent wenn
Wert(H,, w, f) = Wert (H,, w, f) fiir jede Interpretation w und jede Belegung f be-
ziiglich w gilt.

Die Untersuchung der Allgemeingiiltigkeit und semantischen Aquivalenz von
prnd.lkshenlognschen Ausdriicken ist Gegenstand der Pradikatenlogik. Der ent-
idende Unterschied iiber der Aussagenlogik besteht darin, daB beide
Fragen nicht durch Aufstellen endlicher Wertetabellen und, wie sich zeigen wird
(vgl. Kapitel 8), iiberhaupt nicht durch ein auf beliebige Ausdriicke beliebiger
Sprachen einheitlich anwendbares endliches Verfahren beantwortet werden kénnen.

Im folgenden geben wir eine Ubersicht iiber hiufig benutzte semantisch dqui-
valente Umformungen an pridikatenlogischen Ausdriick Wir formuli sie
jeweils als Regeln der Form S, <> S;, wobei S, und S, Schemata von Ausdriicken
sind. Eine Regel S, <> S; bedeutet: Bei jeder Einsetzung konkreter Ausdriicke der
durch S, bzw. S, beschriebenen Bauart fiir S, und S, wird 8§, <> S, ein allgemein-
giiltiger Ausdruck, d. h., beide Seiten sind semantisch #quivalent. Die praktische
Anwendung dieser Regeln beruht auf dem (zu 2.2., Satz 4, analogen)

Ersetzbarkeitstheorem. Sind H,, H,, Hy Ausdriicke einer gemeinsamen
Sprache S, st H, < H, € agg (d. h. H, semantisch dquivalent zu H,), enthilt H,
den Teilausdruck H, und ist die Zeichenrethe, die durch Ersetzen irgendeines Vor-
kommens von H, in Hy durch H, entsteht, wieder ein Ausdruck H,, so vst

Hy o H; € agg.

Der Beweis dieses Sat: (durch Induktion iiber die Kompliziertheit von H,)
sei dem Leser iiberlassen. Wir bemerken nur, daB die als Resultat der Ersetzung
(nicht notwendig Substitution!) entstehende Zeich ihe Hy immer dann ein

Ausdruck ist, falls nicht eine im eingesetzten Ausdruck H, schon gebundene Variable
durch das Einsetzen von H, in H, nochmals gebunden wird.

Die ,,Richtigkeit* der folgenden Regeln, d. h. die Allgememgulhgkelt der durch
sie beschnebenen Ausdrucke, ist in allen Fillen ebenso ittelbar einleuchtend wie
bei (1). Auch die exakten Beweise sind nicht schwerer als der Beweis von (1) und
seien dem Leser als Ubung empfohlen.

Regel der gebundenen Umbenennung. Voraussetzung: Die Variablen x
und y sind sortengleich, y kommt nicht in H(x) vor, H(y) bezeichnet wie friiher
Sub(H(x), x, y). Dann ist

AxH(x) > AyH(y), VxH(x)« VyH(y) (2)
allgemeingiiltig.
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Durch eine geeignete Umbenennung gebundener Variablen kann man also stets
erreichen, daB alle in einem Ausdruck frei vorkommenden Variablen in diesem
Ausdruck vollfrei vorkommen: Kommt x in H frei, jedoch nicht vollfrei vor, so
existieren Teilausdriicke von H, die die Form A xH(x) oder V xH(x) haben. Wenn
man schrittweise in jedem derartigen Teilausdruck x durch eine im Gesamtausdruck
noch nicht vorkommende Variable gleicher Sorte ersetzt, erhilt man sclieSlich
einen zum urspriinglichen Ausdruck H semantisch dquivalenten Ausdruck, in dem
x vollfrei vorkommt. In vielen Fillen ist es zweckméBig, sich auf die Betrachtung
solcher Ausdriicke zu beschrinken, in denen alle frei vorkommenden Variablen
vollfrei vorkommen, d. h. in denen diejenigen Variablen, von denen der Wert des
Ausdrucks bei einer Interpretation und Belegung nur abhingt, zugleich die in diesem
Ausdruck quantifizierbaren Variablen sind. Ist H(x,, ..., X,) ein Ausdruck, der die
Variablen x,, ..., x, vollfrei und keine weiteren Variablen frei enthilt, so bezeichnen
wir den Ausdruck

Axy ... x H(xy, ..., X,)

als Generalisierte des Ausdrucks H(x,, ..., x,) (kurz Gen H). Offenbar ist Gen H
stets abgeschlossen, und bei einer beliebigen Interpretation @ der betreffenden
Sprache ist H genau dann allgemeingiiltig, wenn Gen H allgemeingiiltig ist.!) Dies
prizisiert die anschaulich klare Behauptung, daB man sich bei der Formulierung
von Sachverhalten grundsitzlich auf abgeschl Ausdriicke beschrinken kann.
Umgekehrt kann man nichtabgeschlossene Ausdriicke, wo sie als Formulierung
von Aussagen (z. B. Axiomen) und nicht zur Darstellung von Relationen vorkommen,
immer als Abkiirzung ihrer Generalisierten auffassen.

Regeln der Quantorenvertauschung.

AxAyH(x,y) - Ay AxH(x,y), ®)
VxVyH(x,y)o VyVxH(x,y). 4)
(3) und (4) liefern die Begriindung fiir die in der mathematischen Umgangssprache

(und auch beim Lesen formalisierter Ausdriicke) iiblichen Redeweisen ,,Fiir alle x
und y gilt ...* (statt ,Fiir alle x gilt, daB fiir alle y gilt: ...”“) bzw. ,,Es gibt ein x
und ein y, so daB ... (statt ,Es gibt ein x, so daB es ein y gibt, so daB ...*). Zwei
verschiedene Quantoren diirfen jedoch nicht vertauscht werden. Da8 A x V yH(x, y)
nicht semantisch dquivalent zu V y A xH(x, y) ist, mache der Leser sich am unter-
schiedlichen Sinn der beiden Aussagen AnVmn <m bzw. VmAnn < m klar,
von denen im Bereich der natiirlichen Zahlen die erste richtig und die zweite falsch
ist. :

1) H und Gen H sind jedoch nicht etwa semantisch dquivalent, da H(x) «» A xH(x) nicht
allgemeingiiltig ist.
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Regeln der Quantorenverschiebung.

A x — H(x) & — V xH(x), (6)
Vx — H(x) & — A xH(x), (6)
A x(Hy(x) A Hy(x)) < A xH;(x) A A xHy(x), (7)
V x(Hy(x) v Hy(x)) < V xH,(x) v V xHy(x), (8)
A x(Hy(x) A H) A xHy(x) A H,, 9)
V x(H(x) A Hp) <> V xH,(x) A H,. (10)

(9) und (10) sind allgemeingiiltig, falls die Variable x nicht in H, vorkommt. Die
Bezeichnung ,,Regeln der Quantorenverschiebung ist so zu verstehen, daB die
Regeln (5) bis (10) — je nachdem, in welcher Richtung man sie anwendet — es
gestatten, den Wirkungsbereich eines Quantors (d. h. denjenigen Teilausdruck, vor
dem A x bzw. V x steht) zu vergréBern oder zu verkleinern. (5) und (6) sind in
gewissem Sinn Verallgemeinerungen der de Morganschen Regeln (vgl. 2.2.). Durch
Ubergang zur Negation auf beiden Seiten ergibt sich

- A x— H(x) « V xH(x), (5"
—Vx — H(x) & A xH(x), (6"

d. h., man kann wahlweise entweder die Partikularisierung durch die Generalisierung
oder umgekehrt ausdriicken. Es ist also einer der beiden Quantoren iiberzihlig im
gleichen Sinn, wie einige der verwendeten aussagenlogischen Grundfunktionen
entbehrlich sind. Hier wie dort dient die Aufnahme der grundsitzlich entbehrlichen
Sprachbestandteile der besseren Anpassung der formalisierten Sprachen an die
mathematische Umgangssprache.

Definition 4. Ein Ausdruck der Form Q,x,Q,x, ... Qx,H(x,, ..., X,), wobei
Q€A V) (¢t=1,...,n) und der Ausdruck H(x,, ..., x,) keine Quantoren enthilt,
heiBt eine prineze Normalform.!) Der Ausdruck H(x,, ..., x,) heit Kern der Normal-
form, der Bestandteil Q,x, ... Q,x, wird als Prifiz der Normalform bezeichnet.

Satz 1. Zu jedem Ausdruck gibt es eine semantisch iquivalente prinexe Normalform.

Zum Beweis von Satz 1 beschreiben wir ein Vetfahren, durch das man jeden
Ausdruck in endlich vielen Schritten durch semantisch équivalente Umformungen
der oben behandelten Art in eine prinexe Normalform iiberfiihren kann. Zunichst
konnen wir den gegebenen Ausdruck unter Benutzung aussagenlogischer Aquivalen-
zen 8o umformen, daB die Symbole <>, —, v nicht mehr vorkommen. Danach handelt
es sich darum, alle vorkommenden Quantoren so weit wie méglich nach ,,auBen*

1) Insbesondere ist also jeder quantorenfreie Ausdruck selbst eine prinexe Normalform.
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zu treiben. Dies geschieht mit Hilfe der (von rechts nach links angewandten) Regeln
(), (8), (9) und (10). Ist die Voraussetzung fiir die Anwendung von (9) bzw. (10)
zunichst nicht erfiillt, so kann man dies durch Anwendung der gebundenen Um-
benennung erreichen.

Beispiel. Wir betrachten eine Sprache mit Variablen x,y,z und Relations-
symbolen R (einstellig) und S (zweistellig) und geben uns den Ausdruck

AxR(x) -V x A yS(x, y)
vor. Im ersten Schritt wird — eliminiert:
—(AxR(x) A 1V x AyS(x, y)).

Um den Quantor an der unterstrichenen Stelle aus der Klammer herausziehen zu
konnen, wird der entsprechende Teilausdruck durch gebundene Umb g ver-
wandelt:

— (A 2R@) AV x A YS(x, ).

Anwendung von (9) ergibt jetzt
—Az(Rz) AV x AyS(x,y)).

Die weiteren Schritte sind

—Az(R(z) A A x — AyS(x, y)) (Regel (8)),
—AzRiz) AAxVy —8(x,)) (Regel (6)),
—AzAxVyR) A 8(x,y) (Regeln (9), (10)),
VzVxAy— (R A—S(x,y) (Regeln (5); (6)).

Der zuletzt erhaltene Ausdruck ist bereits eine prinexe Normalform, aber man
kann dem Kern wieder eine aussagenlogisch iibersichtlichere Gestalt geben:

VzVxAy(Riz) > S(x, y).

In der Pridikatenlogik spielen neben den prinexen Normalformen verschiedene
andere Normalformen (u.a. prinexe Normalformen mit speziellen Prifixen und
sogenannte kontraprinexe Normalformen, bei denen alle Quantoren maoglichst weit
»innen‘ stehen) eine groBe Rolle. Oft liBt sich die Uberﬁ.ihrung eines beliebigen
Ausdrucks in eine zu lhm dquivalente Normalform einer bestimmten Art nur fiir
pezielle Sprachen erreich oder man muB die semantische Aquivalenz durch
eine schwi chere Aquival lation zwischen Ausdruck und Normalform ersetzen.
Zum Beispiel wird verlangt: Der gegebene Ausdruck soll genau dann allgemein-
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giiltig sein, wenn die ihm zugeordnete (eventuell in einer anderen Sprache formu-
lierte) Normalform allgemeingiiltig ist.!) Fiir weitere Informationen iiber pridikaten-
logische Normalformen und ihre Anwendungen sei auf [3, § 9] verwiesen.

4.3. Modelle, Folgern, semantische Widerspruchsfreiheit,
Unabhingigkeit und Vollstindigkeit elementarer Theorien

Definition 1. Es sei § eine formalisierte Sprache, A S S cine beliebige (eventuell
leere) Menge von Ausdriicken von 8. Eine Interpretation w von S (und auch die
durch o definierte Struktur) heiBt ein Modell von A, wenn alle Ausdriicke H € 4
bei der Interpretation w (bzw. in der Struktur «) allgemeingiiltig sind. (Insbesondere
ist jede Interpretation von S ein Modell von @ = §S.)

Beispiel 1. Es sei S die durch Variablen a, b, ¢, ..., Xy, X, X,, ... und ein zwei-
stelliges Operationssymbol + gegebene einsortige modifizierte Sprache. In dieser
Sprache lassen sich die aus der Algebra bekannten Gruppenaxiome z. B. wie folgt
formulieren:

(@+b)+c=a+(b+c), (1)
AabVca+b=c, (2)
AacVba+b=c, @3)
AbcVaa+b=c. (4)

((2) "ist notig, da wir generell die Interpretation von Operationssymbolen durch
partielle Operationen zulassen und solche Interpretationen bei einer Definition des
Gruppenbegriffs ausschlieBen miissen.) Eine Gruppe, in der Algebra iiblicherweise
definiert als ,,ein System (@, +), wobei G eine beliebige nichtleere Menge und + eine
zweistellige Operation in @ mit den Eigenschaften (1) bis (4) ist*, ist nun nichts
anderes als ein Modell der Menge ((1), (2), (3), (4)}, d. h. eine Interpretation w der
Sprache S, bei der die Ausdriicke (1) bis (4) allgemeingiiltig sind. Eine solche Inter-
pretation besteht im Fall der Sprache S aus der Angabe des Grundbereichs und der
Interpretation des Symbols + durch eine istellige (zunichst tuell partielle)
Operation in diesem Grundbereich. Wie man sieht, besteht der einzige wesentliche
Unterschied zwischen der ,,alten‘ und der ,,neuen* Definition des Gruppenbegriffs
in einer sorgfiltigeren Unterscheidung zwischen dem Operationssymbol + und der

1) In diesem Sinne ist jeder aus einem Ausdruck H durch g dene Umb und
Generalisierungen entstehende abgeschl Ausdruck H zu H allgomemgulngkeluglelch
jedooh nicht semantisch 5qmulem. (vgl. FuBnote auf 8. 59).
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durch dieses Symbol dargestellten Operation. Vollig analog kann man die aus der
Algebra bekannten Begriffe Ring, Korper, Vektorraum usw. neu definiercn.

Definition 2. Es sei S eine formalisierte Sprache, 4 S S, H € S. H folgt aus A,
wenn H in jedem Modell von A allgemeingiiltig ist. (Insb dere folgt H aus 2,
wenn H bei jeder Interpretation von S allgemeingiiltig ist; vgl. Definition 1.) Die
Menge aller Ausdriicke H, die aus einer Menge A S S folgen, nennen wir die Folge-
rungshiille von A und bezeichnen sie mit Flg(A). Es gilt also H € Flg(A4) genau dann,
wenn H in allen Modellen von A allgemeingiiltig ist, insb dere ist Flg(0) = agg.

Die durch das Wort folgt ausgedriickte Relation zwischen Ausdriicken und Aus-
drucksmengen ciner formalisierten Sprache geht in der in Definition 2 prizisierten
Form auf den polnischen Logiker ALFRED TARSKI (geb. 1901)') zuriick und erweist
sich als der zentrale Begriff im Bereich der semantischen Aspekte der Metamathe-
matik. (Unter tischen Aspekten verstehen wir hier mit TARSKI die Beziehungen
zwischen formalisierten Sprachen und ihren méglichen Bedeutungen, wihrend alle
rein formalen, vom Interpretationsbegriff unabhiingigen Betrachtungen der math
matischen Logik unter der Bezeichnung Syntax zusammengefa8t werden.)

Satz 1. Bei beliebiger Sprache S ist die in der Polenzmenge von S definierte ein-
stellige Operation Flg ein Hiillcnoperator, d. h.

(®) A S Flg(A) firACS;

(b) wenn A S B = S, s0 st Flg(A) S Flg(B);

(c) Flg(Flg(A)) = Flg(A) firalle ASS.

Beweis. (2) Zu zeigen ist, daB jeder Ausdruck H € 4 in jedem Modell von A
allgemeingiiltig ist. Dies folgt sofort aus Definition 1.

(b) Ist A & B, so ist jedes Modell von B erst recht ein Modell von A. Gilt folg-
lich H in jedem Modell von A4, so gilt H in jedem Modell von B. )

(c) Zu zeigen ist wegen (a) nur die Inklusion FIB(FIS(A)) S Flg(A). Es sei H
€ Fl,(Fl,(A)), d. h., Hgilt in jedem Modell von Flg(A). Aus Definition 1 folgt sofort,
daB jedes Modell von A ein Modell von Flg(A) ist. Daher gilt H in jedem Modell von
A, d.h. H¢ Flg(A).

Definition 3. Eine Teilmenge A einer formalisierten Sprache S heiBt deduktiv
abgeschlossen, wenn Flg(A) = A gilt.

Unter B, g von Definition 3 kann man Satz 1 (c) offenbar auch wie folgt
formulieren: Die Folgerungshiille einer beliebigen Menge von Ausdriicken 1st deduktiv
abgeschlossen.

1) Vgl. hierzu die in [4] wieder abgedruckten (sonst schwer zugiinglichen) Arbeiten von TaBskI.
Dem Sinne nach war das Folgern bereits von BERNABD BorzaNo (1781—1848) richtig definiert
und sals zentraler Begriff der Logik erkannt worden. Vgl. Kapitel 9.



64 4.8 tische Grundbegriffe der Metamathematik

Definition 4. Eine elementare Theorie ist eine deduktiv abgeschlossene Menge
von Ausdriicken einer formalisierten Sprache.

Nach Definition 4 wird eine elementare Theorie insbesondere durch eine formali-
sierte Sprache S und ein in dieser Sprache formuliertes Axiomensystem A gegeben.
Die Theorie ist in diesem Fall gleich der Menge Flg(A) aller Folgemngen, die man
aus den gegeb Axiomen zieh teh

kann. Unter einem Axi ver wir
bis auf weit eine beliebige Teilmenge A einer formalisierten Sprache S. Zwei
Axiomensysteme A, B S S definieren die gleiche elementare Theorie genau dann,
wenn Flg(A) = Flg(B) gilt. Wir zeigen unter alleiniger Vora g der Hiillen-

eigenschaften (a), (b), (c) des Folgerungsoperators Fls

Satz 2. Fir A, B S gilt Flg(A) = Flg(B) genau dann, wenn A = Flg(B) und
B < Flg(A) vst.

Beweis. Es sei Flg(A) = Flg(B). Dannist nach (a) A £ Flg(B) und B S Flg(A).
Es sei umgekehrt A S Fig(B) und B S Flg(A) vorausgesetzt. Dann ist

Flg(A) S Fig(Fig(B)) < Flg(B)
® ©

und ebenso Flg(B) S Flg(A), d. h. Flg(A) = Flg(B).

(Satz 2 liefert die Rechtfertigung fiir die in der mathematischen Praxis intuitiv
richtig gehandhabte Methode, die ,,Gleichwertigkeit* zweier Axiomensysteme zu be-
weigen. Die Beweise der Sitze 1 und 2 enthiillen zugleich, wie einfach sich viele in
den Anwendungen weitreichende Sitze der Metamathematik beweisen lassen, sobald
man iiber exakte Definitionen der in ihnen vorkommenden Begriffe verfiigt. Wir
werden im folgenden éhnlich triviale Beweise hiufig dem Leser iiberlassen.)

Die wichtigsten Eigenschaften eines Axic ystems und der hierdurch definierten
elementaren Theorie sind Widerspruchsfreiheit, Unabhingigkeit, Vollstindigkeit
und Kategorizitit. Die Untersuchung dieser Eigenschaften fiir eine konkrete mathe-
matische Theorie ist Gegenstand der Grundlagen dieser Theorie (bzw. der Meta-
theorie dieser Theorie). Die pmznse Definition der vier genannten Begriffe und die
Untersuchung ihrer all, i haften gehort demgegeniiber zu den Auf-
gaben der Grund] g der Mathematik (im Sinne dieses Buches und seines Titels).
In den folgenden Definitionen versehen wir die drei erstgenannten Begriffe mit dem
Beiwort semantisch, um sie von den spiiter zu behandelnden analogen syntaktischen

Begriffen zu unterscheiden.

Definition 5. Eine Teilmenge X einer Sprache S heiBt semuntisch widerspruchs-
frei, wenn X ein Modell besitzt. (Bis zur Einfiihrung des Begriffs syntaktische Wider-
spruchsfreiheit bezeichnen wir semantisch widerspruchsfreie Ausdrucksmengen
kurz als widerspruchsfrei.)




4.3. Modelle, Folgern, semantische Widerspruchsafreiheit @5

Satz 3. Es sei S eine formalisierte Sprache und X S S. Dann gilt

(8) X 7st underspruchsfrei genau dann, wenn Flg(X) = S (d. h. wenn Flg(X) + S)
18t.

(b) X st underspruchsfrei genau dann, wenn fir keinen Ausdruck H € S zugleich
H € Flg(X) und — H € Flg(X) qilt.

(c) X st widerspruchsfrer genau dann, wenn Flg(X) widerspruchsfre: ist.

(d) Ist X widerspruchsfrei und ¥ S X, 8o 18t Y underspruchsfrei.

(a) und (b) bedeuten die Méglichkeit zweier zu Definition 5 dquivalenter Defi-
nitionen des Begriffs der semantischen Wlderspruc.hsfmlhelt (c) begriindet die
hiufig terminologisch undeutliche Unterscheid zwischen der Widerspruchs-

freiheit einer Theorie und der. deerspmohsfrelhent des diese Theorie definierenden
Axic yst Die leichten Beweise von (a) bis (d) seien dem Leser iiberlassen.

Der Nachweis der Widerspruchsfreiheit eines Axi t erfolgt gemif
Definition 6 primir durch die Angabe eines Modells. Die Konstmktlon einer Inter-
pretation einer formalisierten Sprache und der Nachweis, daB diese Interpretation
ein Modell der vorgegebenen Axiome ist, ist jedoch in einer direkten, unanfechtbaren
und effektiv durchfiihrbaren Weise nur im Fall der Existenz endlicher Modelle
moglich. Zum Beispiel kann man die Widerspruchsfreiheit der Gruppentheorie
(d. h. des Axiomensystems {(1), (2), (3), (4)} aus Beispiel 1) ohne irgendwelche Vor-
aussetzungen aus anderen Gebieten der Mathematik dadurch beweisen, da8 man
eine endliche Gruppe durch ihre Wertetafel vollstindig beschreibt und die Giiltigkeit
der Gruppenaxiome durch Nachpriifen aller Fille verifiziert. Die meisten inter-
essanten mathematischen Theorien besitzen jedoch kein endliches Modell. (Man
denke an die Theorie der natiirlichen und die der reellen Zahlen, die Mengenlehre,
die euklidische und die hyperbolische Geometrie usw.) In solchen Fillen kann man
ein Modell nur im Rahmen eines als existent vorausgesetzten Modells einer anderen
mathematischen Theorie nachweisen.

Definition 6. Es seien X und ¥ Teilmengen von eventuell verschied formali-
sierten Sprachen. Dann heiBt X relativ (semantisch) widerspruchsfrei beziiglich Y,
wenn gilt: Wenn ¥ widerspruchsfrei ist, so ist auch X widerspruchsfrei.

Beispiel 2. Der Nachweis, daB die in 4.1., Beispiel 1, angegebene Interpret
der Sprache der ebenen euklidischen Geometrie ein Modell des in dieser Sprache

formulierten Hilbertschen Axi yst ist, setzt die Giiltigkeit aller derjenigen
Eigenschaften der reellen Zahlen voraus, die bei diesem Nachweis benutzt werden.
Man zeigt also in Wirklichkeit nur: Wenn das Axi ystem der reellen Zahlen

ein Modell besitzt, so besitzt auch die ebene euklidische Geometrie ein Modell, d. h.,
die letztere ist relativ widerspruchsfrei beziiglich der Theorie der reellen Zahlen.
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Definition 7. Es sei S eine formalisierte Sprache, X £ S, H € S. Der Ausdruck
H heiBt (semantisch) unabhingig von X, wenn H ¢ Flg(X) ist. Eine Menge X S S
heiBt (semantisch) unabhiingig, wenn fiir alle H € X

H ¢ Fls(X \ (H}))
gilt.

Satz 4. Fiir abgeschlossene Ausdriicke H (und nur fiir solche, auf die man sich
aber bei der Formulierung von Azxiomensystemen beschrinken kann) gilt: H st un-
abhiingig von X genau dann, wenn X u {(— H} widerspruchsfres ist.

Beweis. Es ist H ¢ Flg(X) gleichbedeutend damit, daB wenigsténs ein Modell w
von X existiert, in dem H nicht allgemeingiiltig ist. Ist H abgeschlossen, so ist die
Nichtallgemeingiiltigkeit von H in w gleichbedeutend mit der Allgemeingiiltigkeit
von — H in w, d. h., » ist ein Modell von X v (— H}. Satz 4 bedeutet, da man die
Unabhiingigkeit eines Ausdrucks (Axioms) von einem Axiomensystem ebenfalls
durch Angabe eines Modells zu beweisen hat.

Beispiel 3. Es sei 8§ die Sprache der ebenen euklidischen Geometrie, H das in
dieser Sprache als abgeschlossener Ausdruck formuliérte Parallelenaxiom

APg(—P auf g V!h(Pauf ha —V QQ auf g A Q auf h))),

X das System der restlichen Hilbertschen Axiome. Zum Nachweis, daB H un-
abhiingig von X ist {also insbesondere mit den Voraussetzungen X allein nicht
bewiesen werden kann), hat man ein Modell fiir das Axiomensystem X u{— H}
anzugeben. Ein solches Modell kann hier nur skizzenhaft beschrieben werden, zumal
der Nachweis der Giiltigkeit aller Axiome aus X erhebliche geometrische Kenntnisse
voraussetzt. Man wihle in der euklidischen Ebene einen beliebigen Kreis k, inter-
pretiere die Punktvariablen durch Punkte im Innern von k, die Geradenvariablen
durch Sehnen von k, die Inzidenz durch die auf ,,Punkte‘‘ und ,,Geraden‘* der vor-
liegenden Interpretation eingeschrinkte Inzidenz der euklidischen Geometrie,
ebenso die Zwischenrelation durch die auf ,Punkte’ eingeschrinkte Zwischen-
relation der euklidischen Geometrie. (Man sagt in solchem Fall auch: Die Begriffe
liegt auf und zwischen werden standardinterpretiert.) Es ist leicht zu verifizieren
und sei dem Leser, falls er dieses Modell noch nicht kennt, zur Ubung empfohlen,
daB alle iiblichen Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt sind. ,, Punkte‘‘ 4,B,0,D
dieses Modells mégen in der durch AB ~ CD ausgedriickten Kongruenzrelation
stehen, wenn eine projektive Abbildung ¢ der betrachteten Ebene in sich existiert,
die den Kreis k¥ und damit auch sein Inneres invariant li8t und fiir die p(4) = C
und ¢(B) = D gilt (d. h., die nichteuklidischen Bewegungen werden durch die pro-
jektiven Abbildungen des Kreisinneren auf sich interpretiert). Bei dieser Inter-
pretation sind, wie sich zeigt, alle Kongruenzaxiome sowie die geeignet formulierten
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Stetigkeitsaxiome erfiillt. DaB das Parallelenaxiom H dagegen falsch bzw. seine
Negation wahr wird, ist wieder sofort zu sehen.?)

Jedes nicht unabhingige Axiomensystem ist unnétig umfangreich, denn wenn fiir
einen Ausdruck H € X

H ¢ Flg(X \ (H})

gilt, ist Flg(X) = Flg(X \\ {H}). Dies folgt wiederum allein aus den Hiilleneigen-
schaften (a), (b), (¢) (Satz 1) des Folgerungsoperators: Flg(X \ {H}) & Flg(X) gilt
nach (b). Die umgekehrte Inklusion ergibt sich so: X\ (H} & Flg(X \ (H}) gilt
nach (a), und nach Voraussetzung ist H € Flg(X \ (H}), also ist X & Flg(X \ {H}),
folglich gilt nach (b) und (c)

Flg(X) S Flg((Flg(X \ (H})) = Flg(X \ (H)).

Wihrend die Unabhingigkeit einzelner Axiome oft aus inhaltlichen oder auch nur
historisch erklirbaren Griinden von groBem Interesse ist, hat die Frage nach der
Unabhii U'U‘ it eines g ten Axic yst im Sinne von Definition 7 keine
besondere Bedeut . Insb dere kann einem iibertriebenen Streben nach einer
maglichst geringen Anmhl von Axiomen durch den Hinweis begegnet werden, daB
man doch jedes endliche Axiomensystem (H,,..., H,} durch das einzelne Axiom

H, A ... A H, ersetzen kann.

Definition 8. Eine Teilmenge X einer formalisierten Sprache S heiBt (semantisch)
vollstindig, wenn H € Flg(X) oder — H € Flg(X) fiir jeden abgeschlossenen Ausdruck
H ¢ § gilt.

Aus Definition 8 folgt sofort, daB jede widerspruchsvolle Menge vollstindig ist.
Eine widerspruchsfreie Menge hingegen ist genau dann vollstindig, wenn fiir jeden
abgeschlossenen Ausdruck H € S genau eine der beiden Beziehungen H € Flg(X),
— H € Flg(X) gilt. Wir zeigen

Satz 8. Eine Teillmenge X einer formalisierten Sprache S st genau dann wider-
spruchsfrer und vollstindig, wenn Flg(X) eine mazimale widerspruchsfreie Teillmenge
von S.18t, d. h., wenn Flg(X) widerspruchsfrei und jede Menge ¥ mit FlgX)—c Y S S
widerspruchsvoll ist.

Beweis. Wir setzen zuniichst voraus, daB X widerspruchsfrei und vollstindig
ist. Dann ist nach Satz 3 (c) auch Flg(X) widerspruchsfrei. Wir nehmen an, ¥ sei
eine echte Obermenge von Flg(X), die noch widerspruchsfrei ist. Es sei H € ¥ \ Flg(X).
Falls H abgeschlossen ist, sei H' = H. Andernfalls sei H' ein Ausdruck, der aus H
entsteht, indem man zunichst durch gebundene Umbenennungen alle frei vor-

l) Ausfihrliche Behandlungen des hier skizzierten Kleinschen Modells findet man u. a. in
yklopadie der EI {7 th tik, Band 6, DVW, Berlin 1971, sowie in A. P. NORDEN,
Elemenum Einfiihrung in die Lobatschewskische G trie, DVW, Berlin 1958 (Ubersetzungen

aus dem Russischen).
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kommenden Variablen vollfrei macht und dann zur Generalisierten iibergeht. In
beiden Fiillen gilt fiir beliebige Z & S, daB H € Flg(Z) genau dann, wenn H' € Fig(Z).
Insbesondere ist daher

H' € Flg(Y), (5)

H' ¢ Flg(X). (6)
Da H’ abgeschlossen und X vollstindig ist, ist (6) gleichbedeutend mit

— H' € Flg(X) = ¥ S Flg(Y).

Dies bedeutet zusammen mit (5), daB Flg(¥) und daher auch Y widerspruchsvoll
ist, im Widerspruch zu unserer Annahme. Es sei nun Flg(X) eine maximale wider-
spruchsfreie Menge. Dann ist mit Flg(X) auch X widerspruchsfrei. Wir nehmen an,
X wiire nicht vollstindig, d. h., es gibt einen abgeschlossenen Ausdruck H, so daB
weder H € Flg(X) noch — H € Flg(X) gilt. Das erste bedeutet, daB es ein Modell
von X gibt, in dem H nicht allgemeingiiltig, d. h. wegen der Abgeschlossenheit
— H allgemeingiiltig ist. Demnach ist Flg(X)u (— H)} widerspruchsfrei und wegen
— H ¢ Flg(X) eine echte Obermenge von Flg(X).

Ist X ein in einer Sprache S formuliertes widerspruchsfreies und vollstindiges
Axiomensystem, so gilt nach Satz 5 fiir jeden abgeschlossenen Ausdruck H ¢ §
entweder H € Flg(X) oder — H € Flg(X). Im ersten Fall gilt H in allen Modellen
von X, im zweiten Fall gilt H in keinem Modell von X. Demnach gibt es keine in der
Sprache S formulierbare Aussage, durch die sich zwei beliebige Modelle von X
unterscheiden lassen. Wir sagen: Je zwei Modelle eines widerspruchsfreien und
vollstindigen Axiomensyst sind el tar ununterscheidbar.

4.4.  Isomorphie von Interpretationen, Kategorizitat

Definition 1. Es seien w, und w, Interpretationen einer Sprache S, die durch die
Basis B = (n, B,, B, B,) gegeben ist. Ein Isomorphismus von w, auf w, ist eine Ab-
bildung ¢, die fiir j = 1, ..., n den Grundbereich w,(j) eineindeutig auf den Grund-
bereich wy(j) abbildet, so daB gilt:

(8) Fiir Ryfvntx € B, gilt fiir beliebige £, € 0,(ja) (¢ =1, ..., k)

\(b) Fiir F il € By qilt fiir beliebige &, € w,(5,) (¢ =1,..., k):
wy(Ffideif) (&), ..., &) existiert genau dann, wenn
@y(Fhrtiit) (p(£1), ..., @l&y)) existiert und im Fall der Existenz gilt
Py (Fftiit) (&, ..., £)) = wg(Fifr-s) (&), ..., (&)

(e) Fiir ¢! € B, gilt p(w,(ci)) = wylcs).
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Der Leser priife nach, da8 die Bedingungen (b) und (c) sich zwangsliufig aus (a)
ergeben, wenn man Konstanten und (partielle) Operationen als spezielle Relationen
auffaBt.

Beispiel 1. Es sei S die in 4.3., Beispiel 1, betrachtete Sprache (zur Formulierung
,,gruppentheoretischer* A ), wy und w, seien Interpretationen dieser Sprache.
Wir bezeich den Grundbereich von w; mit M; ( = 1, 2) und die in M, definierte
Operation w;(+) mit ,,4;*. Dann ergibt sich aus Definition 1 (in diesem Fall wird '
nur (b) benétigt): Ein Isomorphismus der Interpretation w, auf die Interpretation.
wy (und damit von der Struktur (M,, +,) auf die Struktur (M,, +,)) ist eine einein-
deutige Abbildung ¢ von M, auf M,, so daB fiir beliebige &, 7 € M, genau dann
& +, n existiert, wenn @(£) +, @(n) existiert, und im Fall der Existenz gilt

(€ +17) = @) +2 90)- (1)

Der Leser wird (1) als die aus der Gruppentheorie bekannte Isomorphiebedingung
erkennen. (Wenn man schon voraussetzt, daB (M,, +,) und (M,, +;) Gruppen sind,
die entsprechenden Operati also fiir alle Elementpaare ausfiihrbar sind, ent-
fallt natiirlich die im Fall partieller Operatlonen zusitzlich gestellte Bedingung, da
die linke Seite von (1) genau dann definiert sein soll, wenn die rechte Seite definiert
ist.)

Beispiel 2. Mit S;,, bezeichnen wir die durch die Basis (2, (R'?), @, @) gegebene
Tell.spmche der kanonischen Sprache der ebenen Geometrie. In dieser Sprache der

Inzic trie kann man natiirlich nicht nur Aussagen der euklidisch
sondern auch der hyperbolischen, projektiven oder sonsti b Inzidenz-
trie formuli Eine beliebige Interpretation w der Spn.che Sy wird gegeben

durch eine Menge ¢ von .,Punkten eine Menge ¢ von ,,Geraden‘‘ und eine Rela-
tion Inz & # X 9. Eine Struktur der Form (2, 9, Inz) nennen wir eine (ebene) Inzi-
denzatruldur. Dabei brauchen die Elemente von & durchaus nicht Punkte in irgend-
einem geometrischen Sinn und die Elemente von & keine Geraden zu sein, sondern
es kann sich, wie HILBERT einmal formulierte, um Tische, Binke oder Bierseidel
handeln. Eine Inzidenzstruktur (2,4, Inz) wollen wir als speziell bezeich wenn ¥
eine Teil der Pot. ge von 2 ist (die ,,Geraden‘* also Mengen von ,,Punk-
ten* sind)und Inzdieauf # X ¥ eingeschrinkte Elementrelationist. Nach Definition 1
sind zwei Inzidenzstrukturen w; = (#;, 9, Inz;) ({ =1, 2) isomorph, wenn eine
eineindeutige Abbildung ¢ von #; auf #, und von ¥, auf ¥, existiert, so daB fiir
beliebige n € 2, und ¥ € @, genau dann (, y) € Inz gilt, wenn (g(n), p(y)) € Inz,
gilt. Wir bewei genden fiir das hauliche Arbeiten mit Inzidenzstrukturen
wesentlichen

Satz 1. Ist eine Inzidenzstruktur ein Modell der beiden Aussagen

A x,‘x,‘(—| x! = x,' - VI3 (RM(x!, x,3) A RM(x,), x,’)))
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(d. h., zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine mit beiden inzidierende
Gerade),

A x,2V x,'R¥M(x,}, x,%)
2

(d. h., auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei Punkte), so existiert eine zu ihr
18omorphe spezielle Inzidenzstruktur.

Beweis. Es sei w, = (&, 9, Inz) ein beliebiges Modell der beiden im Satz ge-
nannten Aussagen. Wir definieren eine zu w, isomorphe Interpretation w, und zugleich
einen Isomorphismus ¢ von w, auf w, durch

Py =P, @n)=nfirne P,
o) = {m: (7, y) € Inz), 9, = lp(y):y € F1).

Offenbar ist (#,, ¥,, €) eine spezielle Inzidenzstruktur und ¢ eine Abbildung von
2, auf 2, und von¥, auf ¥,. Aus der Giiltigkeit der im Satz genannten Aussagen in
w, ergibt sich, daB jede ,,Gerade‘* dieser Struktur durch die Gesamtheit der mit ihr
inzidierenden ,,Punkte‘ eindeutig bestimmt ist, d. h., ¢ ist nicht nur eineindeutig
von 2, auf #,, sondern auch von ¢, auf &,. Die Isomorphiebedingung fiir ¢ folgt
nun sofort aus der Definition von g(y).

Satz 1 und sein Beweis bedeuten: Sind die ,,Geraden* einer Inzidenzstruktur zu-
nichst nicht Mengen von ,,Punkten* (sondern z. B. ,,geometrische Orter im Sinne
der antiken Geometrie), 80 kann man unter den in Satz 1 genannten (in fast allen in
Frage kommenden geometrischen Theorien erfiillten) Voraussetzungen zu einer
isomorphen Struktur mit den gleichen ,,Punkten‘ iibergehen, in der jede Gerade
gleich der Menge der mit ihr inzidierenden Punkte ist. In welchem Sinn die Betrach-
tung der isomorphen Struktur der Betrachtung der urspriinglichen Struktur gleich-
wertig ist, wird durch den folgenden Satz prizisiert.

Satz 2. Sind w, und w, Interprelationen einer beliebigen Sprache S, ist ¢ evn Iso-
morphismus von w, auf w, und | eine Belegung beziiglich w,, so0 sei f, die durch f,(x)
= qp(/(x)) definierte Belegung beziiglich w,. Es gilt

(a) fiir alle Terme t der Sprache S: Wert(t, w,, f) existiert genau dann, wenn auch
Wert(t, w,, f,) existiert,und im Fall der Existenz ist qz( Wert(t, o,, /)) = Werl(t, w,, f,);

(b) fiir alle Ausdriicke H € S: Werlt(H, w,, f) = Wert(H, w,, f,).

Wir beweisen zunichst (a) durch Induktion iiber die Kompliziertheit des Terms t.
Ist t eine Variable, so gilt (a) nach Definition von f,. Ist t ein Konstantensymbol, so
gilt (a) nach Definition 1(c). Es sei t = Ff-fif(t,, ..., t;), und (a) sei schon fiir
die Terme t,, ..., t, bei beliebiger Belegung f bewiesen. Existiert Wert(t, w,, f), so
existieren

& = Werl(ty, o, f) firx=1,...,k,
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und die Operation w,(F-#) ist auf das k-Tupel &, ..., & anwendbar. Nach
Induktionsannahme existieren dann auch die Elemente ¢(£,) und sind fiirx = 1,..., %
gleich Wert(t,, w,, f,). Da @ ein Isomorphismus von , auf w, ist, folgt nach Defi-
nition 1 (b) die Gleichung

@(Wert(t, w,, f)) = (wy(Fifubi) (&, ..., &))
= wy(Fipte) (pl&y), -, @lés) = Wertlt, wg, fp)-

Existiert Weri(t, @y, f) nicht, so sind folgende zwei Fiille maglich:

a) Wert(t,, w,, f) existiert fiir wenigstens ein x € {1, ..., k} nicht. In diesem Fall
existiert nach Induktionsannahme auch Wert(t,, w,, f,) nicht und daher erst recht
nicht Wert(t, w,, f,).

b) Wert(t,, w,, f) existiert zwar fiir x = 1, ..., k, aber die Operation cw,(F;fi-ff)
ist auf das k-Tupel dieser Werte nicht anwendbar. In diesem Fall existieren nach
Induktionsannahme zwar die Werte Wert(t,, w,, f,), aber da @ ein Isomorphismus ist,
ist die Operation w,(F;fv-#f) auf das k-Tupel dieser Werte nicht anwendbar,
d. h., Wert(t, w,. f,) existiert nicht.

Wir beweiszn nun (b) durch Induktion iiber die Kompliziertheit des Ausdrucks H.
Ist H eine Termgleichung t, = t,, so ist Wert(H, w,, f) = W genau dann, wenn
Wert(ty, w,, f) fiir © =1, 2 existiert und diese Werte gleich sind. Auf Grund des
bereits bewiesenen Teils (a) von Satz 2 ist dies aber genau dann der Fall, wenn
Wert(t;, wy, f,) fiir © =1, 2 existiert und diese Werte (wegen der Ememdeuhgkelt
von @) ebenfalls iibereinsti d. h., wenn Wert(H, w,, f,) =W ist. Ist H ein
priddikativer Ausdruck der Form Ri(t, ..., t;), wobei R ein k-stelliges Relationssymbol
der Sprache S bezeichnet, so ist Werl(H, w,, /) = W genau dann, wenn

Wert(t,, w,, ) =&, firx=1,...,k
existiert und (&, ..., &) € w;(R) gilt. Da @ ein Isomorphismus von w, auf w, ist,
gilt dies genau dann, wenn (p(£)), ..., @(&)) € wy(R) ist. Auf Grund des bereits be-
wiesenen Teils (a) ist aber '
P& = Wert(t,, @, f,)  firx =1,..., k,
d. h,, es gilt insgesamt Wert(H, w,, /) =W genau dann, wenn Wert(H, w,, f,) =
Ist schon Wert(H, w,, f) = Wert(H, w,, /,) fiir einen beliebigen Ausdruck H, so g)lt
trivialerweise

Wert(— H, w,, ) = Wert(— H, w,, [,).

Analog schlieBt man fiir die iibrigen aussagenlogischen Verkniipfungen.
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Wir setzen nun voraus, da8 die Behauptung fiir den Ausdruck H(x) bei beliebigen
Belegungen f beziiglich w, bewiesen ist. Es gilt

Wert(A xH(x), w,. f) = W @)

genau dann, wenn fiir alle Elemente ¢ des bei der Interpretation w, zur Variablensorte
von x gehérigen Grundbereichs M,

Wert (H(x), oy, f ( :)) -w @)

gilt. Nach Induktionsannahme ist (3) gleichbedeutend mit

Wert ( H(x), ws, (/ ( : ))') =w. @

Offenbar st (/ ( : )) =1, (q)(’f) ) Da g eine eineindeutige Abbildung von M, auf
L4

den entsprechenden Grundbereich M, der Interpretation w, ist, ist die Giiltigkeit von
(4) fiir alle & € M, gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von
Went (H(x), o fy (" )) =W firalle 5 € M,, d. h. mit
n

Wert(A xH(x), ws, f,) = W. (6)

Folglich gilt (2) genau dann, wenn (b) gilt. Der hierzu weitgehend analoge letzte
Beweisschritt fiir Ausdriicke der Form V xH(x) sei dem Leser iiberlassen.

Aus Satz 2(b) ergibt sich sofort

Folgerung. Sind w, und w, 1somorphe Interpretati einer beliebigen Sprache S,
80 ist ein beliebiger Ausdruck H bei w, allgemeingiiltig genau dann, wenn er bei w,
allgemeingiiltig 1st, d. h., isomorphe Interpretationen sind erst recht elementar ununter-
scheidbar.

Beispiel 3. Als Anwendungen der obigen Folgerung ergeben sich Sitze folgender
Art: Ist (M,, +,) eine Gruppe und (M,, +,) eine Struktur, von der nur vorausgesetzt
wird, daB die mit -, bezeichnete (eventuell partielle) Operation in der Menge M,
zweistellig ist, so folgt aus der Existenz eines Isomorphismus von (M,, +,) auf
(M, +,), daB auch (M,, +,) eine Gruppe ist. Unter den in (M,, +,) und folglich
auch in (M,, +,) allgemeingiiltigen Ausdriicken befinden sich nimlich die Gruppen-
axiome (vgl.4.3., Beispiel 1). Analog erhélt man: Jede zu einem Ring isomorphe Struk-
tur ist ein Ring; jede zu eincm Korper isomorphe Struktur ist ein Korper; eine zu
einer kommutativen Gruppe isomorphe Gruppe ist ebenfalls kommutativ; ein zu
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cinem Korper der Charakteristik p isomorpher Korper hat ebenfalls die Charakteri-
stik p usw.

Definition 2. Ein in einer formalisierten Sprache S formuliertes widerspruchs-
freies Axiomensystem X — S (und die durch X definierte elementare Theorie Flg(X))
heiBt kategorisch, wenn je zwei Modelle von X zueinander isomorph sind. (In diesem
Fall sagen wir auch: X besitzt bis auf Isomorphie nur ein einziges Modell.)

Definition 2 gestattet cs, iiber zwci tlich verschiedene Ziele der axiomatisch
Methode in verschied Teilgebieten der Mathematik zu hen. Manche Axi-
omensysteme (wie z. B. die in der Gruppen-, Ring-, Korper und Verbandstheorie
benutzten) sind absichtlich so ,,schwach‘* gewihlt, daB sie sehr viele wesentlich ver-
schiedene (d.h. paarweise nicht zueinander isomorphe) Modelle besitzen. Hier
sollen gewisse gemeinsame GesetzmiBigkeiten, die in hiedensten Strukturen
auftreten, unter einem gemeinsamen Gesicht kt untersucht werden bzw. gewisse
Sitze, deren Beweise andemfalls in verschxedenen Teilgebieten der Mathematik
jeweils wortlich zu wiederholen wiren, werden als z. B. gruppentheoretische Sitze
erkannt und nur einmal, nimlich in der Gruppentheorie, bewiesen. Demgegeniiber
verfolgen gewisse andere axiomatische Theorien das Ziel, im wesentlichen (d. h. bis
auf Isomorphie) eine einzige Struktur durch innere Eigenschaften zu charakterisieren.

Hierher gehéren z. B. die axiomatischen Theorien der verschied Zahlbereich
und die ebene und ridumliche euklidische G trie. In diesen Theorien wird also
cin kategorisches Axiomensystem gesucht, d (bis auf I phie)

Modell die zu charakterisierende Struktur ist. Allerdings zeigt sich, da8, ubgesehen
von Trivialfillen, eine solche axiomatische Charakterisierung mit den bisher be-
handelten Mitteln nicht moglich ist. Es gilt der

Satz 3 (Satz von TARSKI). Besilzt ein Axi ystem cin dliches Modell
(d. h. etn Modell mit igstens esnem dlichen Grundbereich), so ist dieses Axiomen-
8system nicht kategorisch.

Auf den Beweis dieses Satzes miissen wir hier verzichten. In 6.4. wird der Weg,
auf dem dieser Satz erhalten werden kann, skizziert werden. Der folgende Abschnitt
ist einer solchen Modifizierung des bisher behandelten Sprach- und Folgerungs-
begriffs gewidmet, mit deren Hilfe kategorische Axi yst auch fiir d
liche Strukturen erhalten werden konnen.

45.  Nichtelementare Sprachen und Theorien

Definition 1. Ist S eine beliebige formalisierte Sprache und ¢ eine beliebige nicht-
leere Klasse von Interpretationen von S, so heit das Paar (S, o) eine Sprache. Mit
ay bezeichnen wir stets die Klasse aller Interpretationen von S und nennen die
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Sprachen (S, o,) elementar. Ist o eine echte Teilklasse von gy, so heiBt die Sprache

(S, o) nichtel tar. Die El te von ¢ werden als zulissige Interpretati von
(8, o) bezeichnet.
Der Begriff der elementaren Sprache stimmt im tlichen mit dem bisher

betrachteten Sprachbegriff iiberein. Fiir konkrete nichtelementare Sprachen wird
die Klasse o der zulissigen Interpreta,tionen meist durch eine verbale Beschreibung
dieser Interpretationen gegeben. (Zum Beispiel bezeichne oy, stets die Klasse aller
Interpretationen von S, bel denen alle Opemtlonssymbole durch volle Opemtlonen
interpretiert werden.) Diese Beschrei ichnen wir al in als eine Inter-
pretationsvorschrift fir S (und 1dentlfmeren sie zuweilen mit der Klasse o der be-
schriebenen Interpretationen, wenn keine MiBverstindnisse moglich sind). Der hier
definierte Begriff der nichtelementaren Sprache ist etwas allgemeiner und abstmkber
als die in der Literatur unter diesem Namen behandelten speziellen nichtel
Sprachen (bei denen die Interpretationsvorschrift mehr oder weniger stillschweigend
verabredet und hiufig durch ganz spezielle Modifizierungen der benutzten formali-
sierten Sprache zum Ausdruck gebracht wird). Er umfaBt jedoch, wie die folgenden
Beispiele zeigen werden, alle diese speziell ichtel t Sprachen, verall-
rt sie in naheli der Weise und gestattet es zugleich, viele fiir elementare
Sprs.chen formulierte Begnffe und Sachverhalte fast wortlich auf beliebige nicht-
elementare Sprachen zu iibertragen.

Beispiel 1. Die zweisortige Sprache S enthalte die Variablen x;* der zweiten
Sorte nur in priidikativen Ausdriicken der Form x;! € x,2, so daB also € ein Relations-
symbol vom Typ (1, 2) ist. Es sei oy die Klasse aller Interpretationen von S, bei
denen der Grundbereich w(2) die Potenzmenge des Grundbereichs w(1) ist und
das Symbol € durch die Elementrelation interpretiert wird. Nichtelementare Sprachen
der Form (8, a(5)) bezeichnet man als Sprachen zweiter Stufe. Analog zu den Sprachen
zweiter Stufe kann man fiir » > 2 nichtelementare Sprachen n-ter Stufe bilden. Dazu
withle man n Variablensorten z;/ (1 < j < n) und pridikative Ausdriicke der For-
men x;f € x,”*! (1 < j < n — 1; als Pridikatensymbol kann man stets das gleiche
Zeichen € nehmen, da die jeweilige Bedeutung aus den Sortenindizes der dabeiste-
henden Variablen hervorgeht). Es sei o, die Klasse aller Interpretationen dieser
Sprache S, bei denen w(j + 1) durch die Potenzmenge von w(j) (1 < j < n — 1) und
€ durch die Elementrelation interpretiert wird. Eine Interpretation w € o(,) von 8
ist daher jeweils durch die Wahl einer beliebigen nichtleeren Menge w(1) bereits ein-
deutig bestimmt.

Beispiel 2. Enthilt eine Sprache S Variablen der Sorten x; und f; und ist bei
beliebigen ¢, k die Zeich ihe f(x,) ein Term der Sorte x (d. h.,...(...) ist ein
modifiziertes Operationssymbol vom Typ (1, 2; 2)), so ist damit (meist stillschwei-
gend) folgende Interpretationsvorschrift verbunden: Ist bei einer Interpretation der
zu den Variablen x; gehorige Grundbereich M, so ist der zu den Variablen f; gehérige
Grundbereich eine Menge von eindeutigen Abbildungen von M in sich, und dem
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Operationssymbol ... (...) wird die durch ®(g, £) := @(§) definierte sogenannte
Anwendungsoperation zugeordnet.

Definition 2. Ist (S, o) eine nichtelementare Sprache, so verstehen wir unter
einem o-Modell eines Axiomensystems X & S eine Interpretation w € o, die im
friiher definierten Sinn ein Modell von X ist. Ferner sei

Flg®(X) := {H:H € S und H allgemeingiiltig in allen o-Modellen von X}
die o-Folgerungshiille von X.

Wie man leicht zeigt (vgl. 4.3., Satz 1), ist Flg° bei beliebigem S und o ein Hiillen-

opera.tor in der Potenzmenge von S. Als Spezialfall des durch die Operation Flg® ge-

ichtel taren o-Folgerns ergibt sich fiir ¢ = o, das in 4.3. betrachtete

Folgem, das wir von nun an als elementar bezeichnen werden. Sind ¢, ¢’ Klassen von
Interpretationen einer Sprache S mit ¢ S o', so gilt fiir beliebige X S S stets

Fig(X) S Flg°(X),

d. h., die Menge der aus einem Axiomensystem erhiltlichen Folgerungen wiichst
mit der Verkleinerung der Klasse der zulissigen Interpretationen. Insbesondere ist

Fly(X) S Flg°(X)

fiir beliebige nichtelementare Sprachen (S, o) und X S S. Als einen zum elementaren
Folgern -entgegengesetzten Ausnahmefall betrachten wir eine Klasse ¢ = (w,) von
Interpretationen einer Sprache S, die nur ein einziges Element w, enthilt. Ist fiir
ein Axiomensystem X & S die Interpretation w, kein Modell von X, so ist jeder
Ausdruck H € § in allen o-Modellen von X allgemeingiiltig, d. h., es ist Flg’(X) =
Andernfalls besteht Fig’(X) gerade aus den in w, allgemeingiiltigen Ausdriicken der
Sprache S. Demnach besteht das o-Folgern in diesem Fall in der Uberpriifung, ob der
betrachtete Ausdruck bei der einzig zugelassenen Interpretation w, von 8 allgemein-
giiltig ist.

Die in 4.3. und 4.4. betrachteten Begriffe lassen sich ohne weiteres auf nichtelemen-
tare Sprachen iibertragen, indem man in den jeweiligen Definiti das el tare
Folgern Flg durch das ¢-Folgern Flg°® ersetzt:

Definition 3. Eine nichtelementare Theorie T ist eine Menge der Form T
= Flg°(X), wobei (S, g) eine nichtelementare Sprache und X & § ein Axiomen-
system ist.

Definition 4. Ist (S, 0) eine nichtelementare Sprache, so heiBt ein Axiomen-
system X & S (und die durch X definierte nichtelementare Theorie Flg°(X))

o-underspruchsfrei, wenn X ein o-Modell besitzt (genau dann, wenn Flg’(X) = S
bzw. genau dann, wenn fiir kein H € S sowohl H € Flg°(X) als auch — H € Flg°(X)
gilt, Beweise analog wie in 4.3.);
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o-unabhingig, wenn fiir kein H € X gilt H € Flg*(X \ {H});

o-vollstindig, wenn fiir H € §gilt H € Flg’(X) oder — H € Flg°(X);

a-kategorisch, wenn X o-widerspruchsfrei ist und je zwei g-Modelle isomorph sind
(d. h., wenn X bis auf Isomorphie genau ein o-Modell besitzt).

Aus der bereits erwihnten Antimonotonie

Flg'(X) S Flg(X) firoS o (1)

ergibt sich sofort

Satz 1. Sind o, o' Interpretationsklassen von S mit o S o', 80 18t

(a) jede o-widerspruchsfreie Menge o’-widerspruchsfrei,

(b) jede o-unabhingige Menge o’-unabhingig,

(c) jede o'-vollstiindige Menge o-vollstindig,

(d) jede o’-kategorische und o-widerspruchsfreic Menge o-kategorisch.

(1) bedeutet : Eine Verkleinerung der Klasse der zulissigen Interpretationen wirkt
sich im Sinne einer VergroBerung der Folgerungshiille aus. Im gleichen Sinne wirkt
aber auch eine VergréBerung des benutzten Axiomensystems. Dies fiihrt uns zu

Definition 5. Eine nichtelementare Sprache (S, o) heiBt unwesentlich nicht-
1 tar, wenn ein Axi ystem ¥ < § existiert, so daBl
Flg"(X) =Flg(XvY) firalle XSS
gilt (d. h., wenn man das nichtelementare o-Folgern gleichwertig durch elementares
Folgern aus einem stiirkeren’ Axiomensystem ersetzen kann).

Offenbar ist eine Sprache (S, o) insb dere dann un tlich nichtel tar,
wenn es ein Axiomensystem ¥ C § gibt, so daB o die Klasse aller Modelle von ¥ ist
(oder wenigstens zu jeder Interpretation w € o ein elementar ununterscheidbares
Modell von ¥ und umgekehrt zu jedem Modell von ¥ eine el tar terscheid-
bare Interpretation w € o existiert).

Beispiel 3. Die Sprachen (S, gy,) sind un tlich nichtel tar. Es sei
néimlich ¥ die Menge aller Ausdriicke der Form
Ax LoV x IR B dii(x b L xgh) = xyd, 2)

{ die Operationssymbole der Sprache S durchliuft. Dann ist oy,
gerade die Klasse aller Modelle von ¥. An dieser Stelle sei bemerkt, daB in den meisten
Lehrbiichern der mathematischen Logik Flg°» statt Flg® als elementare Folgerungs-
operation definiert wird.

Beispiel 4. Die in Beispiel 2 betrachteten Sprachen sind un tlich nichtel
tar. Dazu betrachten wir folgende in der betreffenden Sprache S selbst formulierbare
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Axiome iiber die Dinge der Sorte f; und die Terme der Form f;(x;):

A ‘|fz(/\ x fy(x) = fy(x) -, = fn): 3)
(d. h., die Dinge f; sind durch ihren ,,Werteverlauf* eindeutig bestimmt),

AMyx, V x, (%)) = X, v 4)

(vgl. (2), d. h., die {; sind volle Abbildungen). Es sei ¥ die Menge der beiden Axiome
(3), (4). Unter den Modellen von Y ) alle zulidssigen Interpretationen der
betrachteten Sprache vor. Umgekehrt brauchen in einem beliebigen Modell von ¥ die
f; nicht selbst Abbildungen zu sein. Man kann jedoch zu jedem solchen Modell ein
isomorphes zulissiges Modell konstruieren (vgl. hierzu die Konstruktion zum Beweis
von Satz 1 in 4.4.). Es sei bemerkt, daB man weitere Einschrinkungen der Klasse
der zulissigen Interpretationen, die sich in diesem Fall anbieten, ebenfalls durch
Axiome zum Ausdruck bringen kann. Zum Beispiel bedeutet

A flxlxz(fl(xl) =fi(x) »x, = xz) ,
daB die {; eineindeutig sind, wihrend das Axiom
Aixy Vox, fi(x,) = xy

sichert, daB die f; Abbildungen auf den entsprechenden Grundbereich sind. Es ist
jedoch nicht méglich, durch elementar formulierte Axiome auszudriicken, da8 der
den Variablen f; zugeordnete Grundbereich aus allen Abbildungen des den Variablen
x; zugeordneten Grundbereichs in sich bestehen soll.

Als wichtiges Beispiel einer tlich nichtel taren Sprache behandeln wir
im folgenden die Formalisierung des bekannten Axiomensystems von PEANO zur
Charakterisierung der natiirlichen Zahlen mittels der Grundbegriffe Null und
Nachfolgeroperation (vgl. MfL, Band 1, 3.2.).

Beispiel 5. Die Axiome von PEaNO kann man — zunichst unformalisiert —
etwa wie folgt formulieren:

(a) Null ist eine natiirliche Zahl.

(b) Jede natiirliche Zahl hat genau einen Nachfolger.

(¢) Null hat keinen Vorginger.

(d) Jede natiirliche Zahl hat hochstens einen Vorginger.

(e) Enthiilt eine beliebige Menge M von natiirlichen Zahlen die Zahl 0 und mit
einer beliebigen Zahl auch deren Nachfolger, so enthilt M alle natiirlichen
Zahlen.

Zur Formalisierung dieser Axiome benétigt man Variablen n, fiir natiirliche Zahlen,
Variablen M; fiir Mengen von natiirlichen Zahlen, ein Konstantensymbol o zur Be-
zeichnung der Zahl 0, ein Operationszeichen ‘ zur Bezeichnung der Nachfolger-
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operation und ein Symbol € zur Bezeichnung der EI trelation (zwisch
Dingen der Sorte n; und Dingen der Sorte M;). Die Termdefinition der entsprechenden
modifizierten zweisortigen Sprache lautet demnach:

M; (und nur diese) sind Terme der Sorte ,,Menge*‘.

o 18t ein Term der Sorte ,,Zahl".

n; sind Terme der Sorte ,,.Zahl*.

Ist t ein Term der Sorte ,, Zahl, so ist auch t' ein Term der Sorte ,,.Zahl‘.
Pridikative Ausdriicke sind t; = t; (t;, t; sortengleiche Terme), t; € M; (t; Term der
Sorte ,,Zahl“) und keine weiteren. Wir kommen zur Formalisierung der Axiome
(a) bis (e):

(a’) entfillt auf Grund der syntaktischen Festlegungen
(b") An; Vn,n,’ =n,.

(DaB der Nachfolger einer natiirlichen Zahl eindeutig bestimmt ist, ergibt sich aus
der generellen Festlegung iiber die Interpretation von Operationssymbolen. DaB
— wie in (b’) verlangt — jede natiirliche Zahl wenigstens einen Nachfolger hat, mu
gefordert werden, da wir allgemein die Interpretation von Operationssymbolen
durch .partielle Operationen zulassen. (b’) entfillt natiirlich, wenn man, wie meist
iiblich, Fl°» als elementares Folgern ansieht.)

(c) —Vnn' =o.

d") n’' =ny —>n, = n,.

(e") 0EM, AAD(M €M, >0/ €M) —>An,n, €M,

Die Kategorizitit dieses Axlomensystems beruht darsuf, deB die Variablen M;
(die nur in (e’), dem Indukti vork ) und das Symbol € in der in
Beispiel 1 angegebenen Weise interpretiert werden, daB also die verwendete Sprache
durch diese (mehr oder weniger stillschweigend vereinbarte) Interpretationsvorschrift
zu einer nichtelementaren Sprache (S, o(y)) zweiter Stufe wird. Ein ,,naiver Kate-
gorizititsbeweis kann dann leicht gefiihrt werden, indem man zu zwei beliebigen
Modellen (N,, ‘%, 0,) und (N, %, 0,) induktiv einen Isomorphismus ¢ von N, auf N,
definiert:

(o) := o,,' () = (p()2. (5)

Der exakte Beweis allerdings, daB durch (5) eine eindeutig bestimmte eineindeutige
Abbildung von Nl auf N, definiert ist, erfordert neben (') die von der axiomatischen
M lehre bereitgestellten sogenannten Rechtfertigungssitze fiir induktive
Definitionen und deren Beweise und soll daher hier nicht gefiihrt werden. Notig
sind jedoch noch folgende Bemerkungen.

Zum Beweis der Kategorizitit (hier genauer: o,-Kategorizitit) ist (vgl. Defi-
nition 4) zuniichst die ¢(,)-Widerspruchsfreiheit des betrachteten Axiomensystems
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zu zeigen. Dies kann (wegen der Unendlichkeit des angestrebten Modells) natiirlich
nur im Rahmen einer anderen mathematischen Theorie geschehen. Ublicherweise
konstruiert man in einer (als widerspruchsfrei vorausgesetzten) axiomatischen
Mengenlehre einen Bereich N von natiirlichen Zahlen, die (a’) bis (e’) erfiillen, indem
man z. B. die Kardinalzahlen der endlichen Mengen als natiirliche Zahlen nimmt.
Man zeigt also nur die relative Widerspruchsfreiheit der Peanoschen Axiome in bezug

auf das vorausgesetzte Axic ystem der Mengenlehre, und nur unter der Voraus-
setzung der Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems gelingt auch der exakte
Kategorizititsbeweis.

Man kann in naheliegender Weise ein elementares Axiomensystem fiir die natiir-
lichen Zahlen erhalten, indem man das Induktionsaxiom (e’) durch ein Schema
ersetzt, in welchem die in (e') fiir beliebige Mengen von natiirlichen Zahlen formulierte
Aussage nur fiir alle in der Sprache selbst beschreibbaren Mengen gefordert wird. Es
sei also S diejenige einsortige elementare Sprache, in der die Axiome (a’) bis (d’)
formuliert sind. X sei das Axiomensystem, das aus (a’) bis (d') und allen Ausdriicken
der Form

(e") H(o) A A ny(H(n;) > H(n,)) — A n,H(n,)

besteht, wobei H € S ein beliebiger Ausdruck ist, der eine Variable vollfrei enthalt.
Die Theorie Flg(X) wird als elementare Nachfolgertheorie der natiirlichen Zahlen
bezeichnet. Aus dem Satz von Tamrskr folgt, daB sie nicht kategorisch ist (also
,,Nichtstandardmodelle‘* besitzt) und auch durch Hinzunahme beliebig vieler weiterer
in S formulierbarer Axiome nicht kategorisch gemacht werden kann.

4.6.  Definitorische Spracherweiterungen

Definition 1. Sind (S, ¢)) und (8, g,) beliebige Sprachen, so heiBt (S;, o;) eine
Erweiterung von (8,, 0,) und (8, 0,) eine Teilsprache von (8S,, 0;), wenn gilt:

(@) 8, < S,;

(b) die Einschrinkung einer beliebigen Interpretation w € ‘o, auf S, ist eine
zuliissige Interpretation von S, (d. h. Element von o,).
Dabei heiBt (S,, 0;) eine Erweiterung erster Art von (S, ,), wenn die Sprachen
S, und S, die gleichen Variablensorten besitzen, also in S, nur zusitzliche Relations-,
Operations- oder Konstantensymbole auftreten. Andernfalls (d. h., wenn S, wenig-
stens eine Variablensorte enthilt, die in S, nicht vorkommt) heiBt (S,, o,) eine
Erweiterung zweiter Art.

Beschrinkt man sich auf die Betrachtung elementarer Sprachen, so werden die
Begriffe Teil- bzw. Erweiterungssprache durch die einfache Beziehung (a) voll-
stindig erfaBt. Die Unterscheidung zwischen Erweiterungen erster und zweiter
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Art ist auch fiir diesen Fall von Bedcutung. Wir beschiftigen uns in diesem Ab-
schnitt mit Spracherweiterungen spezieller Art, die man als definitorisch (oder auch
als tlich) bezeichnet. Zunichst behandeln wir den Fall, daB die Erweiterung
sich nur durch ein zusitzliches Relationssymbol von der urspriinglichen Sprache
unterscheidet. Da man sich grundsitzlich auf die Betrachtung reiner Relations-
strukturen beschrinken kann (vgl. 3.2.), umfaBt dieser Fall im Prinzip alle denk-
baren Fille und wird daher in den meisten Lehrbiichern der mathematischen Logik
als einzige Form der definitorischen Spracherweiterung angesehen. Wir werden
jedoch im AnschluB an diesen Spezialfall eine sehr allgemeine Definition des Begriffs
definitorische Spracherweiterung angeben und zeigen, daB einige fiir die praktische
Handhabung formalisierter Sprachen wichtige Definitionsmethoden sich als Spezial-
fiille dieses Begriffs erweisen.

Es sei S eine formalisierte Sprache, H(x,, ..., x,) ein Ausdruck dieser Sprache.
der genau die angegebenen Variablen vollfrei und keine weiteren freien Variablen
enthilt, R ein (eventuell modifiziertes) Relationssymbol, das in S noch nicht vor-
kommt. Unter einer korrekten Definition verstehen wir eine Zeich ihe der Form

R(xy, -.., Xp) 1> H(xy, .., X,). (1

Zu Definitionen dieser Form sind folgende Standpunkte méglich:

(a) Das im folgenden verwendete Symbol R hat lediglich den Charakter eincr
Abkiirzung, d.h., ,,Ausdriicke®, in denen dieses Symbol vorkommt, sind nicht im
strengen Sinn Ausdriicke einer formalisierten Sprache, sondern in dhnlicher Weise
Abkiirzungen korrekter Ausdriicke, wie dies fiir Zeichenreihen zutrifft, die unter
Benutzung der in 3.4. vereinbarten Regeln geschrieben werden.

(b) Es bezeichne S’ diejenige Erweiterung von S, die durch Hinzunahme des
Relationssymbols R entsteht. (Der Typ von R ist durch Anzahl und Sorte der im
definierenden Ausdruck H vollfrei vorkommenden Variablen bestimmt.) Bei der Be-
handlung eines beliebigen Axic tems X S S werde vom Zeitpunkt der Nieder-
schrift der Definition (1) an die Spmche S’ benutzt und gleichzeitig das Axiomen-
system

X = Xvu {R(xy, ..., x3) & H(x,, ..., X,)}

zugrunde gelegt. Das hinzugefiigte Axiom bezeichnet man in diesem Fall als Ein-
Jihrungsaziom fiir den Begriff R. Ist w ein Modell dieses Einfiihrungsaxioms, so
ist die Relation w(R) offenbar eindeutig bestimmt, wenn die Interpretation der
urspriinglichen Sprache S gegeben ist. Ist umgekehrt in einer (elementaren oder
nichtelementaren) Theorie T ein Ausdruck der Form

R(x}, ..o, X))« H(xy, ..oy Xg)

allgemeingiiltig, wobei das Relationssymbol R nicht in H(x, ..., x,) vorkommt, so
kann man das Symbol R in jedem Ausdruck eliminieren: H' enthalte einen Teil-
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ausdruck der Form R(t;,...,t;), wobei t; Terme entsprechender Sorte sind.
Durch gebundene Umbenennungen erhilt man einen zu H(x,, ..., x,) semantisch
dquivalenten Ausdruck H,(x,,...,Xx,), in dem keine in H' vorkommende Variable
gebunden vorkommt. H, bezeichne den Ausdruck Sub (Hy; x;, t;;.--; Xy, ti.) der
aus H, entsteht, indem man jede der Variablen x, (v = 1, ..., n) durch den Term
t;, ersetzt. Dann sind in der betrachteten Theorie T auch die Ausdriicke R(t;, ..., t; )
<> H, und

H' o Sub (H', Rity,, ..., t.), Ha) (2)

allgemeingiiltig, wobei das Relationssymbol R im rechten Teilausdruck von (2)
mindestens einmal weniger als in H' vorkommt. Indem man eventuelle weitere
Vorkommen von R (mit anderen Termkombinationen) in gleicher Weise ersetzt,
erhilt man in endlich vielen Schritten einen zu H' in der Theorie T gleichwertigen
Ausdruck H” (d. h., H' < H"” ist in T allgemeingiiltig), in dem R nicht vorkommt.
Das bedeutet, daB der dem Symbol R entsprechende Begriff beim axiomatischen
Aufbau dieser Theorie prinzipiell entbehrlich ist. Man kann zu einer um das Symbol R
reduzierten Sprache iibergehen und R mit Hilfe von (1) sofort wieder definitorisch
einfijhren, wobei man sich nach Belieben auf den Standpunkt (a) oder (b) stellen
kann.

Beispiele. Es sei 8 die durch Punktvariablen (groBe lateinische Buchstaben),
Geradenvariablen (kleine lateinische Buchstaben) und pridikative Ausdriicke der
Form P auf g charakterisierte modifizierte Sprache der Inzidenzgecmetrie (vgl. 4.4.,
Beispiel 2). Wir definieren

P+Q:e—P=Q; 3)
A, B, C paarweise verschieden :«<» A +=BAA 3+ CAB +C; 4)
A, B, C kollinear :«» V g(A auf g A B auf g A C auf g); (5)
A, B, C nicht kollinear :«> — A, B, C kollinear; (6)
glh:e> — V P(P auf g A P auf h). (7)

Bei (3) kommt der Abkiirzungscharakter der Definitionen besonders klar zum
Ausdruck. Demgegeniiber ist bei (4) der definitorisch eingefithrte Ausdruck sogar
linger als der ihn definierende Ausdruck. (4) zahlt sich'als Abkiirzung erst aus, wenn
man nach dem Muster dieser Definition fortfihrt:

Py, ..., P, paarweise verschieden :«> P, = P, AP, = Py ...
AP, =P, AP, +=PyA...AP,_, &+ P,. (8)

Es sei jedoch nachdriicklich betont, daB die Zeichenreihe (8) keinesfalls als eine
korrekte Definition im Sinne von (1) aufzufassen ist, sondern lediglich als eine
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3

(allerdings wohl unmiBverstindliche) Zusa dlich vieler zu (4)
dhnlicher korrekter Einzeldefinitionen. Ahnlich konnte man (5) verallgemeinern zu

P,, ..., P, kollinear :<> Vg(P, auf g A ... A P, auf g). 9)

Das Problem der Definitionsschemata nach Art von (8) und (9) besteht darin, daB
die Art und Weise, wie der definierende Ausdruck in Abhingigkeit von der Zahl der
Variablen zu bilden ist, von Fall zu Fall verschieden ist, so daB die richtige Deutung
der in ihm vorkommenden ,,...” beim Leser stets Intelligenz und guten Willen
voraussetzt. Definition (6) zeigt, daB man durch hinreichend viele Definitionen auch
in formalisierten Sprachen eine gewisse sprachliche Glitte erreichen kann. SchlieBlich
wirft (7) das Problem der ,richtigen‘ Definition auf. In diesem Fall ist eine zwei-
stellige Geradenrelation Parallelitit inhaltlich schon vorgegeben, und es handelt
sich eigentlich darum, ihre Entbehrlichkeit im Rahmen der Grundbegriffe einer
axiomatischen Gecometrie dadurch nachzuweisen, daB man sie durch eine formal
korrekte Definition inhaltlich richtig erfaBt. Formal korrekt wire (7) auch in der
riumlichen Inzid trie. Der so definierte Parallelititsbegriff fiir Geraden
decktsich dann aber nicht mehr mit dem anschaulichen Parallelititsbegriff, daer auch
windschiefe Geraden umfaBt. Inhaltlich richtig ist in diescm Fall z. B.

glh:e VPPaufgaPauf h)AVaAQQauf gv Qauf h > Qauf «),

wobei « eine Ebenenvariable ist und ,,auf* in diesem Zusammenhang die Inzidenz
zwischen Punkten und Ebenen bezeichnet.

Um von der zunichst behandelten definitorischen Einfithrung von Relations-
symbolen zum angekiindigten allgemeinen Begriff der definitorischen Sprach-
erweiterung zu gelangen, bemerken wir zunichst, daB wir uns im folgenden durchweg
auf den Standpunkt (b) stellen werden (ohne dem anderen Standpunkt seine grund-
sitzliche Berechtigung abzusprechen). Bei der Verallgemeinerung dieses Stand-
punktes auf andere Definitionsmethoden macht es sich allerdings storend bemerkbar,
daB die Definiti die ja eigentlich nur den Ubergang zu einer anderen Sprache
betreffen, durch die jeweiligen Einfiihrungsaxiome mit der jeweils betrachteten
Theorie verkniipft werden. Dem naiven Gebrauch von Definitionen in der mathe-
matischen Praxis entspricht besser die Vorstellung, daB eine Definition im Ubergang
zu einer Erweiterungssprache besteht, wobei den neuen Sprachbestandteilen eine
Interpretationsvorschrift mitgegeben wird, die Erweiterungssprache also in jedem
Fall zuniichst nichtelementar ist. Die Einfiihrungsaxiome zeigen dann nachtriglich,
daB die so erhaltenen Sprachen unwesentlich nichtelementar sind.

Definition 2. Eine Erweiterung (S,, o;) einer Sprache (S, 0,) heiBt definitorisch,
wenn gilt:

(a) Jede zuliissige Interpretation w € o, der urspriinglichcn Sprache S, liBt sich
zu einer zulissigen Interpretation w’ € o, der erweiterten Sprache S, fortsetzen, die
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bis auf Isomorphie eindeutig durch w bestimmt ist, d. h., sind o', " € o, Inter-
pretationen von S, deren Einschrinkungen auf die Sprache S, mit w € o, iiberein-
stimmen, so existiert ein Isomorphismus ¢ von o’ auf w”’ (vgl. S. 68) mit (&) = £ fir
alle £ aus den gemeinsamen (schon zu w gehérenden) Grundbereichen.
(Fiir den Fall einer definitorischen Erweiterung erster Art liBt sich Bedingung (a)
tlich kiirzer formuli : Jede zuldssige Interpretation w € o, der urspriing-
lichen Sprache S, liBt sich auf genau eine Weise zu einer zulissigen Interpretation
' € gy von S, fortsetzen.)

(b) (Ss, 05) ist un tlich nichtel tar in bezug auf (S,, ¢;), d. h., es existiert
cin System E — S, von Einfihrungsaziomen,so daB o, die Klasse aller Fortsetzungen
von Interpretationen aus o, ist, die Modelle von E sind.

(¢) Zu jedem Ausdruck H € S,, der hochstens solche Variablen frei enthilt, die
bereits zu S, gehéren; existiert ein Ausdruck [H] € S, mit den gleichen freien Variablen
(als Riickiibersetzung von H bezeichnet), so daB

He [H] € FIg(0)

gilt.

Ist insbesondere die Ausgangssprache S, el tar und E das System der Ein-
fithrungsaxiome, so léBt sich die in (c) an die Ruckubersetzung gestellte Forderung
in der Form

H [H] € Flg(E)

schreiben. Wic man sieht, ist dies trivialerweise erfiillt, wenn man bei gegebener
Riickiibersetzungsvorschrift die Gesamtheit der Ausdriicke der Form H« [H] als
Einfiihrungsaxiome nimmt. In den folgenden Spezialfillen definitorischer Erwej-
terungen werden wir dieses System jedoch immer auf ein endliches System von
Einfithrungsaxiomen (hiufig sogar auf ein einzelnes Axiom) reduzieren kénnen.

Wie man sieht, bringt Bedingung (a) der Definition 2 den Definitionsaspekt
der definitorischen Erweiterungen zum Ausdruck, d h. die Forderung, daf die
Bedeutung der definierten Begriffe im tlich fddeutig festliegt, wenn man
eine beliebige Interpretation der urspriinglichen Sprache vorglbt Demgegeniiber
bringt (c) den Aspekt der Entbehrlichkeit zum Ausdruck, d. h. die Forderung, da8
man prinzipiell ohne die definitorisch eingefiihrten Sprachbestandteile auskommen
kann. Es sei bemerkt, daB bei der praktischen Handhabung halbformalisierter
Sprachen zum Aufbau konkreter Theorien hiufig nur der Aspekt (a) beachtet wird,
so daB im Laufe der Zeit Begriffe ,,definiert’ werden, die die Ausdrucksfahigkeit der
benutzten Sprache tlich erweitern (mit anderen Worten, die der Forderung (c)
richt geniigen). Zum Beispiel kann man in einen Aufbau der ebenen’ euklidischen
Geometrie scheinbar unverfinghch die ,,Definition‘ einbauen:

Variablen M; bezeich im folgenden beliebige Punktmengen, und P € M
bedeute das Liegen des Punktes P in der Menge M.
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Es ist klar, daB sich (zumindest von einem metatheoretisch naiven Standpunkt aus)
jede Interpretation der elementaren Ausgangssprache zu einer eindeutig bestimmten
Interpretation der neuen Sprachbestandteile fortsetzen liBt. Die Erweiterungssprache
ist jedoch nichtel tar und tlich ansdrucksfihiger, da man in ihr z. B. das
Dedekindsche Stetigkeitsaxiom formulieren und demit ein kategorisches Axiomen-
system fiir die euklidische Ebene aufstellen kann.

Als Folgerung aus Definition 2 formulieren wir (hier ohne Beweis)

Satz 1. Ist (8S,, 0;) eine definilorische Erweiterung von (S,, 0,) und X S S, (€ S,)
ein o,-kategorisches Axiomensystem, 8o 15t X auch o,-kategorisch.

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung empfohlen.

Es diirfte klar sein, in welcher Weise die bisher behandelten definitorischen
Einfilhrungen neuer Relationssymbole Spezialfille des in Definition 2 erfaBten
allgemeinen Begriffs der definitorischen Spracherweiterung sind. Wir behandeln
anschlieBend verschiedene Formen der definitorischen Einfiihrung von Operations-
und Konstantensymbolen und einen hiufig vorkommenden Typ definitorischer
Erweiterungen zweiter Art. Wihrend die diskutierten Formen der definitorischen
Erweiterung erster Art bei mehrfacher Wiederholung im wesentlichen den Begriff
der definitorischen Erweiterung erster Art ausschépfen, sind die Méglichkeiten fiir
definitorische Erweiterungen zweiter Art in gewissem Sinn uferlos, und der be-
handelte Typ ist nicht mehr als ein Beispiel.

Es sei S eine formalisierte Sprache, t,(x,, ..., X,), t3(x,, ..., X,) seien sortengleiche
Terme dieser Sprache, die genau die angegebenen Variablen enthalten, H sei ein
Ausdruck, der hochstens die Variablen x;, ..., x, vollfrei und keine weiteren Variablen

frei enthilt, F sei ein in S noch nicht vorkommendes Operationssymbol. Eine
korrekte Definition durch Superposition, zum Ausdruck gebracht durch

F(x,, ..., %) i =ty(xy, .0, x,),
besteht im Ubergang zu der durch das Symbol F erweiterten Sprache und im Uber-

gang von der Klasse der bisher zulissigen Interpretation zur Teilklasse derjenigen
Interpretationen, die auBerdem Modelle des Einfiihrungsaxioms

' F(xy, ..., x,) = ty(xy, ..., X,)

fiir F sind. (Auf Grund der in 4.1., Definitionen 3 und 4, getroffenen Wertfestsetzung
fiir Terme und Termgleichungen ist die so definierte Funktion F bei beliebigen
Interpretationen der urspriinglichen Sprache im allgemeinen partiell definiert, und
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zwar fiir genau diejenigen Werte, fiir die der definierende Term einen Wert hat.)
Eine korrekte Definition durch Fallunterscheidung, zam Ausdruck gebracht durch die
Gleichung

ti(xy, ...y %), falls H,
ta(xy, ..o, X,),  falls — H,
besteht im Ubergang zu der durch das Symbol F erweiterten Sprache und im Uber-

gang von der Klasse der bisher zulissigen Interpretationen zur Teilklasse derjenigen
Interpretationen, die auBerdem Modelle des Einfiihrungsaxioms

F(x,,...,x_)::{

y=F@,...x) e (Hay =t(x, ..., X-))V (‘! HAy =ty(xy, ..., x_))

fiir F sind. (Fiir y ist eine von x,, ..., x, verschiedene Variable zu nehmen, deren
Sorte sich aus der Sorte der Terme t,, ty ergibt.)

Die Riickiibersetzbarkeit ist im Fall der Definition durch Superposition unmittel-
bar klar. Bei den Definitionen durch Fallunterscheidung hat man nur zu iiberlegen,
wie man einen beliebigen Ausdruck, der das Symbol F enthilt, semantisch dquivalent
in einen Ausdruck umformen kann, in dem F nur noch in Gleichungen der Form
y = F(t, ..., t,) auftritt (deren Eliminierbarkeit sich wieder sofort aus dem Ein-
fiithrungsaxiom fiir F ergibt). Dazu ersetze man jeden pridikativen Teilausdruck H,
der einen Term der Form F(t,, ..., t,) enthdlt, durch den semantisch dquivalenten
Teilausdruck

v y(y =TF(t,, ..., t,) A Sub (H, F(ts, ..., t,), y)),

wobei fiir y eine im Gesamtausdruck nicht vorkommende Variable entsprechender
Sorte zu nehmen ist.

Eine Maglichkeit der definitorischen Einfiihrung von Konstanten ergibt sich als
Spezialfall (n = 0) der Definition durch Superposition. Ist t ein variablenfreier Term
einer Sprache S, ¢ ein in S noch nicht vorkommendes Konstantensymbol, so ist
¢ := t eine korrekte Definition. Sie besteht im Ubergang zu der durch c erweiterten
Sprache und in der Einschriankung der bisher zulissigen Interpretationen auf solche, die
Modelle des Einfiihrungsaxioms ¢ =t sind.!) Als Anwendung der letzten Methode
erhilt man z. B. in der Sprache der Peano-Arithmetik (vgl. 4.5., Beispiel 5) aus der
zunichst einzigen Konstanten o fortlaufend

=0, 2:=1, 3:=2,...

Die bisher betrachteten Definitionsmethoden fiir Operationen und Konstanten
sind nur anwendbar, falls die urspriingliche Sprache schon solche Symbole enthiilt.

1) Spitestens hier muB man die Forderung fallenlassen, daB jede Interpretation jedem Kon-
stantensymbol ein Objekt zuordnet (vgl. die FuBnote auf S. 52). Ist w eine Interpretation von
S, fiir die Wert (t, w) nicht existiert, so liBt sich w nicht zu einer Interpretation von c fortsetzen,
die das Einfiihrungsaxiom ¢ = t erfiillt.
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Wir kommen nun zur Definition von Operationen und Konstanten aus Relationen,
die die oben behandelten Definitionsarten und viele weitere als Spezialfille umfat.
Es sei S eine Sprache, die das Symbol F noch nicht enthilt, H, € S ein Ausdruck,
der héchsténs die Variablen x,, ..., x, vollfrei und keine weiteren freien Variablen
enthiilt, H, € S ein Ausdruck, der die Variable y vollfrei und auBerdem hochstens
Xy, ..., X, vollfrei und keine weiteren freien Variablen enthilt. Dann ist die Zeichen-
reihe
F(xy, ..., x,) :=yH,, falls H, (10)
(zu lesen: ... dasjenige Ding y mit der Eigenschaft H,) eine korrekte Definition einer
Operation durch bestimmien Artikel.

Durch eine solche Definition wird die Sprache S um das Symbol F zu einer Sprache
S’ erweitert und gleichzeitig jede (zulissige) Interpretation w von S zu derjenigen
eindeutig bestimmten Interpretation des Symbols F fortgesetzt, die das Einfiihrungs-
axiom

y=F(x,,..., X,) > Gen (H, — V!lyH,) A H, A H, (11
erfiillt, d. h. ein Modell dieses Axioms ist. Die tatsichliche Anwendung einer Defini-
tion der Form (10) erfolgt meist im Rahmen einer in der Sprache S formulierten
Theorie T, zu deren giiltigen Sitzen der abgeschlossene Ausdruck Gen (H, — V!lyH,)
gehort. In diesem Fall ist (11) dquivalent zu

y =F(x,, ..., x,) H, AH,,

d. h., das Symbol F soll bei jeder Interpretation der urspriinglichen Sprache, die
ein Modell der betrachteten Theorie ist, diejenige Operation bezeichnen, deren
Definitionsbereich durch den Ausdruck H, beschrieben wird und fiir die die Relation
zwischen Argumenten und Wert durch den Ausdruck H; dargestellt wird. In einer
Interpretation, in der der abgeschlossene Ausdruck Gen (H, — V!!yH,) falsch ist,
stellt F auf Grund des Einfiihrungsaxioms (11) offenbar eine nirgends definierte
Operation dar.

Belaplel 1. Es sei S wieder die bereits betrachtete modifizierte Sprache der
b Inzid »metrie. Unter Bezug auf die in der ebenen euklidischen Geometrie
giiltigen Ausdriicke

A+ B> V!lgAauf gaBaufg),
—lPaufg»V'lh(Pauth—\VQ(QnufgAQnuih))

definiert man
AB:=g(AaufgABaufg), fullsA<+B

und
Parallele durch P zu g:= :h(P auf h A — V Q(Q auf g A Q auf b)),

falls — P auf g.



4.8. Definitorische Spracherweiterungen 87

(In beiden Fillen ist der logische Charakter der so emgefuhmm neuen Sprach-
bestandteile als Operationssymbole durch den hier éichst b iiblich
Sprachgebrauch etwas verwischt. Statt AB bzw. Parallele durch P zu g kénnte man
aber auch z. B. L(A, B) bzw. Par(P, g) schreiben.) .

Beispiel 2. Es bezeichne S die durch das zweistellige Operationssymbol + er-
zeugte einsortige Sprache (vgl. 4.3., Beispiel 1). Unter Bezug auf den in der Gruppen-
theorie giiltigen Ausdruck

Vilxa+x=Db

definiert man die zweistellige Operation Subtraktion durch
b—a:=uxa+x=D>b.

(Die einschriinkende Bedingung ,,..., falls H,“ kann hier offenbar unterdriickt
werden, da man als Ausdruck H, einen beliebigen allgemeingiiltigen Ausdruck
nehmen kann, der keine freien Variablen auBer a, b enthilt.) Demgegeniiber fiihrt
die sonst analoge Definition der Division in der Korpertheorie schon wieder auf eine

echt partielle Operation. Hier definiert man unter Bezug auf

a+0—->V!lxa.x=b
die mit dem Symbol : bezeichnete Division durch
b:a:=ixa-x=Db, fallsa 0.

Die Elimination von Operationssymbolen, die durch den bestimmten Artikel ¢
definitorisch eingefiihrt worden sind, kann man unter Benutzung des Einfiihrungs-
axioms (11) offenbar in analoger Weise durchfiihren, wie dies fiir den Fall der Defi-
nition durch Fallunterscheidung erklirt wurde. Die letzte Definitionsmethode ergibt
sich als Spezialfall der Definition durch bestimmten Artikel, wenn man fiir Hy den
Ausdruck

(HAay =ti(xy, oo, X))V (m HAY = ta(xy, ..., X))

und fiir H; den Ausdruck V yH, setzt. Analog ergibt sich die Definition durch
Superposition, indem man fiir H, den Ausdruck y = t,(x,, ..,, x,) und fiir H, den
Ausdruck V yH, setzt.

Die Definition von K durch bestimmten Artikel kann man als einen ge-
wissen Ausartungsfall (» = 0) der Definition von Operationen durch bestimmten
Artikel ansehen. In diesem Fall enthilt der Ausdruck H, genau die Variable y
vollfrei und keine weiteren freien Variablen. Da H, dementsprechend ein abge-
schlossener Ausdruck sein miiBte, kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, daB
seine Giiltigkeit in der betrachteten Theorie vorausgesetzt wird. Die korrekte Defi-
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nition eines neuen Konstantensymbols lautet dann

o= iyHy(y).
Die zulissigen Interpretationen der entsprechenden Erweiterungssprache werden
durch das Einfiihrungsaxiom

y = ¢ VIlyHy(y) A Hy(y)

charakterisiert. Hier macht sich wieder (vgl. die FuBnote auf 8. 85) storend bemerk-
bar, daB dasSymbol ¢ in solchen Interpretationen w der urspriinglichen Sprache, bei
denen der Ausdruck V1!yH,(y) falsch wird, nicht interpretiert werden kann. Terme,
in denen diese Konstante vorkommt, haben dann bei keiner Belegung einen Wert.
Setzt man andererseits die Giiltigkeit des Ausdrucks V!!yH,(y) voraus, so ist ein
beliebiger Ausdruck H(c), der ¢ enthiilt, gleichbedeutend mit dem Ausdruck

V y(Ha(y) A Sub (H(e), ¢, ),

c ist demnach sehr leicht zu eliminieren. (Fiir y ist eine in H(c) nicht vorkommende '
Variable zu nehmen.)

Beispiel 3. Wir nehmen an, die Sprache der Peano-Arithmétik (vgl. 4.5., Beispiel 5)
sei zunichst ohne das Konstantensymbol o gegeben. Dann kann man unter Bezug
auf das neu aufzunehmende Axiom

Viln, — Vngn/ =n, (12)
definieren
o:=m; —mVn,n =n,.
Die Elimination der so definierten Konstanten o aus dem Axiom (c)
—Vnn'=o0 '
nach der oben angegebenen Regel liefert
Vng(—Vngn =nga—Vn n'=n),
was sich semantisch dquivalent zu
Vng—Vn,n, =n,

vereinfachen liBt. In dieser Form ist es aber offenbar eine Folgerung aus dem neuen
Axiom (12). Damit haben wir folgendes Ergebnis erhalten: Der Grundbegriff o ist
fiir die Formulierung des kategorischen Axiomensystems der natiirlichen Zahlen
entbehrlich. Ersetzt man im urspriinglichen Axiomensystem (vgl. 4.5., Beispiel 5)
das Axiom (c’) durch das Axiom (12) und eliminiert die Konstante o aus dem Induk-
tionsaxiom nach der Regel, so erhélt man ein gleichwertiges Axiomensysten, in dem
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die Konstante o nicht vorkommt. Fiihrt man diese Konstante unter Berufung auf
Axiom (12) definitorisch ein, so gibt es zu jedem Ausdruck H der Erweiterungssprache
einen Ausdruck H’, der die Konstante o nicht enthilt, so dal H<«> H' aus dem
Axiomensystem folgt.

Als Beispiel fiir definitorische Erweiterungen zweiter Art betrachten wir eine
Definitionsmethode, die vor allem in der Geometrie eine wichtige Rolle spielt. Es
sei S eine Sprache, H, € S ein Ausdruck, der genau die Variablen y, x,,..., x,
(n = 1) vollfrei und keine weiteren freien Variablen enthilt, H, ¢ S enthalte hoch-
stens X,, ..., x, vollfrei und keine weiteren freien Variablen. Wir erweitern S durch
Variablen Y,, Y,, Y, einer neuen Sorte und priadikative Ausdriicke der Form y; € Y},
wobei y; zu y sortengleiche Variablen sind. Die Interpretation dieser neuen Sprach-
bestandteile wird durch folgende Einfiihrungsaxiome festgelegt:

AYYEeY, < yeY,) Y, =Y,

(d. h., die Dinge der Sorte Y sind durch ihre ,,Elemente eindeutig bestimmt, sie
sind bis auf Isomorphie Mengen von Dingen der Sortey).

H, —)VY,/\y(yEY,q—» H,(y,x,,...,x,))

(d. h., daB sich alle ,,Mengen*“ der Form {y: H,(y, x,, ..., X,)} unter den Dingen der
Sorte Y befinden, wobei die Parameter x,, ..., x, die Bedingung H, erfiillen).

AY,Vx ... x.(H, AAy(y € Yy Hyly, Xy, -0, x,)))

(d. h., auBer den oben genannten Mengen gibt es keine weiteren unter den Dingen
der Sorte Y).

Offensichtlich kann man jede Interpretation w der Sprache S auf genau eine
Weise 8o zu einer Interpretation w’ der erweiterten Sprache S’ fortsetzen, daB diese
drei Einfiihrungsaxiome erfiillt sind. Daher ist die an beliebige definitorische Er-
weiterungen gestellte Bedingung (a) erfiillt. Riickiibersetzbarkeit nichtabgeschlosse-
ner Ausdriicke von §' in S kann jetzt natiirlich nicht mehr erreicht werden. Quantifi-
zierte Variablen der Sorte Y kdonnen nach folgendem Verfahren eliminiert werden:
Enthilt H(Y) die Variable Y vollfrei, so seien x,’ zu x, sortengleiche Variablen
(» =1, ..., n), die in H,, H; und H nicht vorkommen. Es sei

H:=8ub (H;; X, Xy’'; ...; Xa, X)) fiirt=1,2,
und H' entsteht aus H(Y), indem man jeden priidikativen Teilausdruck der Form
y;j € Y durch den Ausdruck Sub (H,', y, y;) ersetzt. Dann folgt aus den Einfiihrungs-
axiomen

VYH(Y) Vx/...x,/(Hy’ A H'),

AYH(Y)« Axy...x,'(H, - H).

Beispiel 4. Wir erweitern die modifizierte Sprache der ebenen euklidischen

Geometrie durch Variablen k; (+ =0, 1, 2,3,...) fiir Kreise und pridikative Aus-
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driicke der Form P € k; (P Punktvariable). Die Einfiihrungsaxiome lauten in diesem
Fall
APP ek, Peky) -k =k,

B +C->VkAP(P¢ ke PAxBC),
AkV BC(B % CaAP(P ¢ ko PA ~ BC).

Sie bedeuten, daB die Variablen k; bei einer beliebigen Interpretation der Grund-
begriffe Punkt und =< (Streckenkongruenz) die Gesamtheit aller Punktmengen der
Form {P:PA o~ BC]}, wobei B = C ist, als Grundbereich haben.

Beispiel 5. Wir gehen von einer Formalisierung der eb euklidischen Geo-
metrie aus, bei der die Begriffe Gerade und Inzidenz zunichst nicht zu den Grund-
begriffen gehoren, dafiir die dreistellige Punktrelation Kollinearitit (die man ihrer-
seits durch die Zwischenrelation definitorisch einfiilhren kann). Dann kann man die
Geraden als Punktmengen der Form {P:P, Q, R kollinear}, wobei Q + R, zusammen
mit der Punkt-Geraden-Inzidenz € nach dem Muster des Beispiels 4 definitorisch
einfiithren. Der Leser formuliere die Einfithrungsaxiome fiir diesen Fall! Als Beispiel
fiir die Riickiibersetzung abgeschlossener Ausdriicke eliminieren wir g und € aus dem
wie folgt formulierten Axiom von Pascr

AgABC(—. A,B,CkojlinearA VDD € g ADazwischen A, B)a mAcg
'A—|B€g/\—,CEg—>VE(E€gA(E zwischen B, C v E zwischen A,C))).

Die nach der oben angegebenen Vorschrift gebildete Riickiibersetzung lautet

A PQ(P +Q—>A ABC(—| A, B, C kollinear AV D(D, P, Q kollinear
A D zwischen A, B) A — A, P, Q kollinear A — B, P, Q kollinear
A —C, P, Q kollinear — V E(E, P, Q kollinear A (E zwischen B, C
v E zwischen A, C)))).
Beispiel 6. Wir zeigen als komplexe Anwendung der definitorischen Sprach-
erweiterungen, daf die Streckenkongruenz allein geniigt, alle anderen Grundbegriffe

der nach HmBERT formalisierten ebenen euklidischen Geometrie zu definieren.
Auf Grund des Resultats aus Beispiel 5 geniigt es zu zeigen:

(a) Kollinearitét ist durch die Zwischenrelation definierbar.

(b) Die Zwischenrelation ist durch die Streckenkongruenz definierbar.

Man definiert:

A, B, Ckollinear :«<» A = Bv A = Cv B = Cv A zwischen B, C
v B zwischen A, Cv C zwischen A, B.
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Zur bequemeren Formulierung einer Definition der Zwischenrelation definieren wir
mittels Kongruenz zuniichst den Hilfsbegriff R(A, B, C) (Bedeutung: A, B, C bilden
ein bei B rechtwinkliges Dreieck):

R(4, B, C):> V DE(A, B, C, D, E paarweise verschieden A AB ~ BD
ACB 2 BEAAC2~ CD ACD =~ DE A DE =~ EA)
B zwischen A, C: V D(R(A, B, D) A R(C, B, D) A R(4, D, C))

(Inhaltliche Rechtfertigung durch den Satz des THALES. Der Leser veranschauliche
sich den geometrischen Sinn beider Definitionen durch Skizzen!)

Der allgemeine Begriff der definitorischen Spracherweiterung ermdglicht es, die
Gleichwertigkeit verschiedener Systeme von Grundbegriffen fiir den Aufbau einer
axiomatischen Theorie genauso exakt zu fassen wie die Gleichwertigkeit zweier in
der gleichen Sprache (8, o) formulierter Axiomensysteme X, ¥ (die sich ja einfach
durch Flg?(X) = Flg°(Y) ausdriicken lieB).

Definition 3. Zwei Sprachen (S,, ¢,) und (S,, ;) heiBen vertriglich, wenn gilt:

a) Es existiert die kleinste gemeinsame Erweiterung 8,8, der formalisierten Spra-
chen 8,, S;, d. h. eine Sprache S > S, u 8S,, die genau die in S, oder 8§, vorkommen-
den Variablensorten, Relations-, Operations- und Konstantensymbole enthilt.

b) Die Klasse 0,0, aller Interpretationen von 8,S;, deren Einschrinkung auf
S, zu o, und deren Einschrinkung auf S, zu o, gehort, ist nicht leer.

Kanonische elementare Sprachen sind stets vertriiglich, und ihre kleinst:
same Erweltemng ist ebenfalls elementar. Fiir modifizierte formalisierte Spmchen
ist jedoch im allgemeinen nicht einmal a) erfiillt: Kommt etwa das einstellige Re-
lationssymbol R in S, mit Variablen x; und in 8, mit Variablen y,; vor, so miiBite
man, um zu einer gemeinsamen Frweiterung S,S, zu gelangen, entweder R(x;)
und R(y;) als priddikative Ausdriicke zur Darstellung zweier verschiedener Relationen
ansehen oder die Variablensorten x; und y; identifizieren.

Definition 4. Es seien T, = Flg (X,) und T, = FIg(X,) zwei in vertriglichen
Sprachen (S,, 0y) bzw. (S,, 0;) formulierte Theorien. Dann heit T, semantisch
einbeitbar in T,, wenn die gemeinsame Erweiterung (S, o) der beiden Sprachen eine
definitorische Erweiterung von (8S,, ;) ist und X; S Flg°(X,) gilt, d. h., wenn die
Grundbegriffe von T, soweit sie nicht schon selbst in der Sprache von T, vorkom-
men, in dieser Sprache so definierbar sind, dali in der entsprechenden definitorischen
Erweiterung die Axiome von T, aus'den Axiomen von T, (und den Definitionen der
Grundbegriffe) folgen. Die Theorien T, und T, heiBen diguivalent, wenn jede der
beiden semantisch in die andere einbettbar ist.

Ein wichtiger Anwendungsfall dieser Begriffe wird im nichsten Abschnitt be-
handelt. Hier sei noch erwiahnt
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Satz 2. Ist T, = Flg (X,) semantisch einbettbar in Ty = FI (X,), so wst T, relativ
widerspruchsfres beziiglich T,.
(Nachtriglich stellt sich heraus, daB die Methode, eine Theorie semantisch in eine

andere einzubetten, fast stets den Beweisen der relativen Widerspruchsfreiheit zu-
grunde liegt.)

Beweis. Nach Vora tzung ist die gemeinsame Erweiterung (S, o) von (S, 0y)
und (S;, 0,) eine definitorische Erweiterung von (S,, a,). Ist also T, widerspruchsfrei
und w ein beliebiges g,-Modell von X,, so liit sich w zu einer o-Interpretation '
von 8 so fortsetzen, daB «’ ein Modell von X, bleibt, mithin X, auch als in (S, o)
formuliertes Axiomensystem widerspruchsfrei bleibt. Wegen der Voraussetzung

X, € Flg"(X,)

ist @’ ein o-Modell von X, und wegen der Vertriglichkeit von ¢, und o, ist die Ein-
schrinkung '’ von o’ auf 8, ein g,-Modell von X, also ist X, o,-widerspruchsfrei.

47.  Aquivalenz der Grundbegriffe Kongruenz und Bewegung fiir die
ebene euklidische Geometrie

Dieser Abschnitt ist vor allem als ein komplexes Beispiel fiir die im vorigen Ab-
schnitt behandelten Begriffe der definitorischen Spracherweiterung und der seman-
tischen Einbettbarkeit von Theorien aufzufassen. Davon unabhingig ist sein Inhalt
wichtig fiir die Grundlagen des modernen Geometrieunterrichts. Wir schlieBen mit
diesem Abschnitt die in vielen Beispielen der vorangehenden Abschnitte verstreuten
Bemerkungen zu den Grundlagen der Elementargeometrie ab.

Wir erinnern an die in 3.3., Beispiel 2, eingefiihrte modifizierte formalisierte
Sprache S, fiir die Formalisierung der ebenen euklidischen Geometrie nach dem
Vorbild HILBERTS (d. h. mittels der Grundbegriffe Punkt Gerade, Inzidenz, Zwischen-
und Kongruenzrelation). Einc beliebige Interpretation dieser Sprache wird durch
eine Struktur der Form (M,, My; R;.;, R.ui» Riony) gegeben (vgl. 3.2., Beispiel 2),
deren Signatur gleich (2; (1, 2), (1, 1, 1), (1, 1, 1, 1)) ist. Eine solche Struktur heiBt
eine euklidische Ebene, wenn sie ein Modell des folgenden Axio yst ist, das
aus drei Inzidenzaxiomen I1 bis I3, vier Anordnungsaxiomen 01 bis 04 und neun
Kongruenzaxiomen K1 bis K9 besteht. (Zur Formulierung der sogenannten Mag-
oder Stetigkeitsaxiome ist eine nichtelementare Spracherweiterung nitig. Diese
Axiome bewirken letzten Endes die Kategorizitit des gesamten Axiomensystems.
Ein grofler Teil der Elementargeometrie lafit sich jedoch unabhingig von diesen
Axiomen aufbauen, und wir wollen sie hier nicht’in den Begriff der euklidischen
Ebene einbeziehen. Demzufolge gibt es zahlreiche paarwecise nicht isomorphe Modelle
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unseres Axiomensystems, d.h. zahlreiche tlich verschied euklidische

Ebenen.)

11 V ABC A, B, C nicht kollinear.?)

12 P £ Q - V!ig(P auf g A Q auf g).

I3 — A auf g - V!!h(A auf h A hjjg).

01 [A,B,C] - A, B,Ckollinear AA3+=BAA +CaB+C.

02 [A,B,C]—[C, B, A]A —[B, A, C].

03 A +B-—>VC(C[A, B, Cl.

04 A, B, C nicht kollinear A V D(D auf g A [A, D, By A w4 Aaufg
A—Bauf gan—Cauf gV E(E auf g A ([A, E, C] v [B, E, C]).

K1 AB =~ AB.

K2 AB =~ BA.

K3 AB =~ CD — CD =~ AB.

K4 AB~CDACD~EF - AB ~ EF.

K5 .AB~CC—> A =B.

K6 A +BAC +D— V!E(A, B, E]A BE =~ CD).

K7 A, B, C nicht kollinear A D, E, F nicht kollinear A AB ~ DE
- VIIG(AC 2 DG A BC = EG A — V H([G, H, F] A D, E, H kollinear)).

K8  [A,B,C]A([D,E, F]AAB =~ DE A BC ~ EF - AC ~ DF.

K9 [A, B,C] A [E, F, G] A A, B, D nicht kollinear A AB ~ EF A BC ~ FG
AAD >~ EH A BD >~ FH - CD =~ GH.

Will man den Grundbegriff (Strecken-) Kongruenz im Rahmen einer elementaren
Theorie durch den Grundbegriff Bewegung ersetzen, so sind die euklidischen Ebenen
als Strukturen der Form

(M, My, My; Ry, R.yi; F)

aufzufassen, wobei M, eine zu M, und M, disjunkte Menge von Dingen einer dritten
Sorte (Bewegungen genannt) und F eine Abbildung von M, X M, in ‘M, ist (die je
einer Bewegung ¢ und einem Punkt P den Punkt ¢(P) zuordnet). Derartige Strukturen
werden wir im folgenden als Bewegungsebenen bezeich Eine p de Sprache
Spew zur Beschreibung dieser Strukturen entsteht aus S,,, indem man das Rela-
tionssymbol ~ aus der Basis entfernt, statt dessen Variablen ¢, ¢; einer dritten
Sorte fiir Bewegungen aufnimmt und die Spracherzeugungsregeln durch folgende
Termbildungsvorschrift erginzt :

1) Hier. und im folgenden werden abki gshalber die Definiti (5), (8), (7) aus 4.6.
benutzt.
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Ist t, ein Term der Sorte Bewegung und t, etn Term der Sorte Punkt, so ist t,(t;)
ein Term der Sorte Punkt.

In der so erhaltenen Sprache S,,, kann man die (im wesentlichen von F. ScHur
aufgestellten) Bewegungsaxiome etwa wie folgt formulieren:

B1 A @12 V @3 A P go(1(P)) = @5(P),
(d. h., die Hintereinanderausfiihrung zweier Bewegungen ist eine Bewegung).
B2 AgV g AP o (P)) =P,
(d. h., zu jeder Bewegung gibt es eine inverse Bewegung).
B3 [A, B, Cl < [¢(A), ¢(B), 9(C)],
(d. h., bei einer beliebigen Bewegung stehen drei Punkte genau dann in der Zwischen-
relation, wenn ihre Bildpunkte in der gleichen Relation stehen. Aligemein bezeichnet
man Abbildungen ¢ ‘mit der Eigenschaft B3 als affin).
B4 A, B, C nicht kollinear A D, E, F nicht kollincar — Vl!¢(4p(A) =D
A((D, ¢(B), E]v ¢(B) = Ev [D, E, p(B)}) A = V P([¢(C), P, F]A D, E, P
kollinear)) s

(d. h., eine Bewegung ist jeweils eindeutig bestimmt, wenn man fiir drei nicht
kollineare Punkte den Bildpunkt des ersten, von dort ausgehend den Strahl, auf
dem der Bildpunkt des zweiten Punktes liegen soll, und fiir den dritten die Halb-
ebene des Bildpunktes willkiirlich vorgibt).

B5 APQV ¢(p(P) = QA ¢(Q) = P).

B6 A, B, C nicht kollinear A V ¢(p(4) = A A p(B) = C)
- qu(q:(A) =AArpB)=CaplC) = B).

Um die Bewegungen im Rahmen einer elementaren Sprache in der von ScmUor
beabsichtigten Weise zu beschreiben, muB nun noch die iiblicherweise vor der
Formulierung der Axiome B1 bis B6 mitgeteilte Interpretationsvorschrift, daB die
Dinge der Sorte ¢ Abbildungen des Bereichs der Punkte auf sich sein sollen, durch
weitere Axiome ersetzt werden (d. h., die in den iiblichen Darstellungen benutzte
nichtelementare Sprache ist un tlich nichtel tar; vgl. 4.5.).

B7 A @1pa(A P @1 (P) = @o(P) —> ¢y = o).
B8 AgPVQg((P)=Q.
B9 APV Q¢(Q) = P.

Die Axiome B7 bis B9 sichern, da8 die Objekte, durch die die Variablen ¢ inter-
pretiert werden, bis auf Isomorphie gewisse Abbildungen des Bereichs der Punkte
auf sich sind. Die Axiome B4 bis B6 sichern, daB alle Bewegungen im inhaltlichen
Sinn zu den mit ¢ bezeichneten Objekten gehoren. Die Axiome B1 bis B3 bedeuten
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zusammen, da8 die Bewegungen eine Untergruppe der Gruppe der affinen Abbildun-
gen bilden.

In der Sprache S,,, ist die Kongruenz nach dem gewdhnlichen Verfahren der
Relationsdefinition definierbar:

D1 AB = CD:o V g(p(A) = C A ¢(B) = D).
Fiir die so definierte Kongruenz folgen aus dem Axiomensystem
X = {I1,12,13,01,02, 03,04, B1,..., B9}

der Bewegungsebenen die Kongruenzaxiome K1, ..., K9. (Die Beweise gehéren der
Elementargeometrie an und werden hier nicht durchgefiihrt.) Bezeichnet ¥ das
System der Axiome der euklidischen Ebenen, so ist demnach die euklidische ebene
Geometrie, aufgefaBt als Flg , (Y), semantisch einbettbar in die Theorie Flg _(X)
der Bewegungsebenen, d. h., es gilt

Y S Flg(X v (E)),

wobei 8 die durch D1 aus 8,,, entstehende Erweiterungssprache und E das D1
- entsprechende Einfiihrungsaxiom ist. Wir zeigen nun, daB ,,im wesentlichen‘‘ auch
die Umkehrung dieses Sachverhalts richtig ist.

Ausgehend von der Sprache S, und der in dieser Sprache formulierten Theorie
Flg . (Y) mochte man, inhaltlichen Erwigungen folgend, etwa ,,definieren*:

Im folgenden sollen die neuen Variablen g, ¢; (bis auf Isomorphie) Abbildungen
des Bereichs der Punkte auf sich sein, fiir die

P(A) (B) =~ AB , (1)

gilt, und ¢(P) soll den Bildpunkt von P bei der Abbildung ¢ bezeichnen.

Dies bedeutet zuniichst den Ubergang zu einer Erweiterungssprache (wiederum
S, der kleinsten gemeinsamen Erweiterung von S, und Sy,). Damit diese Er-
weiterung definitorisch im Sinne von 4.6., Definition 2, sein kann, muB zunichst
die dortige Bedingung (a) erfiillt sein, daB sich jede Interpretation von S, zu
einer Interpretation von S fortsetzen liBt. DaB es aber iiberhaupt Abbildungen ¢
des Punktbereichs auf sich mit der Eigenschaft (1) gibt, hiingt wesentlich von den
bei der unformalen ,,Definition‘* vorausgesetzten Axiomen Y ab. (Aus der Sicht
dieses Falles und vieler anderer scheint es manchmal zweckméBig zu sein, neben
dem Begriff der definitorischen Spracherweiterung einen Begriff der definitorischen
Erweiterung von Theorien zur Verfiigung zu haben.) Man kann sich in diesem Fall
(und in allen Fillen, in denen eine Definition, um sinnvoll zu sein, die Giiltigkeit

eines gewissen Axi yst Y voraussetzt) durch folgenden Kunstgriff helfen:
Es sei ¢ die Klasse aller Interpretationen von S, die Modelle von ¥ sind. Statt
der Sprache S,y wird nun die (unw tlich nichtel tare) Sprache (S, o)

definitorisch erweitert. Damit ist die Bedingung (a) sofort erfiillt. Um (b) zu erfiillen,
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kann man als Einfiihrungsaxiome fiir die definierten Bewegungen z. B. das aus
(1), B7, B8, B9 und B4 bestehende System E’ nehmen, wobei die Rolle von B4
darin besteht, zu sichern, daB unter den definitorisch eingefiihrten Bewegungen
alle Bewegungen im inhaltlichen Sinn vorkommen. Wesentlich interessanter fiir die
geometrische Praxis ist jedoch das Verfahren der Riickiibersetzung von Ausdriicken
HeS, in denen hochstens quantifizierte Bewegungsvariablen vorkommen, in
semantisch iquivalente Ausdriicke [H] der Sprache S, mit anderen Worten: die
Eliminierbarkeit quantifizierter Bewegungsvariablen mittels des Kongruenz-
begriffes. Eine Bewegungsvariable ¢ kann in Termen der Sorte Punkt (im folgenden
mit t, bezeichnet) und in Termgleichungen ¢ = ¢; (bzw. ; = @) vorkommen. Wir
geben zunichst drei vorbereitende Reduktionsschritte an.

1. Schritt. Vorkommen von ¢ in der Form ¢ = p; werden auf Vorkommen von
@ in Punkttermen reduziert, indem man unter Benutzung einer im gesamten be-
trachteten Ausdruck nicht vorkommenden Punktvariablen P den Ausdruck ¢ = ¢,
semantisch dquivalent durch A P ¢(P) = ¢;(P) ersetzt.

2. Schritt. Vorkommen von ¢ in Punkttermen t, werden auf solche der Form
t, = P reduziert, indem man (wieder unter Benutzung einer noch nicht vorkommen-
den Punktvariablen P) H(t,) semantisch iquivalent durch V P(t, = P A H(P))
ersetzt.

3. Schritt. Vorkommen der Form q),(... @ (t)) ) = P werden auf solche der
Form ¢(t) = P reduziert, wobei ¢ in t nicht mehr vorkommt. Ist ¢ ein ,innerstes*
Vorkommen im Term p,(... oi(e(t)) ), so wird die entsprechende Termgleichung
unter Benutzung einer noch nicht vorkommenden Punktvariablen Q semantisch
dquivalent durch V Q(q:,(. L o(Q) .. ) =Pagt) = Q) ersetzt.

Bei der eigentlichen Elimination gehen wir von dem (aus ¥ und den Einfiihrungs-
axiomen E’ folgenden) Sachverhalt aus, daB eine Bewegung durch drei beliebige,
nicht kollineare Punkte A, B, C und deren Bildpunkte A’, B’, C' in der Weise be-
stimmt ist, daB dann fiir jeden Punkt P die Strecken PA, PB, PC gleich den Strecken
P'A’, P'B’, P'C’ sind (P’ Bildpunkt von P). Es sei H(p) € S ein Ausdruck, der die
Variable g vollfrei enthilt, ferner seien A, B, C, A’, B’, C’ in H(g) nicht vorkommende
Punktvariablen. Dann ist V ¢H(p) semantisch dquivalent zu

V ABCA’B'C’(A, B, C nicht kollincar A AB ~ A’B’ A AC ~ A’C’ A BC
~ B'C A HY),

wobei H* aus H(p) entsteht, indem man jeden pridikativen Teilausdruck der Form
@(t) =P (p nicht in t) durch den Ausdruck tA o~ PA’AtB =~ PB' AtCx~PC
ersetzt. Auf Grund der Reduktionsschritte 1, 2, 3 kénnen wir annehmen, daB es in
H(p) keine anderen Vorkommen der Variablen ¢ gibt. Den Fall A pH(p) kann man
analog behandeln oder durch Umformung in —V ¢ — H(g) auf den behandelten
Fall zuriickfiihren.



4.7. Aquivalenz der Grundbegriffe Kongruenz und Bewegung 97

Damit haben wir erhalten: S mit der durch die Axiome ¥ und E’ gegebenen
Interpretationsvorschrift ist eine definitorische Erweitenmg zweiter Art von (S, 0).
Es liegt nun wiederum im Rahmen der El \? trie, die tische Einbett-
barkeit der Theorie Flg,_(X) der Bewegungsebenen in dle ebene euklidische Geo-
metrie Flg  (Y) zu zeigen, d.h. X S Flg(Y v E’). Wegen I1, I2, IS, 01, 02, 03,
MeY und B4, B7, B8, B9 € E’ist dabeiin Wahrheit nur nachzuweisen,da8 B1, B2,
B3,B5,B6 € Fig (Y u E’) gilt.




5. Eine Formalisierung der Mengenlehre

E3 gibt gegenwiirtig mehrere axiomatische Syst der Mengenlehre, die sich zum
Teil nicht nur in mehr oder weniger formalen Einzelheiten, sondern tlich in den
ihnen zugrunde liegenden inhaltlichen Vorstellungen unterscheiden. Dieses Kapitel
fishrt in eines der verbreitetsten dieser Systeme ein, das im wesentlichen von J. v.
NEeUMANN, P. BERNAYS und K. GODEL (siche hierzu [6, 9]) entwickelt wurde. Die
hicr behandelte Variante unterscheidet sich von der urspriinglichen Form vor allem
durch die Einbeziehung von sog ten Urel ten in die Betrachtung. Das An-
liegen des Kapitels besteht einerseits in der Vermittlung von Grundk i iiber
axiomatische Mengenlehre, andererseitsin einer komplexen Wiederholung und Anwen-
dung der in den vorangehenden Kapiteln behandelten Formalisierungstechniken.

Der Wahl einer geeigneten modifizierten formalisierten Sprache sind (wie stets)
einige inhaltliche Uberlegungen. vorauszuschicken. Wie bekannt, wiinscht man in
der Mengenlehre nach Méglichkeit mit der Elementrelation und eventuell Identitét
als einzigen Grundbegriffen auszukommen. Ist H(x) eine beliehige, mittels dieser
Begriffe formulierbare Eigenschaft von Dingen x (d.h. ein Ausdruck der ent-
sprechenden Sprache mit der vollfreien Variablen x), so soll die Menge aller Dinge
x mit der Eigenschaft H(x) existieren. Bekanntlich léBt sich das von G. CANTOR,
dem Begriinder der Mengenlehre, naiv formulierte Mengenbildungsprinzip nicht in
dieser Allgemeinheit widerspruchsfrei verwirklichen. Zum Beispiel folgt aus der
Annahme der Existenz der Menge M = {z: — z € z] die Antinomie von RUSSELL:
Wenn M € M gilt, soist - M € M; wenn —M € M, so0ist M € M.J. v. NEUMANN
bemerkte als erster!), daB diese Antinomie und andere sich noch nicht aus der

1) Gewisse Briefe von CANTOR an DEDEKIND deuten allerdings darauf hin, daB CANTOR selbst
schon vor 1900 den Begriff der Unmenge ins Auge gefaBt hatte. Vgl. hierzu O. BECKER, Grund-
lagen der Mathematik, Verlag Karl Alber, Freiburg—Miinchen 1954, S. 308 —309.
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Annahme der Existenz einer gewissen Gesamtheit (z. B. {z: — z € z)) an sich er-
geben, sondern erst, wenn man annimmt, daB fiir diese Gesamtheit ihrerseits die
Frage sinnvoll ist, ob sie Element gewisser Mengen ist oder nicht. Er erginzte
daher das System aller Mengen durch die Annahme gewisser Unmengen, die zwar
— wie die Mengen — Gesamtheiten von Dingen sind, aber im Gegensatz zu den
Mengen selbst nicht ‘El t anderer G theiten sein konnen.

Ein besonderer Zug des axiomatischen Systems von v. NEUMANN, BERNAYS und
GODEL wie auch anderer axiomatischer Systeme (z. B. des Systems von ZERMELO-
FRAENKEL) besteht darin, da8 eine Fiille von Mengen, einschli Blich der verschiede-
nen Zahlbereiche, sozusagen aus dem Nichts erschaffen wird: Betrachtet man die
Elemente der Elemente der ... der Elemente der Elemente beliebiger Mengen, so
st6Bt man letzten Endes immer auf die leere Menge als einzigen ,,Baustein‘. Natiirlich
ist es einerseits interessant, daB die gedankliche Konstruktion aller mathematischen
Begriffe auf einer so schwachen Grundlage grundsitzlich méglich ist, und von vielen
Mathematikern wurde ein solcher Aufbau der Mengenlehre sogar als besonders
»rein bzw. befriedigend geriilhmt, aber als Materialisten erwarten wir von einem
axiomatischen System der Mengenlehre unter anderem gerade die Modellierung der
Beziehungen zwischen mathematischen Begriffen einerseits und Dingen der objek-
tiven Realitdt andererseits. Ein uns befriedigendes System der Mengenlehre soll
nicht nur die tatsiichliche historische Entstehung der mathematischen Begriffe aus
dem Gegenstiindlichen heraus im tlichen richtig widerspiegeln, sondern auch
die theoretische Begriindung fiir die Anwendungen der Mathematik in der Praxis
liefern.

Diesen Uberlegungen entsprechend, gehen wir bei der folgenden Axiomatisierung
der Mengenlehre davon aus, daB der Bereich aller betrachteten Dinge Objekte von
dreierlei Art umfaBt:

(a) Urelemente, d. h. Dinge, die zwar als Elemente von Gesamtheiten auftreten
konnen, aber selbst keine Elemente enthalten,

(b) Mengen, d.h. Dinge, die sowohl Gesamtheiten als auch Elemente gewisser
anderer Gesamtheiten sind,

(¢) Unmengen, d. h. Gesamtheiten, die nicht als El te anderer Gesamtheit
auftreten koénnen.

Urelemente und Mengen bezeichnen wir mit dem gemeinsamen Namen El 4
Mengen und Unmengen mit dem gemeinsamen Namen, Klassen.

Wenn man nicht auf die Existenz einer leeren Menge verzichten will, verursacht
die Zul g von Urel ten die Schwierigkeit, daB die charakteristische Eigen-
schaft der leeren Menge, kein Element zu besitzen, auch auf alle Urelemente zutrifft,
d. h., ohne einen zuséitzlichen Grundbegriff 158t sich die leere Menge nicht von den
Urelementen unterscheiden. Anders gesagt: Unter allen Dingen, die kein Elenfent
besitzen, ist genau eines als eine Menge auszuzeichnen. Vom Standpunkt der formali-




100 5. Eine Formalisierung der Mengenlehre

sierten Sprachen ist das am einfachsten durch die Aufnahme eines Individuen-
symbols fiir die leere Menge mdglich.

Wir benutzen demnach folgende modifizierte einsortige Sprache S,,: Die Konstante
2 (zur Bezeichnung der leeren Menge) und kleine lateinische Variablen (eventuell
mit Indizes) fiir Dinge sind die Terme dieser Sprache. Pridikative Ausdriicke haben
die Form x =y oder x € y (wobei x, y Variable oder gleich 9 sind). Im folgenden
notieren wir (manchmal mit Erliuterungen) in zweckmiBiger Reihenfolge formali-
sierte Definitionen (bezeichnet mit D1, D2, D3,...), Axiome (bezeichnet mit
A1, A2, A3,...) und Folgerungen aus den Axiomen und Definitionen (bezeichnet
mit F1, F2, F3, ...). Wir erinnern nochmals daran, da8 die Notierung einer formali-
sierfen Definition den Ubergang zu der durch die definierten Sprachbestandteile
erweiterten Sprache bei gleichzeitiger Erweiterung des bisher benutzten Axiomen-
systems durch die entsprechenden Einfiihrungsaxiome bedeutet und daB alle mit
Hilfe der definierten Begriffe formulierten Siitze (Axiome und Folgerungen) prin-
zipiell in die anfangs benutzte Sprache Sy, riickiibersetzt werden kénnen.

Zuniichst verwandeln wir unsere oben diskutierten inhaltlichen Vorstellungen
iiber die verschiedenen Arten von Dingen in formalisierte Definitionen:

D1 x Element :> Vy x € y.
D2 xKlasse: > x =0BvVyye€x.

D3 x Menge :«> x Klasse A x Element.
D4 x Unmenge :«> — x Element.
D5 x Urelemeént :«» — x Klasse.

Wie man durch entsprechende Modellbetrachtungen sofort sieht, folgt aus D1
bis D5 noch nicht, daB jedes Urelement ein Element ist, da8 jede Unmenge eine
Klasse ist, daB die leere Menge kein Element besitzt und eine Menge ist und daB es
iiberhaupt Dinge aller definierten Arten gibt.

Al @ Element.

F1 9 Menge.

A2 u Urelement — u Element.

F2 x Unmenge — x Klasse.

(Eine Unmenge, die keine Klasse ist, wire nach D35 ein Urelement, folglich nach

A2 ein Element, im Widerspruch zu D4. Somit folgt F2.) Der Bereich aller Dinge
ist demnach wie folgt aufgeteilt:

Unmengen

Urelemente Me;gen

El te ~—
emen Klassen
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A3 (Axiom der leeren Menge) — V x x € 0.
A4 (Extensionalititsaxiom)
xKlasse Ay Klasse AANZZ € x> 2€y) >x =Y.

(Wollten wir das Extensionalititsaxiom fiir beliebige Dinge x, y statt nur fiir Klassen
formulieren, so hiitte dies sofort zur Folge, daB es keine Urelemente gibt, da dann
jedes Urelement gleich @, andererseits wegen D2 und D6 ungleich @ sein miiBte.)

F3 —Vxx€ye yUrelementvy = 0.

F4 Ist H(x) € S,, ein belicbiger Ausdruck, der x vollfrei enthilt, so folgt aus
einer Aussage der Form
Y z(z Klasse ~ A x(x €z H(x)))

8ets sofort die Verschiirfung
V!!z(z Klasse A A'x(x € 2> H(x)))-
D6 x§yierXEYy.
D7 XFyier—x=Y.
D8 xS y:xKlasseayKlasseAAz(z € x>z €y).

(Wiirden wir D8 nicht auf Klassen x, y beschrinken, so wiirde sich sofort u £ x
fiir beliebige Urelemente u und Dinge x ergeben.)

D9 XCYy:oXSEyAXFY.
Fb5 x Klasse A y Klasse > (x =y x S yAay S x).
Ab (Paarmengenaxiom)
x Element A y Element — V z(z Menge AAa(a ¢ z+> 8 =xva =y)).
Unter Beriicksichtigung von F4 verschirft sich Ab sofort zu
Feé x Element A y Element — V!!z(z Menge AAa(a € z>a =xva =y)).

Unter Berufung auf F6 definieren wir
D10  (x,y}:=u(zMengeaAaacza=xva=y)),
falls x Element A y Element .

D11 (x) := (x, x},
D12 (x,y):={ix), (x,y}}.
Die 8o definierten Operationen Paarmenge, Einermenge und geordnetes Paar sind
jeweils fiir Elemente definiert und liefern als Resultat Mengen.
F7 XL Y1) = (Xg, Ya) > Xy =X Ay, =

Beweis. Offenbar ist nur ,,—‘ zu zeigen. Ist x, =y, so ist (x;, y,) = {{x;}}.
Folglich kann auch (x,, y5) = {{xy), (Xz, y2)} nur ein Element enthslten, d. h., es muB

auch x, =y, sein und dann wegen {({x,]} = {(x,}) schlieBlich x, = x,. Ist x, & y,,
80 ist (X)) % (X, 71}, d. b, (x5, 31) = {{x), (xs, ¥1)} enthilt zwei verschiedene Ele-
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mente. Dann muB auch (x,, y;) aus zwei Elementen bestehen, d. h., es muB x; =+ y,
sein. Jetzt muB jedes der beiden Elemente {x,}, {x,,y;} gleich einem der beiden
Elemente (x,}, {X,, ¥} sein, was sich nur mit x, = X, und y, = y, vereinbaren liBt.

Aus D12 gewinnt man fiir jede natiirliche Zahl » = 3 den Begriff des n-Tupels
von Elementen:
D13 (x,y,2):=(xy)2)
D14 (x,5,2w):=((xY,2), W)

Wir bemerken, daBl die naheliegende Zusammenfassung unendlich vieler korrekter
Einzeldefinitionen zur induktiven Definition
(Xyy eony Xy Xp) 1= ((xn v Xy), xlﬂ-l)
sich innerhalb der Sprache S, oder einer elementaren Erweiterung nicht korrekt
formulieren 148t (vgl. S. 81f.).
Unter Benutzung der induktiven Definition kann man jedoch sehr leicht induktiv
beweisen, wobei F'7 Anfangs- und Induktionsschritt liefert :

M1 Fiir jede natiirliche Zahl n = 2 gilt
(Xp) oo, X)) = (Y1 oo, Ya) O X = Y1 A et AXy =Yy (1)

Natiirlich ist M 1 genausowenig wie die zugrunde liegende Definition in der Sprache
S, formulierbar, sondern eine Zusammenfassung von unendlich vielen in S, formu-
lierbaren Einzelsitzen. Sétze dieser Art werden wir im folgenden als Metasiitze
bezeichnen und mit M1, M2, M3, ... numerieren. Nachtriglich stellen wir fest, daB
F4 ebenfalls ein Metasatz ist. Fiir das Folgende vereinbaren wir
D15 (x) := x, falls x Element.
Dann gilt (1) auch fiir » = 1. Wir formulieren nun einige Klassenbildungsaxiome.
A8 VaAx(x€ao Vyz(x = (y,2) Ay € 2)).
D16 E:=wuAx(xcae Vyz(x = (y,2) Ay € 2)).
A7 VaAx(x€ae Vyx=(yy).
D17 I:=wAx(xcaeVyx=(yy).
Die Axiome A6 bzw. A7 bedeuten: Die auf El te eingeschrinkten Relationen
des El ins und der Identitit existieren als (wegen A4 eindeutig bestimmte)
Klassen von geordneten Paaren. Die Symbole E bzw. I sind demnach definitorisch
eingefiihrte Konstanten zur Bezeichnung spezieller Klassen.
A8 AbVaAzx(x€ae xElement Ax ¢ b).
ID8  b:=a A x(x € a< x Element A x ¢ b)), falls b Klasse.
A9 AbcVaAx(x€a<x€bAXEc).
D19 bne:=wAx(x€a« x€bAxEc), falls b Klasse A ¢ Klasse.
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(Es ist nicht nétig, in der Formulierung von A8 und A9 b bzw. b und ¢ auf Klassen
einzuschriinken, da die entsprechende Aussage fiir Urel te durch die axiomatische
Forderung einer leeren Menge jeweils automatisch erfiillt ist. Die zugehorigen Opera-
tionen der Komplementbildung und des Durchschnitts sollen jedoch nur fiir Klassen
definiert sein.)
D20 b\c:=bng buc:=bns.
D21 A:=10.
(D21 ist ein Beispiel fiir die Definition einer Konstanten durch einen variablenfreien
Term; vgl. S. 85. Die so definierte Klasse A aller Elemente wird als Allklasse bezeich-
net.)
F8 x Element «» x € A.
F9 x Klasse —» x S A.
F10 x Unmenge <> x ¢ A.
A10  AbeVaAx(x€ae Vyzx=(y,z)Ay€ebazec).
D22 bxc:=mAx(an.<—>Vyz(x=(y,z)AyebAzec)),

falls b Klasse A ¢ Klasse.
Metadefinitionen:

by X by X -+ X byi= (... (by X bg) X -+ X by},

b%:=94, bl:=b, b**l:=b*"Xb.
Vorsicht! Es ist im allgemeinen a X (b X ¢) & a X b Xc usw., insbesondere ist
b* X b= ES br+m,
All AbVaAx(x€ae Vyzx = (y,2)A(zY) €b)).
D23 bli=wAx(xcae Vyzx=(y,2)A@Yy)€b)),

falls b Klasse.
(b-? soll von jeder Klasse b gebildet werden kénnen. Enthilt insbesondere b keine
geordneten Paare, 8o ist b-! = @. Allgemein ist (b-!)-! & b und gerade die Klasse
aller in b enthaltenen geordneten Paare.)
A12 AbVaAx(xeao Vyzw(x = (y,2,w) A (W,Y,2) € b)).
D24 br:=wAx(xeae Vyw(x =(y,2 W) A (W,¥,2) €b)),

falls b Klasse .
A13 /\an./\x(xéa«-»Vy(x,y)eb).
D25 V(b):=wa A x(x € a & V y(x, y) € b), falls b Klasse.
D26  N(b):= V(b-}). )
Die Klassen V(b) bzw. N(b) werden als Vorbereich bzw. Nachbereich von b bezeichnet.
F11 z € N(b)« Vy(y, z) € b.
Ein Ausdruck H ¢ S, heiBie primitiv, wenn alle in ihm vork« den Quantifizie-
rungen auf Elemente relativiert sind, d. h., wenn in jedem Teilausdruck der Form
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V xH'(x) der Teilausdruck H’(x) die Form (x Element A H"(x)) und in jedem Teil-
ausdruck der Form A xH'(x) der Teilausdruck H'(x) die Form (x Element — H"(x))
hat. Wir bemerken, da8 man zu jedem primitiven Ausdruck einen semantisch dqui-
valenten primitiven Ausdruck finden kann, in dem die logischcn Funktoren v, —, <>
und A nicht vorkommen.

M2 (Satz von GODEL) Ist n 2 1, sind x,, ..., X, beliebige Variablen und ist H
ein primitiver Ausdruck, der keine der Variublen x,, ..., x, gebunden enthilt,
80 folgt aus A1 bis A13

VaAx(x€eo Vx..x,(x = (x,...,X,) A H)). 2)

Das heiBt, jede n-stellige, durch einen primitiven Ausdruck definierbare Relation im
Bereich der Elemente existiert als Klasse von n-Tupeln. Ist H ein derartiger Aus-
druck, so werden im allgemeinen nicht alle Variablen x,; ..., x, in H frei vorkommen.
Von den nicht frei vorkommenden Variablen hingt die durch (2) geforderte Klasse a
bzw. die durch sie dargestellte Relation dann nur fiktiv ab. Andererseits kénnen in
H auch gewisse Variablen y,, y,, ... frei vorkommen, die von X, ..., x, verschieden
sind. Diese Variablen spielen dann die Rolle von Parametern, von denen die Relation
a noch abhiingt. Sind y,, ..., yn diese Parameter in einem primitiven Ausdruck H
und ist » = 1, so ergibt sich als Spezialfall von (2)

AYi-..Ym Ve Ax(x € ae> xElement A H(x, y3, ..., Yu))» 3)

d. h. eine unendliche Schar von Kl bild

die zu den Definitionen

Fa(¥1, ++» Ym) := 18 A x(x € 8 <> x Element A H(x, y}, ..., Ym))

berechtigen. Es ist das Verdienst von GSDEL, erkannt zu haben, da8 man die un-
endlich vielen Klassenbildungsaxiome (3) und allgemeiner (2) durch ein endliches
Axi ystem (im tlichen A6 bis A13) ersetzen kann. Nachtriglich erkennt
man, daB die Klassenbildungsaxiome A6 bis A13 Spezialfille von (2) sind. Wir
skizzieren einen Beweis des Godelschen Satzes, dessen Originalfassung natiirlich
gemiB der dort benutzten Formalisierungsvariante etwas anders lautet.

Hilfssatz 1. Zu jeder Klasse a und beliebigen natiirlichen Zahlen i,n mit + < n
existiert eine Klasse b S A*, so daf

X € 8> (Xpy eres X 000y X5) € b
Offenbar leistet b = A X - X AXa XA X XA das Verlangte.
i1 i
Hilfssatz 2. Zu jeder Klasse a und beliebigen natiirlichen Zahlen i, j,nmit1 < j < n
existiert eine Klasse b & A", g0 daf (X, X;) € 8> (X3, ooy Xjy o0y Xj, 000, X,) € b

Zum Beweis konnen wir o. B. d. A. annehmen, da8 a eine Klasse von geordneten
Paaren ist, indem wir andernfalls a durch a n A2 ersetzen. Man bevyeist nun zunichst
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die drei Spezialffille n =3 und (a8) i =1,j =2, (b)i=1,7=3, ()i =2,j=3.
Im Fall (a) haben wir

(X3, Xg) € 8> (X3, Xy, X3) € 8 X A,
Im Fall (b) ergibt sich
(x1, X3) € 8> (X3, X)) € 871> (X3, Xy, Xp) € 271 XA
(X1, X5, X3) € (871X A) 2
Im Fall (¢) ist
(X3, X5) € 8> (Xy, X3, X)) € 8 X A > (Xg, X, Xy) € (8 X A)2
« (X1, Xy, Xy) € ((8 X A)Y)2.
Im illgemeinen Fall erhilt man zunichst analog zu (c)
(X, X)) € 8> (X, Xy, (Xy, .00 i) € 8 X AFE
© (X1y 000y Xpot Xy X)) € (@ X A2 (:=1).
Durch wiederholte. Anwendung von (b) ergibt sich nun die Existenz von Klassen
€y, Cgy «ety Cj—iy, 80 daB
» (=1 +ees X3) X;) € b (X1, 200, X0), Xiars X)) € €44

((xn cees Xin)y x,—) €c e ((xn coor Xin)s Xy Xi) € ¢y,

an (%15 +ees Xjma), X;) € €jmima > (X5 s Xjoa)s Xjors Xj) € Gt

(X3, oe0r Xp) € Cpugmy (i=1d).
Durch wiederholte Anwendung von (a) ergibt sich schlieBlich
Xy, 00 X)) Ed o> (Xy, .00, Xj, Xjg) EA XA
(X1, e Xja) EAXAXA L.
(X5, 000, X)) EAXAX - X AL
———
Wir beweisen nun den Satz M2 (Satz von GOpEL) durch Induktion iiber dic

Kompliziertheit der Ausdriicke, indem wir zu gegebenem primitivem Ausdruck
H eine Klasse Ky*++** konstruieren, so daB

X1y +ee, Xa) € Kyt o H

gilt. Zuniichst betrachten wir pridikative Ausdriicke H der Form x € y.

1. Fall: x =x;, y =x;, 1 < j. Dann folgt die Existenz der gesuchten Klasse
durch Anwendung von Hilfssatz 2 auf die Klasse E.
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2. Fall: wie oben, jedoch mit j < 7. Dann ist Hilfssatz 2 auf E-* anzuwenden.

3. Fall: 1 =4 (d.h., H hat die Form x; € x;). Dann gilt He x,€ V(En I).
Demnach ist Hilfssatz 1 auf die Klasse V(E n I) anzuwenden.

4. Fall: x = x,, y kommt nicht unter x,, ..., X, vor. Dann ist Hilfssatz 1 auf die
Klasse y anzuwenden.

5. Fall: y = x;, x kommt nicht unter x,; ..., x, vor. Falls x Element ist, gilt

x € xjo x; € N(E n ({x} X 4)),

demnach ist Hilfssatz 1 auf diese Klasse anzuwenden. Andernfalls gibt es kein x;
mit X € x;, d. h. KXo 1=

6. Fall: Weder x noch y kommt unter den Variablen x,, ..., x, vor. Die jetzt
von zwei Parametern x,y abhingige Klasse KXy, ist durch Fallunterscheidung
zu definieren:
A*, fallsx€y,
g, fallsxqy.
Analog (wobei im allgemeinen die Klasse I statt E zu benutzen ist) lassen sich die

Fille behandeln, in denen H die Form x =y hat. Wir nehmen nun an, es seien
schon fiir beliebige Variablensyst Xq, -+, Xy die Klagse Kg%*» bzw. die Klas-

sen Kj:~** und Kjy++** definiert. Dann ist offenbar

(vgl. D20),

zu setzen. (Im letzten Fall muB x eine Variable sein, die in H nicht gebunden vor-
kommt.) Damit ist der Satz M2 bewiesen.

Wir formulieren nun einige Mengenbildungsaxiome.

Al4 (Potenzmengenaxiom)
A x(x Menge — V y(y Menge A A z(z € y <> z S x))).

D27 B(x) := 1y(y Menge A A 2(z € y <> 2 X)), falls x Menge.
F12 x Menge A z S x — z Menge.
D28 Unf:eAxyz((x,y)efA(yg,z)Ef—»y=1.).
(Un £ bedeutet demnach: Die Klasse (f-1)-! derjenigen Elemente von f, die geordnete
Paare sind, ist eindeutig, d. h. eine Abbildung. Dieser Begriff wird der Bequemlich-
keit halber auf beliebige Dinge f iibertragen.)
A16 (Ersetzbarkeitsaxiom)

Un f A V(f) Menge — N(f) Menge,
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v

(d. h., das eindeutige Bild einer Menge bei einer durch eine Klasse von geordneten
Paaren gegebenen Abbildung ist eine Menge. Dieses Axiom driickt die anschauliche
Vorstellung aus, daB jede Klasse, die der Michtigkeit nach nicht groBer als eine
gewisse Menge ist, selbst eine Menge ist.)

D29 U a:= KV plement Axey Aven) « . ) )
(,»y Element* sichert, daB der als unterer Index benutzte Ausdruck primitiv ist
und daB damit nach M2 die Klasse U a existiert. Es kann jedoch semantisch dqui-
valent fortgelassen werden, da es aus y € a folgt. Die Klasse U a heiBt Vereinigung
der Klasse a. Aus D29 folgt, daB \J a = @ ist, falls a = & oder falls a nur Urelemente
und eventuell die leere Menge als Elemente enthilt.)
A1l6 (Axiom der Vereinigungsmenge)

a Menge — U a Menge.

Wir formulieren nun eine Art Induktionsaxiom (vgl. das Induktionsaxiom von
PEANO), das zum Ausdruck bringen soll, daB es auBer den Urelementen, der leeren
Menge und allen Mengen, die man durch fortlaufende Mengenbildung aus bereits
bekannten Elementen gewinnen kann, keine weiteren Elemente gibt.

A17 (Fundierungsaxiom)
/\a(ﬂe aA/\u(uUrelement—»uea)AAx(iMengeAx Ca—>x€a)
—>a= A).

F13 x ¢ X.

Beweis. Fiir Unmengen x gilt F13 nach D1 und D4. Es sei a die nach M2
existierende Klasse K%, aller Elemente x mit x ¢ x. Wir zeigen, daB diese Klasse a
die Voraussetzungen von A 17 erfiillt. & € a ist klar, ebenso u € a fiir alle Urelemente
u. Es sei x S a eine Menge. Wiire x ¢ a, 80 wiire x € x. Demnach wiirde x wenigstens
ein nicht zu a gehorendes Element (niémlich x) enthalten, im Widerspruch zu x £ a.
Nach A17 folgt nun a = A, d. h., F 13 gilt auch fiir alle Elemente x.

Analog zu F13 beweist man
M3 Zu keiner natiirlichen Zahl n = 2 existieren Dinge Xy, ..., Xa, 80 dafl

X EXpAX €E XgA ... AXp EX,AXL E X,
qilt.
F14 A Unmenge.

Beweis. Wire A keine Unmenge, so wiire A Element, demnach wiire A € A, im
Widerspruch zu F13.

" Einige Mathematiker haben in Erwigung gezogen, auf A17 zu verzichten und
die dann eventuell existierenden Dinge x mit x = (x} als Urelemente anzusehen.

Dann lassen sich die Urelemente natiirlich ohne Benutzung eines zusitzlichen Grund-
begriffs (wie der Konstanten @ in unserer Formalisierung) von der leeren Menge
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unterseheiden. Mit A17 sind wir bereits in den Bereich solcher Axiome gelangt,
iiber deren Aufnahme in ein Axiomensystem der Mengenlehre nicht alle Mathe-
matiker der gleichen Meinung sind. Weitere umstrittene Axiome sind u.a. das
Auswahlaxiom, die Formulierung des Unendlichkeitsaxioms und die verallgemeinerte
Kontinuumhypothese.
A18 (Auswahlaxiom fiir Klassen)
VaAx(xMengerx & 0 —VIly((x,y) €aay€x)),
d. h,, es gibt eine als Klasse von geordneten Paaren existierende universelle Auswahl-
funktion a, die jeder nichtleeren Menge eines ihrer Elemente zuordnet. Ist a eine
universelle Auswahlfunktion und b eine beliebige Klasse von nichtleeren Mengen, so
ist a n (b X A) eine Auswahlfunktion fiir b. Umgekehrt schlieBt die Forderung, daB
jede solche Klasse b eine Auswahlfunktion besitzen soll, die Existenz einer Auswahl-
funktion fiir die Klasse A, d. h. einer universellen Auswahlfunktion ein. Ist b eine
nichtleere Klasse von nichtleeren und paarweise disjunkten Mengen und a eine
Auswahlfunktion fiir b, so ist N(a) eine Auswaklklasse fiir b, d. h. eine Klasse, die mit
jeder Menge aus b genau ein Element gemeinsam hat. Eine echte Abschwiichung von
A 18, die fiir viele Anwendungen ausreicht, ist
A18 (Auswahlaxiom fiir Mengen)
' /\b(bMenge—»Vn/\x(xMengeAx +OAxeEb>Viy((x,y)€a
Ay E€x).
Wiihrend die Mengenbildungsaxiome A5, A14 und A16 und die Klassenbildungs-
axiome A6 bis A 13 auf Grund des Extensionalititsaxioms A4 zu solchen Aussagen
verschirft werden konnen, die die Definition von Konstanten (E, I, A usw.) und
partiellen Operationen wie Kompl t, Durchschnitt, kartesisches Produkt usw.
erméglichen, sind die auf Grund von A18 existierenden Auswahlmengen bzw.
-funktionen im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, vielmehr gibt es in denjenigen
Fillen, in denen die Existenz einer solchen Auswahlmenge bzw. -funktion tatsichlich
nur auf Grund von A18 erschlossen werden kann, sogar unendlich viele solche,
von denen keine irgendwie vor der anderen ausgezeichnet ist. Daher wird A18 im
Gegensatz zu den iibrigen Exist: gen des Axic ystems als nichtkonstruktiv
bezeichnet. Hinzu kommt, daB mit Hilfe von A18 einige paradox erscheinende
Sitze bewiesen werden kénnen. Andererseits lassen sich viele wichtige Sitze ohne
Benutzung von A18(’) nicht beweisen bzw. sind zu diesem Axiom iquivalent.
Diese Umstiinde fiihrten dazu, daB die Benutzung des Auswahlaxioms von manchen
Mathematikern abgelehnt wird und daB metamathematische Untersuchungen iiber
die Stellung dieses Axioms im Gesamtsystem der axiomatischen Mengenlehre in den
Grundlagen der Mengenlehre eine ihnliche hervorragende Rolle gespielt haben wie
die Untersuchungen iiber das Parallelenpostulat in den Grundlagen der Geometrie.
Eine der wichtigsten zu A18 iquivalenten Aussagen ist der Vergleichbarkeitssatz
fiir Miichtigkeiten A 18". Dazu erst einige Definitionen.
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D29 x~y:o xKlassenyKlasse AV{UnfaUnf-1a V() =xaN(f) =y).
D30 x<<y:eVix~zazSy).
A18” xKlasse Ay Klasse >x Syvy S x.
Wir wenden uns nun dem grundlegenden Begriff der Ordinalzahl zu.
D31 x Ordinal ;<> x Klasse AAy(y € x -y & X)
ANYZ(yEXAZEX>YELVZEYVY =13).
D32 x Ordinalzahl ;<> x Ordinal A x Menge.
F15 2 Ordinalzahl.
F16 x Ordinalzahl — x v {x) Ordinalzahl.
F17 V a A x(x € &+« x Ordinalzahl).
D33 On := @ A x(x € 8« x Ordinalzahl).
F18 x Ordinal > x € Onv x = On.
F19 On Unmenge.
F20 XEONAYEONAZEODAXEYyAYEZ>XE 2.
F21 YSOnay+0>VIUx(x€yAAz@zEyAz £ x>XxE€1)).
Die Sitze F 15 bis F21 sind nicht schwer zu beweisen und seien dem Leser als Ubungs-
aufgaben empfohlen. F20 und F21 bedeuten zusammen:
Die Klasse On st durch die zweistellige Relation € wohlgeordnet.
Dabei ist @ offenbar das kleinste Element von On. Weiter ergibt sich, daB x u {x}
der unmittelbare Nachfolger einer Ordinalzahl x ist, daB jede Ordinalzahl gleich
der Menge der ihr vorangehenden Ordinalzahlen ist und da8 U, die erste Ordinalzahl

ist, die auf alle Elemente von y folgt, falls y eine Menge von Ordinalzahlen ohne
groBtes Element ist. F21 rechtfertigt die Definiti

D3¢ miny:=x(x€yAaAz@z€yArz+x—>x€2), falsySOnny=+0.

Es ist iiblich, die natiirlichen Zahlen mit dem Anfang der wohlgeordneten Ordinal-
zahlreihe zu identifizieren, d. h.

D35 0:=4,
1:=0u(9) = (8},
2:= (8} v (10)) = {0, (2]}

x;+l:=nu(n].
D36 x natiirliche Zahl &> x € OnAAy(y€x—>y=0vVzzu(z] =Yy),

d. h., natiirliche Zahlen sind solche Ordinalzahlen, denen auBer @ keine Ordinalzahl
ohne ittelb Vorgiinger vorangeht.
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Unter Benutzung von A 17 kann man jedem Ding x ein Ordinal st(x) (Stufe von x)
so zuordnen, dal

st(x) =0, falls x Urelement, st(d) =1,

st(x) = min (On \ (st(y):y € x]), falls x nichtleere Menge,

st(x) = On, falls x Unmenge
gilt. Demnach ist also die Stufe einer nichtleeren Klasse das kleinste Ordinal, das
groBer ist als die Stufen aller ihrer El te. Im axiomatischen Aufbau der Mengen-
lehre nach Krava [20]) wird die hieraus ableitbare Relation x —y .(x ist stufen-
kleinergleich y) neben € als Grundbegriff benutzt. Diese Formalisierung erweist sich

hinsichtlich ihrer Ausdrucksfihigkeit als gleichwertig zur vorliegenden, da man
unter Benutzung von

x Urelement :> Ayx—y
@ := ix(— x Urelement A | Vy y € x)

definieren kann.

Die Axiome A1l bis A18 besitzen ein Modell, das aus (im anschaulichen Sinne)
abzihlbar vielen endlichen Mengen und Urel ten und abzihlbar vielen Un-
mengen besteht. Gibt man sich etwa zwei beliebige Dinge a, b als Urelemente vor,
8o erhilt man )

Mengen 1. Stufe: @, {a}, {b}, {a, b},

Mengen 2. Stufe: {8}, {{all, {{bl], ({a, bl}, (8, a}, {8, b}, {8, {a}}, {8, {b}), (D, {a, b}},
{tal,a), ({ak b}, {(al,{b}}, {{a}{a,b}}, {{b},a}, {{b},b}, {{b},{a,b}}, {{a, b}, 8},
{(a, b}, b}, {2, a, b}, {2, a, {a}} usw.

In diesem Bereich ist die Klasse aller Elemente offenbar abzihlbar. Es geniigt,
als Unmengen des Modells alle abzihlbaren Teilmengen dieses Bereichs hinzuzu-
nehmen, die die Form K* haben. Wegen der Abzihlbarkeit der Menge der Ausdriicke
von S, ist der Bereich dieser U gen ebenfalls abzéhlbar. Das skizzierte Modell
laBt sich unter der Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit der Peanoschen Axiome
exakt definieren. Analoge Modelle erhilt man bei Vorgabe einer beliebigen endlichen
Anzahl von Urelementen, insbesondere auch, wenn man von der Nichtexistenz von
Urel t geht. De; h gilt:

Aus A1 bis A18 folgt nicht die Existenz von Urelementen und nicht die Existenz
etner unendlichen Menge.

Insbesondere ist in den genannten Modellen die Klasse der natiirlichen Zahlen
gleich On, also bereits eine Unmenge. Daher kénnen die weiteren Zahlbereiche auf
der Grundlage von A1 bis A18 nicht in der iiblichen Weise konstruiert werden. Wir
beschéftigen uns nun mit einigen Varianten von Unendlichkeitsaxiomen, d. h.
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Axiomen, die die Existenz einer unendlichen Menge aussagen. Diesen Zweck erfiillt
A19  VafaMenger D €anAx(xe€a—(x]€a)).

Dieses Axiom bedeutet: Es gibt eine (im anschaulichen Sinne) unendliche Menge,
deren Stufe keine natiirliche Zahl ist. Hieraus folgt, daB es wenigstens eine Ordinal-
zahl gibt, die keine natiirliche Zahl ist, und folghch (etwa nach F 16) unendlich
viele solche Ordinalzahlen.

Will man die Existenz einer unendlichen Menge schon im Bereich der Mengen
endlicher Stufe fordern, so ist dies offenbar gleichbedeutend mit der Forderung der
Existenz einer unendlichen Menge von Urelementen. Man kann in Anlehnung an
A19 etwa formulieren:

A19  VHUnfaUnf'aV(f)Mengen 0 € V(f)aAx(x € V() > {x} € V()
AAy(y € N(f) - y Urelement)).

Offenbar folgt A19 aus A19’, da V(f) = a der Forderung von A19 geniigt, falls f
der Forderung von A19’ geniigt. Es sei bemerkt, daB offen bleibt, ob die Klasse
aller Urelemente eine Menge oder eine Unmenge ist, und daB sich aus der scheinbar
stirkeren Forderung, daB die Klasse aller Urelemente eine Unmenge ist, nicht die
Existenz einer unendlichen Menge von Urelementen oder iiberhaupt einer unendlichen
Menge ergibt. Will man die Existenz einer unendlichen Menge endlicher Stufe
fordern, ohne gleichzeitig die Existenz von Mengen unendlicher Stufe voraus-
zusetzen, 8o benétigt man eine explizite Endlichkeitsdefinition.
Eine explizite Endlichkeitsdefinition ist eine Definition der Form

x endlich : > H(x),

wobei H(x) € S,, keine freie Variable auBer x enthilt. Dabei soll in jedem Modell
w der Axiome A1 bis A17 folgendes gelten:
(%) Wert (H(x), w, /) W< Es gibt nur endlich viele Dinge & vm Gmndberewh

von w, fir die Wert (ze X, w, /<:>) =W.

(Die von uns gewihlte Formulierung schlieBt ein, daB die Eigenschaft ,,endlich*
auf alle Urelemente zutreffen soll. Die einstelligen Relationcn ,,x endlich* und
,»X endliche Menge* sind aber offenbar gegenseitig definierbar.) Es wird sich zeigen
(vgl. 6.3.), daB eine Endlichkeitsdefinition in diesem strengen Sinne unmdglich ist:
Jede in einer elementaren Sprache der Mengenlehre definierbare einstellige Relation
H(x), die in jedem Modell der Mengenlehre auf alle (im anschaulichen bzw. meta-
theoretischen Sinne) endlichen Objekte zutgfft, trifft in wenigstens einem Modell
auch auf eine im anschaulichen Sinne unendiche Gesamtheit zu. Demnach muB die
Definition des Begriffs Endlichkeitsdefinition dahin abgeschwicht werden, da8 in
(%) ,ye>*“ durch ,,«* ersetzt wird. Weiterhin muB man aber noch fordern, daB aus
einer Endlichkeitsdefinition alle hiiufig benutzten Eigenschaften der endlichen
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Mengen gefolgert werden kénnen, wie z. B.

@ endlich,

{x} endlich,

x endliche Menge A y endliche Menge — x v y endlich A x X y endlich,
x endliche Menge — P(x) erdlich,

x endliche Menge A y S x — y endlich.

In der Literatur sind zahlreiche Endlichkeitsdefinitionen verbreitet, die allen diesen
Forderungen geniig, Hinzu } t, daB alle bisher vorgeschlagenen Endlich-
keitsdefinitionen sich unter der Voraussetzung des Auswahlaxioms als iiquivalent
erweisen. Manche dieser Aquivalenzen gelten jedoch nachweislich ohne Vorausset-
zung des Auswahlaxioms nicht allgemein.!). Wir stellen zwei der verbreitetsten End-

lichkeitsdefinitionen vor, die von DEDERIND bzw. RUSSELL eingefiihrt wurden:

D36 x endlich (D) :e> qVy(y c xAy~x).

Hiernach sind Urel te x aut tisch endlich, da sie nach D8 bzw. D9 nicht in
der Relation — stehen ké Eine Klasse x ist nach DEDERIND endlich, wenn sie
keiner echten Teilklasse gleichmichtig ist. Es folgt z. B. sofort: @ endlich (D), da
@ keine echte Teilklasse besitzt.

D37 x endlich (R) :> A a(d € a A A u(u Urelement — u € a)

AN yz(y € a Ay Klasse A z Element — y u {z} € 8) > x € a),

d. h., ein Ding x ist endlich im Sinne von RUSSELL, wenn es Element jeder Klasse a
ist, die @ und alle Urelemente enthilt und mit einer beliebigen Menge y stets auch
die (eventuell) um ein Element groBere Menge y u {z} bei beliebigem z enthilt.
Hiernach ist z. B. sofort klar, daB & endlich (R), u endlich (R) fiir alle Urelemente u
und {z} (= @ v {z)) endlich (R) fiir jedes Element z ist. (Beide Definitionen sind
gegeniiber ihrer urspriinglich Formuherung geringfiigig modifiziert, im sie unserer
Formalisierung iante mit Urel t p ) Es gilt ohne Voraussetzung
des Auswahlaxioms

F22 x endlich (R) — x endlich (D).
Unter Benutzung von A 18’ folgt
F23 x endlich (D) — x endlich (R).
Weiterhin gilt jedoch:
F23 ist unabhiingig von A1 bis A17 und A19".

1) Siehe hierzu etwa A. LEvy, The independence of various definitions of finiteness, Fund.
Math. 46 (1958), 1—13.
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Unter Benutzung einer beliebigen Endlichkeitsdefinition kann man verschiedene
weitere Varianten des Unendlichkeitsaxioms formulieren, z. B.

A19”  Va(—endlich a A a Menge)
oder schirfer

A19""  Va(a Menge A —endlich a A A x(x € a — x Urelement)).

Offenbar ist A19’ die stirkste und A19” die schwichste Forderung, wihrend A19
und A19"” voneinander unabhingig sind.

Wir kommen nun zur Diskussion der verallgemeinerten Kontinuumhypothese.
Aus A1 bis A17 folgt

xendlichD)Ax £ 0A—Vyx={y)>Vylyc BEx)rqySx

A=y ~ B(x)).
(Dies entspricht der Tatsache, daB fiir natiirliche Zahlen » = 2 (hier als Michtig-
keiten endlicher Mengen aufgefaBt) stets ein m mit n < m < 2* (der Elementanzahl
der Potenzmenge) existiert.) Schon CANTOR scheiterte &n dem Versuch, fiir unendliche
Mengen (insbesondere abzihlbare) entweder die Existenz oder die Unméglichkeit
der Existenz einer Menge nachzuweisen, die der Machtigkeit nach echt zwischen
der gegebenen Menge und ihrer Potenzmenge liegt. Fiir verschied
innerhalb der Mathematik benétigt man aber die im folgenden als Axiom A20
notierte Voraussetzung

Anwend

A20 (Verallgemeinerte Kontinuumhypothese)
— xendlich(D) >Ay(y S Bx)AxSy—>y~ B(x))-
Aus dem Axiom A20 folgt das Auswahlaziom.)

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit der Mitteilung einiger wichtiger Resultate
aus den Grundlagen der Mengenlehre. Hierzu sei im voraus bemerkt, daB diese
Resultate in bezug auf unterschiedliche und nicht immer voll formalisierte Axiomen-
systeme erhalten wurden und daher nicht ohne weiteres auf andere Formalisierungs-
varianten (insbesondere die hier benutzte) iibertragen werden konnen. Weiter soll
nicht unerwidhnt bleiben, daB die zur Erzielung derartiger metamathematischer
Sitze im Bereich der Grundlagen der Mengenlehre erforderlichen Modellkonstruk-
tionen bzw. sonstigen Methoden hiufig sehr kompliziert und jeder Anschauung
entzogen sind und zum Teil zu den hervorragendsten Leistungen der Mathematil
in unserem Jahrhundert gehoren.?)

1) W. SierpiNskr, Fund. Math. 84 (1947), 1—5.
') Em gut zugénglicher und relativ aktueller Bericht iiber den Stand der Grundlagen der
énlehre ist der K zum ersten Hilbertschen Problem von A. S. ESENIN-VoL'PIN
in: Die Hilbertschen Probl Akad. Verlagsgesellschaft Lalpzng 1971 (rusu Original: Nauka,
Moskau 1969). AuBerdem sei auf die umfangrelche Bibliographie in [9] verwiesen.
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Das System von V. NEUMANN-BERNAYS-GODEL (mit Unmengen) ist relativ
widerspruchsfrei in bezug auf das System von ZERMER0-FRAENKEL (ohne Unmengen)
und umgekehrt (Rosser, Hao Wana 1950, u. a.).

Die Annahme der Existenz unendlich vieler Urelemente ist relativ widerspruchsfrei
in bezug auf ein System ohne Urel te und umgekehrt (Mosrowskr 1939).

Sind die Axiome A1 bis A17 und A 19 widerspruchsfrei, so ist auch das System
der Axiome A1 bis A20 widerspruchsfrei (GoDEL 1938).

Das Auswahlaxiom ist unabhingig von den Axiomen A1 bis A17 und A19 bzw.
A19’ (FRAENKEL 1922, MosTowskl 1939, CoHEN 1963).

Das Axiom A 20 ist unabhiingig von den iibrigen Axiomen (einschlielich Auswahl-
axiom) (CoHEN 1963).

Die beiden letztg ten Sitze bedeuten insbesondere, daB sowohl das Auswahl-
axiom als auch (bei Forderung des Auswahlaxioms) die verallgemeinerte Kontinuum-
hypothese mit gleicher Berechtigung als giiltig oder ungiiltig angesehen werden
konnen. Die auf den ersten Blick verwirrende Erkenntnis, daB sich die Verhiltnisse
im Bereich unendlicher Mengen nicht eindeutig festlegen lassen, hat bei vielen
Mathematikern Zweifel an der Brauchbarkeit der axiomatischen Methode ausgelost.
Auf die hiermit hiingenden Fragen kc wir im -letzten Kapitel
zuriick.




6. Syntaktische Grundbegriffe der Metamathematik

6.1.  SchluBregeln und Beweiskalkiile

Definition 1. Es sei S eine formalisierte Sprache, m, k = 0 seien beliebige natiirliche
Zahlen. Eine k-gliedrige m-parametrige Schlufregel fiir S ist eine (k + m)-stellige
Wortfunktion ¢ mit folgenden Eigenschaften:

@) Ist fiir gewisse Worter W,, ..., Wi, die Anwendung von ¢ definiert, so st
W eStfiri=1,..., kund

P(Wi, ..., Weem) € Flg((Wy, ..., Wal). m
(b) In einem spiter zu prizisierenden Sinne ist fiir beliebige (k + m)-Tupel von
Wortern effektiv entscheidbar, ob ¢ dbar ist, und im Fall der Anwendbarkeit

lafe sich (W, ..., Wyi,n) aus den Wortern W,, ..., Wy, durch ein algorithmisches
Verfahren gewinnen.

Unter Beriicksichtigung der Bedingung (a) schreiben wir die Argumente einer
k-gliedrigen m-parametrigen SchluBregel ¢ im folgenden in der Form Hj, ..., H,;
P,, ..., P, und bezeichnen H,, ..., H, als Primissen (Voraussetzungen), P,,..., P,
als Parameter und das Resultat ¢(H,, ..., H,; Py, ..., P,) der Anwendung von ¢ auf .
Hy, ..., Hy; Py, ..., Py, als Conclusio (Folgerung) der SchluBregel ¢. Die Bedingung
(1) bezeichnen wir als Zulissigkeit der Regel . Auf Grund der Hiilleneigenschaften
des Folgerungsoperators Flg istisie der folgenden Bedingung gleichwertig:

Fiir beliebige X = S gilt: Ist H; € Flg(X) fiir v = 1, ..., k und existiert das Resultat
@My, ..., H; Py, ..., Py), 80 st (H,, ..., Hy; Py, ..., P,) € Flg(X).

O-parametrige SchluBregeln bezeichnen wir auch als parameterfrei. Ist umgekehrt
@ eine 0-gliedrige m-parametrige SchluBregel (m > 0), so gilt fiir alle Parametertupel
P,, ..., P, aus dem Definitionsbereich von ¢ nach (1) die Beziehung

?(Py, ..., Pn) € Flg(D).
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Daher nennen wir die Menge aller Ausdriicke der Form ¢(P;, ..., P,) und auch die
Abbildung ¢, die diese Menge ,,aufzihlt* bzw. als Wertebereich hat, ein Schema
logischer Aziome. Ist k =m =0, so ist ¢ eine Konstante und daher ein einzelnes
logisches Aziom. Um O-parametrige und O-gliedrige SchluBregeln auch bezeichnungs-
miBig moglichst deutlich voneinander zu unterscheiden, schreiben wir im ersten
Fall p(H,, ..., H;) und im zweiten Fall ¢(;P;, ..., Pp).

Beispiele.
1. Regel der Konstanteneinsetzung.
po(H(x); x, ¢) := Sub (H(x), x, ¢), falls x in H(x) vollfrei vorkommt und c ein
2u X Sortengleiches Konstantensymbol 1st.
Die sodefinierte Regel ¢, ist offenbar eingliedrig und zweiparametrig. Thre Eﬂektlvlt&t
ist anschaulich klar. Thre Zuldssigkeit ergibt sich aus H(c) € Fls([H(x)})

2. Abtrennungsregel.
o(Hy - Hyp, Hy):=H, (H,, H, € S beliebig).

Diese Regel wird in der klassischen Logik auch als modus ponens bezeichnet. Sie ist
zweigliedrig und parameterfrei.

3. Fiir m = 1 sei ¢,"(;A, H,, ..., H,,) definiert, falls H, € S (z =1,...,m) und
A ein allgemeingiiltiger Ausdruck der Aussagenlogik ist, der hochstens die Variablen
P1s ---> Pm enthilt. Es sei dann ¢,™(;A, H,, ..., H,) derjenige Ausdruck der Sprache
S, den man erhilt, wenn man in A jede der Variablen p, an allen Stellen ihres Vor-
kommens durch den Ausdruck H, ersetzt. Die so definierten SchluBregeln sind
offenbar (m + 1)-parametrige Axiomenschemata, die in ihrer Gesamtheit genau die
Menge aller aussagenlogisch allgemeingiiltigen Ausdriicke der Sprache S umfassen.
Die Effektivitit der SchluBregeln ¢,™ ergibt sich aus der Entscheidbarkeit der aus-
sagenlogischen Allgemeingiiltigkeit (etwa durch Wertetabelle; vgl. 2.2.). Es sei
poch bemerkt, daB der in diesen Regeln bzw. Axiomenschemata vorkommende
erste Parameter A zwar auch ein Wort in einem gewissen Alphabet, jedoch im
Unterschied zu den sonstigen in den bisher betrachteten Beispielen vorkommenden
Parametern weder ein Ausdruck noch ein Term der betrachteten Sprache 8 ist.

4. Wir wollen nun die bereits in 4.2. behandelte Regel der g d Umb
als formale SchluBregel im hier definierten Sinne prizisieren. Es sei zuniichst daran
erinnert, daB H, durch gebundene Umbenennung #is H, entsteht, indem man in
einem gewissen Vorkommen eines gewissen Teilausdrucks von H,, der die Form
A xH(x) oder V xH(x) hat, iiberall x durch eine Variable y gleicher Sorte ersetzt,
die folgende Bedingungen erfiillt:

a) (Vermeidung von Variablenkonfusion) y kommt im Ausdruck H(x) nicht frei
vor (da solche Vorkommen durch die Umbenennung inhaltlich unrichtig in die
Quantifizierung einbezogen wiirden).
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b) (Vermeidung von Variablenkollision) y steht im betrachteten Vorkommen
des Teilausdrucks H(x) in H, nirgends im Wirkungsbereich einer in H, vorkommenden
Quantifizierung von y (da solche Vorkommen von y durch die Umbenennung zweimal
quantifiziert wiirden).

Eine Variable y, die die Bedingungen a) und b) erfiillt, nennen wir (fiir die beab-
sichtigte Umbenennung) verfiigbar. Sehen wir nun H, als Primisse und H, als conclusio
der zu definierenden SchluBregel an, so miissen die Parameter dieser SchluBregel
angeben, in welchem Teilausdruck H(x) von H, und welcheth Vorkommen dieses
Teilausdrucks die Umbenennung ausgefiihrt werden soll und welche Variable y
benutzt werden soll. Demnach kénnen wir etwa definieren:

¢:(H;; P, y) := H,, falls H, E S P etn auf A oder V endendes Anfangsstiick von
H, ist (worauf dann ein eindeuts immites Teilstiick der Form xH(x) folgen mup),
die Varialle y von gleicher Sorte wie x und fiir die Umbenennung an dieser Stelle
verfiigbar ist und H, dadurch aus H, entsteht, daf man in dem auf P folgenden Teilstiick
xH(x) iberall x durch y ersetzt.

5. Wir formulieren nun vier SchluBregeln, die in diesem Buch keine weitere Rolle
spielen werden, die jedoch zusammen mit ¢, g, und einer noch zu behandelnden
Verallgemeinerung @, von ¢, einen in der traditionellen Logik hdufig benutzten
Kalkiil bilden:

Regel der vorderen Generalisierung: -
@s(Hi(x) > Hy; x) := A xH, (x) - Hy, falls x vollfrei in H,(x) vorkommt.

(Die Angabe des Parameters x ist nétig, da H,(x) ungeachtet der von uns bereits
gewiihlten Schreibweise auBer x weitere vollfreie Variablen enthalten kann. Analoges
gilt fiir die folgenden Regeln.)

Regel der hinteren Partikularisierung:
Q.(H, — Hy(x); x) = H, <> V xH,(x), falls x vollfrei in Hy(x) vorkommt.

Regel der hinteren Generalisierung:

@s(Hy; = Hy(x); x) := H; - A xH,(x), falls x in H, vollfret und in H,
nicht frei vorkommt.

Regel der vorderen Partikularisierung:
pe(Hy(x) > H,; x):= V xH,(x) > H,, falls x @n H, vollfrei und in H,
nicht fret vorkomms.

Der Leser iiberpriife die Zuldssigkeit der vier Regeln und mache sich klar, daB

die Regeln @, p; ohne die genannten einschrinkenden Bedingungen nicht zuldssig
wiiren.
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Der Begriff der SchluBregel 148t sich leicht auf beliebige nichtel tare Sprachen
(8, o) itbertragen. Dazu hat man lediglich in Definition 1 die Bedingung (1) in

@(Wy, .., Wiew) € FIS (W, ..., W) (1)

abzuindern (Zul(iacigke';'t der Schlufregel g fiir (S, o). Sind oy, o; Klassen von Inter-
pretationen der prjache S mit g, S 0y, 80 ist wegen

Flg&(X) S Flg(X) firXc$

jede fiir (S, a,) zuldssige SchluBiregel erst recht fiir (S, o,) zuldssig, insbesondere ist
also jede fiir (S, g,) zuldssige SchluBregel (solche SchluBregeln werden wir als elementar
bezeichnen) fiir jede nichtel tare Sprache (S, o) zuldssig. Als Beispiel einer
nichtelementaren (d.h. fiir (S, 0,) nicht zuldssigen) SchluBregel betrachten wir die

Termeinsetzungsregel :

@.(H(x); x, t) := Sub (H(x), x, t), falls x vollfrei in H(x) vorkommt und t ein
2u X sortengleicher Term 1st.

Die eingliedrige einparametrige SchluBregel ¢, ist offenbar eine naheliegende Ver-
allgemeinerung der Regel @, der Konstanteneinsetzung und enthélt diese Regel als
Spezialfall. Sie ist jedoch nicht zulissig fiir (S, o), falls S eine Sprache mit Operations-
symbolen ist, da sie z. B. den allgemeingiiltigen Ausdruck Vy y = x in den nicht
allgemeingiiltigen Ausdruck Vyy = F(x,,...,x,) iiberfiihrt (F ein n-stelliges
Operationssymbol von S). Wie man sieht, ist die Regel @, gerade zuliissig fiir nicht-
elementare Sprachen (S, g(;)). (Wir erinnern daran, daB o, stets die Klasse aller
Interpretationen bezeichnet, die jedem Operationssymbol eine volle Operation zu-
ordnen; vgl. 4.5.)

Definition 2. Es sei S eine formalisierte Sprache. Eine nichtleere (endliche oder
wenigstens in einem spiter zu prizisierenden Sinne effektiv aufzihlbare) Menge ¥
von SchluBregeln definiert einen Beweiskalkiil fiir S. (Analog definiert eine Menge
& von fiir (S, o) zulissigen SchluBregeln einen Beweiskalkiil fiir die nichtel tare
Sprache (S, 0).) Ist & cin Beweiskalkiil fiir S, so heiBt eine Menge X S S von
Ausdriicken J-abgeschlossen, wenn fiir ¢ € X gilt:

Wenn ¢(Hj,, ..., Hy; Py, ..., P,) = H existiert und H, € X fiir » = 1, ..., k gilt,
soist H € X.

Fir X < S sei
Bewy (X):= N Y
Xcvycs
Y -abge-
schlossen.

Bew -(X) heiBt die Beweishiille von X (beziiglich J).
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Zuniichst erliutern wir die Definition 2: J(-Abgeschlossenheit einer Menge X
von Ausdriicken schlieBt insbesondere ein, daB X jede durch eine etwa zu J gehérige
0-gliedrige SchluBregel aufgezihlte Menge von logischen Axiomen enthilt. Zerlegt
man insbesondere einen Beweiskalkiil, wie es traditionell iiblich ist, in eine Menge
A von logischen Axiomen und eine Menge J’ von echten, d. h. nicht O-gliedrigen
SchluBregeln, so ist eine Menge X & S genau dann K -abgeschlossen, wenn sie A
umfaBt und J('-abgesohlossen ist. Die Beweishiille Bew ,-(X) 18t sich dann auchin
der Form Bew (X u A) darstellen. Allgemein gilt: Die gesamte Ausdrucksmenge
S ist stets JH-abgeschlossen, und der Durchschnitt eines beliebigen nichtleeren
Syst: von J(-abgeschl Teilmengen von § ist J(-abgeschlossen. Demnach
ist Bew -(X) gerade die kleinste J-abgeschl Ober von X.

Satz 1. Ist X ein beliebiger Beweiskalkiil fiir S (bzw. fiir (S, o)), soist Bew - ein
Hiillenoperator.

Der Beweis von Satz 1 sei dem Leser iiberlassen.

&

Definition 3. Es sei S eine formalisierte Sprache, J ein Beweiskalkiil fiir S,
X = S ein Axiomensystem und H € S ein beliebiger Ausdruck. Ein J-Bewevs fiir
H (aus X) ist eine endliche Folge H,, H,, ..., H, von Ausdriicken aus S, so da8 gilt:
H, = H und fiir 1 <7< nist H; € X, oder es existieren eine k-gliedrige m-parametrige
SchluBregel ¢ € J, Parameter Py,...,P, und (nicht notwendig verschiedene)
Indizes %, ..., % < ¢, so daB '

H;= 'P(Ha,, seey Hi.i Py, ..., Py)

gilt. (Ist insbesondere hierbei k = 0, so ist H; demnach ein logisches Axiom des
Kalkiils JX.) .

Definition 3 bedeutet also, daB ein Beweis (beziiglich ) eine endliche Folge von
Ausdriicken ist, von denen jeder ein logisches Axiom des Kalkiils oder ein (inhalt-
liches) Axiom des benutzten Axiomensystems ist oder durch Anwendung einer
echten SchluBregel auf gewisse friihere Folgenglieder entsteht. Hieraus folgt sofort,
daB jedes nichtleere Anfangsstiick eines Beweises ebenfalls ein Beweis ist.

Satz 2. H € Bew 4 (X) qilt genau dann, wenn ein X-Beweis fir H aus X existiert

Beweis. Es bezeichne B(X) die Menge aller Ausdriicke, fiir die ein J{-Beweis
aus X existiert. Fiir H € X ist die nur aus H bestehende Folge ein Beweis fiir H aus
X; folglich ist X & B(X). Ist H, € B(X) fiilr x =1, ...,k ¢ eine k-gliedrige m-
parametrige SchluBregel aus & und H = ¢(H,, ..., Hy; Py, ..., P,) fiir gewisse
Parameter P, ..., P,, so sei fiir x = 1, ..., k die Folge Hy%, ..., Hy, ein Beweis fiir
H, aus X. Dann ist die Folge H,%,...,H},H3,...,HZ, ..., H}, ..., HE , H ein
Beweis fiir H aus X. Folglich ist B(X) J-abgeschlossen, also Bew 4-(X) S B(X).

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion zeigen wir durch Induktion iiber die
Beweislinge: Das Endglied jedes Beweises aus X (d. h. jedes Element von B(X))
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liegt in jeder JC-abgeschlossenen Obermenge ¥ von X, folglich auch im Durchschnitt
aller dieser Mengen, demnach in Bew,-(X). Es sei also ¥ eine beliebige J-ab-
geschlossene Obermenge von X. Ist H ein J-Beweis der Linge 1 aus X, so mufl
sein Endglied H ein logisches Axiom oder Element von X sein. Im ersten Fall ist
Hec Y wegen der J-Abgeschlossenheit von Y, im zweiten Fall wegen X S Y.
Wir nehmen nun an, daB die Behauptung fiir die Endglieder aller J(-Beweise mit
einer Linge < n gilt, und es sei H,, ..., H,, H,,, ein K-Beweis der Linge n 4 1.
Falls H,,, € X ist, so ist H,,, € ¥, andernfalls existieren eine SchluBregel ¢ € J(,
Parameter P, ..., P, und Indizes 7, ..., 3 < n, so daB

Hyy =@H;, ..., Hy; Py, ..., Pp)

gilt. Fiir jeden der Ausdriicke H; (x =1,...,k) ist dasjenige Anfangsstiick des
Beweises Hj, ..., Hy,, welchés mit H; endet, ein JX-Beweis fiir diesen Ausdruck,
dessen Linge < n ist. Folglich ist nach Induktionsannahme H; ¢ Y firx =1, ...,k
Wegen der J-Abgeschlossenheit von ¥ ist daher auch H,,, € ¥. Damit ist Satz 2
bewiesen.

Wir empfehlen dem Leser, mit Hilfe von Satz 2 den Satz 1 neu zu beweisen.

Satz3. Fir X S S gilt Bewy(X) S Fig(X). (Vollig analog gilt Bew,(X) S
Flg"(X), falls X ein Beweiskalkiil fiir die nichtelementare Sprache (8, o) ist.)

Beweis. Wir stiitzen uns auf Satz 2 und zeigen durch Induktion iiber die Beweis-
linge: Fiir das Endglied H eines beliebigen Beweises aus X gilt H € Flg(X). Ist
H ein Beweis der Liinge 1, so ist H € X oder H ein logisches Axiom des Kalkiils &,
in beiden Fillen ist daher H € Flg(X). Die Behauptung sei fiir alle Beweise der
Linge < n giiltig, und H,, ..., H,,, sei ein Beweis aus X. Falls H,,, € X oder H,,,
ein logisches Axiom ist, schlieBt man wie oben. Andernfalls existiert eine echte
SchluBregel ¢ € I, so daB H,,; = ¢(H,, ..., H;,; Py, ..., Py) fiic gewisse Parameter
P,, ..., P, und gewisse im Beweis vorangehende Ausdriicke H; gilt. Fiir diese gilt
nach Induktionsannahme H; € Fig(X). Daher folgt H,,, € Flg(X) aus der Zu-
liissigkeit von ¢.

Bei der zum Beweis von Satz 3 angewandten Induktion iiber die Beweislinge
wird man immer wieder darauf stoBen, da8 die beim Induktionsanfang vorkommen-
den Fille H logisches Axiom oder H € X beim Induktionsschritt noch einmal auf-
treten. Die Charakterisierung der Beweishiille Bew -(X) als kleinste beziiglich aller
SchluBregeln ¢ € J abgeschlossene Obermenge von X liefert die theoretische Recht-
fertigung fiir eine weniger schwerfillige Methode, Sitze der Form , Fiir alle H
€ Bew 4 (X) gilt ...* zu beweisen. Wir zeigen:

.a) Ist H € X, so gilt ...

b) Ist H logisches Axiom von J, so gilt ... )

c) Entsteht H durch Anwendung einer echten SchluBregel ¢ € X auf Ausdriicke
H,, ..., H,, fiir die bereits ... gilt, so gilt ... auch fiir H.
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Damit ist gezeigt: Die Menge M = S aller Ausdriicke, fiir die ... gilt, ist eine
beziiglich J abgeschlossene Obermenge von X. Demnach ist Bewy(X) & M,
d. h., ... gilt fiir alle H € Bew -(X).

Diese Beweismethode werden wir als Induktion tiber die Beweiskompliziertheit
bemlchnen DaB Definition 3 und Satz 2 dennoch fiir gewisse Eigenschaften -der
Beweishiille den einfachsten Beweis ermdglichen, zeigt z. B.

Satz 4 (Endlichkeitssatz fiir Bew ). Ist H € Bew (X), 80 existiert eine endliche
Tetlmenge E von X, so daf H € Bew ,-(E) gilt.

Beweis. Ist H € Bew4'(X), so existiert nach Satz 2 ein Beweis von H aus X.
Ist E die Menge aller in diesem Beweis vorke den El te von X, so ist
derselbe Beweis offenbar ein Beweis von H aus E, folglich ist H € Bew ,~(E) nach
Satz 2.

Neben den hier betrachteten durch Systeme von SchluBregeln definierten Beweis-
kalkiilen werden in der Literatur hiufig Beweishiillen Bew betrachtet, die induktiv
durch Festlegungen etwa folgender Art definiert sind:

Wenn H, € Bew(X) und H, € Bew(X), so sei auch H; A H, € Bew(X).. (3)

Wenn H, € Bew(X u (H,}) und H, abgeschlossen, so sei H, — H, € Bew(X).
4)
Regeln der ersten Art lassen sich ohne weiteres in' SchluBregeln umformen. Zum
Beispiel kann die Eigenschaft (3) fiir einen durch einen Beweiskalkiil J definierten
Hiillenoperator Bew,- dadurch erreicht werden, da man in J die SchluBregel
@s(H;, H,) := H, A Hy aufnimmt. Dagegen ist die Umwandlung von Definitions-
regeln der Form (4) in SchluBregeln nicht ohne weiteres moglich. Entscheidend ist
jedoch, daB auch derartige induktiv definierte Beweishiillenoperatoren die in den
Sitzen 1, 3 und 4 formulierten Eigenschaften haben. Bei einer abstrakteren Auf-
fassung des Beweisbarkeitsbegriffs konnte man daher diese Eigenschaften als
axiomatische Charakterisierung des Begriffs Beweiskalkiil benutzen.

Ist Bew ein beliebiger Beweishiillenoperator fiir die Sprache S (bzw. die nicht-
elementare Sprache (S, 0)), so kann man wissenschaftstheoretische Begriffe wie
Widerspruchsfreiheit, Unabhingigkeit und Vollstindigkeit auf syntaktische Weise
definieren, indem man in den Definitionen der entsprechenden semantischen Begriffe
(vgl. 4.3.) den Folgerungsoperator Fl (bzw. FI°) durch den Beweishiillenoperator
Bew ersetzt. Dies sei zunichst am Beispiel der Widerspruchsfreiheit erldutert.

Ein Axiomensystem X in einer formalisierten Sprache S ist nach 4.3. genau dann
semantisch widerspruchsfrei, wenn eine der drei folgenden équivalenten Bedingungen
erfiillt ist:

X besitzt ein Modell. (5)
FiX)cS. (6)
Fiir H € 8 gilt: H ¢ FI(X) oder — H ¢ FI(X). )
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Offenbar besitzt (5) kein unmittelbares syntaktisches Analogon, wihrend (6) und
(7) zu folgenden Definitionen fiihren:

Definition 4.

a) X S8 heiBt syntaktisch widerspruchsfrei beziiglich Bew, wenn Bew(X) = S
gilt.

b) X S 8 heiBt formal widerspruchsfrei beziiglich Bew, wenn fir He S gilt:
H ¢ Bew(X) oder — H ¢ Bew(X).

Satz 5. Fiir beliebige Beweiskalkiile Bew fiir S gilt:

a) Wenn X semantisch widerspruchsfret ist, so ist X formal widerspruchsfrez.

b) Wenn X formal widerspruchsfrei ist, so ist X syntaktisch widerspruchsfres.

Die Umkehrungen von a) und b) gelten fiir beliebige Beweiskalkiile im allgemeinen
nicht. Jedoch liBt sich die Umkehrung von b) leicht durch Aufnahme einer ge-
eigneten SchluBregel erreichen.

Beweis. a) Da stets Bew(X) S FI(X) sein muB, folgt: Wenn fiir einen gewissen
Ausdruck H € S gleichzeitig H € Bew(X) und — H'€ Bew(X) gilt, so ist auch
H, 4 H € Fi(X), d. h., eine nicht formal widerspruchsfreie Menge X kann erst recht
nicht semantisch widerspruchsfrei sein.

b) Ist X formal widerspruchsfrei und H € S ein beliebiger Ausdruck, dann gehort

g einer der beiden Ausdriicke H, — H nicht zu Bew(X); folglich ist Bew(X)
< 8. Ist der Beweishiillenoperator Bew z. B. mit Hilfe eines Kalkiils definiert, der
die SchluBregel py(H, — H; Hy) := H, enthilt, die es gestattet, aus zwei Priimissen
der Form H, — H auf jeden beliebigen (hier als Parameter auftretenden) Ausdruck
H, € 8 zu schlieBen, so gilt fiir Bew offenbar diec Umkehrung von b).

Zwei einfache Beispiele mogen zeigen, daB die Umkehrungen von a) und b) fiir
beliebige Beweishiillenoperatoren nicht zu erwarten sind. Ist Bew durch einen
Kalkiil definiert, der nur die bereits erwihnte SchluBregel @, (q:,(H,, H;) = H, A H,)
enthilt, so kann man auch aus einer semantisch widerspruchsvollen Menge X nicht
auf einen lormn.len Widerspruch H, — H schlieSen, falls X selbst keine mit dem
Negati hen begi den Ausdriicke enthilt. Enthilt andererseits X genau
zwel Ausdriicke der Form H,, — H,, s0 ist X schon formal widerspruchsvoll, jedoch
beziiglich des genannten Kalkiils syntaktisch widerspruchsfrei, da man mittels @,
aus X niemals den Ausdruck — (Hy A — H,) ableiten kann.

Analog zu Definition 4 erhilt man aus den entsprechenden semantischen Defi-
nitionen:

H € S heiBt syntaktisch bhiingig (beziiglich Bew) von X S S, wenn H ¢ Bew(X)
gilt.

X S 8 heiBt syntaktisch vollstiindig (beziiglich Bew), wenn fiir H € SstetsHe Bew(X)
oder — H € Bew(X) gilt.
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Der Leser sei angeregt, analog zu Satz 5 die allgemein giiltigen Beziehungen zwi-
schen diesen und den entsprechenden semantischen Begriffen und auch zwischen
sa.mtllchen syntaktlschen Begriffen untereinander zu ermitteln und die nicht all-

h durch Gegenbeispiele zu bel

Satz 6. Zu jedem fiir eine (eventuell nichtel tare) Spracke S (bzw. (S, o)) zu-
lissigen Kalkil K kann man einen Kalkiil JX' konstruieren, dessen einzige echte
Schlufregeln die Abtrennungsregel @,, die Regel @, der gebund Umb g und
dve durch

@1o(H(x); x) := A xH(x), falls x in H(x) vollfrei vorkommt,

definierte Regel ¢4 sind, so dap fiir alle X S S
Bew 4 (X) S Bew 4 4(X) = Bewyn(X uA) S FI'(X)

gilt, wober X' = (@), s, P10} und A das System aller logischen Axiome von H' 7st.
Insbesondere kann man, da @, p,, p,o elementare Schlufregeln sind, den Gebrauch
nichtelementarer echter Schlufregeln villig vermeiden bzw. sie durch michtelementare
logische Axiome ersetzen.

Beweis. Fiir jede echte SchluBregel ¢ € J (k-gliedrig, m-parametrig) sei
@ GHy, oo, Hy, Py oo, Pr) = HyY > (Hy > ... > (HY > Hy) ..), 8)

falls Hy = ¢(H,, ..., H,; Py, ..., P,) existiert, wobei fiir 7 = 1, ..., k der Ausdruck
H; aus H; dadurch entsteht, daB man durch gebundene Umbenennungen alle
freien Variablen vollfrei macht und anschlieBend zur Generalisierten iibergeht. Es
ist also insbesondere H;” = H;, falls H; abgeschlossen ist. Somit ist jeder k-gliedrigen
m-parametrigen SchluBregel ¢ € J ein (k + m)-parametriges Axiomenschema ¢’
zugeordnet. Fiir 0-gliedrige SchluBregeln ¢ € J sei ¢’ = @, und es sei

={¢': 9 € K @+ 1, 92 Pro} U (P1 P2 Pr0l-
Die Voraussetzung, daB alle Regeln ¢ € J zuliissig fiir (S, o) sind, bedeutet
H, € Fl°({H,, ..., Hy)).

Wir haben daraus zunichst zu folgern, daB die Axiomenschemata ¢’ Ausdriicke aus
Fl°(9) ergeben, daB X’ mithin ebenfalls fiir (S, o) zulissig ist. Es sei w € o eine
zulissige Interpretation von S. Falls w Modell fiir H,, ..., H; ist, ist » auch Modell
fiir H, und daher der Ausdruck (8) bei w allgemeingiiltig. Ist dagegen einer der
Ausdriicke H; (i =1, ..., k) bei o nicht allgemeingiiltig, so ist der entsprechende
Ausdruck H;' (da abgeschlossen) bei jeder Belegung f beziiglich  falsch, mithin ist
(8) wiederum bei w allgememgultlg Wie man sieht, wiire die Zuliissigkeit der Axiomen-

hemata ¢’ nicht al geben, wenn man in (8) statt H;' die Ausdriicke H;
einsetzen wiirde. Zum Belsplel wiirde snch aus der zulissigen elementaren SchluBregel
@10 das nicht allgemeingiiltige Axiomenschema H(x) — A xH(x) ergeben.
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Wir zeigen nun durch Induktion iiber die Beweiskompliziertheit : Ist Hy € Bew (X)),
so ist Hy € Bew y~(X). Dabei ist nur der Fall interessant, da H, durch Anwendung
einer echten SchluBregel @ € K aus Ausdriicken H;, ..., H, erhalten wird, fiir die
schon H, € Bew -(X) gilt. Die Herleitung von H, beziiglich X' kann offenbar dadurch
geleistet werden, daB man zuniichst mittels @, und ¢,, aus den Primissen H,, ..., H,
die entsprechenden Ausdriicke H,', ..., H,’ gewinnt und dann auf diese und das
Axiom (8) k-mal die Abtrennungsregel anwendet.

6.2.  Aussagenlogisches SchlieBen

Eine Abbildung f, die jeder Aussagenvariablen p; ({ =0, 1,2, ...) einen Ausdruck
H = f(p;) einer gewissen formalisierten Sprache S zuordnet, heiBt eine Belegung
beziiglich S. Ist A ein aussagenlogischer Ausdruck, so bezeichne f(A) denjenigen
Ausdruck der Sprache S, den man erhilt, wenn man jede in A vorkommende Variable
pi durch den Ausdruck f(p;) ersetzt. Offenbar kann man f(A) auch induktiv durch die
Regeln

2 8) == 1A),

f(Ay 0 &) = f(A)) 0 f(A;)  fiiro=n,v, >«

definieren und berechnen, wenn f(p;) fiir die vorkommende Variablen vorgegeben
ist.

Eine fiir eine Sprache S (bzw. (S, ¢)) zulissige k-gliedrige und m-parametrige
SchluBregel @ heilt eine aussagenlogische Schlufregel, wenn zu beliebigen Hy, H,, ...,
H, € Sund Py, ..., P, mit

o(Hy, oo, He; Py oo, Pr) = Hy

aussagenlogische Ausdriicke A,, A,, .. ., A, und eine Belegung f beziiglich S existieren,
so daB der aussagenloglsche Ausdmck A —>(A;— = (Ay—>A,) ...) allgemein-
giiltig und

fA) =H, firi=0,1,...,k

ist, mit anderen Worten, wenn H, aus Hj, ..., H; bereits auf Grund der aussagen-
logischen Struktur der beteiligten Ausdriicke folgt

Von den im vorigen Abschnitt definierten Schlul}regeln sind ¢, ¢,™ (m = 1),
@s und @, aussagenlogische SchluBregeln, die iibrigen nicht. Fiir den Spezialfall
0-gliedriger SchluBregeln ergibt sich : Ein Schema logischer Axiome (bzw. ein einzelnes
logisches Axiom) heiBt aussagenlogisch, wenn jedes Axiom H dieses Schemas die
Form f(A,) hat, wobei A, ein allgemeingiiltiger Ausdruck der Aussagenlogik und f
eine Belegung der Aussagenvariablen beziiglich § ist.
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Zur Motivation dieser Definition sei bemerkt, da zum Beispiel die Axiomen-
schemata @,™ (m = 1) nicht unter den Begriff a.ussagenloglscher SchluBregel fallen
wiirden, wenn man, wie die iibrigen Beispiele nahel eine a g
SchluBregel ¢ als eine solche definiert, zu der feste Ausdriicke Ag, Ay, .. A exlsueren,
so daB das oben Verlangte immer dann fiir eine geeignete Belegung f gilt, wenn
o(Hy, ..., Hy; Py, ..., Pp) = H, ist.

Ein Kalkul Bew (spezlell Bewx) heiBt isch vollstindig, wenn fiir jeden

logisch allg giiltigen Ausdruck der Form A - (A, - — (Ay = Ay)

- und ]ede Belegung f

f(Ao) € Bew((f(A,), -, [(Au))
gilt (also insbesondere f(A,) € Bew(d) fiir jeden aussagenlogisch allgemeingiiltigen
Ausdruck A, und jede Belegung f).
Satz 1. Der Kalkii] Ky:= (p,™: m = 1) u(gy) ist genlogisch vollstindig

Beweis. Ist A=A, —>(A; > > (A, > Ay ) a logisch allg

5

giiltig und m der groBte Index darm vorkommender Variablen p;, so wird fiir jede
Belegung f der Ausdruck f(A) in der Form

%”( L9 {1 JY PR f(Pm))

als logisches Axiom erhalten. Daherist f(A) € Bew x.(l/(A,), ey /(A,,)]). Wendet man
auf f(A) und die Ausdriicke f(A;) (: =1, ..., k) k-mal die Abtrennungsregel ¢, an,
8o erhdlt man

f(Aq) € Bew . ((f(A), ..., (AL)),

was zu beweisen war.

Im Kalkiil &, ist die Abtrennungsregel die einzige echte SchluBregel, wihrend
die Gesamtheit aller aussagenlogisch allgemeingiiltigen Ausdriicke als Axiomen-
system dient. Das letzte ist wegen der Entscheidbarkeit (im anschaulichen Sinne)
der aussagenlogischen Allgemeingiiltigkeit zuldssig und fiir die praktische Hand-
habung des aussagenlogischen SchlieBens relativ unproblematisch. In der Aussagen-
logik beschiftigt man sich jedoch ausfiithrlich mit den Moglichkeiten, aussager.-
logisch vollstindige endliche Kalkiile aufzusuchen, d. h. solche, die aus nur endllch
vielen SchluBregeln und jeweils durch einen einzelnen a logisch allg,
tigen Ausdruck A g Axio hemata besteh wobel meist die Abtren-
nungsregel als einzige echte SchluBregel beibehalten wird. Einzelheiten hieriiber
findet man in weiterfiihrenden Lehrbiichern (siche insbesondere [2]). Wir teilen
hier nur ohne Beweis ein gebrauchliches System mit, wobei wir lediglich die den ein-
zelnen Schemate zugrunde liegenden allgemeingiiltigen aussagenlogischen Ausdriicke
angeben:

1. p—>(q—>p)
2. (p—>q)—>p)>p
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3. (p>q >(@g>r)—>(p->r)

4. pAq—>p

6. pAq—q

6. p>q —>(p>r)—>(@—>qar)
7.p>pvq

8..q—>pvq

9. (p—»r)—»((q—-)l‘)—»(pvq—»r))
10. (p~q) —>(—>q)

11. (pe q)~> (@ —p)

12. (p>q) > ((@—>Pp) > (P Q)
13. (p>q) > (1 q9—>—P)

14. p>——p

18. 4 —p—>p

Dabei entspricht z. B. dem Ausdruck 1. die 0-gliedrige 2-parametrige Schlufiregel
(bzw. das 2-parametrige Axiomenschema)

eW(H,, Hy) :=H, - (Hy — H,) (H,, H, € S beliebig).

Zu den iibrigen Ausdriicken 2. bis 16. gehéren analog definierte Axiomenschemata
@ bis g'®, Als einzige echte SchluBregel dient hier wieder die Abtrennungsregel

P1-
Als Beispiel eines korrekten Beweises beziiglich des logisch vollstindigen

-5 )

Kalkiils X = {g,, ¢V, ..., p(18)] zeigen wir:

(H' > (H' > H")) > (H' > H") € Bew,(8) filr beliebige H', H".

GemiiB der allgemeinen Definition des Beweisbegriffs ist hierzu eine Folge H,, H,,
..., H, von Ausdriicken so anzugeben, daB H, der zu beweisende Ausdruck und jedes
Glied der Folge ein logisches Axiom ist oder durch Anwendung von ¢, auf voran-
gbhende Folgenglieder erhalten werden kann. Diese Bedingungen erfiillt z. B. die
Folge

H, = g®(H, B’ - H", H")
= (H' - (H' > H")) > ((H' > H") > H") > (H' > H"),
H® HM

H, = p®(;H’' - H", H")

=((d'»H")>H") > (H' > H")) > (H' > H"),

=Y H®
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H, = ¢®(HM, H®), H®)

= (H® - H®) ((Hm — H®) > (HO —» Hm)),

H, = g(Hy, Hy) = H, - (H® ~ H®),

Hs = ¢,(H,, H;) = H® — H® ist der zu beweisende Ausdruck.
Offenbar erhilt man durch Vertatischung einiger Folgeglieder weitere Bewcise fiir
H;, z. B. H,, H,, Hs, H,, Hy oder Hj, H;, H,, H,, H;. Ferner sei bemerkt, daB wir,
genau betrachtet, nicht einen einzelnen Beweis fiir einen bestimmten Ausdruck,
sondern ein‘Schema von Beweisen fiir alle Ausdriicke der Form

(K> (H' > H")) > (H' - H")

aufgeschrieben haben. Ersetzt man in diesem Schema die Variablen H', H” fiir
beliebige Ausdriicke einer beliebigen priidikatenlogischen Sprache wieder durch
Variablen der Form p; bzw. p, q, 1, ..., 80 erhdlt man einen Beweis fiir die Ableitbar-
keit des Ausdrucks

P> @—>9)—>(P—>q)

aus den Axiomen 1. bis 15. mittels Abtr gsregel und Einsetzung beliebiger
aussagenlogischer Ausdriicke fiir die Variablen in den Axiomen. Demnach sind solche
sussagenlogischen Ableitungen im Prinzip nichts anderes als Schemata von Beweisen
fiir die aussagenlogische Allgemeingiiltigkeit ganzer Klassen von Ausdriicken
beliebiger priidikatenlogischer Sprachen. AbschlieBend wollen wir H— H € Bew 4-(3)
fiir beliebige Ausdriicke H zeigen:

" Als Spezialfall des oben Bewiesenen ergibt sich fiir H' = H” = H

(H > (H > H)) > (H > H) € Bewy(9),
ferner '
pOGH, H) = H - (H — H) € Bew (@),

demnach die Behauptung durch Anwendung der Abtrennungsregel. Um aus diesem
,,Metabeweis‘ einen Beweis im Sinne der Definition 3 aus 6.1. zu erhalten, miiSte
man zuniichst die bereits erhaltene Folge H,, H,, Hy, H,, H fiir den Fall H' = H"”
= H neu aufschreiben und dann durch

H, = ¢"W(;H, H), H, = g\(H;, Hy)

fortsetzen. Auch hier bleibt die Beweiseigenschaft bei gewissen Vertauschungen
der Beweisglieder wieder erhalten. Der Leser ermittle alle Permutationen der Folge .
H,, ..., H,, die Beweise fiir H, sind.
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6.3.  Der Hauptsatz der mathematischen Logik und seine Folgerungen

Definition. Ein Beweiskalkiil # fiir eine Sprache S (bzw. (S, 0)) heiBt vollstindzg,
wenn

Bewy(X) = FI(X) firXc$§
gilt.

Da die Zuldssigkeit eines Kalkiils fiir eine Sprache (S, o) durch Bew ,-(X) S FI*(X)
charakterisiert ist, ist nur die umgekehrte Inklusion von Bedeutung. Demnach ist
ein Kalkiil genan dann vollstindig, wenn fiir jeden Ausdruck H € FI*(X) ein J-
Beweis fiir H aus X existiert, mit anderen Worten, wenn das inhaltliche ¢-Folgern
in S gleichwertig durch ein formales Beweisen mit Hilfe der SchluBregeln und
logischen Axiome von J( ersetzt werden kann. Es gilt der

Hauptsatz der mathematischen Logik (Satz von GGpEL-MAL'CEV). Zu
jeder clementaren Sprache S8 kann man einen endlichen vollstindigen Kalkil JX an-
geben. (Da ein solcher Kalkiil tm tlichen fiir alle el en Sprachen auf ein-
heitliche Weise definierbur ist, kann man auch sagen: Man kann einen endlichen
Kalkil J so angeben, daf Bew (X) = FU(X) fiir jede in einer elementaren Sprache
formulierte Satzmenge X 1ist.)

Der Beweis dieses Satzes, der seinem wesentlichen Inhalt nach zuerst von GopEL
ausgesprochen und bewiesen wurde,?) ist trotz vieler im Laufe der letzten Jahrzehnte
daran vorgenommener Vereinfachungen bzw. neuer Beweiswege immer noch recht
kompliziert.?) Einen Beweisweg werden wir im nichsten Abschnitt skizzieren und
uns in diesem Abschnitt ausschlieBlich mit verschiedenen Folgerungen und An-
wendungen des Hauptsatzes und deren gegenseitigen Beziehungen beschiftigen.

1. Als unmittelbarer Spezialfall des Hauptsatzes ergibt sich fiir X = @ der

Vollstandigkeitssatz von GOpEL. Man kann einen endlichen Kalkill X so
konstruieren, daf

Bew 4-(0) = Flg(9)

fiir jede elementare Sprache S gilt, d. h., die Menge agg der allgemeingiiltigen Ausdriicke
einer elementaren Sprache 8 ist durch fortlaufende Anwendung der Schlufregeln von I
auf die logischen Axziome von X ,aufzihlbar".

1) K. G6peL, Die Vollstindigkeit der Axiome des logisch unkti kalkiils, tsh
Math. Phys. 87 (1930), 349 —360; nachgedruckt in [4].

2) Siehe hierzu N. J. ZyaMUNT, A survey of the methods of proof of the Godel-Malcev’s comple-
teness theorem, in [38].
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2. Enthilt K die Abtrennungsregel, so folgt aus Bew 4 (8) = FU@) fiir endliche
Mengen X von abgeschlossenen Ausdriicken bereits Bew (X) = FUX). Enthilt X
auferdem @, und @4 (vgl. 6.1., Satz 6), so gilt dies fiir beliebige endliche Mengen X.

Beweis. Es sei X = (H,, veey Hyly H; ein durch Anwendungen von ¢, und ¢,y
aus H; entstehender abg Ausdruck. Ist nun H € FI(X), so ist auch
H € FY{H,, ..., H,}), folglich gilt (wegen der Giiltigkeit des Deduktionstheorems fiir
das Folgern, vgl. S. 133)

H, - (Hy > (... > (Hy = H) ...)) € FUB) = Bew 4-(8) S Bew 4 (X).

Falls nicht alle H; selbst abgeschlossen sind, ergibt sich H,, ..., H, € Bew )y (X) mittels
@ und @y, woraus H € Bew 4(X) durch n-malige Abtrennung beweisbar ist.

3. Da fiir jeden Beweisoperator Bew - trivialerweise der Endlichkeitssatz (6.1.,
Satz 4) gilt, folgt aus dem Hauptsatz sofort der

Endlichkeitssatz fiir das Folgern. Ist H € FUX), so existiert eine endliche
Teilmenge E von X mit H € FUE).

4. Dem Endlichkeitssatz fiir das Folgern ist équivalent der

Satz von Mav'ckv?) (Endlichkeitssatz fiir Modelle). Besitzt jede endliche Teil
eines Aziomensystems X ein Modell, so besitzt auch X ein Modell.

Wir beweisen die Aquivalenz der beiden Endlichkeitssatze. Zuniichst sei der
Endlichkeitssatz fiir das Folgern vorausgesetzt, und es sei X eine solche Teilmenge
einer Sprache S, daB jede endliche Teilmenge von X ein Modell besitzt. Aus der An-
nahme, X besitzt kein Modell, d. h. ist semantisch widerspruchsvoll, ergibt sich
fiir einen beliebigen Ausdruck H ¢ S sowohl H € FI(X) als auch — H € FI(X).
Nach Voraussetzung gibt es daher endliche Teilmengen E,, E, von X mit H ¢ FI(E,),
— H € FU(E,), daher ist H, — H € FI(E, u E,). Dies ist aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung, da E, u E, als endliche Teilmenge von X ein Modell besitzen muB.
Wir setzen nun die Giiltigkeit des Satzes von MAL'CRV voraus und betrachten eine
Satzmenge X und einen Ausdruck H € FI(X). Die Annahme, daB H ¢ FI(E) fiir alle
endlichen Teilmengen E von X gilt, ist gleichbedeutend damit, daB fiir alle der-
artigen Mengen E gilt: Es gibt ein Modell fiir E v (H'}, wobei H' dadurch aus H
entsteht, daB man zunichst alle freien Variablen vollfrei macht, dann zur Generali-
sierten iibergeht und diese negiert. Da somit jede endliche Teilmenge von X v {H')
ein Modell besitzt, besitzt nach dem Satz von Mar'cev die Menge X u (H’) ein
Modell, d. h., X besitzt ein Modell, in dem H nicht allgemeingiiltig ist, im Widerspruch
zur Voraussetzung H € FI(X).

1) Manbnes, A. 1., Ui hungen aus dem Gebiete der math ischen Logik, Marex. 6.1
(43) (1936), 323— 336,
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5. Enthiilt K die Regeln @y, @s, 910, 80 folgt aus dem Satz von MAL'CEV und der
Vorausselzung Bew - (0) = FUD) die Vollstindigkeit von K.

Beweis. Zu H ¢ Fl(X) existiert nach dem Satz von MAL'CEv eine endliche Teil-
menge E = {H,, ..., H,} von X mit H € Fl({H,, ..., H,}), woraus nach 2.

H € Bewy((Hy, ..., Hy}) S Bewy-(X)
folgt.

Der Satz von MAL'CEV, von diesem bei algebraischen Untersuchung tdeckt
und unabhiingig vom Gédelschen Vollstindigkeitssatz mit algebraischen Methoden
bewiesen, hat in den letzten Jahrzehnten viele An dungen in der Mathematik,
insbesondere in der Algebra gefunden. Wir geben nachfolgend einige einfache Beispiele
fiir solche Anwendungen an. ’

6. Zu jeder Primzahl p qibt es einen unendlichen Korper der Charakteristik p.

Aus der Theorie der endlichen Kérper (Galois-Felder) ist bekannt, da8 es bei vor-
gegebener Primzahlcharakteristik p genau dann einen Korper der Charakteristik p
mit n Elementen gibt, wenn n eine Potenz p™ von p ist, und daB es zu vorgegebenem
p und m bis auf Isomorphie genau einen Korper GF(p™) der Charakteristik p mit
p™ Elementen gibt. Die Theorie der Galois-Felder sagt jedoch nichts iiber die Existenz
unendlicher Koérper mit Primzahlcharakteristik aus, und alle ,bekannten* un-
endlichen Korper haben die Charakteristik 0.

Essei S eine elementare einsortige Sprache und X, ein in dieser Sprache formuliertes
endliches Axiomensystem der Korpertheorie, dem wir noch als Axiom iiber die
Charakteristik den Ausdruck x + x + .-+ + x = 0 hinzufiigen. Ferner sei H, fiir

P
n=1,2,3,... der Ausdruck Vxx = x (d. h., es gibt mindestens n Dinge) und

n
X=X,u(H,;n=1,2,3,...). De jede endliche Teilmenge von X hdchstens
endlich viele der Aussagen H, iiber die Mindestzahl enthilt, besitzt sie ein Modell
in Gestalt eines Galois-Feldes GF(p™) mit hinreichend groBem m. Daher besitzt
nach dem Satz von MaL'CEV auch die gesamte Menge X ein Modell. Dieses mu8 ein
(wegen der Giiltigkeit aller H, in ihm) unendlicher Kérper der Charakteristik p
sein.

7. Es gibt einen nichtarchimedisch geordneten Korper.

Wir erweitern die in 6. betrachtete Sprache der Kérpertheorie durch ein zwei-
stelliges Relationssymbol ,,<‘‘ und ein weiteres Konstantensymbol ¢ und formulicren
in dieser Sprache S’ ein endliches Axiomensystem X, fiir geordnete Kérper, in dessen
Axiomen die Konstante ¢ zunéchst nicht vorkommt, so daB eine Interpretation der
Sprache S’ genau dann ein Modell von X, ist, wenn sie einen geordneten Kérper
definicrt, in dem die Konstante ¢ durch ein beliebiges Korperel t interpretiert
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ist. Fir n = 1,2,3,... sei nun H, der Ausdruck 1 +1+1+4 .- 4+ 1 <c, und es
sei —
X=X,u(H,:n=1,23,..}.

Jede endliche Teilmenge von X besitzt ein Modell in Gestalt etwa des Korpers der
rationalen Zahlen, wobei die Konstante ¢ durch eine hinreichend groBe natiirliche
Zahl zu interpretieren ist, damit die jeweils endlich vielen Ausdriicke H, erfiillt
werden. Folglich besitzt die Gesamtmenge X ein Modell, und dies muB ein geordneter
Koérper sein, in dem die Konstante ¢ durch ein Element interpretiert ist, das groBer
als alle endlichen Vielfachen des Einselements ist. Mithin muB dieser Korper
nichtarchimedisch geordnet sein. '

8. Mit einer éhnlichen Uberlegung wie in 7. kénnen wir zeigen, daB das archi-
medische Axiom fiir geordnete Korper in keiner elementaren Sprache der Kérper-
theorie formulierbar ist. Dazu nehmen wir an, §’ wiire eine zur Formulierung des
archimedischen Axioms geeignete elementare Sprache (die eventuell auBer den
Grundbegriffen ,,+, ,,-%, ,,<*, 0, 1, ¢ noch beliebig viele weitere Relations-, Opera-
tions- und Konstantensymbole enthalten kann), und X, wire ein in 8’ formuliertes
endliches Axiomensystem fiir geordnete Korper einschliefllich des archimedischen
Axioms. Es sei dann fiir » = 1,2,3, ... der Ausdruck H, wie in 7. gebildet und
wieder

X=Xyu{H,:n=123,...).

Falls die Sprache §’, das Axiomensystem X, und insbesondere die darin enthaltene
Formulierung des archimedischen Axioms ,,verniinftig* sind, muB sich 8’ so im
Koérper der rationalen Zahlen interpretieren lasscn, daB ein Modell von X, entsteht,
wobei wiederum die Konstante ¢, die in X, nicht vorkommen soll, durch eine beliebige
rationale Zahl interpretiert werden kann. Demnach ist jede endliche Teilmenge von
X, und damit auch X selbst, semantisch widerspruchsfrei, d. h., es mu8 einen im
Sinne des Axic ystems X, ,,archimedisch* geordneten Kérper geben, in dem
zugleich ein Element existiert, das groBer als alle endlichen Vielfachen des Eins-
elements ist.

Aus 8. folgt sofort: Ist umgekehrt in einer nichtel taren Sprache ein inhaltlich
zutreffendes archimedisches Axiom formulierbar, so kann fiir diese nichtelementare
Sprache (8, ¢) der Satz von MAL'CEV nicht gelten und daher auch kein fiir (S, o)
vollstindiger Kalkiil existieren. 8. und die eben formulierte Folgerung bilden das
Musterbeispiel fiir eine Reihe von Resultaten folgender Art: Gewisse Begriffe kénnen
in elementaren Sprachen nicht definierbar bzw. gewisse Sachverhalte nicht formulier-
bar sein. Sind diese Begriffe bzw. Sachverhalte andererseits in gewissen nicht-
elementaren Sprachen nachweislich doch definier- bzw. formulierbar, so kann fiir
diese Sprachen ein zum Hauptsatz analoger Satz nicht gelten. Als wesentliche
weitere Resultate dieser Art behandeln wir noch die Nichtexistenz eines vollstindigen
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Kalkiils fiir die durch ein einstelliges Relationssymbol erweiterte nichtelementare
Sprache der Peano-Ax.iome (vgl. 4.5., Beispiel 5) und die Unmdglichkeit einer

Endlichkeitsdefinition in el taren Formalisierungen der Mengenlehre (vgl.
Kapitel 5).

9. Es set S die um ein einstelliges Relati bol R bereicherte Sbmche zur Formu-
Uerung der Peano-Axiome und a(,, die dort betrachiete Interpretati hrinkung

Dann qibt es keinen vollstindigen Kalkiil fiir (S a(g))-

Beweis. Wir nehmen an, daB ein vollstindiger Kalkiil fiir-(S, o)) existiert.
Dann gilt fiir das oy)-Folgern der Endlichkeitssatz und folglich auch ein Endlichkeits-
satz fiir o;-Modelle: Besitzt jede endliche Teilmenge von X S 8 ein o(;)-Modell, so
besitzt ebenfalls X ein o(;)-Modell. Es sei nun X, das in § formulierte endliche
System der Peano-Axiome (worin das Symbol R nicht vorkommt) und H, der Aus-

druck V n — R(n) sowie H, der Ausdruck R(o’.- ) fir m = 1 (d. h,, H, hat die
Bedeutung: Die durch R bezeichnete einstellige Relation trifft auf d1e Zahl m zu).
Jede endliche Teilmenge von X = X,u {Ha:m =0, 1; 2, ...} besitzt ein o(y)-Modell
in Gestalt der natiirlichen Zahlen, wobei R durch eine geeignete einstellige Relation
im Bereich der natiirlichen Zahlen zu interpretieren ist. Ist m, der groBte Index der
in einer solchen Teilmenge von X vorkommenden Ausdriicke H,, so braucht man
fiir R nur diejenigen Relationen zu wihlen, die auf die Zahlen 0, 1, ..., my zutrifft
und auf die iibrigen nicht (damit gegebenenfalls H, erfiillt wird). Auf Grund des
Endlichkeitssatzes fiir o(3)-Modelle miite daher auch die gesamte Menge X ein
o(s)-Modell besitzen. Da X, bereits o,)-kategorisch ist, kann es sich hierbei nur um
,,die’ natiirlichen Zahlen handeln, in denen zusitzlich eine Relation existiert, die
auf 0,1,2,3,... zutrifft, jedoch nicht auf alle natiirlichen Zahlen. Ein herrlicher
Widerspruch!

10. In einer elementar formalisierten Mengenlehre gibt es keinen Ausdruck H(x)
mit genau einer vollfreien Variablen x, der in jedem Modell des betrachieten Axiomen-
systems genau auf die endlichen Mengen dieses Modells zutrifft.

Beweis. Es sei X, ein endliches elementares widerspruchsfreies Axiomensystem
der Mengenlehre, S die zu seiner Formulierung benutzte elementare Sprache, ver-
mehrt um eine Konstante M zur Bezeichnung einer beliebigen festen Menge. Ist
H(x) eine ,,Endlichkeitsdefinition‘* in der Sprache S, so sei H, der Ausdruck H(M)
und, fiir m = 1 sei der Ausdruck H, durch Vx x € M gegeben. Jede endliche Teil-
menge von

X,u(Hy:m=0,1,2,3,. )
besitzt als Modell indest das vorausgesetzte Modell von X, worin die zusitzliche

Konstante M durch eine geniigend groBe endliche Menge interpretiert ist. Daher
muB nach dem Satz von MAL'cEv ein Modell von X| existieren, in dem es eine im
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Sinne der Definition H(x) endliche Menge gibt, die jedoch im anschaulichen Sinn
unendlich viele Elemente enthilt. Fiir viele konkrete Axiomensysteme und Endlich-
keitsdefinitionen konnte man solche ,,Nichtstandardmodelle* explizit angeben. Wir
verweisen nochmals auf Kapitel 5 und die dort zum Thema Endlichkeitsdefinitionen
angegebene Literatur (vgl. S. 112).

11. Eine nichtelementare Sprache (S, ¢) war als un tlich nichtel tar be-
zeichnet worden (vgl. 4.5., Definition 5), wenn ein Axiomensystem ¥ — 8 existiert,
so daB

Fig(X) = FlgXvY) firX< S

gl.lt Prizisiercn wir dies nachtriglich dahingehend, da8 ¥ durch ein endliches oder
g haub System von Axiomenschemata (im Sinne O-gliedriger
SchluBregeln) erzeugbar sein soll, so kénnen wir einen beliebigen vollstindigen Kal-
kiil JC fiir die elementare Sprache 8 so zu einem Kalkiil K’ erweitern, daB fiir
X c Sgilt:

Bew (X) = Bew (X u ¥) = FI(X u Y) = FI/(X),

iiber

d. h., zu jeder lich nichtel taren Sprache (S, 0) gibt es einen vollstindigen
Kalkul und umgekehrt kann eine solche nichtelementare Sprache, fiir die kein voll-
tindiger Kalkiil t (vgl. die in Kapitcl 8 und 9 betrachteten Sprachen) nicht
u N ool 4, ae,"n

6.4.  Beweis des Hauptsatzes

Fiir den detaillierten Nachweis, daB bestimmte Kalkiile vollstindig sind, verweisen
wir auf weiterfiihrende Lehrbiicher. In diesem Abschnitt geht es darum, einen der
heute bekannten Beweiswege, der auf L. HENKIN?) zuriickgeht, in seinen Grund-
ziigen, ohne Bezugnahme auf einen bestimmten Kalkiil, darzulegen und dabei her-
auszuarbeiten, wie man anhand der Beweisidee die Axiome und SchluBregeln, die
ein vollstindiger Kalkiil enthalten miiBte, nach und nach zusammenstellen kann.

Fiir das Folgende wird sich eine mogliche Eigenschaft von Beweiskalkiilen als
duBerst wichtig erweisen, die im Fall ihrer Giiltigkeit als Deduktionstheorem fiir den
entsprechenden Kalkiil bezeichnet wird:

Ist Hy € Bew(X u (H,)) und H, abgeschlossen, so ist Hy — H, € Bew(X).

Der Leser iiberpriife zunichst, daB dieses Deduktionstheorem fiir beliebige Folge-
rungsoperatoren FI° (fiir Bew eingesetzt) erfiillt und daB hierbei die Voraussetzung

!) L. HENEIN, The completeness of the first order functional calculus, J. of Symb. Logic 14
(1949), 159—166.
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der Abgeschl heit von H, wesentlich ist. Die Giiltigkeit des Deduktionstheorems
fiir das Folgern bedeutet insbesondere, daB es fiir jeden vollstindigen Kalkiil eben-
falls gelten muB, mit anderen Worten, daB es eine notwendige Bedingung fiir die
Vollsténdigkeit eines Kalkiils ist. Im folgenden Satz formulieren wir ein System von
hinreichenden (jedoch keineswegs notwendigen) Bedingungen dafiir, daB fiir einen
Beweiskalkiil X das Deduktionstheorem gilt.

Satz 1. Ist J ein aussagenlogisch vollstindiger Kalkiil mit @y, @s, @1 als einzigen
echten Schlupregeln (vgl. 6.1., Satz 6) und

a) (H' — H"(x)) — (H" — A xH"'(x) € Bew 4-(9), falls H' abgeschlossen,
_b) (H' > H") > (H' —> H*) € Bew (@), falls H' abgeschlossen und H* durch
etnmalige Anwendung von @y auf H'' entsteht,
(die Voraussetzungen a), b) lassen sich z. B. durch Aufnahme der entsprechenden
Ausdriicke unter die logischen Axiome von X" erfiillen), so gilt fiir den Kalkil X das
Deduktionstheorem.

Zum Beweis von Satz 1 denken wir uns X und den abgeschlossenen Ausdruck H;
beliebig gewihlt und zeigen die Behauptung durch Induktion beziiglich.des indukti-
ven Aufbaus von Bew (X v {H,}).

1. Fall: H, € X oder H, ist logisches Axiom von X. Dann ist H, € Bew (X),
ferner ist H, — (H, — H,) aussagenlogisch allgemeingiiltig, folglich Element von
Bew 4-(X). Anwendung von ¢, auf diese beiden Primissen ergibt die Behauptung.

2. Fall: Hy = H,. Dann ist H, — H, € Bew ,-(X) wegen seiner aussagenlogischen
Allgemeingiiltigkeit.

3. Fall: H, entsteht durch Anwendung von ¢, auf Ausdriicke Hy — H,, H; € Bew X
(X {Hy)), fir die schon H, - (H, - H,), H, - H; € Bew 5 (X) gilt. Aussagen-
logisch allgemeingiiltig ist aber (H; — (Hy — H,)) — ((H, - Hs) - (H; - H;)). Da-
her gehort dieser Ausdruck zu Bew 4-(X), und man erhilt die Behauptung durch
zweimalige Anwendung der Abtrennungsregel.

4. Fall: H, entsteht durch Anwendung der Regel @, der gebundenen Umbenen-
nung aus einem Ausdruck H, € Bew (X u{H,}), fiir den schon H, —~H; € Bew -(X)
gilt. Dann erhélt man H, — H, € Bew 4-(X) durch Anwendung der Abtrennungsregel
auf das logische Axiom (H, — Hy) - (H; — H,) € Bew (X), das unter den gege-
benen Voraussetzungen in das Schema von Axiom b) gehért.

5. Fall: H, = gyo(Hs(x); x) = A xHy(x) mit Hs(x) € Bewy (X u (H,}), wobei
schon H;, — Hy(x) € Bew 4(X) gilt. In diesem Fall erhilt man die Behauptung analog
zum 4. Fell unter Benutzung von Axiom a).

Satz 2. Qilt fiir einen Kalkiil X:
a) K ist aussagenlogisch vollstindig,
b) das Deduktionstheorem,
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-¢) entsteht der abgeschl Ausdruck H aus H durch gebundene Umbenennungen

)

und Generalisierungen, so st H > He€ Bew (D),
d) jede syntaktisch widerspruchsfreie Menge besitzt esn Modell,
80 18t I vollstiindig.

Alle vier Voraussetzungen sind offenbar notwendige Bedingungen fiir die Voll-
stindigkeit. Dabei lassen sich a) und b) gemi8 6.2. und Satz 1 leicht verwirklichen
und c) gegebenenfalls durch Aufnahme eines entsprechenden Schemas logischer
Axiome, ohne daf dadurch die Voraussetzungen a), b) wieder gefihrdet werden.
Demnach liefert Voraussetzung d) eine handliche Methode fiir den Nachweis, daB
gewisse Kalkiile vollstandig sind. Wir beweisen zunichst Satz 2:

Es ist nur zu zeigen, daB fiir beliebige Ausdriicke H und Ausdrucksmengen X
aus H ¢ Bew ,-(X) stets H ¢ FI(X)folgt. Essei H ¢ Bew - (X), H ein abgeschlossener
Ausdruck, der dadurch aus H entsteht, daB man alle eventuellin H frei vorkommenden
Variablen durch gebundene Umbenennungen vollfrei macht und dann zur Generali-
sierten iibergeht. Wire X v (— H|} syntaktisch widerspruchsvoll, so wire insbe-
sondere H € Bew (X u {— H}), folglich nach dem Deduktionstheorem — H — g
€ Bew y(X), woraus wegen der aussagenlogischen Vollstindigkeit von & nun H
€ Bew_y-(X) und daher wegen Voraussetzung c) und a) auch H € Bew~(X) folgt, im
Widerspruch zum Beweisanfang. Demnach ist X v {— H} syntaktisch widerspruchs-
frei, besitzt also nach d) ein Modell. Dies ist ein Modell von X, in dem H nicht allge-
meingiiltig ist, d. h. H ¢ FI(X), was zu zeigen war.

Die Idee von HENKIN, fiir geeignete Kalkiile die Voraussetzung d) von Satz 2 zu
beweisen, besteht darin, im wesentlichen die Menge der variablenfreien Terme der
betrachteten Sprache als Grundbereich eines zu konstruierenden Modells w fiir eine
als syntaktisch widerspruchsfrei vorausgesetzte Menge X zu benutzen. In diesem
Grundbereich soll w wie folgt definiert werden:

a) Fiir Konstantensymbole ¢ der Sprache sei w(c) = c.

b) Ist F-ein n-stelliges Operationssymbol und sind t,, ..., t, variablenfreie Terme
entsprechender Sorte, so sei w(F) (ty, ..., t,) := F(t,, ..., t,). Auf diese Weise ordnet
in der Tat die Operation w(F) variablenfreien Termen t,, ..., t, wieder einen variablen-
freien Term zu.

c) Ist R ein n-stelliges Relationssymbol und sind t, ..., t, variablenfreie Terme
entsprechender Sorte, so sei

(b, +ve ta) € @ (R) 1> Rty, ..., t,) € Bewy(X).

Auf diese Weise ist in der Tat eine n-stellige Relation w(R) im Bereich der variablen-
freien Terme definiert.

Aus der Anfangsfestsetzung c) soll sich durch Induktion beziiglich der Kompli-
ziertheit der Ausdriicke ergeben: Kommen in H genau die Variablen x,, ..., x,
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frei vor und ordnet eine Belegung f beziiglich der betrachteten Interpretation w
diesen Variablen die Tcrme t,, ..., t, zu, so gilt

Wert(H, w, f) = W genau dann, wenn Sub(H; x,, t;; ...; X, ty) € Bew 4(X).
’ (1)

Ist K nun vollstindig, so muB durch geeignete SchluBregeln bzw. logische Axiome
gesichert sein, da8 aus H jeder Ausdruck der Form Sub(H; x,, t,; ... ; X,, t,) beweis-
bar ist. Daher ergibt sich aus (1): Ist H € Bew 4(X), so ist H beider Interpretation w
allgemeingiiltig, d. h., w ist ein Modell fiir Bew 4-(X) und damit erst recht fiir X.

Die Ausarbeitung dieser Idee zu einem Beweis erfordert allerdings einige Korrektu-
ren des Ansatzes:

1. Da die eventuell vorhandenen Operationssymbole auch durch partielle Opera-
tionen interpretiert werden diirfen, bezeichnet nicht jeder variablenfreie Term bei
jeder Interpretation ein Ding. Vielmehr folgt die Existenz einer Bedeutung des
variablenfreien Terms t genau dann aus X, wenn t = t € FI(X), d. h. (unter Voraus-
setzung der Vollstindigkeit des betrachteten Kalkiils) wenn t = t € Bew 4(X) gilt.
Die Menge dieser variablenfreien Terme bezeichnen wir mit 7'(X). (Im Fall des in der
Literatur meist betrachteten Nachweises der Vollstindigkeit von Kalkiilen fiir
Sprachen (S, a(;)) (vgl. 4.5.) entfillt diese Betrachtung, ebenso, falls die betrachtete
Sprache keine Operationssymbole enthilt. In beiden Fillen ist also 7'(X) unabhéngig
von X die Menge aller variablenfreien Terme.)

2. Ist t, = t, € Bewy(X) fiir variablenfreie Terme t,,t, (dann ist schon t;, t,
€ T(X)), so bezeichnen t, und t, in jedem Modell von X das gleiche Ding. Demnach
darf man nicht 7'(X) selbst, sondern die Aquivalenzklassen beziiglich der durch

by o ty 1o by =ty € Bew y(X)

definierten Relation als Grundbereich des zu konstruiercnden Modells nehmen. Der
Nachweis, daB ,,~‘ eine Aquivalenzrelation in 7'(X) ist und daB die sinngemiB
auf die Aquivalenzklassen iibertragenen Definitionen von o(F) bzw. w(R) repriisen-
tantenunabhiingig sind, fithrt auf ein System von identitdtstheoretischen Ausdriicken,
die fiir jeden vollstindigen Kalkiil (analog zu einem aussagenlogisch vollstindigen
Axiomensystem) in Bew -(8) enthalten, also entweder logische Axiome von J oder
aus solch ittels der SchluBregeln von J beweisbar sein miissen. Zum Beispiel
fishrt die Forderung der Symmetrie von ,,~* auf

b =ty > t, = t; € Bew(0),

so daB wegen der aussagenlogischen Vollstindigkeit von J aus t, = t, € Bew (X)
wie gewiinscht t, = t, € Bew 4(X) folgt. Analog fiihrt die Forderung der Repriisen-
tantenunabhiingigkeit der Definition von w(R) auf

i =t ARy, oo, bicy, By oons 8) = Riby, oo, iy, b, oo, t) € Bewy(8).
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Reduziert man diese Ausdriicke unter Beriicksichtigung der SchluBregeln eines
speziellen Kalkiils noch so weit wie méglich, so gelangt man auf diesem Wege fast
zwangsliufig zu einem System identititstheoretischer Axiome als notwendigem
Bestandteil eines vollstindigen Kalkiils.

3. Im allgemeinen ist der Ubergang von der zuniichst betrachteten Sprache S zu
einer durch hinreichend viele Konstantensymbole erweiterten Sprache S’ nétig
(in S braucht es iiberhaupt keine variablenfreien Terme zu geben!), denn zur Reali-
sierung des angestrebten Modells mu8 es zu jedem Ausdruck der Form V xH(x) aus
Bew 4-(X) einen variablenfreien Term t geben, so da8 H(t) € Bew 4-(X) gilt.

4. Als Spezialfall ergibt sich aus (1), daB fiir abgeschlossene Ausdriicke H

H € Bewy(X) & — H ¢ Bew ¢(X)

gelten muB. Hierin folgt die Richtung ,,=* aus der vorausgesetzten syntaktischen
Widerspruchsfreiheit von X (die wegen der aussagenlogischen Vollstindigkeit von J
mit der formalen Widerspruchsfreiheit iibereinstimmt). Die Gegenrichtung ,&*
gilt aber nur dann, wenn Bew ~(X) sogar eine maximale widerspruchsfreie Menge ist.
Ist andererseits w ein Modell fiir eine maximale widerspruchsfreie Menge ¥ mit
Y 2 X, so ist w auch ein Modell fiir X. Daher benétigen wir:

Satz 3. Zu jeder syntaktisch (und formal) widerspruchsfreien Menge X gibt es eine
mazximale syntaktisch widerspruchsfreie Menge ¥ 2 X.

Beweis. Unter den von uns ang Voraussetzungen ist jede formalisierte
Sprache S als unendliche Teilmenge einer Wortmenge W(4) mit abzihlbarem
Alphabet selbst abziihlbar. Wir gehen von einer Abzihlung S = {H,, H,, H,, ...}
von S aus und definieren induktiv Obermengen X,, von X:

Xo =X N
X e X, v {H,), falls X, v {H,) widerspruchsfres,
" X sonst. -

Dann gilt X, € X, € X, S -+, und alle Mengen X, sind nach Konstruktion wider-
spruchsfrei. Wir behaupten nun, da8 ¥ := U X, eine maximale widerspruchsfreie

A=0

Obermenge von X ist. Klar ist X & Y. Wir zeigen, daB ¥ widerspruchsfrei ist:
Falls nicht, gibt es einen Ausdruck H, so daB H, — H € ¥ ist. Nach Definition von ¥
existieren daher natiirliche Zahlen m, n mit H € X, und — H € X,,. Ist dabeim < =,
so ist H, — H € X,. Fir » < m ist H, - H € X,,. Alle Mengen X, sind aber wider-
spruchsfrei. Wir zeigen weiter, daB ¥ eine maximale widerspruchsfreie Menge ist,
mit anderen Worten, daB ¥ v {H} widerspruchsvoll fiir H ¢ ¥ wird. Jedcr Ausdruck
H hat eine gewisse Nummer 7 beziiglich der betrachteten Abzihlung von S. Ist nun
X, v (H,} widerspruchsfrei, so ist H, € X,,; & Y. Fallsalso H, ¢ ¥, so0 ist X, u {(H,}
widerspruchsvoll, daher ist ¥ v {H,} erst recht widerspruchsvoll.
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Wir geben nun in Einzelschritten die endgiiltige Konstruktion eines Modells fiir
eine syntaktisch widerspruchsfreie Menge an, wobei wir solche Beweise auslassen,
die nur unter Bezug auf den jeweils betrachteten konkreten Kalkiil gefiihrt werden
konnen.

1. Schritt. Gegeben sei eine syntaktisch widerspruchsfreie Teilmenge X einer
elementaren Sprache S. Die Sprache S’ entstehe aus S durch Hinzunahme abzihlbar
vieler neuer Konstantensymbole ¢, ¢,, ¢, ... (fiir jede Sorte; wir beschrinken uns
hier und im folgenden zwecks Vereinfachung der Formulierungen auf den Fall ein-
sortiger Sprachen). Ferner sei Hy, H,, H,, ... eine Abzihlung aller abgeschlossenen
Ausdriicke der Form V xH(x) in §’, so da8 H, die Form V xH,)(x) mit einer gewissen
Variablen x hat. Wir definieren induktiv in S’ abzihlbar viele neue Axiome A,:

A, sei der Ausdruck H, — H(g)(cs,); wobei c;, die beziiglich der Numerierung dieser
Konstanten erste neue Konstante sei, die in H, nicht vorkommt.

Ist schon A,,..., A, definiert, so sei A,,, der Ausdruck H,, — Hg.y(c,,),
wobei ¢, = die erste neue Konstante ist, die in H,, ..., H,,; nicht vorkommt und
von ¢, ..., ¢, verschieden ist.

foatonl

Der Sinn dieser Axiome besteht darin, daB ¢, ein gewisses Ding mit
der Eigenschaft H,(x) bezeichnen soll, falls die Existenz eines solchen Dinges x
beweisbar ist. ' '

2. Schritt. Unter Benutzung des konkreten Kalkiils J zeigt man: Ist X syntak-
tisch widerspruchsfrer in S, so 1st die Menge X u (A, Ay, ..., A,} fiir jede natiirliche
Zahl n syntaktisch widerspruchsfrei in S'.

Nach dem fiir Bew 4 geltenden Endlichkeitssatz folgt hieraus sofort: Die Menge
Xu{As:n =0,1,2,...} ist syntaktisch widerspruchsfrer in S'.

3. Schritt. Es sei Y eine nach Satz 3 existierende maximale syntaktisch (und
formal) widerspruchsfreie Obermenge von Xu{A,:n=0,1,2,...]. Dann ist
iibrigens Bew y-(Y) = ¥, da mit ¥ auch Bew () syntaktisch widerspruchsfrei ist
und wegen der Maximalitit von ¥ keine echte Obermenge von Y sein kann. Fiir
t € T(Y) sei T:=(t':t' =t € ¥}, und es sei T(¥) := (t:t € T(Y)}. Wir definieren
nun in der bereits besprochenen Weise eine Interpretation w von S’ im Grundbereich
T(Y). Aus dieser Definition folgt zuniichst fiir pridikative abgeschlossene Ausdriicke
H € 8’ (einschlieBlich Termgleich )

Wert(H, w) = W genau dann, wenn H € Y. (2)

4. Schritt. Zur Rechtfertigung des folgenden Beweises ist zunichst zu zeigen,
daB jeder abgeschlossene Ausdruck H € 8’ aus abgeschlossenen pridikativen Aus-
driicken durch aussagenlogische Verkniipfungen und Ubergéinge von Ausdriicken
der'Form H(t) (t variablenfreier Term) zu Ausdriicken A xH(x) bzw. V xH(x) erhalten
werden kann. Fir beliebige Sprachen ist dies schon deshalb nicht richtig, weil es gar
keine abgeschlossenen pridikativen Ausdriicke gibt, wenn es keine Konstanten-
symbole (und damit auch keine variablenfreien Terme) gibt. In 8’ kann man jedoch
































































































































































