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Vorwort zur zweiten Auflage

Es laBt sich wohl behaupten, daB die Geschichte der Wi haften die Wi haft
selbst sei. Man kann dasjenige, was man besitzt, nicht rein erkennen, bis man das,
was andere vor uns besessenen, zu erkennen weiB.

J. W. Goethe

Kommunist kann einer nur dann werden, wenn er sein Gedichtnis um alle die
Schitze bereichert, die von der Menschheit gehoben worden sind.
V. I Lenin

Der iiberaus rasche Fortschritt der Historiographie der Mathematik hilt unverindert
an. Die Autoren haben sich bemiiht, die seit dem Erscheinen der ersten Auflage
erzielten Fortschritte — soweit sie fiir die hier beriihrten Themenkreise von Belang
sind — durch Neuschrift, Textrevision, zusitzliche Anmerkungen und Erweiterung
des Literaturverzeichnisses in einer Weise zu erfassen, die an eine strenge Limitierung
des Buchumfanges gebunden war

Allen meinen Mitautoren an den ,,Vorlesungen‘ gilt ein aufrichtiger Dank fiir
konstruktive Zusammenarbeit. Vor allem aber bin ich meinem Kollegen Prof. Dr. sc.
W. Purkert fiir eine griindliche und kritische Durchsicht ganz auBerordentlich
verpflichtet. Ein weiterer herzlicher Dank gilt den Mitarbeitern des VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, die sich nach Kriften um diese revidierte Ausgabe
bemiiht haben.

Leipzig, Herbst 1987 H. WuBing



Vorwort zur ersten Auflage

Dieses Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die ich seit 1960 fiir Lehrerstuden-
ten der Fachrichtung Mathematik/Physik an der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitit Leipzig gehalten habe. Mit dem Jahre 1978 wurde der BeschluB des
Ministeriums fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR wirksam, an den Universitiaten
und Hochschulen der DDR fiir Studenten der Mathematik ebenfalls Vorlesungen
zur Geschichte der Mathematik einzufiihren. Beiden obligatorischen Vorlesungen
wird gleich viel Zeit eingerdumt, und ihre Lehrprogramme sind iiberdies dhnlich
aufgebaut.

Es lag daher nahe, den Kern meiner Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik
fiir Lehrerstudenten zur Grundlage eines Lehrbuchs zur Geschichte der Mathematik
zu machen, das sowohl fiir den Lehrerstudenten als auch fiir den Mathematik-
studenten geeignet sein konnte. Die diesem Buch zugrunde gelegte Auswahl des
historischen Stoffes orientiert sich streng an dem im Herbst 1977 vom Ministerium
fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR verabschiedeten ,,Lehrprogramm fiir das
Lehrgebiet Geschichte der Naturwissenschaften/Mathematik zur Ausbildung in der
Grundstudienrichtung Mathematik*.

Der Leser mége also bedenken, daB hier kein vollstindiges Bild der Geschichte der
Mathematik entworfen werden konnte, sondern daB nur Ausschnitte geboten werden,
freilich solche, die bei aller Liickenhaftigkeit und trotz des heschrinkten Raumes
doch — wie ich hoffe — einen zusammenhingenden Eindruck von den wesentlichen
Epochen und einigen hauptsichlichen Inhalten im historischen Entwicklungsgang der
Mathematik vermitteln. Dennoch sind Liicken unverkennbar, schmerzliche Liicken,
wenn man die gesamte Geschichte der Mathematik vor Augen hat.

Das Buch ist gemidB den im Lehrprogramm vorgesehenen 16 Doppelstunden in
15 ,,Vorlesungen* gegliedert (die 16. Doppelstunde ist laut Lehrprogramm einem
Beleg vorbehalten). Damit sind Stoffkomplexe gekennzeichnet, die in sich ge-
schlossene Themenkreise behandeln. Die unterschiedlichen Umfinge sollten nicht
irritieren: Aus jedem hier dargestellten Stoffkomplex sollte der Lehrende auswihlen
und andererseits den Studenten fiir das Selbststudium und die Vorbereitung auf
Seminarvortrige, Klausuren, Hausarbeiten usw. beraten kéonnen.

Es war mein besonderes Anliegen, durch Einfiigen von Originalzitaten (freilich in
deutscher Sprache und unter Gebrauch des heutigen Druckbildes) die Denk- und
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Sprechweise hervorragender Mathematiker aus allen Perioden der jahrtausendelangen
Entwicklung der Mathematik hervortreten zu lassen. Demgegeniiber tritt das bio-
graphische Element in diesem Buch fast ganz zuriick; ich hoffe, auf diese Weise den
problemgeschichtlichen Zusammenhang historischer Entwicklungsgange betonen zu
konnen. Zum Ausgleich wurde dem Anhang ein Personenverzeichnis beigegeben.

Dieses Buch kann und will keine Bibliographie mathematischer und mathematik-
historischer Literatur vermitteln. Allein schon aus Raumgriinden muBten Angaben
zur weiterfilhrenden Literatur auf ein Minimum beschrinkt bleiben; sie wurden
getrennt in allgemeine weiterfithrende Literatur (LA) und in Literaturangaben (L),
die spezifisch fiir die 15 Vorlesungen sind. Der Leser sei ferner ausdriicklich darauf
hingewiesen, daB in der traditionsreichen Reihe ,,Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften auch von vielen bedeutenden Mathematikern kommentierte Ab-
handlungen in deutscher Sprache erschienen sind, daB es neben einer Fiille wissen-
schaftshistorischer Zeitschriften zwei speziell mathematikhistorische Schriften-
reihen (Istoriko-matematiteskije issledovanija, Moskau/Leningrad, und Historia
mathematica, Toronto) gibt, daB das Handbuch von K. O. May ,,Bibliography and
Research Manual of the History of Mathematics*, Toronto 1973, den Zugang zur
mathematikhistorischen Forschung erleichtert. Fiir die mathematischen Sachver-
halte selbst sei auf mathematische Wissensspeicher verwiesen, z. B. auf das ,,Lexikon
der Mathematik*, Leipzig 1977, und auf die Béinde der Studienbiicherei Mathematik
fiir Lehrer.

Es bedeutet ein gewisses Risiko, auf — notwendigerweise — relativ begrenztem
Platz an Druckseiten diesen Versuch eines Lehrbuchs der Mathematikgeschichte der
Offentlichkeit zu iibergeben, zumal die Historiographie der Mathematik in rascher
Entwicklung befindlich ist und die Mathematikgeschichte gemi8 dem Lehrprogramm
auf dem Hintergrund der allgemeinen Geschichte der Naturwissenschaften verstind-
lich gemacht werden soll. Die hier vorgelegte Diktion wird und mu8 mit anderen
Auffassungen und mit zahlreichen neu zu erwartenden Forschungsergebnissen kon-
frontiert werden; mir sind daher insbesondere Zuschriften und MeinungsauBerungen
herzlich wollkommen, die — iiber den Hinweis auf Irrtiimer und Fehler hinaus —
prinzipielle Einwiinde vorbringen. Gemeinsame Diskussion ist nétig und wird ihrer-
seits zur Entwicklung der Historiographie der Mathematik in der DDR beitragen.
Doch schon in der hier vorgelegten Fassung steckt ein gutes Teil Gemeinschafts-
arbeit.

Besonderer Dank gilt meinen tschechoslowakischen Freunden Dr. L. Novy und
Dr. J. Folta aus Prag fiir die kritische Durchsicht des Rohmanuskripts und fiir Ver-
besserungsvorschlige. Viele Anregungen und sachliche Kritik verdanke ich meinen
jiingeren Kollegen am Karl-Sudhoff-Institut fiir Geschichte der Medizin und Natur-
wissenschaften an der Karl-Marx-Universitit Leipzig: Dr. S. Brentjes, H.-J. Ilgauds,
K.-H. Schlote, R. Siegmund-Schultze und Dr. R. Tobies haben aktive Hilfe in
vielfiltiger Form geleistet und selbst die Niederschrift von Teilabschnitten iiber-
nommen. Dr. sc. P. Schreiber (Greifswald) und Dr. J. Wilke (Berlin) haben freund-
licherweise ebenfalls als Autoren schwieriger Kapitel mitgewirkt.

Selbstindige Abschnitte vertreten S. Brentjes (Die Mathematik in den Léindern
des Islam; Entstehung und Entwicklung der linearen Optimierung), H.-J. Tlgauds
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(Personenregister), K.-H.Schlote (Die Herausbildung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung; Zur Entwicklung der Algebra seit der Jahrhundertwende; Zur Entwick-
lung der modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung), P. Schreiber (Entstehung und Ent-
wicklung der Mengenlehre ; Zur Geschichte der mathematischen Logik), R. Siegmund-
Schultze (Zur Entstehung und Entwicklung der Funktionanalysis), J. Wilke (Zur
historischen Entwicklung der programmgesteuerten Rechentechniky).

Einer ganzen Reihe von Kollegen und Freunden bin ich fiir Rat und Tat bei der
Niederschrift und Durchsicht des hier vorgelegten Manuskripts zu tiefem Dank ver-
pflichtet, insbesondere Prof. Dr. G. Asser (Greifswald), Prof. Dr. W. Engel (Rostock),
Dr. G. Harig (Berlin), Prof. Dr. D. Ilse (Berlin), Prof. Dr. O. Krétenheerdt (Halle),
Dr. O. Neumann (Jena), Dr. G. Maibaum (Dresden), Prof. Dr. K. Manteuffel (Magde-
burg), Dr. W. Purkert (Leipzig), Dr. P.Schreiber (Greifswald), Dr. L. Stammler
(Halle). Freundlich-kritische Hilfe aus allgemein-historischer Sicht wurde mir von
Dr. H. Brost (Berlin) und Dr. K. Holzapfel (Leipzig) zuteil.

Nicht zuletzt geht mein Dank an den VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin und da besonders an den Verlagsleiter Dr. L. Walter, Herrn W. Arnold und
Frau B. Mai, die mir in vielerlei Hinsicht ein hohes MaB an Entgegenkommen er-
wiesen haben und ohne deren wohlwollendes Dringen, im Bunde mit Prof. Dr.
W. Engel, dem Vorsitzenden der Mathematischen Gesellschaft der DDR, dieses Buch
nie vollendet worden wiire. In technischer Hinsicht bin ich Frau I. Liidtke und Frau
B. Burkhardt in Berlin und Frau B. Schlag, Frau S. Schénau und Frau E.-M. Forster
in Leipzig zu hohem Dank verpflichtet.

Leipzig, 31. Mai 1978 H. WuBing



Inhalt

Vorlesung 1
Einfiihrung in das Fachgebiet

Ziele der Historiographie der Mathemattk e e e e 16
Zur Entwickl der Wi h hichte als wi haftliche Disziplin . . . . . 16
Aspekte der Mathematlkgeechlchte ....................... 17
Ziele der Vorlesung ,,Geschichte der Naturwi. haften| Math k... 21
Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . . ... .00 23

Vorlesung 2
Anfiinge der Mathematik. Alﬂgypten. Mesopotamien

Anfinge der Mathematik . . . . . . . . . . . .. ... ... 26
Die Anfinge . . . . . . . . .. ... Lo 26
Agrarische Revolution . . . . . . . ... ... 0000000 27
Mathematik im alten Agypten und in Mesop ten . .. .. 29
Agyptische Mathematik . . . . . . . . . . . ... .. .. ... ... 29
Mesopotamische Mathematik . . . . . . . . . . ... ... .00 32
Vorlesung 38

Klassische Antike: Periode. Athenische Periode

Die Mathematik in der griechisch-hellenistischen Antike . . . . . . . . . . . . . .. 42
Gesellschaftliche Verinderungen . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 42
Periodisierung . . . . . . . . . ... 43
Iontsche Periode . . . . . . . . . . ... .. 44
Thales von Miletos . . . . . . . . . e e e 45
Demokritos von Abdera . . . . . . . ... ... 45
Hippokrates von Chios . . . . . . . . . . . . .. .. ..., 46
Weiterfithrung der P isch arithmetisoh-algebraischen Traditi Die
pythagoreische Schule . . . . . . . . .. . ... ..o 48
Der Zusammenbruch der arithmetica universalis . . . . . . . . . .. . ... ... 52
Athenische Periode . . . . . . . . . . . . .. ... 53
Die Platonische Ideenlehre und ihr EinfluB auf die Entwicklung der Mathematik . . . 54
Die geometrische Algebra . . . . . . . . . . ... .00 56
Theodoros von Kyrene . . . . . . . . . . . ... ... ... 57
Theaitetos und die Klassifizierung der quadratischen Irrationalititen . . . . . . . . . 58

Eudoxosvon Kn'dos. . . . . . . . . ... .. ... 59



10 Inhalt

Vorlesung 4

Klassische Antike: Hellenistische Periode. Ausgang der Antike

Hellenistische Pertode . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 64
Alexandria. Das Museion . . . . . . . . . . ... ... 64
Euklid von Alexandria . . . . . . . . . . . ..o 65
Aufbeu der ,,Elemente** . . . . . . . . . . . . ... 66
Euklid als Forscher . . . . . . . . . . . ... ... 68
Archimedes als Mathematiker . . . . . . . . . . . . .. ..o 68
Apollonios von Perge. Die Kegelschnittslehre . . . . . . . . . . ... ... ... T
Ptolemaios als Mathematiker . . . . . . . . . . . . . . ... L. 72
Heron von Alexandria . . . . . . . . . . .. ... ... 73
Diophantos von Alexandria . . . . . . . . . . . . ... ... 75
Die Mathematiker der alexandrinischen Schule . . . . . . . . . .. ... ... 76
Die Mathematik am Ausgang der Antike . . . . . . . . . . . . .. .. ... .. 7
Pappos von Alexandria . . . . . . . . . . . .. ... ... L. 7
Der Untergang der antiken Mathematik . . . . . . . . . . ... ... ..... 78
Die wissenschaftlichen Erben der antiken Mathematik . . . . . . . . . .. .. .. 78
Vorlesung 5

Nichteuropiischer und europiischer Feudalismus

Vorbemerkungen . . . . . . . . . . . . . ... 82
Mathematik in China . . . . . . . . . . . . ... 82
Rechenmethoden im alten China . . . . . . . . . . ... ... ........ 84
Die ,,Mathematik in neun Bichern'* . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 85
Die chinesische algebraische Schule des 13. Jahrhunderts . . . . . . . . . . . . .. 86
Die Mathematik des alten Indien . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 87
Quellen . . . . . . .. e e e 89
Indische Geometrie . . . . . . . . . . . . .. ..o 91
Indische Trigonometrie . . . . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 91
Die Herausbildung des dezimalen Positionssystems . . . . . . . . . . . ... .. 92
Arithmetik und Algebra in der indischen Mathematik . . . . . . . . . .. . ... 93
Die Mathematik in den Landern des Islam . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. 94
Historische Etappen der Entwicklung der Mathematik in den Lindern des Nahen und
Mittleren Ostens . . . . . . . . . . . . . . ... 95
Die Algebra des al-Hwarizm! und seiner Nachfolger . . . . . . . . . . ... ... 96
Die Ausbreitung der indischen Ziffern und die Arithmetik in den Landern des Nahen und
Mittleren Ostens . . . . . . . . . . . . . . ... ...

Die Herausbildung der Trig, trie als selbstindiger Wissenschaftszweig . . . . . . 100
Die Mathematik im europdaischen Feudalismus . . . . . . . . . . . . . . .. ... 102
Die Karolingische Friihrenaissance . . . . . . . . . . . . . . .. ... ..... 103
Die Mathematik im Hochfeudalismus. . . . . . . . . . . . . ... ... .... 104
Ansiitze eigenstiindiger mathematischer E: klung in Europa . . . . . . . . . .. 105
Die Griindung von Universiti Die Scholastik . . . . . . . .. ... .. ... 105
Vorlesung 6

Ranat Tri trle. Roch thoden. Algebraislerung

Die Renaigsance . . . . . . . . . . . .0t e e e e e 110
Neue gesellschaftliche Stellung der Naturwi haft . . . . ... ... 111

Neue gesellschaftliche Forderungen an die Mathematik . . . . . . . . . . . . ... 112



Ausbau der Trig trie zum hl System . . . . . .. ... 116
Die ast; isch-mathematische Schule in Wien. Johannes Regiomontanus . . . . . . 116
Prosthaphairesis. Trigonometrische Tafelm . . . . . . . . . . . ... ... ... 117
Zyklometrie . . . . . . . .. L ..o e e 118
Die Lehre von der Perspektive . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 119
Ausbau der Rechenmethoden . . . . . . . . . . . . .. ... ... 120
Die Rechenmeister . . . . . . . . . . . . . ... ... 120
Die Uberwindung des Abacus-Rechnens . . . . . . . . . ... ... ...... 121
Dezimalbritche . . . . . . . . ... ..o 123
Logarithmisches Rechnen . . . . . . . . . . . . . ... ... ........ 123
Algebraisierung . . . . . . . . .. Lo e e e e 125
DieCoB . . . . . . . . . e e e e e 126
Auflésung von Gleichungen dritten und vierten Grades . . . . . . . . . . . . . .. 127
Vieta. . . . . . . L e e e e e e e 128
Vorlesung 7

Wi haftliche Revolution: Analytische Geometrie. Rechenhilfsmittel

Zur gesellschaftlichen Stellung der Mathematik und der Naturwissenschaften . . . . . . . 132
Grundeinschitzung der Mathematik dieser Periode . . . . . . . . . . . . . . . .. 132
Die Entwicklung der materiellen Produktivkrifte als Reizmittel fiir die Entwicklung der
Mathematik . . . . . . . . ... Lo L 133
Entwicklung der Naturwissenschaften . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 135
Die Wissenschaftliche Revolution . . . . . . . . . ... .. .......... 137
Die gesellschaftliche Stellung des Naturwissenschaftlers. Die Griindung von Akademien . 137
Geaschichte der analytischen G brie . ... oo o e e e e 139
Aus der Entstehungsgeschichte der analytischen Geometrie . . . . . . . . . . . . . 140
Nicolaus Oresme . . . . . . . . . . . . . ... ... 140
Herausbildung der analytischen Geometrie . . . . . . . . . . . .. .. .. ... 141
René Descartes . . . . . . . . . . . . .. .. .. ... 142
Pierrede Fermat . . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 146
Durchbildung der Methoden der analytischen Geometrie . . . . . . . . . . . . .. 147
Zur Geschichte der frihen hanischen Rech. hinen . . . . . . . . ... ... 148
Erste mechanische Rechenhilfsmittel . . . . . . . . . . .. .. ... ...... 148
Friahe Rechenmaschinen . . . . . . . . . . ... ... .. ... ..., 149
Vorlesung 8

Wi hattliche Revolution: H d der Infini Imathematik

H bildung infinitesimaler Methoden . . . . . . . . . . . . . .. . ... ... 152
Die Problemsituation. . . . . . . . . . ... ..o 00000000 152
G tri G dbergang . . . . . . . . ... ..o 153
Die Exhaustionsrechnung . . . . . . . . . . . ... 00000000 155
Kepler und die Infinitesimalgeometrie . . . . . . . . . . . . .. ... ... 156
Die Methode der Indivisibeln . . . . . . . . . . . ... ... ......... 158
Die Arith isierung der Indivisibel hode . . . . . . . . ... oL 162
Das Tangentenproblem . . . . . . . . . . . ... ... .00 165
Pascal und das charakteristische Dreieck . . . . . . . . . ... ... ...... 167
Durchbildung der infinitesimalen Methoden . . . . . . . . . . . . . . . . ... 168

Isaac Newton und die Fluxionsrechnung . . . . . . . . . . . . ... . ... .. 169
G. W. Leibniz und die Erfindung des Calculus . . . . . . . . . .. ... .... 172



12 Inhalt

Vorlesung 9

Aufklirung: Ausbau der infinitesimalen Methoden

Ausbau der infinitestmalen Methoden . . . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 176
Entstehung einer Theorie der unendlichen Reihen . . . . . . . . . . . . . . ... 176
Herausbildung des Funktionsbegriffs . . . . . . . . . . . . ... .. .. .... 179
Weiter skl der Infinitesimalmath 7 181
Ausbau der Fluxnonsrechnung .......................... 182
Erste zusa Darstellungen der Infinitesimalmathematik . . . . . . . . . 182
Neue Moglichkeiten durch die Infinitesimabinathematik . . . . . . . . . . . . . .. 184
Anfinge der Variationsrechnung . . . . . . . . . . .. ..o 185
Beginn einer Theorie der Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . .. 186
Infinitesimalmathematik und Anwendungen. . . . . . . . . . . . . .. ... .. 187
Ideologische Auseinand BEN. . . . e AP 188

Vorlesung 10
Industrielle Revol : Darstellende G trie. Wahrscheinlichkeitsrech
Theorie algebriascher Gleichungen

Zur gesellschaftlichen Stellung von Math tk und Naturwi. haften . . . . . . .. 192
Das Wesen der Industriellen Revolution . . . . . . . . . . ... ... ..... 192
Neue gesellschaftliche Forderungen an die Naturwissenschaften . . . . . . . . . . . 192
Neues Wechselverhmltms zwischen Naturwissenschaften und Produktion . . . . . . . 193
Grundt der Entwicklung der Naturwissenschaften . . . . . . . . . . . .. 194
Neue Organisationsformen der V Wi haft . . . .. L L L 196
Die Forderung nach Lehrbukeit der Mathematik . . . . . . . ... ... .. .. 197
Zur Geschichie der darstellenden G i€ . . .. e e e e e 198
Die Begriindung der wissenschaftlichen darstellenden Geometrie durch G. Monge . . . 198
Die Herausbildung der Wahrscheinlichkeitsrechnung . . . . . . . . . . . . . . . .. 200
Zur Vorgeschichte . . . . . . . . . . . ... ... 200
P.S.Laplace . . . . . . . . . .. ... 202
Algebra als Auflosungstheorie algebraischer Gleichungen . . . . . . . . . . . . . .. 203
Eine zweite Periode der Algebra . . . . . . . . . . . . . ... ... L. 203
Bewels des Fundnmentalsatzes der Algebra . . . . . . . . . ... 204
oglichkeit der Auflosbarkeit der Gleichung fiinften Grades . . . . . . . . . . . 205
Dle gmppontheoretmhe Formulierung des Auflosungspl oblems . . . . . ... ... 206
Vorlesung 11
Industrielle Revolution: Grundl der Analysis. Zahlsy Funkti theorl
Verscharfung der Grundlagen der Analysis . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 210
Die Konstatierung der Mangel . . . . . . . . . . .. .. ... ........ 210
Die exakte Fassung des Grenzbegriffs . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 211
Der Beitrag von B. Bolzeano . . . . . . . . . . . .. ... L 211
Der Beitrag von A. L. Cauchy . . . . . . . . . . ... .. ... ... ..., . 212
Neufassung und Verschirfung des Funktionsbegriffs . . . . . . . . . . . . . ... 214
Aufbau des Zahlsystems . . . . . . . . . ... ... ... 217
Schrittweise Ausdehnung der Zahlbereiche . . . . . . . . . . . . . . ... ... 217
Der Weg zu den komplexen Zahlen . . . . . . . . . . . .. ... ....... 218
Geometrische Interpretation der komplexen Zahlen . . . . . . . . . . . . .. . 219

Arithmetische Interpretation der komplexen Zahlen . . . . . . . . . . . ... .. 220



H. Hankel und das Permanenzprinzip . . . . . . . . . . . . . ... ...... 221
Aufbau einer Theorie der irrationalen Zahlen . . . . . . . . . .. ... ... .. 222
Theorie der rationalen und der natirlichen Zahlen . . . . . . . . . . . . ... .. 223
Abstrakte Fassung des Zahlbegriffs . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 224
Theorie der Funktionen komplexer Variabler . . . . . . . . . . . . . ... .. .. 226
Frihe Beispiele des Gebrauchs komplexer Variabler . . . . . . . . . . . ... .. 225

Beginn des systematischen Aufbaus einer Theorie der Funktionen einer komplexen
Variablen . . . . . . . . ... Lo

Der Beitrag von A. L. Cauchy zur Funktionentheorie . . . . . . . . . . . .. .. 227
B. Riemanns Beitrag zur Funktionentheorie. . . . . . . . . . . ... ... ... 228
Der Beitrag von K. Weierstra8 zur Funkti heorie . . . . . . . ... ... .. 229

Vorlesung 12
Neunzehntes Jahrhundert: Anwendungen der Mathematik. Algebra

Zur guellscha/tlwhen Stellung von Mathematik und Naturwissenschaften . . . . . . . . 232
Die Ver dl der W, haft in eine Produktivkraft . . . . . . . . . .. .. 232
Haup icklungsrichtungen der Naturwissenschaften . . . . . . . . . . . . . .. 233
Haup ickl ichtungen der Mathematik . . . . . . . . . . .. ... ... 234
Mathematik und Anwcndungen ........................ 235
Analysisb Anwend iche der Mathematik . . . . . . . . ... .. .. 235
Hauptel: te der th ischen Mechanik im h Jahrhundert . . . . . . . 236
Mathematische Physik . . . . . . .. .. 237
Zur Entwicklung der Algebra im neunzehnten Jahrhundert . . . . . . . . . . . . .. 239
Theorie der Determinanten und Matrizen . . . . . . . . . . . . . ... ... .. 239
Der Quaternionenkalkil. Die Vektorrechnung . . . . . . . . . . . .. ... ... 240
Die britische algebraische Schule. . . . . . . . . . .. ... .. .00 241
Herausarbeitung algebraischer Grundstrukturen . . . . . . . . . . . . ... ... 243

Vorlesung 18
Neunzehntes Jahrhundert: Hohere Geometrie. Mengenlehre

Die Entwicklung der hoheren G trie im h Jakrhundert . . . . . . . . .. 248
Auf dem Weg zur nichteuklidisochen G ie ... 248
GauB und die nichteuklidische Geometrie . . . . . . . . . . . . . ... ... .. 260
Janos Bolyai und die nichteuklidische Geometrie . . . . . . . . . . . . .. ... 251
N. I. Lobagevskij und die nichteuklidische Geometrie . . . . . . . . . . . .. .. 252
Der Beitrag von B Ri zur Grundl g der G trie . . . ... L. L L L. 253
Die Anerk klidischer Geometrien . . . . . . . . . . .. .. .. .. 254
Zur Entw‘lck.lungsgeechxchte der pro,ekhven Geometrie . . . . . . .. .. ... .. 256
Das Erlanger Programm . . . . . . . . . . . .. ... 267
Dle Wu'kung des Erlanger Programms ...................... 259
ung der G ie durch D. Hilbert . . . . . . . .. ... ... .. 259

Dle moderne Auffagsung von Axiomatisierung . . . . . . . . . . . ... ... L. 261
Entstehung und Entwicklung der Mengenlehre . . . . . . . . . . . . . . . . ... 262
Aus der Friihgeschichte der M lehre . . . . . . .. ..o 263
G. Cantor und die Begriindung der Mengenlehre ................ 263
Kampfum die Anerk g der Mengenlehre . . . . . . . . .. ... .. ... 265
isierung der Mengenlehre . . . . . . . ... ... ... 267

}“ ilosophi he Schulen . . . . . .. ..o 00000 268



14 Inhalt

Vorlesung 14
Zwanzigstes Jahrhundert: Mathematische Logik. Moderne Algebra

Die gesellschaftliche Funktion der Mathematik und der Naturwi haften. . . . . . . 272
Tend der Entwicklung der Naturwi haften . . . . . . ... ... 272
Die wissenschaftlich-technische Revolution . . . . . . . . . . . . .. ...... 273
Einige allgemeine Aspekte der Math ik des zwanzig Jahrhunderts . . . . . . 274
Zuy Geschicht def thematischen Logik . . . . . . . . . . . . . ... ... .. 277
Aus der Frithgeschichte der hematischen Logik. . . . . . . . . ... ..... 277
bild der h ischen Logik als selb dige Disziplin . . . . . . . . . 278
Zur Geschichte der neueren mathematischen Logik . . . .. ........... 279
Entwicklung der Algebra seit der Jahrhundertwende . . . . . . . . . . . . . . . .. 281
Die Herausbildung der sogenannten Modernen Algebra . . . . . . . . . . . . . .. 281
Entwicklung spezieller Gebiete der neueren Algebra . . . . . . . . . . ... ... 283
Vorlesung 15
7 N . dert: Funktionalanalysis. Wahrscheinlichkeitsrech
Lineare Optimierung. Rechentechnik
Zur E h und Entwicklung der Funktionalanalysis . . . . . . . . . . . . . .. 288
Die Anfange der Funktlonalunn,lyus ....................... 288
Die H bildung der selbstéindigen Funktionalanalysis . . . . . . . . . . . . .. 289
Wei icklung der Funktionalanalysis . . . . . . . . ... ... ...... 291
Zur Entwicklung der modcrnen Wahrscheinlichkeitsrechnung . . . . . . . . . . . .. 292
Die russische wahrsch hkeitstheoretische Schule . . . . . . . . . . ... ... 292
Auf dem Wege zur Axiomatisierung . . . . . . . . . . . ... ... ... 203
Die Axi isierung der Wahrscheinlichkei hnung durch Kolmogorov. . . . . . . 294
E; hung und Entwicklung der linearen Optimierung . . . . . . . . . . . . . . .. 295
Zur Vorgeschichte der linearen Optimierung . . . . . . . . . . . ... ... .. 296
Der Beginn des Konstituierungsprozesses der linearen Optimierung als selbsténdige mathe-
matische Disziplininder UdSSR . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 208
Der Abschlu des Konstituierungsprozessesinden USA . . . . . . . . . . . .. .. 299
Zur historischen Entwicklung der prog g ten Rech hntk. . . . . .. ... 301
Anfinge der Programmsteuerung . . . . . . . . . . .. ... 301
Erste programmgesteuerte Rechner . . . . . . . . . ... ... .00 0L 302
Die Entwicklung der Comp hnik wihrend der letzten Jahrzehnte . . . . . . . . 303
Ausblick . . . . . . . . . ... e 305
Anhang
Ubersicht aber die Entstehungszeit heutig thematischer Symbole . . . . . . . . . . 308
Anmerkungen . . . . . . . . . . ... .o e e e e e e e e 309
Literatur . . . . . . . . .. e e e e 316
Abbildungsnachwess . . . . . . . . . . . . ..o e e e 330

Biographischer Anhang . . . . . . . . . . . ... Lo 332



Vorlesung 1
EinfUhrung in das Fachgebiet

Titelblatt der Mathematikgeschichte von J. E. M la: Histoire des mathémati-
ques, Bd. 1, Paris 1799




16 Vorlesung 1

Ziele der Historiographie der Mathematik

Zur Entwicklung der Wissenschaftsgeschichte
als wissenschaftliche Disziplin

Die Geschichte der Naturwi haften und der Mathematik oder, allgemein ge-
sprochen, die Wissenschaftsgeschichte, ist heute eine recht umfangreiche, eigen-
stindige und in lebhafter Entwicklung befindliche Wissenschaft, mit eigenen Pro-
blemstellungen und Methoden. Es gibt auf der Erde, insbesondere in den sozialisti-
schen Liandern und einigen hochentwickelten kapitalistischen Staaten, eine Fiille
wissenschaftshistorischer Zeitschriften, viele Institute fiir Wi haf hichte;
es gibt eine Internationale Union fiir Geschichte und Philosophie der Wlssenschaiten
und eine Internationale Akademie fiir Wissenschaftsgeschichte, es werden nationale
und internationale Kongresse, Tagungen zur Geschichte spezieller wi haftlicher
Disziplinen veranstaltet (Anm. 1.1). Der iiberaus bemerkenswerte Aufschwung der
Geschichte der Naturwissenschaften und der Mathematik steht, insbesondere nach
dem zweiten Weltkrieg, ganz deutlich in kausaler Beziehung zu der einfluBreichen
Stellung, die Mathematik und Naturwissenschaften — freilich unter ginzlich ver-
schiedenen gesellschaftspolitischen Zielstellungen — in den sozialistischen und den
skonomisch hochentwickelten kapitalistischen Staaten erreicht haben. Uber Produk-
tion, Bildung, Erziehung und Ideologiebildung beeinflussen heutzutage Mathematik
und Naturwissenschaften in hohem MaBe und in vielféltiger Weise die gesellschaft-
liche Entwicklung von Staaten und Staatengemeinschaften; in diesem Sinne erhalten
die Wissenschaften iiberhaupt — nicht nur Matheratik und Naturwissenschaften —
eine echt geschichtsbildende, welthistorisch relevante Funktion. Die Forderung von
Mathematik und Naturwissenschaften wird daher zum Gegenstand von politischen
Fiihrungsentscheidungen auf staatlicher und sogar internationaler Ebene. Diese
Entscheidungen aber miissen sich auf historisch angelegte und begriindete Unter-
suchungen mit prognostischer Zielstellung stiitzen; die Zukunft ist sozusagen die
Extrapolation vergangener und gegenwirtiger Entwicklungsginge. Dieser Aspekt
verbindet, wie bei jeder historischen Wi haft, Vergangenheit mit Zukunft und
macht Geschichte zu einer gesellschaftlich notwendigen Wissenschaft: Vom Stand-
punkt der marxistischen Geschichtswissenschaft hat die Historiographie nicht das
Endziel, Tatbestinde der Vergangenheit blo8 zu inventarisieren, sondern auch und
vor allem aus ihnen SchluBfolgerungen zu ziehen, um die Lehren der Vergangenheit
fiir die Gestaltung von Gegenwart und Zukunft nutzbar zu machen.

Diese Grundaufgabe aller Historiographie ist bei der Herausarbeitung des histo-
rischen und dialektischen Materialismus wihrend des 19. Jh. von den Wortfiihrern
der Ideologie der revolutioniren Arbeiterklasse betont worden. Gerade daher richte-
ten Marx und Engels ihre Aufmerksamkeit auch auf die Geschichte der Mathematik,
der Naturwissenschaften und der Technik, weil dort Beziehungen zur Entwicklung
der Produktivkriifte aufzudecken waren, Beziehungen, die von der biirgerlichen
Historiographie bis dahin kaum beriicksichtigt worden waren. So schrieb Marx 1844 :
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,»Die Geschichtsschreibung selbst nimmt auf die Naturwissenschaft nur beildufig Riicksicht,
als Moment der Aufklirung, Nutzl.\chkelt einzelner groBer Enbdeckungen Aber desto prak-
tischer hat die Naturwi ft vermittelst der Industrie in das menschliche Leben ein-
gegriffen und es umgestaltet und die menschliche Emanzipation vorbereitet ... Die Industrie
ist das wirkliche geschlchtllche Verhiltnis der \atur und daher der Naturwissenschaft zum
Menschen; wird sie daher als exoterische Enthiillang der hlichen Wesenskrifte gefaBt.
8o wird auch das menschliche Wesen der Natur oder das natiirliche Wesen des Menschen ver-
standen.** ([L 1.8], S. 543)

Marx und Engels haben in einer Vielzahl von Schriften und AuBerungen die Kraft
der Betrachtungsweise des historischen Materialismus auch an wissenschafts-
historischen Themen demonstriert ; dies wird uns in diesen ,,Vorlesungen‘ oft be-
gegnen. Auch Lenin hat mit Nachdruck auf die Geschichte der Wissenschaften ver-
wiesen. So heiBt es z. B. im ,,Philosophischen Nachlaf*:

»Die Fortfithrung des Werkes von Hegel und Marx muB in der dialektischen Bearbeitung der
Geschichte des Denk der Wi haft und der Technik bestehen.* ([L 1.7],

GemiB dieser Maxime wurde, noch auf unmittelbare Anregung von Lenin, in den
ersten Jahren der jungen Sowjetmacht im Zusammenhang mit dem Neuaufbau der
Sowjetischen Akademie der Wissenschaften in Moskau ein Institut fiir Geschichte
der Naturwissenschaften und Technik gegriindet; es ist heute ein fiilhrendes Welt-
zentrum der Wissenschaftsgeschichte.

Aspekte der Mathematikgeschichte

Seit altersher ist unter Mathematikern ein betrichtliches MaB an TraditionsbewuBt-
sein anzutreffen, ein ausgepriigtes Gefiihl dafiir, den Vorgingern Dank zu schulden
und verpflichtet zu sein, deren Werk weiterzufiihren. So gesehen reichen die Anfinge
der Mathematikgeschichte bis zu dem sog. Mathematikerkatalog des Griechen
Eudemos von Rhodos aus dem 4.Jh. v. u. Z. zuriick. Gerade bedeutende Mathe-
matiker haben auch die Kontinuitit des inneren Zusammenhanges der Entwicklung
der Mathematik sehr klar gesehen und bewuBt betont, indem sie in hochst frucht-
barer Weise historische Betrachtungen mit der Darlegung ihrer eigenen Ergebnisse
verbanden. So gehdren beispielsweise die einleitenden Abschnitte, die Lagrange
seinen Arbeiten vorangestellt hat, auch zu den Kostbarkeiten mathematikhistorischer
Literatur. Man hat in diesem Sinne sogar gesagt, daB keine wissenschaftliche Disziplin
mehr verlieren wiirde als die Mathematik, wenn man sie von ihrer Geschichte trennen
wiirde.

Seit der europiischen Aufklirung kann man davon sprechen, daB sich die Mathe-
matikgeschichte zu einer eigenstindigen Untersuchungsrichtung zu formieren
begann; die Darstellungen der Geschichte der Mathematik von Kistner (1796/1800)
und Montucla (1799/1802) markieren Hohepunkte auf dem Wege der Mathematik-
geschichte zur wissenschaftlichen Disziplin.

Die biirgerliche Historiographie der Mathematik hat wihrend des 19. und noch
withrend des 20.Jh. hervorragende Ergebnisse erzielt, allerdings im wesentlichen
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beschrinkt auf Problemgeschichte und Personengeschichte und auf die ErschlieBung
derartiger Quellen (Anm. 1.2). Die vierbindige Mathematikgeschichte von Cantor
(1880/1908) war lange Jahrzehnte das Standardwerk. Indessen darf nicht iibersehen
werden, daB sich auch in der Historiographie (Anm. 1.3) der Mathematik des 20. Jh.
bei einigen biirgerlichen Autoren Tendenzen zum philosophischen Idealismus, zum
Irrationalismus, Mystizismus und zur reaktioniren Geschichtsschreibung finden und
daB es nur wenige Autoren gibt, die sich bewuBt gegen eine europazentristische Be-
trachtungsweise wenden.

Die marxistische Historiographie der Mathematik beruht methodo]oglsch auf dem
historischen und dialektischen Materialismus. Danach ist jede Wissenschaft eine
gesellschaftliche Erscheinung. Auch die Mathematik ist eine spezifische Form des
gesellschaftlichen BewubBtseins. Sie ist mehr als das Ergebnis der Tradierung von
Kenntnissen und Erkenntnissen, von Theorien und Methoden; sie ist zugleich
geformt von den materiellen und ideellen Interessen der jeweils herrschenden Klassen;
sie ist das Produkt wissenschaftlicher Institutionen und wissenschaftlicher Schulen
und auch abhingig von der sozialen Stellung des Wissenschaftlers und seiner Welt-
anschauung; und Mathematik ist schlieBlich auch Objekt der Wissenschaftspolitik.

Mit anderen Worten: Die Mathematik ist kein autonomes Gebiet, sondern inte-
grierter Bestandteil des gesellschaftlichen Lebens, d.h., Mathematik stand und
steht in stdndiger Wechselbeziehung mit der Produktion und Reproduktion der
materiellen und ideellen Grundlagen des gesellschaftlichen Lebens.

Es ist diese weitgreifende, auf die Erfassung aller fiir die Entwicklung der Mathe-
matik relevanter gesellschaftlicher Ursachen gerichtete Methode, es ist die bereits
erwiesene prinzipiell groBere Leistungsfihigkeit, die die marxistische Historiographie
der Mathematik — bei allem ideologischen Gegensatz — auch in Staaten wie GroB-
britannien, Frankreich und den USA eine stark beachtete, ja geachtete Stellung
erringen lieB.

Die international bekannten sowjetischen Wissenschaftstheoretiker Mikulinskij
und Rodnyj definieren — sehr anspruchsvoll — das Ziel der Wissenschaftsgeschichte
folgendermaBen; es gilt speziell auch fiir die Historiographie der Mathematik:

,,Die Aufgabe der Wissenschaftsgeschichte besteht darin, die fortachreitende Entwicklung der
Wissenschaft in all ihrer Konkretheit und in ihren Wechselbeziehungen mit der anderer
gesellschaftlicher Erscheinungen aufzuzeigen und auf dieser Grundlage die allgemeinen Ge-
setzmiiBigkeiten sowie die konkreten Wege und Bedingungen, die den wissenschaftlichen und
technischen Fortschritt gewahrleisten, sichtbar zu machen.** ([L 1.12], S. 90)

Diese ,,Vorlesungen* versuchen, im Rahmen des vorgegebenen Umfangs, den viel-
filtigen Aspekten nachzugehen und gerecht zu werden, denen die Historiographie der
Mathematik Aufmerksamkeit schenken mu8, um den Gang der Entwicklung der
Mathematik wirklich, wissenschaftlich, d. h. auf die Ursachen eingehend, erfassen
zu kénnen. Es handelt sich im wesentlichen um folgende Aspekte der Entwicklung
der Mathematik :

— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Produktivkrifte
— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Produktionsverhiltnisse
— Problemgeschichte, Begriffsgeschichte, innerwissenschaftliche Zusammenhinge
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— Beziehungen zur Entwicklung der Naturwissenschaften

— Wechselbeziehungen zur Entwicklung der Philosophien und Ideologien

— Geschichte und EinfluB wissenschaftlicher Institutionen und Organisationsformen
— Biographisches

— Bibliographisches

Nach marxistischer Auffassung liegen in der Entwicklung der Produktivkrifte die
letzten Endes entscheidenden Triebkrifte fiir die Entwicklung der menschlichen
Gesellschaft und damit auch fiir die Entwicklung der Wissenschaften. Der direkte
Zusammenhang zwischen der Entwicklung der Produktivkrifte und der Entwicklung
der Naturwissenschaften und der Mathematik wird durch viele historische Fille doku-
mentiert. Aus diesem Zusammenhang erklaren sich Hauptrichtungen der européischen
Mathematik wihrend der Renaissance; nur bei Beriicksichtigung der Entfaltung der
Produktivkrifte erklirt sich letzten Endes die mit dem Ubergang zur Mathematik
variabler GroBen verbundene wissenschaftliche Revolution der Mathematik wihrend
des 17. und 18. Jh. und die gianzlich neue gesellschaftliche Stellung der Mathematik
im Gefolge der Industriellen Revolution des 18. und 19. Jh. Und die Entstehung vieler
Disziplinen der modernen Mathematik wie Spieltheorie, Informationstheorie, Theorie
der linearen Optimierung hingt direkt mit der Verwandlung der Mathematik in eine
unmittelbare Produktivkraft zusammen und beriihrt sogar schon das Verhiltnis der
Mathematik zu den Produktionsverhiltnissen (Anm. 1.4). Solche historischen Uber-
legungen vermitteln auch ein tieferes Verstindnis dafiir, was unter ,,Praxis fiir die
Mathematik zu verstehen ist.

Selbstverstindlich darf man nicht in Primitivismen verfallen und siamtliche Ur-
sachen fiir die Entwicklung der Mathematik im Okonomischen suchen. Der Marxis-
mus erkennt die innerwissenschaftlichen Entwicklungsmomente an, unterstreicht
die Rolle der Weltanschauung, wiirdigt die Leistung der Personlichkeit, wei um die
psychologischen Bedingungen von Kreativitit; diese und andere Faktoren wirken
im Sinne objektiver Ursachen fiir die Entwicklung. Die verschiedene Weltsicht fiihrte
bei Agyptern, Mesopotamiern, Griechen, Indern, Chinesen, Arabern und den Euro-
péern des Mittelalters oder der Neuzeit zu erheblichen Unterschieden in der Philo-
sophie und sogar in den behandelten mathematischen Problemen und den zu ihrer
Lésung benutzten Methoden.

Es entspricht lediglich der notwendigen Beschrinkung im Umfang dieses Buches,
wenn hier das biographische Element, die Schilderung des Suchens und Forschens,
der leidenschaftlichen Parteinahme fiir den Fortschritt der Wissenschaft zuriick-
tritt. Auch die bedeutendsten Gelehrten waren Menschen aus Fleisch und Blut und
lebten unter konkreten — giinstigen und ungiinstigen — Lebensumstéinden, vertraten
politische Ansichten, verfolgten Ziele, besaBen Meinungen und Weltanschauung.
Fiir die Beurteilung, fiir die Einordnung der Mathematiker in die Geschichte gilt
das Wort Lenins, wonach historische Personlichkeiten nicht danach zu beurteilen
sind, was sie, gemessen an den heutigen Erfordernissen, nicht geleistet haben, sondern
danach, was sie im Vergleich zu ihren Vorgingern Neues und Positives geleistet
haben. Die weiterfiihrende, in die Zukunft wirkende Leistung hebt Euklid und
Archimedes, Newton, Leibniz, Euler, GauB und Cantor aus der groBen Schar gleich
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sich Miihender und angestrengt Arbeitender heraus und sichert ihnen fortdauernde
Achtung.

Ohne Begriffsgeschichte — z. B. Geschichte der Begriffe Funktion, Raum, Grenz-

wert, Integral, Gruppe, Korper, Wahrscheinlichkeit, Zahl —, ohne Problemge-
schichte und ohne die Geschichte spezieller mathematischer Disziplinen wiirde das
Bild von der Entwicklung der Mathematik der Kernsubstanz nach verfehlt bleiben
miissen. Hier tritt deutlich und iiberzeugend Dialektik des Denkens zutage ; konkrete
Beispiele stehen fiir die Allgemeingiiltigkeit des dialektischen Materialismus. Gerade
der Begriffsgeschichte hat Lenin eine bedeutende Rolle zugewiesen; so schrieb er
im Jahre 1915:
»,Der Begriff ... enthiillt im Sein ... das Wesen — dics ist wirklich der allgemeine Gang aller
menschlichen Erkenntmsse (a]]er Wlesenschah) iiberhaupt, Dies ist der Gang sowohl der Natur-
wissenschaft, als auch der politischen Ol ie und der Geschichte. Insofern ist die Dialektik
Hegels die Vemllgememerung der Geschichte des Denkens. Es muB eine auBerordentlich dank-
bare Aufgabe sein, dies konkreter, eingehender an der Geschichte der einzelnen Wi haften
zu verfolgen.* ([L 1.7], S. 315)

In der Entwicklung der Mathematik — und das hat die Historiographie der Mathe-
matik entsprechend zu beriicksichtigen — tritt ganz besonders deutlich die Einheit
des Historischen mit dem Logischen zutage: Jede Kenntnis, jede Erkenntnis wurde
in einer konkreten historisch-gesellschaftlichen Situation gewonnen. Der Typ der
Mathematik, ihre Zielstellung und Methoden waren anders in den friihen Klassen-
gesellschaften des alten Agypten oder Mesopotamiens, wo es sich noch fast durchweg
um empirisch gewonnene oder nach Art von Rezepten gehandhabte Mathematik
handelte, anders wiederum in der Periode der ionischen Naturphilosophie, in der die
Mathematik als Wissenschaft geboren wurde, wieder anders in der europiischen
Feudalgesellschaft, in der auch die Mathematik als Magd der Theologie verstanden
wurde, durchgreifend anders in der friihbiirgerlichen Gesellschaft der Renaissance,
der Epoche des Manufakturkapitalismus und der Industriellen Revolution, in der
die Mathematik wenigstens in Umrissen die gesellschaftliche Funktion einer Produk-
tionspotenz erreichen konnte, dies wiederum im historischen Vorgriff auf die Rolle
der Mathematik als Produktivkraft in der heutigen Epoche des Ubergangs vom
Kapitalismus zum Sozialismus/Kommunismus.

Diese Uberlegungen weisen noch auf einen anderen Zusammenhang hin, auf die
engen Bindungen, ja auf das Ineinandergreifen von Mathematik und Naturwissen-
schaften. Eine historische Grundwahrheit sollte man sich bei aller notwendigen Be-
schrinkung vor Augen halten: Die heutige fein siuberliche Trennung von Mathe-
matik und Naturwissenschaften (die erkenntnistheoretisch-philosophisch natiirlich
véllig berechtigt ist) entspricht wohl in der Hauptsache pragmatischen Griinden,
dem Zwang zur Meisterung der Erkenntnisfiille in Lehre und Forschung. Die eigent-
liche historische Entwicklung kennt eine solche Trennung nicht, sondern vielmehr
eine enge Bindung, teilweise in Personalunion. Folgerichtig kann die Historiographie
der Mathematik nur auf dem Hintergrunde der Historiographie der Naturwissen-
schaft die historische Wahrheit vermitteln. Von Galilei bereits stammt jenes pro-
grammatische Wort, daB das Buch der Natur in der Sprache der Mathematik ge-
schrieben sei. Und wie wire der Mathematiker Kepler vom Astronomen Kepler zu
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trennen? Wie wiire sonst die wissenschaftliche Leistung von Newton einzuschitzen
oder die von GauB und von Hilbert?

Uberhaupt zeigt die Geschichte der Mathematik die enge Verflechtung der Mathe-
matik mit anderen Wissenschaften. Je niher man an unsere Gegenwart herankommt,
um so deutlicher wird der enge Zusammenhang zwischen der Entwicklung der Mathe-
matik und der Entwicklung gesellschaftswissenschaftlicher Disziplinen, z. B. der
Okonomie; man denke an die Entwicklung solcher Disziplinen wie Statistik, mathe-
matische Optimierung, Spieltheorie.

Sehr alt ist die enge Beziehung zwischen Mathematik und philosophischem Denken;
sie ist quellenmiBig schon seit der Zeit der griechisch-hellenistischen Antike belegbar:
Man denke an die Bedeutung sowohl der materialistisch orientierten ionischen
Naturphilosophie als auch der pythagoreischen Schule bei der Herausbildung der
Mathematik als Wissenschaft, man denke an den Zusammenhang zwischen Mathe-
matik und dem philosophischen System des objektiven Idealismus bei Platon, an die
Stellung der Mathematik innerhalb der Erkenntnistheorie des Aristoteles, an die
Rolle philosophischen Denkens bei der Herausbildung einer Mathematik der verinder-
lichen GréBen, an die Schwierigkeiten bei der Bewiiltigung des Begriffes des Unend-
lichen etwa bei Grenziibergingen, an das enge Wechselverhiltnis zwischen euro-
piischer Aufklirung und mathematisch-naturwissenschaftlichem Denken, an die
Beziehungen zwischen Philosophic und Mathematik bei Descartes und Spinoza, bei
Leibniz, Kant, Cantor und Hilbert.

Ziele der Vorlesung ,,Geschichte der Natur-
wissenschaften/Mathematik

Die Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik nehmen an den Hochschulen und
Universititen der DDR einen festen Platz im Ausbildungsprogramm der Diplom-
lehrer fiir Mathematik/Physik und der Diplommathematiker ein. Selbstverstindlich
verfolgen diese Vorlesungen keinen Selbstzweck, sondern haben Erziehungsaufgaben
zu erfiillen, die weit iiber eine bloBe Kenntnisvermittlung hinausgehen. Der Minister
fiir Hoch- und Fachschulwesen in der DDR, Prof. Dr. h. ¢. H.-J. Béhme, hat die
Aufgabe der Vorlesungen zur Geschichte der Naturwissenschaften und zur Geschichte
der Medizin (die Vorlesungen zur Geschichte der Mathematik sind ein Teil des
gesamten wissenschaftshistorischen Lehrprogramms in der DDR) im Sommer 1977
folgendermaBen bestimmt :

,»Wir erwarten von der Ausbildung in der Wi haff hichte, daB sie zur weiteren Aus-

pmgung des sozmhstnschen BewuBtseins unserer Studenten beitriigt, daB der untrennbare Zu-

h gesellschaftlicher und wissenschaftlicher Entwicklung im historischen

ProzeB tiefer studlerc und erfaBt und damit auch das grundlegend Neue der Stellung der

haft und der gesellschaftlichen Verantwortung des Wissenschaftlers im Sozialismus

bewuBter wird. Deshalb verlangt die inhaltliche Erarbeitung und die Durchfithrung dieser
Lehrveranstaltung besondere Sorgfalt und Unterstiitzung.* ([L 1.3], S. 227)
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Es hat lange und ausfiihrliche Beratungen gegeben, ehe ein Lehrprogramm fiir das
Lehrgebiet ,,Geschichte der Naturwissenschaften/Mathematik‘ aufgestellt und im
Herbst 1977 in Kraft gesetzt werden konnte. Verschiedene Variationen haben zur
Wahl gestanden; mit den giiltigen Lehrprogrammen hat man sich fiir das chrono-
logische, das historische Vorgehen entschieden. Das bedeutet: Es sollen Stand,
Reichweite, Methoden und Perspektiven der Mathematik in den jeweiligen Gkono-
mischen Gesellschaftsformationen dargestellt werden, und zwar als Teil des gesell-
schaftlichen Lebens der entsprechenden Perioden. Dabei soll im Interesse eines
marxistischen Geschichtsbildes auf die Darlegung der Wechselwirkung der Ent-
wicklung der Mathematik mit der Entwicklung der Produktivkrifte, mit der Ent-
wicklung der Naturwissenschaften und des philosophischen Denkens besonderer Wert
gelegt werden. Die ,,Vorlesung zur Geschichte der Naturwissenschaften/Mathematik*
dient somit auch zur Vorbereitung auf die im Studienplan nachfolgende Lehrver-
anstaltung ,,Philosophische Probleme der Mathematik‘.

Indessen kann — schon aus Zeitgriinden — nicht die Entwicklung der gesamten
Mathematik beriicksichtigt werden. Es werden hier solche Teilgebiete der Mathe-
matik historisch dargestellt, die ihrerseits Gegenstand der mathematischen Vor-
lesungen gemiB den beiden giiltigen Studienprogrammen fiir die Mathematik-
ausbildung sind. In der Anordnung des Stoffes, also der Verteilung des Stoffes auf
156 Vorlesungen, wird das Lehrprogramm fiir das Lehrgebiet ,,Geschichte der Natur-
wissenschaft/Mathematik* zugrunde gelegt.

Themengruppe 1: Einfithrung in das Fachgebiet.

Themengruppe 2: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in den
altorientalischen Klassengesellschaften und der klassischen an-
tiken Sklavereigesellschaft.

Themengruppe 3: Die Naturwissenschaften, inshesondere die Mathematik, in der
feudalen Gesellschaftsordnung.

Themengruppe 4: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Epoche des Ubergangs vom Feudalismus zum Kapitalismus.

Themengruppe 5: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Zeit der Industriellen Revolution und der Festigung des Kapita-
lismus.

Themengruppe 6: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Periode des entwickelten Kapitalismus und des Ubergangs zum
Monopolkapitalismus.

Themengruppe 7: Die Naturwissenschaften, insbesondere die Mathematik, in der
Epoche des Ubergangs vom Kapitalismus zum Sozialismus/
Kommunismus.

Dem Lehrprogramm entsprechend entfallen auf die sieben Themengruppen die
folgenden Vorlesungen:

Themengruppe 1: Vorlesung 1
Themengruppe 2: Vorlesungen 2, 3, 4
Themengruppe 3: Vorlesung 5
Themengruppe 4: Vorlesungen 6, 7, 8, 9



Ziele der Vorl Geschichte der Naturwi haften/Mathematik* 23

Themengruppe 5: Vorlesungen 10, 11
Themengruppe 6: Vorlesungen 12, 13
Themengruppe 7: Vorlesungen 14, 15

Literaturhinweise

Es gibt eine riesige Fiille mathematikhistorischer Literatur; sie umfa8t Mono-
graphien, spezielle Forschungsergebnisse in Zeitschriftenartikeln, populdrwissen-
schaftliche Darstellungen und erscheint in allen entwickelten Staaten der Erde.
Gegenwirtig sind die Sowjetunion, die USA, Frankreich, GroBbritannien, Italien,
Kanada, die BRD, Osterreich, die Schweiz, die DDR, die Niederlande, Dinemark,
die CSSR und Indien Linder mit besonders deutlich ausgewiesenen mathematik-
historischen Aktivitaten. In vielen Lindern der Erde werden mathematikhistorische
Vorlesungen gehalten, die ihren Niederschlag zum Teil auch in Lehrbiichern gefunden
haben.

Im folgenden wird fiir Studierende aus der DDR eine beschrinkte Auswahl von
Literatur zur Geschichte der Mathematik angegeben, die begleitend zu diesen ,,Vor-
lesungen* gelesen werden sollte; spezielle Literatur wird den jeweiligen Vorlesungen 1
bis 15 hinzugefiigt. Fiir die hier folgende Auswahl an grundlegender weiterfiihrender
Literatur waren die AnpaBbarkeit an Lehrveranstaltungen, die Einschitzung der dem
Studenten zum Selbststudium zur Verfiigung stehenden Zeit, der Gebrauchswert fiir
die dem Studium nachfolgende Berufstitigkeit, aber auch die Verfiigbarkeit maB8-
gebend.

Bernal, J. D.: Die Wi haft in der Geschichte. 3. Auflage. Berlin 1967 (= [LA 2])
Struik, D. J.: AbriB der Geschichte der Mathematik. 6. Auflage. Berlin 1976 (= [LA 32])

Autorenkollektiv unter Leitung von A.P.Julkevié: Geschichte der Math ik (russ.).
Bd. 1 und 2, Moskau 1970; Bd. 3, Moskau 1972 (= [LA 11])

Tropfke, J.: Geschichte der El th tik. 7 Binde. Bd. 1 bis 4, 3. Aufl., Berlin 1930/
40; Bd. 5 bis 7, 2. Aufl., Berlin 1921/24. Bd. 1. 4. Aufl., Berlin/New York 1980 (= [LA 33])

Kedrovskij, O. I.: Wechselbeziehungen von Philosophie und Math ik im geschichtlich

Entwicklungsp 8. (Ub g aus dem Russischen.) Leipzig 1984 (= [LA 19])

Biographien bed der Math iker. Ed. H. WuBing, W. Arnold. Berlin 1975, 3. Aufl. 1983
(=[LA3)

Schrif ihe zur Geschichte der Naturwissenschaften, Technik und Medizin. NTM. Leipzig,
seit 1960. Begriindet durch G. Harig 1, A. Mette 1. Ed. R. Sonnemann, D. Tutzke, H. WuBing.

Tstorik iteskije issled ija (russ.). Moskau —Leningrad, seit 1948

Historia mathematica. San Diego, New York, Boston, London, Sydney, Tokyo, Toronto. Seit
1974
d haftl

Biographienreihe: Biographien herv Naturwi tler, Techniker und Medizi
Teubner-Verlag Leipzig. Ed. D. Goetz, E. Wichtler, I. Jahn, H. Remane, H. WuBing

Biographien bedeutender Physiker. Ed. W. Schreier. Berlin 1984 (= [LA 4])
Geschichte der Naturwi haften. Ed. H. WuBing. Leipzig 1983 (= [LA 12])
Philosophenlexikon. Ed. E. Lange, D. Alexander. Berlin 1982 (= [LA 28])




Vorlesung 2

Anfinge der Mathematik. Altdgypten. Mesopotamien

Keilschrifttext BM 15285, Vorderseite, ca. 22 cm X 13 cm



26 Vorlesung 2

Anfdnge der Mathematik

Die Anfinge

Die Geschichte der hlichen produktiven Titigkeit, des Denkens und der
Sprache begann mit dem Auftreten des homo sapiens um 50000 v. u. Z. und der seit-
dem bis etwa 10000 v. u. Z. erfolgenden H bildung der Urgesellschaft. Mit dem
homo sapiens lag aus bxologmcher Sicht der moderne Menach vor alle folgenden Ent-
wicklungen sind Ergebnisse sozialer Pr i

Abb. 2.1. G trische Orn te auf TongefaBen der jingeren
Steinzeit

In der Auseinandersetzung mit seiner Umwelt kam der Mensch der Urgesellschaft
auch zu ersten mathematischen und astrc ischen Kenntnissen. Archiologische
Funde (Waffen, TongefiBe, Webereierzeugnisse u.a. m.) weisen vollendete geo-
metrische Ornamente auf, und Unt hungen an noch existierenden Gentilstimmen
geben uns Anh&ltspunkte, daB bereits damals Ansitze von Zahlensystemen und
Kalend bekannt waren (Abb. 2.1).

Die erste Etappe auf dem Weg zum Zahlbegriff war das Erkennen solcher Unter-
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schiede wie viel und wenig, groBe und kleine Anzahl, die begriffliche Unterscheidung
von Eins und Viel. In der Folgezeit scheinen daraus Zweier- und Dreiersysteme ent-
standen zu sein, Noch heute benutzen Stamme Melanesiens, Australiens, Siidamerikas
und Siidafrikas Zweiersysteme.

Obwohl der Einzelmensch der Friihzeit nur in Besitz weniger Zahlworte war,
konnte gemeinschaftlich doch eine groBe Zahl erfaBt werden, z. B. beim Zihlen von
Viehherden. An Hand seiner 10 Finger zihlt die erste Person die vorbeilaufenden
Tiere ab, die zweite Person zéihlt mit ihren Fingern, wie oft bei der ersten beide Hinde
voll waren, usw. Drei Personen kénnen so sicher bis 1000 zihlen, obwohl jeder
einzelne Mensch nur bis 10 zihlen kann.

Anfangs waren dxepenutzten Zahlworte von den gezihlten Gegenstinden abha,nglg \
Die Fidschi-Insulaner sagen z. B. bole fiir 10 Kihne, aber karo fiir 10 Kokosniisse.

In einem langen Proze8 vollzog sich die Ablosung des Zahlwortes von der konkreten
geziihlten Mengg. Einen der historischen Schritte stellt die Zuordnung zwischen ver-
schiedenen konkreten Mengen und einer Reprisentationsmenge dar. Dabei haben
hauliche Reprisentatic — 5 Finger einer Hand, 10 Finger, 20 Finger
und Zehen, 12 Knochel — auch ben der Herausbildung arithmetischer Operationen
eine wesentliche Rolle gespielt, ebenso wie bei der Wahl einer(Basis fiir das Zahlen-
system (Abb. 2.2). Die Azteken zihlten zur Basis 5, die Agypter zur Basis 10, die

eer |11 (M1 H IIIIITTTT
l

Zehner —— —

Abb. 2.2. Chinesische sog. Bambus-
Hunderter wie Einer ziffern. Zahlensystem zur Basis 10

Kelten und Grusinier zur Basis 20; Reste davon gibt es in der mesopotamischen
Mathematik und sogar noch heute in der franzésischen und dénischen Sprache
(beispielsweise franz. 80 = 4 - 20; quatre-vingt).

Alle diese Entwicklungen im Zahlbereich setzten bedeutende Erkenntnisse und
beachtliche Abstraktionsleistungen bei den Menschen der Urgesellschaft voraus:
eineindeutige Zuordnung zwischen abstrakten Zahlworten und der Quantitit kon-
kreter Dinge, additiver Aufbau der Zahlenreihe, Benutzung einer Zahl als Basis
eines Zahlensystems. Am Ende der Urgesellschaft — die Urgesellschaft endete in
verschiedenen Gebieten der Erde zu unterschiedlichen Zeiten, am friihesten in den
Stromtéilern des Euphrat, Tigris, Nil, Indus, Huangho — lagen nachweislich ent-
wickelte Zahlensysteme vor.

Agrarische Revolution

Im 8. Jt. v. u. Z. begann in einigen geographischen Regionen der Erde mit der Ab-
16sung der Jagd- und Sammelwirtschaft durch Ackerbau und Viehzucht (erste gesell-
schaftliche Arbeitsteilung) eine entscheidende Verinderung im Verhaltnis der Men-
schen zur Natur und zugleich im Verhiltnis zwischen den Menschen. In seiner Be-
deutung ist dieser Umwilzungsproze8, den man als agrarische Revolution bezeichnet,
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kaum zu iiberschitzen. Er fiihrte zur Auflésung der Urgesellschaft und zur Ent-
stehung einer auf Agrarproduktion beruhenden Klassengesellschaft, des Privateigen-
tums und des Staates. Mit dem Ubergang zur Klassengesellschaft ist auch der Uber-
gang von mathematischen und astronomischen Kenntnissen zu entsprechenden ge-
sellschaftlichen Erkenntnissen verbunden; die spitere Herausbildung von Wissen-
schaften wurde eingeleitet.

Mit der Agrarproduktion verstirkte sich die Notwendigkeit, sich in Zeit und Raum
zu orientieren. Es galt, landwirtschaftliche Termine (Aussaat, Ernte u. i.), periodisch
wiederkehrende Ereignisse (Uberschwemmungen des Nils, des Indus) festzulegen und
vorauszusagen, FeldgréBen zu bestimmen, Berechnungen zum Bau von Bewisse-
rungskanilen durchzufiihren u. é. m. Das fiihrte z. B. zur Beherrschung der arith-
metischen Grundoperationen, zu geometrischen Aufgaben, zur weiteren Ausbildung
der Zeitrechnung und des Kalenderwesens. Noch in der letzten Phase vollzogen sich
weitere gesellschaftliche Arbeitsteilungen, eine zweite mit der Herausbildung einer
breiten Schicht von Handwerkern und eine dritte, die Entstehung einer sozialen
Gruppierung von Hindlern und Kaufleuten.

Vor allem Handwerk und Handel und die damit verbundene Entwicklung der
Produktivkrifte ermdéglichten und stimulierten in einer auf Agrarproduktion be-
ruhenden Klassengesellschaft die Herausbildung und Weiterentwicklung wissen-
schaftlicher Erkenntnisse. Fiir die konkrete Form und das Niveau der erzielten Er-
gebnisse erwies sich — bei im Prinzip gleichem Entwicklungsstand der Produktiv-
krifte — die Weltanschauung der jeweiligen Vélker von groBer Wichtigkeit. Trotz
aller Unterschiede kann man aber feststellen, daB die Mathematik der auf Agrar-
produktion beruhenden Klassengesellschaft ein bestimmtes Niveau nicht iiberschritt,
auch nicht zu iiberschreiten brauchte: Sie war im wesentlichen elementare Mathe-
matik der konstanten GroBen.

Unsere Kenntnisse iiber die Entwicklung der Mathematik bei den verschiedenen
Vélkern sind sehr unterschiedlich. Kennen wir die altdgyptische Mathematik nur fir
einen ziemlich engen Zeitraum, so ermdglicht uns das wesentlich reichhaltigere
Quellenmaterial aus den mesopotamischen Kulturen, gewisse Entwicklungslinien
der dortigen Mathematik zu charakterisieren. Die Entwicklung der griechisch-
hellenistischen Mathematik konnen wir sogar aus inneren Griinden — d.h. nicht
nur infolge duBerer historischer Ereignisse — periodisieren.

Dagegen wissen wir fast nichts iiber die mathematischen Kenntnisse der Indus-
kultur (man schrieb auf Palmblittern und dhnlich leicht verginglichem Material),
der Perser und anderer altorientalischer Vélker. Schwer datierbar sind auch die
mathematischen Kenntnisse der vedischen Inder und die der Chinesen vor dem
6.Jh. v. u. Z., da hier die miindliche Tradierung des erworbenen Wissens iiberwog
und die schriftliche Fixierung erst relativ spit einsetzte (in Indien z. B. erst im
5.Jh.u. Z.).

Die Wissenschaftstraditionen vieler ehemals kolonialer Vélker, z. B. Siidostasiens,
Lateinamerikas und Afrikas, sind von den europiischen Kolonialherren nicht er-
forscht oder ihre Zeugnisse vernichtet worden; das trifft z. B. auf das Kulturgut der
Mayas zu. So ist es eine schwere Aufgabe, die vor diesen Vélkern bei der Erforschung
ihrer eigenen kulturellen und wissenschaftlichen Errungenschaften steht. GroB8e Be-
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miihungen zur Entwicklung der Wissenschaftsgeschichte, die auch bereits von be-
achtlichen Erfolgen gekront wurden, gibt es z. B. in Japan, in Indien, in den ara-
bischen Lindern, im Iran, in einigen afrikanischen Staaten und vor allem in den be-
treffenden Unionsrepubliken der UdSSR.

Mathematik im alten Agypten und in Mesopotamien

Agyptische Mathematik

Kenntnisse iiber die agyptische Mathematik vermitteln fiinf mathematische Papyri,
von denen die bedeutendsten der sogenannte Papyrus Rhind (benannt nach dem
Englander Rhind, der ihn kaufte) und der Moskauer Papyrus (benannt nach seinem
jetzigen Aufbewahrungsort) sind. Diese beiden mathematischen Dokumente ent-
standen wahrscheinlich im (18. Jh. v. u. Z., obwohl sie auf Grund ihres Inhalts auf
iltere Vorlagen zuriickgehen miissen. Neben den mathematischen Papyri gibt es
noch andere, z. B. juristische Dokumente, die indirekt iiber die gesellschaftliche
Stellung der Mathematik Auskunft geben. Der Ubergang von der Urgesellschaft zur
Klassengesellschaft vollzog sich im Niltal Anfang des 3. Jt. und war ca. 2800 abge-
schlossen. Bauwesen (Pyramiden), Holzbearbeitung, Schiffbau, Weberei, Metall-
verarbeitung machten bedeutende Fortschritte, die Schrift entwickelte sich.

Der gesellschaftliche Differenzierungsproze8 hatte den Stand der sog. Schreiber
hervorgebracht. Sie stellten die Verwaltungsfachleute des Staates dar, waren teilweise
mit betrachtlicher Macht ausgestattet und gehérten der herrschenden, ausbeutenden
Schicht an. Sie trieben die Steuern ein, dirigierten riesige Arbeitsheere, iibten die
Gerichtsbarkeit aus und — sie praktizierten mathematische Kenntnisse: Probleme
der Feldver g, ondere nach den stindig wiederkehrenden Niliiber-
schw ngen, Berechnungen der Steuern und Abgaben, Berechnung der GroBe
von Vorratsbehiltern, Projektierung von Bauwerken usw. Mit derartigen Fragen
befassen sich auch die mathematischen Papyri (Anm. 2.1).

Interessant sind auch Dokumente zur gesellschaftlichen Stellung der Schreiber:
So ermahnt ein Schreiber einen anderen, seine Kenntnisse zu erweitern, unter Ver-
weis auf die wichtige Stellung des Schreibers:

»Man gibt Dir einen See auf, den Du graben sollst. Da kommst Du zu mir, um Dich nach dem
Proviant fiir die Soldaten zu erkundigen und sagst: ,Rechne ihn mir aus.’ Du lé8t Dein Amt im
Stich, und es fillt auf meinen Nacken, daB ich Dir seine Ausiibung lehren mu8 ... Denn sieh,
Du bist ja der erfahrene Schreiber, der an die Spitze des Heeres steht. Es soll (also) eine Rampe
gemacht werden, 730 Ellen lang und 55 Ellen breit, die 120 Késten enthilt und mit Rohr und
Balken gefiillt ist; oben 80 Ellen hoch, ... Man erkundigt sich nun bei den Generilen nach dem
Bedarf an Ziegeln fiir sie, und die Schreiber sind allesamt versammelt, ohne daB einer unter
ihnen etwas weiB. Sie vertrauen alle auf Dich und sagen: ,Du bist ein erfahrener Schreiber,
mein Freund; so entscheide das schnell fiir uns ... ([L 2.9], S. 120)

Die mathematischen Bezeichnungen und Begriffe weisen noch ganz deutlich auf
ihren Ursprung aus dem Konkreten hin: So ist das Schriftsymbol (Hieroglyphe)
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fiir ,,zerbrechen‘ synonym mit Subtraktion. Die Variable, d. h. die gesuchte GroBe
in Gleichungen, wird mit dem Zeichen fiir Haufen, Menge wiedergegeben. Ein kleines

HohlmaB, némlich v?'?ll\o_des Scheffels, wurde durch die Hieroglyphe o bezeichnet und

diente zur Bezeichnung des Stammbruchs. Spiter wurde aus o ein Punkt, und eine
Zahl mit dariibergesetztem Punkt bezeichnete den entsprechenden Stammbruch:

. 1
3=—.
3

Das System der Zahlen war dezimal aufgebaut, stellte aber kein Positionssystem

dar: Jede der Zehnerpotenzen — bis 10* — besa8 ein Indxvndualzelchen die Zahlen
Wurden durch deren Reihung gebildet (Abb. 2.3; Abb. 2.4).

@ ] ﬁ Abb. 2.3. Agyptische Individualzeichen

fiir Zehnerp bis 10® und ,,Viel*
@ ﬂ ﬂ | Abb. 2.4. Die Zah] 2246 durch Reihung der

Indlvulnn g

Die Rechentechnik der Addition und Substraktion war einfach durch Abzéhlung
zu bewiltigen. Multiplikation und Division beruhten hauptsichlich auf fortgesetztem
Verdoppeln und ﬁ albieren. Der Schreiber strich die zu addierenden Posten an:

Beispiel1: 13.12 /1 12

2 24
/4 48
/9 96
156
Beispiel 2: 21:8 1 8
/2 16
/2 4
4 2
/8 1
24248

Bemerkenswerterweise war die Bruchrechnung auf dem Rechnen mit Stamm-

briichen aufgebaut. Demgemi8 stellte fiir den Schreiber %kein Ergebnis, keine Zahl
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dar, sondern eine Divisionsaufg&be mit der Losung 3 + 15. Folgerichtig enthdlt der

n=75,...,101, in Stammbriiche. Bei genauer Betrachtung (Anm. 2.2) zeigt sich
sogar, daB stets eine ,,kanonische‘* Zerlegung verwendet wird, die z. B. die Zerlegung

= % + 1 vermeidet.

Welche Haupttypen von Problemstellungen kommen nun in den Texten vor?
Eine groBe Rolle spielen die sog. p§w-Rechnungen: p§w kommt von idgyptisch
,,kochen* (psf). Das Wort wird gebraucht zur Kennzeichnung der Brot- und Bier-

hersbellung. Das Verhiltnis g = -ll- der verwendeten Getreidemenge bzu der Anzahla

der Brote bzw. der Bierkriige ist ds.nn ein MaB fiir die Qualitit von Brot bzw. Bier.
Die péw-Rechnungen zielen darauf ab, einé der drei GroBen aus den beiden anderen
zu berechnen, wobei noch Umrechnungsverhaltmsse der einzelnen Getreidearten,
b = ub’, zu beriicksichtigen sind.

»Form des Berech von 13 Scheffeln oberigyptischen Getreid

Wenn man Dir nennt 13 Scheffel oberdgyptischen Getreides,
(sie) umrechnend in

18 Kriige Bier, (als Kriige von) Spelt —

Dattelersatz (— Bier). Siehe

(1 Krug) Spelt-Dattelersatz (— Bier)

ist 21/;. Rechne du mit 215, um

zu finden 13. Siehe: er hat gesagt: eine (einfache Zahl) 13

ist diese 13 Scheffelzahl. Es entstehen 6 mal.

Rechne du mit 6, um zu finden 18.

Es entstehn 3 mal. Siehe: es ist das Backverhiltnis

3. Du hast richtig gefunden.* ([L 2.6], S. 92)

Vergleichsweise abstrakter ist der Typ der sog. hau-Rechnungen, die auf die Auf-
l6sung von Gleichungen hi laufen. Die Hieroglyphe fiir Haufen, Menge steht an
Stelle der zu bestimmenden GréBe. Es folgt ein besonders klares Beispiel einer linearen
Gleichung; die Ubertragung in heutige Formelsprache ist ohne Schwierigkeiten
moglich:

, Form der Berechnung eines Haufens, gerechne!‘\l — ms,l | zugammen mit

(@ Er ist gekommen bis 10. Der Haufe nun nennt sich?
Berechne du die GroSe dieser 10 iiber dieser 4. Es entsteht 6.

Rechne du mit 1 %, um zu finden 1. Es entsteht %.
Berechne du %- von diesen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 nennt sich.

Du hast richtig gefunden.* ([L 2.6], S. 114)

Es soll also die Gleichung i z + 4 = 10 aufgelost werden. Im ersten Schritt rechnet

der Schreiber -g-z 10 — 4 = 6. Das Reziproke von —:;- |st —. Mit diesem Fak-
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tor werden beide Seiten der Gleichung multipliziert: 1.z = z 6 = 4. Der Schrei-
ber erhilt die Losung z = 4. s

Eine Passage aus einem anderen mathematischen Dokument erfordert die Behand-
lung des Gleichungssystems

% + y* = 100, y=%x

mit der Lésung z = 8, y = 6. Dies bedeutet das Auftreten des pythagoreischen
Zahlentripels 2 - 3,2 - 4,2 . 5. Aber es gibt keinen Beleg dafiir, daB die altégyptischen
Mathematiker den Sachverhalt kannten, den wir heute als Satz des Pythagoras
bezeichnen. Dagegen werden mehrfach und sehr durchsichtig arithmetische und
geometrische Reijhen behandelt; in lakonischer Form z. B. folgendermaBen:

»Inventar eines Haushaltes:

T'Hiuser 2401 Getreideihren
49 Katzen 16807 hekat (ein GetreidemaB)
343 Miuse zusammen: 19606 ([L 2.12], S. 121, engl.)

Der Sinn der Aufgabe, in dem sich auch die Verehrung der Agypter fiir Katzen
widerspiegelt, ergibt sich daraus, da8 ein Hauswesen aus 7 Héusern besteht ; in jedem
Haus leben 7 Katzen, jede von ihnen friBt 7 Mause, von denen jede 7 Ahren gefressen
hiitte, aus jeder von ihnen wiren 7 hekat Getreide als Ernte hervorgegangen.
SchlieBlich seien noch einige Bemerkungen zur altégyptischen Geometrie gemacht.

Es gab ein Aquivalent fiir den Begriff des Winkels. Einfache und z zusammengesetzte
Flidchenzerlegungen und Berechnungen geradlinig begrenzter Flichen sowie Volumen-
bestimmungen wurden vorgenommen. Die Berechnung der Kreisfliche wurde meist

2
mit dem Niherungswert = ~ 3 geleistet, gelegentlich auch mit ;- A (%) . Das
Glanzstiick der altigyptischen Mathematik stellt die exakte Angabe des Volumens
eines Pyramidenstumpfesdar, dieauf die Anwendungder Formel V = % (a®+ ab + b?)

hinauslduft (Abb. 2.5). Der Text liBt keine Entscheidung dariiber zu, ob ein gerader
oder ein schiefer Pyramidenstumpf gemeint ist und wie das Ergebnis gefunden wurde.

Mesopotamische Mathematik

In Mesopotamien, dem ,,Zwischenstromland‘‘ zwischen Euphrat und Tigris, begann
der Ubergang zur Klassengesellschaft im 5.Jt.; mit der Entstehung sumerischer
Stadtstaaten im 4. Jt. war er abgeschlossen. Von den Sumerern wurden die Grund-
lagen fiir das kiinftige hohe Niveau der mesopotamischen Mathematik gelegt. Aus
einer der sumerischen Stddte, Uruk besitzen wir die ersten mathematischen Texte.
Weitere erhaltengebliebene Tontafeln mathematischen Inhalts stammen aus der
Zeit des altbabylonischen Reiches, ca. 1800—1530 v. u. Z. (Anm. 2.3).

Inder Mitte des 3. Jt. geniigte die Stadtstaatstruktur den auf groBraumige Organi-
sation angewiesenen Erfordernissen der Bewisserungswirtschaft nicht mehr; es ent-
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Abb. 2.5. Originaltext zur Pyramidenstumpfaufgabe. Aus dem Moskauer Papyrus

stand das erste GroBreich, das der semitischen Akkader. Diese kniipften an die wissen-
schaftlichen Traditionen der Sumerer an und fihrten sie weiter. Auf diese Weise
erhielt sich die sumerische Wissenschaft unter der Herrschaft der Babylonier, Assyrer
und sogar noch der Perser.

Gegen Ende des 2.Jt. ging die auf FluBtalbewisserung beruhende Stromtal-
zivilisation Mesopotamiens zugrunde. Das politische Zentrum verlagerte sich nach
Vorderasien und in die Agiiis; das wissenschaftliche Zentrum verschob sich in die
Agiis. (Zur gleichen Zeit erlebten Indien und China groBe wissenschaftliche Bliite-
zeiten.) Dennoch blieb z. B. Babylon infolge der relativen Toleranz der persischen
Eroberer noch jahrhundertelang ein bedeutendes Kulturzentrum. Dies schuf die
Méglichkeit zur Weitergabe des mesopotamischen Wissensschatzes an Perser, Phoni-
zier und schlieBlich sogar noch an die Griechen.

Gemessen an der dgyptischen stand die mesopotamische Mathematik auf einem
wesentlich hoheren Niveau. Aber auch hier war sie primir von den gesellschaftlichen
Anforderu.ngen gepragt Typisch fiir Mesopotamien war ein ausgebreitetes System

ung; folgencht:g nehmen Wasserbauprobleme wie Kanalbau,
T"' bau, Feldver g einen hervorragenden Anteil in den mathematischen
Texten ein. Hervorzuheben ist auch der auBerordentlich hohe Stand der Rechen-
technik, die, wie sich noch zeigen wird, schon Ziige echter algebraischer Verfahrens-
weisen enthilt. Diese auffillige Erscheinung erklirt sich wohl auch daraus, daB
Mesopotamien gezwungen war, einen ausgedehnten Handel — Holz, Steine, Erze —
zu unterhalten, da es kaum entsprechende natiirliche Reichtiimer besa8.

Im Unterschied zu Agypten sind aus Mesopotamien verhiltnisméBig viele mathe-
matische Dokumente erhalten geblieben; sie waren in Keilschrift auf Tontéfelchen
geschrieben (Abb. 2.6). Ubrigens hat man bei Ausgrabungen ganze ,,Bibliotheken*

von Keilschrifttafeln gefunden, die u.a. Wi haftliches, Gesetze, Verwaltungs-
vorginge, aber auch Heldensagen und Religidses enthalten, z. B. eine Vorform der
Smtﬂntlegende der Bibel.

Die mathematischen Dok te sind so zahlreich und stammen aus so verschie-
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denen Zeiten, da8 es (im Unterschled zur altidgyptischen Mathematik) méglich wurde,
die Entwicklung der pot Mathematik iiber einen langen Zeitraum
wenigstens in Umrissen zu rekonstruieren. Ungefihr 60 Keilschrifttafeln sind tiber-
setzt; dazu kommen noch ca. 200 Zahlentafeln. Mehrere tausend Tafeln sind noch
nicht entziffert bzw. in einer modernen Sprache ediert.

'W

-o 7

(’"’

Abb 2.6. Ausachmtt aus dem Keilschrifttext BM 85194 (ca. 9,6 cm X 9,6 cm).

zur Berechnung der Breite der Grabensohle bzw. Dammkrone bei ring-
fornngem Wall

Einer der bemerkenswertesten Ziige der babylonischen Mathematik besteht darin,
daB sie ein hervorragendes Zahlensystem entwickelt hat, und zwar ein Positions-
gmr Bagis 60. Dazu wurden ewei Zeichen verwendet, ein Keil | und ein

aken ‘ ; der Keil steht fiir die Einheit, der_Haken fiir das Zehnfache, Aus den
beiden Zeichen werden durch Reihung die 60 Ziffern kombiniert; also bedeutet
etwa

{

i
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soviel wie 23. Alle Ziffern und Zahlen sind aber zugleich mk Sexsgeslma]system zu
verstehen - r ‘bedeutet soviel wie 1- 60« und { soviel wie 10 - 60% mit & ganz 2 0.
Eine Zahl wie

{
T
q(

kann also, da im Babylonischen kein ,,Komma** existierte sowohlals1 - 60% 4 54 .60
+ 1-60 + 22 oder auch als 1-60 + 54-60° + % + ng gelesen werden. Die
Bruchrechnung kann somit sozusagen im Bereich der ganzen (positiven) Zahlen
durchgefiihrt werden. ’

Bei praktischen Rechnungen ergibt sich bei dieser groBen Basis eines Positions-
systems die gemeinte Zahl aus deren GréBenordnung oder aus dem Sinn der jeweiligen
Aufgabe. Listiger war der Umstand, daB im Positionssystem nicht besetzte Stellen
schwer deutlich gemacht werden konnten, da kein Zeichen fiir die Null existierte;
man half sich durch Zusammenziehen zusammengehériger Ziffernbestandteile. In der
spiten babylonischen Mathematik, vermutlich seit dem 6. Jh. v. u. Z., also seit der
Perserzeit, kam ein inneres Liickenzeichen, eine Art Nullzeichen, auf.

Das sexagesimale Positionssystem war auBerordentlich leistungsfihig und allen
spiteren Zahlensystemen der Antike iiberlegen (Anm. 2.4). Daher wurde es u. a. von
den griechisch-hellenistischen Mathematikern dort verwendet, wo viele und ausgiebige
Rechnungen durchgefiihrt werden muBten, d. h. insbesondere in der Astronomie.
Mit dem hellenistischen Mathematiker und Astronomen Ptolemaios (2. Jh. u. Z.) hat
sich das sexagesimale Zahlensystem in der Astronomie durchgesetzt ; er schrieb:

,»Im allgemeinen werden wir die Ansitze der Zahlen nach dem Sexagesimalsystem machen,
weil die Anwendung der Briiche (d. h. der gewdhnlichen, im griechischen Zahlsystem be-
zeichneten Briiche; Wg) unpraktisch ist.* (L 2.11], I, 8. 25)

Mit der Ubernahme durch die griechisch-hellenistische Astronomie gelangte das
Sexagesimalsystem nach Europa und damit auch die Einteilung des Vollwinkels in
360 Grad, der Grad zu 60 Minuten von je 60 Sekunden.

Indessen hat das Sexagesimalsystem einen Nachteil: Das kleine Einmaleins geht
bis' 59 mal 59. Das babylonische Zahlensystem hat daher nur dann einen hohen
Gebrauchswert, wenn geniigend viel Multiplikationstafeln vorhanden sind. Tat-
siichlich sind diese Tafeln auch gefunden worden; sie gehorten offenbar zum Hand-
werkzeug der babylonischen Schreiber-Mathematiker

* Es wunden auch Reziprokentafeln — gefunden Tafeln, die die Division mittels

£ =b.-— nuf Multiplikation zuruckfuhren ferner Quadratwurzeltabellen, Kubik-

a

wu.rzelta.bellen, daneben noch Tafeln n? + 3. Die Berechnung der Quadratwurzeln
hah nach der Rech wei aV_- 2-f—b~a—+—-——l<a,+£),wenn

a? die groBte noch unterhalb N liegende Quadratzahl ist. “® 2 e

Auch die babylonische Geometrie zeigt eine bemerkenswerte abstrakte Durch-
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dringung der praktischen Probleme: Die Bestimmung der Flichen von Feldern ist
kombiniert mit Rechnungen. Die Gesamtertrige der Lindereien erscheinen abhingig
auch vom ,spezifischen* Ertrag, als Funktion der Giite des Bodens. Bei Berech-
pungen von Dimmen mit trapezformigem Querschnitt wird nach der Neigung der
Boschung, nach der Breite der Dammkrone, nach der Zahl der benétigten Arbeiter
bei einer vorgegebenen mittleren Arbeitsleistung (einer Art Norm) und anderem mehr
gefragt. Berechnungen von ringférmigen Wallbauten, Tempelfundamenten, Brunnen-
ziegeln treten auf, — und immer wieder Kanalbauten. Ein Beispiel (gi§ ist ein
LingenmaB, SAR ein RaummaB):

,»Bin kleiner Kanal. 6 gi§ seine Linge

2 Ellen obere Weite, 1 Elle untere Weite

1 1/2 Ellen seine Tiefe

1/3 SAR Erde die Leistung,

18 Leute. Die Tage sind was? ...

11 Tage (und) ein 4-tel (sind) die Tage.* {(L 2.7), I, S. 512)

Aus der Analyse der Rechengiinge geht hervor, daB — ‘iiber die aus Agypten be-
kannten elementargeometrischen Kenntnisse hinaus — Proportionalititen am
Dreieck und unter der Bezeichnung ,, Béschungswert* ein auf den trigonometrischen
Kotangens hinauslaufendes Verhiltnis benutzt wurden Im allgemeinen wurde(7>

durch(3)u_l_genahert, in spiteren Texten durch\3§. Der mit dem Satz von Thales

ausgedriickte Sachverhalt war weit vor Thales in der mesopotamischen Mathematik
bekannt.

Der pythagoreische Lehrsatz war seinem Inhalt nach zeitlich weit vor Pythagoras
in der mesopotamischen Mathematik gebraucht. In der Friihzeit wurde er nur bei
konkreten Fragestellungen verwendet. So lautet eine Aufgabe beispielsweise (die
Zahlenangaben sind sexagesimal):

»»Ein Balken (?) von der Liénge 0;30 (der gegen eine Mauer oder éhnliches steht) ist um 0;6
mit der Spitze herabgerutscht. Wie weit hat sich das untere Ende von der Wand entfernt?*
(L 2.7, 11, 8. 47)

Aber die mesopotamische Mathematik ist dariiber hinaus auch zum Verstindnis des
theoretischen Gehalts des pythagoreischen Lehrsatzes vorgedrungen. Die Aufgabe,
rationalzahlige Lingen von Seiten rechtwinkliger Dreiecke zu bestimmen, fithrt auf
die Angabe der Zahlen _mLa,b cmita=17*—38% b=2r3,c=1*+s%7,8>0,
ganz. Eine solche vollstindige Ubersicht tritt uns erst wieder am Ausgang der Antike
bei Diophantos von Alexandria entgegen. Die aus der pythagoreischen Schule stam-
mende Methode zur Angabe ganzzahliger Tripel ist in dem babylonischen Verfahren
als Spezialfall enthalten.

Ein zweites Moment der mesopotamischen Mathematik verdient ebenfalls eine
etwas ausfithrlichere Erorterung, nimlich der schon als algebraisch zu bezeichnende
Charakter der Rechentechnik. Die jiingeren Keilschrifttexte zeigen insgesamt eine
starke Neigung zur Ideographie, d. h. zu einer mit Symbolen durchsetzten Kurz-
schreibweise. Fiir die mathematischen Texte bedeutete das den aufkommenden
Gebrauch feststehender Fachtermini und -zeichen, z. B. jJal* bzw. kab* fiir Sub-
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traktion bzw. Addition und zur Konstatierung der Gleichheit zweier Seiten. Das
folgende Beispiel, das die Auflésung biquadratischer Gleichungen fordert, verdeut-
licht die Struktur solcher Aufgaben (Zahlenangaben sexagesimal):

,,Lidnge mit 3 vervielfacht

Breite mit 2 vervielfacht

addiert quadratisch

Fliche (der) Linge addiert und so 4,56,40
Fliiche (der) Linge mit 2 vervielfacht
addiert und so 5,11,40

Fliche (der) Linge subtrahiert 4,26,40

mit 2 vervielfacht

substrahiert und so 4,11,40.* ([L 2.9], S. 71)

Bezeichnet man Linge und Breite mit x bzw. y und ,,iibersetzt* in heutige Schreib-
weise (mit sexagesimalen Zahlenangaben), so erhilt man

3z + 2y)2 + 22 = 4, 56,40
' + 222 = 5,11, 40
—z? =4,26,40
—22% =4,11,40
Gemeint ist eine Gruppe von Aufgaben; die erste lautet
(3z + 2y)% + 2% = 4, 56, 40
(32 + 2y)? + 222 =5, 11,40

in der entsprechenden GréBenordnung der sexagesimalen Zahlen, die anderen beiden
Aufgaben kombinieren die erste Zeile mit der dritten bzw. vierten. Fiir die erste
Aufgabe bedeutet das in heutiger Schreibweise

(3r + 2y)2 + 22 = 4 - 602 -L 56 - 601 + 40 - 60°
(3x + 2y)? + 222 = 5. 602 + 11. 60t + 40 - 600,

man erhilt dann z = 30 - 60°, y = 20 - 60°. (Einer Sexagesimalpotenz niedriger ent-
spricht die Lésung z = 30 - 601, y = 20 - 602, die rechte Seite wiirde hier bedeuten
460! + 56 - 60° + 40 - 60-1.) In sexagesimaler Schreibweise haben also alle Auf-
gaben die Losung z = 30, y = 20.

Die Analyse der Rechengiinge zeigt eine erstaunliche Geschicklichkeit beim Um-
formen von Gleichungen : Es werden zweckmiBige HilfsgroBen eingefiihrt. Es werden,
wenn mehrere Variable auftreten, Variable eliminiert. Im Grunde rechnete der
babylonische Schreiber fast ebenso, wie wir es heute tun.

In einigen Texten aus der jiingeren Zeit, zwischen 1000 und 800 v. u. Z., sind die
Aufgaben offensichtlich von den Lisungen her, sozusagen von riickwirts, verfagt
worden, also, wie etwa beim obigen Beispiel, aus tiefer Einsicht in die Struktur des
Aufgabentyps. Diese Erscheinungen weisen nun schon deutlich auf eine hohere
Etappe der Entwicklungsgeschichte der Mathematik hin, wie sie schlieBlich in der
ionischen Periode der griechisch-hellenistischen Mathematik Gestalt annehmen
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konnte: Das praktische, handgreifliche Problem tritt in den Hintergrund, die Mathe-
matik }6st sich ab von ihren direkten Urspriingen und beginnt sich zu verselb-
stindigen, auf Grund ihrer eigenen inneren Dynamik zu formieren.

Der Hohe der abstrakt-algebraischen Denkweise entsprechen auch die in der
babylonischen Mathematik bewiltigten Probleme. Arithmetische und geometrische
Reihen treten auf. Lineare, quadratische, kubische und biquadratische Gleichungen
werden in verschiedenartigsten Formen behandelt. Einmal tritt sogar der Fall einer
Gleichung vierten Grades auf, die simtliche Glieder und vier reelle positive Lésungen
besitzt. Gleichungssysteme werden geldst, bis zu 10 Gleichungen mit 10 Variablen.
Es existieren ferner Texte, die transzendente Fragestellungen und Methoden ent-
halten; diese treten uns entgegen bei Zins- und Zinsesaufgaben und entsprechenden
Umkehrproblemen, die — in unserer Sprechweise — Logarithmieren und Lésung
von Exponentialgleichungen erfordern. Dazu werden Tabellen der Form (an,
n = 2,3, ..., 10, benutzt und auch ,interpoliert*. Hier zeigt sich eine friithe Vorform
des naiven Stetigkeits- und Funktionsbegriffs.

Als Widerspiegelung der gesellschaftlichen Zustinde sind sog. ,,Verteilungsauf-
gaben‘ recht haufig: Verteilung der Abgaben bei Feldern mit unterschiedlichem
spezifischem Ertrag, Berechnung der Entlohnung bei abzuliefernden Ziegeln ent-
sprechend der beim Transport zuriickgelegten Entfernung, u. a. m. Die Verteilung
eines Erbes — in Geld oder Felderflichen — an Briider fiihrt auf arithmetische
Reihen; der Erbteil wurde nach der Reihenfolge der Geburt gestaffelt. Typisch ist
etwa die folgende Aufgabe, die die Bestimmung des Anfangsgliedes und der Differenz
einer arithmetischen Reihe erfordert :

,,10 Briider; 1 % Minen Silber.

Bruder iiber Bruder hat sich erhoben (hinsichtlich seines Anteils).
‘Was er sich erhoben hat, wei ich nicht.

Der Anteil der 8-ten (ist) 6 Schekel, Bruder iiber Bruder

um wieviel hat er sich erhoben.* [(L 2.7], II, S. 240/241)

Die Losung wird richtig zu 0;1,36 Minen Silber angegeben.
Die Rechenvorschrift zur Bestimmung der Summe der ersten zehn Quadrate
wiirden wir heute — verallgemeinert — so schreiben:

"
Si=2 14 om 5k
k=1 3 k=1

Die Behandlung quadratischer Gleichungen strebte das Ziel an, das Problem auf
Normalformen zuriickzufiihren. So fiihrt schon ein altbabylonischer Text (in mo-
derner Formulierung) auf das Gleichungssystem

xy +z—y =183, r+y=27.

Nach Einfithrung der neuen Variableny’ = y + 2ergibtsichz -y’ = F',z + 3y = a,
eine der babylonischen Normalformen. Als Losung erhélt der Schreiber

x=-;—a+b, y'=%a—b mit b=|/(% )Z_F',
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Allgemein wurden fiir Gleichungen mit einer Variablen folgende Normalformen an-
gestrebt (bei stets positiven Koeffizienten):

az="b; 2®=a; 224+ar=0b; 22—ax="b; 2*=aqa;
2z + 1) =a.

Fiir Gleichungen mit zwei Variablen handelte es sich um die Typen
zt+y=a, z-y="5; r—y=a, r-y=2b;
z+y=a, 22+ =b; r—y=a, 2*+y*=>b.

Die mesopotamische Rechentechnik hat sich unter Verwendung vorziiglicher
Rechentafeln an recht komplizierten, durch die gesellschaftliche Entwicklung deter-
minierten Problemen entfaltet. Dariiber hinaus wurden Problemstellungen behandelt,
die schon als Resultat der innerlogischen Entwicklung der Mathematik anzusehen
sind. Die potamische Rechenkunst erreichte ein Niveau, das bereits Ziige
echten algebraischen Denkens aufweist und erst am Ausgang der Antike wieder an-

nihernd erreicht, im islamischen Osten seit dem 10. Jh. und im christlichen Europa
sogar erst wihrend der Renaissance iibertroffen werden konnte.




Vorlesung 3
Klassische Antike: lonische Periode. Athenische Periode

Griechischer Rechner am Tisch ius-Vase)
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Die Mathematik in der griechisch-hellenistischen Antike

In der Zeit von der Mitte des 2. Jt. bis zum 8./7. Jh. v. u. Z. vollzogen sich im Osten
des Mittelmeerraumes — in Kleinasien, im Vorderen Orient, in Griechenland und
Agypten — weitreichende skonomische, politische und soziale Verinderungen.

Gesellschaftliche Verinderungen

Die politische Geschichte in jener Zeit und in jenem geographischen Raum verlief
stiirmisch. Um die Jahrtausendwende blieb Agypten in der Entwicklung zuriick und
verlor seine ehemalige Machtposition. Hethiter und Assyrer hatten michtige Reiche
errichtet, doch im 6. Jh. v. u. Z. eroberten schlieBlich die Perser den ganzen Vorderen
Orient und bedrohten Griechenland.

“Seit der Mitte des 2. Jt. waren aus dem Norden griechische Stimme — vor allem
Dorer und Ionier — auf das griechische Festland, die Inseln der Agiis sowie in
Kiistenregionen Kleinasiens eingewandert und hatten die dort ansissigen Stimme
verdringt oder unterjocht. Spiter kam es zur Griindung einer Vielzahl griechischer
Pflanzstidte an den Kiisten des Schwarzen Meeres, Siiditaliens, des dstlichen Mittel-
meeres und Siidfrankreichs. Die Phénizier, die etwa auf dem Gebiet des heutigen
Libanon ansissig waren, kolonisierten Teile der afrikanischen Nordkiiste. Eine ihrer
Siedlungen, das im 9. Jh. gegriindete Karthago (nahe dem heutigen Tunis), wurde so
michtig, daB es im 3. und 2. Jh. v. u. Z. mit den Rémern einen Kampf um die Vor-
herrschaft im Mittelmeer fiihren konnte.

Mit der seit dem 12./11.Jh. rasch zunehmenden Verwendung des Eisens als
Gebrauchsmetall, das bedeutende Vorteile gegeniiber der Bronze aufwies, konnten die
Produktionsmittel und Waffen wesentlich verbessert werden. Die einfachen Werk-
zeuge wie Hammer, Sige, Schere und Zange erreichten bereits damals ihre heutige
Standardform; Schiffbau, Bergbau, Topferei, Weberei, Metallverarbeitung und
andere Bereiche der materiellen Produktion konnten Fortschritte erzielen.

Auch in Griechenland wurde eine héhere Produktivitdt erreicht, die an einigen
Stellen eine iiber den Bedarf der unmittelbaren Umgebung hinausreichende Produk-
tion erméglichte. Waren wurden zum Handelsobjekt im GroBmaBstab. Die rege
Handelstétigkeit begiinstigte die konomische Entwicklung der kiistennahen Re-
gionen und fiihrte auch in diesem geographischen Raum zur Herausbildung einer be-
sonderen Schicht von Héindlern und Kaufleuten. In den griechischen Handelsstidten
bildete sich die Struktur der polis als Staatsform heraus, die das Aufblithen der
Kultur und mit ihr das Entstehen von Philosophie und Mathematik begiinstigt hat.

Seit dem 8./7.Jh.v.u.Z. bildete sich in Griechenland die antike Sklaverei-
gesellschaft heraus. Dies zog eine Verschirfung der Ausbeutung nach sich. Sklaven
— als beseelte oder sprechende Werkzeuge bezeichnet — wurden sogar zur Grundlage
einiger Teile der Produktion. In Athen z.B. gab es zur Zeit der Hochbliite im
5.Jh. v.u. Z. bei schitzungsweise 320000 Einwohnern nur 172000 juristisch Freie;
von ihnen waren aber nur rund ein Drittel im Besitz der athenischen Biirgerrechte und
konnten somit aktiv am politischen Leben teilnehmen. Andererseits aber bot diese
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Verschirfung der Ausbeutung einer zunehmenden Anzahl von Menschen — natiirlich
unter den Sklavenhaltern — die Méglichkeit, sich aus dem unmittelbaren Produk-
tionsprozeB herauszulésen und sich mit Kunst, Kultur, Philosophie und Wissenschaft
zu beschiftigen. Sie vertraten die Ideologie der Sklavenhalter, und die von ihnen
entwickelte Wissenschaft und Philosophie diente den Interessen der herrschenden
Schichten.

Mit dem 8. und 7.Jh. bildete sich zundchst in den 1omsch-gnechxschen Stadt-
staaten Kleinasiens — in enger Beriihrung mit der mesopotamischen w haft-
lichen Tradition und iranischen Ideologie — eine geistige Atmosphire heraus, die
der Entstehung wissenschaftlichen Denkens giinstig war. Und so vollbrachten die
Griechen, unter den neuen Gkonomisch-politischen Bedingungen und begiinstigt
durch geographische und klimatologische Umstiinde, die groBe Leistung, aus einer

eine systematische, logisch-deduktiv dargelegte, eigenstiandige ge Wi haft Mathe-
matik mit spezifischen Zielsetzungen und Methode?:'géﬁia?ht zu haben. Das von
ihnen geschaffene System der Geometrie wurde auf zwei Jahrtausende das groBe
Vorbild fiir den deduktiven Aufbau einer wissenschaftlichen Disziplin schlechthin
und sollte sogar noch in der Neuzeit die Entwicklung der Mathematik nach Stil und
Inhalt prigen.:

Periodisierung

Fiir die griechisch-hellenistische Mathematik kann man (Anm. 3.1.) nach Methode,
Inhalt und Umfang vier ziemlich deutlich getrennte Perioden unterscheiden (Abb. 3.1).

Eine erste Friih- bzw. Vorbereitungsperiode wird wegen ihres engen Zusammen-
hanges mit der ionischen Naturphilosophie ionische Periode genannt und ist auf die
Zeit vom Ende des 7.Jh. bis zur Mitte des 5. Jh. zu datieren. In dieser Periode
erfolgte die Herausbildung der selbstindigen Wissenschaft Mathematik.

Eine zweite Periode, die auf die Zeit von etwa 450 bis etwa 320/300 anzusetzen ist,
wird athenische Periode genannt. Das Zentrum der mathematischen Aktivititen
befand sich in Athen, dem damals Gkonomisch, politisch und kulturell einfluB-
reichsten griechischen Stadtstaat. In dieser Periode erhielt die antike Mathematik
eine ganz eigentiimliche innere Struktur, einen besonderen Charakter, der als ,,geo-
metrische Algebra‘ bezeichnet wird.

In einer dritten Periode, der hellenistischen, die ungefahr viereinhalb Jahrhunderte,
bis zur Mitte des 2. Jh. u. Z. dauerte, erreichte die Mathematik der Antike ihre Hoch-
bliite, und da ganz besonders in der Zeit bis 150 v. u. Z. Gelegentlich spricht man von
der alexandrinischen Periode, da in dieser Periode Alexandria den unbestrittenen
Mittelpunkt des mathematischen Lebens in der antiken Welt darstellte.

Am Ausgang der Antiké wurde auch die Mathematik vom allgemeinen Niedergang
der Wissenschaften bei der Auflésung und dem schlieBlichen Zusammenbruch der
Sklavereigesellschaft betroffen. Die Produktivitdt erlosch, Wissen ging verloren.
Dennoch konnten bedeutende Teile der antiken Mathematik von den Gelehrten des
Orients bewahrt werden.
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Abb. 3.1. Mathematische Zentren des Mittelmeerraumes wiahrend der Antike

1 Syrakus, 2 Kroton, 3 Elea, 4 Neapel, 5 Tarent, 6 Elis, 7 Athen, 8 Stageira, 9 Abdera, 10 Byzanz
(Konstantinopel), 11 Chalkedon, 12 Nikaia, 13 Kyzikos, 14 Pergamon, 15 Chios, 16 Samos,
17 Smyrna, 18 Miletos, 19 Knidos, 20 Rhodos, 21 Perge, 22 Chalkis, 23 Gerasa, 24 Alexandria,
25 Kyrene

lonische Periode

Seit dem 7. Jh. hatten sich die grichisch-ionischen Stadtstaaten an der Kiiste Klein-
asiens und den vorgelagerten Inseln zu bedeutenden wirtschaftlichen, politischen
und kulturellen Zentren entwickelt. In Miletos, einer der einfluBreichsten Handels-
stidte, wirkten die hervorragendsten der ionischen Naturphilosophen, unter ihnen
Anaximandros, Anaximenes und Thales.

Die ionischen Naturphilosophen vollzogen bei spontaner materialistischer und
dialektischer Grundhaltung den Ubergang von der Sichtung und Sammlung der
Naturerscheinungen zur Suche nach den Ursachen der Erscheinungen. Sie kamen —
mit der Vorstellung eines Urstoffes — dicht an die Konzeption eines Materiebegriffs
als einer philosophischen Kategorie zur Bezeichnung der objektiven Realitit heran.
Es handelte sich bei der ionischen Naturphilosophie um den welthistorischen Wende-
punkt, wo auf die Frage nach dem letzten Grund der Welt eine Antwort ohne Bei-
mengung von Mystik angestrebt wird, aus dem Versuch heraus, die Welt nicht nur zu
beschreiben, sondern auch zu erkliren.

Gerade dies gilt insbesondere fiir die wihrend der ionischen Periode noch ganz in
die Philosophie (im urspriinglichen Wortsinn: Liebe zur Weisheit) eingebetteten
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mathematischen Kenntnisse: Es wird das Wesen der Definition erkannt. Beweise
fiir Sitze werden gefiihrt auf Grund der Einsicht in den mathematischen Sach-
verhalt. Der mathematische Erfahrungsschatz, der zum Teil aus Mesopotamien und
aus Agypten iibernommen werden Lonnte, erhielt nun eine logische Struktur, und es
kam zur klaren begrifflichen Unterscheidung von Voraussetzung, Satz und Beweis.
Die Wissenschaft Mathematik wurde geboren.

Thales von Miletos

Der Uberlieferung nach stand Thales am Anfang dieses Prozesses. Er war ein iiber-
aus interessanter und vielseitiger Mann und galt schon in der Antike als einer der
sieben Weltweisen. Es soll ihm gelungen sein, die Sonnenfinsternis vom 8. Mai 585
vorauszusagen, und wihrend einer Reise als Kaufmann nach Agypten soll er die
Héhe der Pyramiden aus deren Schattenlinge bestimmt haben.

Spiitere Berichte schreiben Thales die folgenden mathematischen Sétze zu, die
— um es zu wiederholen — lingst in Gebrauch waren, nun aber explizit ausgesprochen
oder sogar bewiesen wurden: Jeder Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter
Winkel; die Kreisfliche wird vom Durchmesser halbiert; im gleichschenkligen
Dreieck sind die Basiswinkel kongruent ; zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iibereinstimmen. Moglicherweise hat
er auch den Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck ausgesprochen und bewiesen.

Demokritos von Abdera

Demokritos von Abdera gehort ebenfalls zu den Schrittmachern bei der Heraus-
bildung der Wissenschaften. Er war zweifellos vor Aristoteles der vielseitigste und
kenntnisreichste Philosoph iiberhaupt und ein auBerordentlich scharfsinniger Denker.
Unter Verschdrfung der Ansichten seines Lehrers Leukippos hat Demokritos eine
materialistisch orientierte Atomtheorie durchgebildet, die bis in unsere Zeit nach-
wirkt (Anm. 3.2). Leider aber ist das Werk des materialistischen Philosophen durch
die Vertreter der spiter zur Vorherrschaft gelangenden idealistischen Philosophie,
durch Platon und seine Anhinger insbesondere, weitgehend unterdriickt worden.
Nach seinen eigenen Worten hitte, wie die Legende berichtet, Platon am liebsten alle
Werke von Demokritos verbrennen lassen.

Von der Vielzahl seiner Schriften sind im wesentlichen nur noch die Titel bekannt;
sie umfassen Natur, Musik, Ethik, bildende Kunst, Architektur, Astronomie. Auf
Mathematik beziehen sich u. a. die Abhandlungen ,,Uber die Beriihrung von Kreis
und Kugel®, ,,Uber Geometrie*, ,,Uber Zahlen*, ,,Uber Ausbreitungen‘‘ (d. h. Ab-
bildung der Kugeloberfliche auf die Ebene). Demokritos hat sich geriihmt, nicht
einmal die dgyptischen Schnurspanner hitten ihn im ,,Zusammenstellen von Linien
iibertroffen. Seine Reisen haben ihn moglicherweise nach Agypten, Persion, Babylon,
vielleicht sogar nach Indien und Athiopien gefiihrt.

Eines der wenigen erhaltengebliebenen Fragmente der Schriften von Demokritos
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beschiftigt sich mit der Zerlegung eines Kegels durch Parallelschnitte zur Basis in
diinne Scheiben. Es lautet in Rekonstruktion:

,»Wenn ein Kegel parallel zur Grundfliche durch Ebenen geschnitten wird, wie soll man sich
die entstehenden Schnittflichen vorstellen, gleich oder ungleich? Sind sie ungleich, dann werden
sie den Kegel ungleichmiBig machen, da er treppenartige Einschnitte und Vorspriinge erhilt;
sind sie dagegen gleich, so werden auch die Schnitte gleich sein, und der Kegel wird die Er-
scheinung eines Zylinders darbieten, insofern er aus gleichen, nicht aus ungleichen Kreisen
bestehen wird, was doch sehr ungereimt ist.* ([L 3.5], S. 412/413)

Von einer atomistischen Grundhaltung ausgehend gelang es Demokritos, die
Volumina von Pyramide und Kegel erstmals richtig anzugehen, wenn auch ohne
Beweis. So jedenfalls berichtet uns viel spiiter Archimedes in seiner ,,Methodenlehre®.
Er verweist auch darauf, daB Demokritos mit seiner Denkweise einen bedeutenden
Anteildaran habe, daB Eudoxos fiir diese Sitze strenge Beweise habe angeben kénnen.
Auch Archimedes fiihlte sich in dieser Tradition stehend. Demokritisches Gedankengut
ist somit trotz der spiteren Vorherrschaft des philosophischen Idealismus lebendig
geblieben.

Weiter schreibt man Demokritos die Erfindung des Gewélbebaues, Untersuchungen
iiber Gesetzmi8igkeiten der Perspektive bei der Biihnenmalerei, die Feststellung
der Ganzzahligkeit von Seitenlingen am Monochord bei Tonintervallen und anderes
mehr zu. Seine Auffassung, daB die (ganze) Zahl das MaB aller Dinge sei, ist zum
Unterschied von der — formal fast gleichlautenden — Ansicht der pythagoreischen
Schule vollsténdig materialistisch: Die Zahl dient dem Erfassen der Natur.

Hippokrates von Chios

Von den weiteren, namentlich bekannten Mathematikern der ionischen Periode
— u.a. Oinopides von Chios — verdient Hippokrates von Chios eine ausfiihrliche
Wiirdigung. Bei ihm zeigen sich interessante mathematische Ergebnisse und zugleich
neue Aspekte der gesellschaftlichen Stellung des Wissenschaftlers in der antiken
Welt. Hippokrates war der beriihmteste Geometer des 5.Jh. Er kannte den Zu-
sammenhang zwischen Peripheriewinkel und Bogen. Er konnte das regelmiBige
Sechseck, den Umbkreis zu einem Dreieck u. a. m. konstruieren. Er verwendete den
Begriff der Ahnlichkeit, er wuBte, daB sich die Flachen &hnlicher Figuren wie die
Quadrate iiber den entsprechenden Seiten verhalten. Er kannte Verallgemeinerungen
des pythagoreischen Lehrsatzes fiir das stumpf- und das schiefwinklige Dreieck.
Er konnte jedes Polygon in ein flichengleiches Quadrat verwandeln.

Dariiber hinaus stammt wohl von Hippokrates eine erste zusammenfassende Dar-
stellung der Geometrie unter dem Titel ,,Elemente*, und zwar nach dem seitdem
klassisch gewordenen Darstellungsschema: Voraussetzung, Satz, Beweis. Er fithrte
dort auch die Bezeichnungsweise bei geometrischen Figuren — fiir Punkte, Strecken,
Flichen — mittels Buchstaben ein. Doch sind diese ,,Elemente‘‘ durch die spéteren,
ausfithrlicheren ,,Elemente‘“ des Euklid verdringt worden. Immerhin aber diirfte
der Inhalt der Biicher I, II, IIT und IV der Euklidischen ,,Elemente‘ auf diese Vor-
lage von Hippokrates zuriickgehen.
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Der Name von Hippokrates ist auch sehr eng mit einem der beriihmtesten klas-
sischen Probleme der Mathematik verkniipft, dem Problem der Wiirfelverdoppelung
oder dem sog. Delischen Problem. Nach einem Spruch des Orakels von Delos werde
eine Seuche erléschen, wenn die Einwohner einen ihrer wiirfelformigen Altire dem
Rauminhalt nach verdoppelten. Dies bedeutet — in unserer Schreibweise — die
Konstruktion der Lénge einer Strecke z gemiB der Beziehung

3 —
28 = 2% bzw. z=a)?2,

wenn a die Kantenlinge des Ausgangswiirfels bedeutet. Die Legende berichtet weiter,
daB sich die Delier vergeblich an die Mathematiker gewandt hitten; kein Wunder,
diese Konstruktion ist — wie man jetzt wei — (mit Zirkel und Lineal) nicht méglich.
Hippokrates aber fand immerhin heraus, daB das Delische Problem mit der Aufgabe

Abb. 3.2. Die eine Art von Mondchen des Hippo-
krates: Fliche M, + Flache M, = Fliche Drei-
eck A\ ABC

dquivalent ist, zu einer Strecke « und einer doppelt so groBen 2a zwei mittlere Pro-
portionalen z und y zu konstruieren, also die Proportionena:z =2:y = y:2a zu
16sen. Diese bewunderungswiirdige Leistung wurde noch iibertroffen durch die Ent-
deckung der ,,Mdéndchen®, d. h. solcher krummlinig begrenzter Flichen, fiir die sich
mit Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat konstruieren 1aBt. Hippokrates
fand fiinf verschiedene Typen quadrierbarer Mondchen (Abb.3.2; Abb. 3.3). Die
Entdeckung war so populir, daB sogar eine entsprechende Schrift von Hippokrates
teilweise iiberliefert worden ist. Dieses Fragment ist das dlteste authentische Stiick
griechischer Mathematik.

4

Abb. 3.3. Ein weiterer Typ von Méndchen des Hippo-
krates

Hippokratos soll als Kaufmann beim Seehandel sein gesamtes Vermogen eingebiift
haben. Dann aber habe er seinen Lebensunterhalt durch Verbreitung von Wissen, als
Sophist (d. i. Weisheitslehrer) bestritten; das Neue daran ist der Umstand, daB man
fiir Wissensvermittlung eine Entlohnung erhielt : Der aufkommende Berufsstand der
Sophisten bezeichnet ein so gestiegenes gesellschaftliches Interesse an Kenntnissen,
daB Wissenschaftler zu einem auch 6konomisch selbstindigen Stand werden konnten,
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Allerdings wurde in spiteren Zeiten der Name Sophist zu einem Schimpfwort,
als nidmlich mit der weiteren Durchbildung der Sklavereigesellschaft auch die
geistige Arbeit, die auf produktive Titigkeit gerichtet war, wie jede (bezahlte) Arbeit
abgewertet wurde, da sie von Sklaven oder Unfreien ausgefithrt wurde. Andererseits
deutet sich mit den Sophisten die spitere Herausbildung der sog. Philosophen-
schulen an. Platon und seine Schiiler trafen sich in einem dem Halbgott Akademos
gewidmeten Hain; die Platonische Schule ging daher als ,,Akademie‘ in die Geschichte
der Wissenschaften ein. Aristoteles und seine Anhiinger pflegten beim Spazieren-
gehen wissenschaftlich-philosophische Fragen zu erortern; nach der Peripatos ge-
nannten Wandelhalle im Lyzeum hieBen sie Peripatetiker. Die Schule der Stoa, die
der Kyniker und andere sind fiir die Geschichte der Mathematik weniger bedeutend.

Weiterfiihrung der mesopotamischen arithmetisch-algebraischen
Traditionen. Die pythagoreische Schule

Die Anfiinge der griechischen Mathematik waren durch eine eigenartige Mischung
arithmetischer und geometrischer Vorstellungs- und SchluBweisen gekennzeichnet;
es entspricht eher unserer heutigen Einteilung der Mathematik als den historischen
Gegebenheiten, wenn Geometric und Arithmetik/Algebra getrennt behandelt
werden.

Die mesopotamische arithmetisch-algebraische Tradition ist in der griechischen
Mathematik niemals abgerissen. Die Quellen zeigen, daB Ergebnisse inhaltlich iiber-
nommen worden sind : So finden sich dieselben Normalformen fiir Gleichungssysteme
und quadratische Gleichungen, Beispiele mit denselben Zahlenkoeffizienten, die Ver-

1g u. a. des arithmetischen, des geometrischen und des harmonischen Mittels,
und anderes mehr.

Die weiterwirkende mesopotamische arithmetisch-algebraische Tradition wird
besonders deutlich an Pythagoras von Samos und seiner Schule. Der Uberlieferung
nach hat Pythagoras nach lingeren Aufenthalten in Agypten und Mesopotamien,
wo er mit verschiedenen Mysterienkulten in Beriihrung kam, in Unteritalien einen
politisch-religiosen Geheimbund gegriindet, der zeitweise eine groBe politische Macht
besaB und die Interessen der Sklavenhalteraristokratie gegen die Sklavenhalter-
demokratie vertrat. Der Orden erlosch um die Mitte des 4. Jh.

Der Bund zeigte typische Merkmale einer religiosen Sekte: Konspiration, Vor-
schriften iiber Kleidung, Nahrung und Bestattungszeremonien, Seelenwanderungs-
lehre u. a. m. Insofern unterschieden sich die Pythagoreer nicht vonden vielen anderen
religiosen Gruppierungen der damaligen Zeit. Das Spezifische dieses Bundes bestand
darin, daB die Vereinigung mit dem Géttlichen durch Versenkung in die wunderbaren
Gesetze der Zahlenwelt erreichbar sein sollte, da das Wesen der Welt in der Harmome
der Zahlen bestehe. Die urspriingliche Zielstellung des Bundes war religidser Art.
Kls Nebeneffekt sozusagen aber leisteten die Pythagoreer einen bemerkenswerten
Beitrag zur Entwicklung der Mathematik, sowohl im positiven als auch im nega-
tiven Sinne.

Zu den Positiva gehort es, daB mathematische Sitze — wie auch bei den Mathe-
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matikern der ionischen Naturphilosophie — auf Grund von Postulaten bewiesen
wurden und Eigenschaften und GesetzmiBigkeiten im Bereich der Zahlen abstrakt
formuliert wurden. Das Hauptverdienst bestand darin, nun auch noch das Studium
des Quantitativen, des zahlenmiBig ErfaBbaren, zu einem Bestandteil der Beschrei-
bung der Welt gemacht zu haben.

Doch wiegen auch die negativen Einfliisse historisch schwer. Nach pythagoreischer
Ansicht sind Zahlen nicht das Ergebnis eines von Menschen vorgenom: Ab-
straktionsprozesses von der objektiven Realitiit, sondern selber objektive Gegeben-
heiten, ausgestattet mit Eigenschaften wie HaB und Liebe, ménnlich und weiblich.
GroBe Verehrung genoB z. B. die ,,Tetraktys*, die heilige Zehnzahl, die aus 1, 2, 3
und 4 zusammen gebildet wird (Abb. 3.4). Bei dem Pythagoreer Philolaos heiBt es:

,»Die Wirksamkeit und das Wesen der Zahl muB man nach der Kraft beurteilen, die in der
Zehnzahl liegt. Denn sie ist groB, alles vollendend, alles wirkend und Anfang und Fiihrerin
des gottlichen, himmlichen und hlichen Lebens ... Ohne diese aber ist alles unbegrenzt
und undeutlich und unklar ... Denn die Natur der Zahl ist kenntnisspendend, fithrend und
lehrend fiir jeglichen im jeglichem Dinge, das ihm zweifelhaft oder unbekannt ist.* ([L 3.3],
S. 243)

e e o o Abb.3.4. Die heilige Zehnzahl (Tetraktys)

Und in einem anderen Fragment schreibt er:

,»Und in der Tat hat ja alles, was man erkennen kann, eine Zahl. Denn ohne sie léBt sich nichts
erfassen oder erkennen.‘ ([L 3.5], S. 240)

Ubrigens galt die Eins den Pythagoreern nicht als Zahl, sondern als ,,aller Dinge
Anfang*, als die ,,Quelle und Wurzel der ewigen Natur*.

Mit den Pythagoreern begann der sich in vielfiltiger Weise wihrend der Antike
zeigende EinfluB des philosophischen Idealismus auf die Mathematik. Die Philosophen
und Mathematiker der spiteren Zeit stellten sehr klar heraus, daB sich die ,,theore-
tischen Forschungen (der Pythagoreer) frei von materiellen Einfliissen im Bereich
des reinen Denkens bewegten®, so heiit es etwa im sog. ,,Geometerkatalog*, einer
Art Geschichte der Mathematiker der Antike, die von einem spitantiken Wissen-
schaftler verfaBt wurde.

Man kann mit ziemlicher Sicherheit annehmen, daB der Bund schon zwischen 500
und 450 in zwei Gruppierungen zu zerfallen begann. Wihrend die sog. Akousmatikof
das Hauptgewicht auf die Bewahrung der noch auf Pythagoras zuriickgehenden
heiligen Riten und Gebote (der akotismata) legten, bildete sich in der zweiten Gruppe,
der der Mathematikoi, trotz aller Verzerrungen durch eine falsche Ideologie ein
echtes Interesse an der Mathematik (Anm. 3.3) heraus. Schilt man den rationalen
Kern, d.h. den mathematischen Bestandteil der innerhalb der pythagoreischen
Zahlenmystik erzielten Ergebnisse heraus, so ergibt sich etwa das folgende Bild;
freilich ist zu bedenken, daB Quellen und Uberlieferung liickenhaft und gelegentlich
widerspriichlich sind.
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Zu den frithesten Beschiiftigungen der Pythagoreer gehoren die sog. figurierten
Zahlen : Dreieckszahlen, Quadratzahlen, Rechteckzahlen und andere mehr (Abb. 3.5).
Durch Figurenlegen konnten so, beinahe experimentell, die Summen der Reihen

n 1 n
Sv=—(m+1)n, X (2 —1)=n2,
=1 2 vo1

n

3% = nn+1), Z(3v—2)=%(3n— 1

=1 =l

gefunden werden. Mit Sicherheit auf die mesopotamische Mathematik zuriickgehend
ist der Gebrauch des arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittels,

1
eventuell auch die Ubernahme des Lésungstripels z = 0 (m?—1),y=m,

z= % (m? + 1) fiir die Gleichung z2® + 32 = 2.

Abb. 3.5. Figurierte Zahlen: Dreiecks-,
Quadrat-, Rechteck- und Fiinfeckzahlen

Relativ frithen Datums ist die sog. ,,Lehre von Gerade und Ungerade“; sie ist
spiter in das Buch IX der ,,Elemente* von Euklid eingegangen. Dort werden Sitze
bewiesen wie: Jede Summe gerader Zahlen ist gerade. Die Summe einer geraden
(ungeraden) Anzahl ungerader Zahlen ist gerade (ungerade). Eine ungerade Zahl
teilt, wenn sie eine gerade Zahl teilt, auch deren Hilfte. Der Héhepunkt der pythago-
reischen Lehre von Gerade und Ungerade ist der noch von Zahlenmystizismus
gefirbte Satz, daB Zahlen der Form 2%(1 + 2 4- 22 + ... 4 2n) vollkommen sind,
wenn der Klammerausdruck eine Primzahl ist ; dabei heiBt eine Zahl a vollkommen,
wenn sie gleich der Summe ihrer Teiler, einschlieBlich der 1, aber auBer a selbst ist
Die Pythagoreer selbst gaben 1, 6, 28, 496 und 8128 als Beispiele an.

Spiiteren Datums als die Lehre von Gerade und Ungerade ist die Lehre von den
Zahlenverhiltnissen und die Teilbarkeitslehre. Diese Teile gingen ein in das Buch VII
der ,,Elemente*‘.

Bei der pythagoreischen Auffassung von der Unteilbarkeit der Eins, die ja nicht
einmal als Zahl galt, muBte ein Aquivalent fiir Briiche gefunden werden, namlich das
des Zahlenverhiltnisses. Statt einen Bruch zu kiirzen ,,kiirzte* man Zahlenverhalt-
nisse. Das Gleichnamigmachen von ,,Nennern* fiihrte zwangsliufig zur Untersuchung
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von Zahlen bzw. in der Ausdrucksweise von
Euklid zur Bestimmung ,,der kleinsten Zahl, die von diesen Zahlen gemessen wird*“.
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Die Lehre von den Proportionen, d. i. den Verhiltnissen natiirlicher Zahlen, beruhte
dabei auf der Definition:

y,Zahlen stehen in Proportionen, wenn die erste von der zweiten Gleichvielfaches oder derselbe
Teil oder dieselbe Menge von Teilen ist wie die dritte von der vierten.* ([L 3.4], IIL., S. 2)

Die Teilbarkeitslehre fuBte auf den folgenden Definitionen: ,,Primzahl ist eine Zahl,
die sich nur durch die Einheit messen la8t.” ,,Gegeneinander prim sind Zahlen, die
sich nur durch die Einheit als gemeinsames MaB messen lassen. Der Satz iiber
die Existenz unendlich vieler Primzahlen erscheint bei Euklid allerdings erst in
Buch IX der ,,Elemente*: ,,Es gibt mehr Primzahlen als jede vorgelegte Anzahl von
Primzahlen.” Statt der (heute iiblichen und méglichén) abstrakten Formulierung
eines Satzes iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung tritt der — beweis-

¢

Abb. 3.6. Beweis des Satzes iiber die Winkel-

4 e summe im Dreieck

technisch im w tlichen die gleichen Dienste leistende — Satz auf: ,,Teilt eine
Primzahl ein Produkt zweier Zahlen, so teilt sie eine dieser Zahlen. Bewiesen wird
dieser Satz unter Verwendung des Begriffs ,,groBter gemeinsamer Teiler; dessen
Eigenschaften werden mit Hilfe des euklidischen Algorithmus gewonnen.

Die Nachrichten iiber die friihpythagoreische Geometrie sind recht unsicher.
Pythagoras konnte den Kern des sog. pythagoreischen Lehrsatzes in Babylon kennen-
gelernt haben; ein Beweis diirfte von ihm oder seinen Schiilern stammen. Aus dieser
Zeit wird wohl auch der noch heute verwendete Beweis des Satzes iiber die Winkel-
summe im Dreieck unter Verwendung des Begriffes Wechselwinkel herriihren
(Abb. 3.8).

Abb. 3.7. Pentagramm. Ordenszeichen der Pythagoreer;
im Mittelalter als DrudenfuB mit mystischer Bedeutung,
sieche Goethes ,,Faust‘. Im Pentagramm teilen sich die
Seiten nach dem Goldenen Schnitt

Die Pythagoreer der Friihzeit kannten bereits Wiirfel, Tetraeder und Dodekaeder,
moglicherweise sogar noch die beiden anderen reguliren Polyeder, Oktaeder und
Tkosaeder. Erstaunlich ist die Kenntnis des Dodekaeders; dies hingt vielleicht damit
zusammen, daB der in Italien vorkommende Schwefelkies als Dodekaeder kristalli-
giert. AuBerdem deutet auf das Dodekaeder, d. h. den durch regelmiBige Fiinfecke
begrenzten Zwolifichner, auch als Ordenszeichen der Pythagoreer hin, das Penta-
gramm (Abb. 3.7).
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Am Ende der ionischen Periode wirkte der den Pythagoreern nahestehende
Archytas von Tarent, Herrscher dieses siiditalienischen Stadtstaates, durch den
Platon mit der Mathematik und einer philosophisch-idealistischen Ideologie in Be-
rilhrung kam. Mit Archytas, der selbst wesentliche Beitrige zur Mathematik, ins-
besondere zur Teilbarkeitslehre, geleistet hat, ging die bedeutendste Phase des
pythagoreischen Bundes zu Ende. Mit seinem Wirken hingt es eng zusammen, da8
sich damals als bindendes El t des pythagoreischen Bundes eine Art iibergreifende
mathematisch orientierte Ideologie ausbildete, wonach die Interpretation der Welt
als Ganzes und insbesondere auch die Mathematik auf Ganzzahligkeit und Verhilt-
nisse ganzer Zahlen gegriindet werden kénne. Nach verbreitetem Sprachgebrauch in
der Historiographie der Mathematik sei sie auch hier als ,,arithmetica universalis*

bezeichnet.

Der Zusammenbruch der arithmetica universalis

Mit groBer Sicherheit ist anzunehmen, da8 noch innerhalb der pythagoreischen Schule
—und zwar nicht spiter als 420 v. u. Z. — die Entdeckung gemacht worden ist, dag
sich itig nicht de (inkc rable) Strecken existieren: Strecken
messen sich nicht, sind zueinander inkommensurabel, wenn die Linge der Strecken
nicht ganzzahlige Vielfache der Lange einer als Einheitsstrecke aufgefaBten dritten
Strecke sind (Anm. 3.4) (modern ausgedriickt: Es gibt irrationale Zahlen). Diese
Entdeckung, die mit der Vorstellung einer arithmetica universalis unvertriglich
ist, trug — neben hauptsichlich politischen Ursachen wie der Bindung der Pytha-
goreer an die Sklavenhalteraristokratie und die Tyrannenherrschaft — zum Zerfall
des Bundes der Pythagoreer bei.

Im allgemeinen wird heute von der mathematikhistorischen Forschung die fiir die
Pythagoreer niederschmetternde Entdeckung des Irrationalen mit dem Pythagoreer
Hippasos von Metapontum in Verbindung gebracht. Jedoch weiB man nicht genau,
an welchem mathematischen Gegenstand das Irrationale entdeckt worden ist; neue
Forschungen setzen die Entdeckung mit dem Pentagramm in Beziehung. Uber
Hippasos wird niamlich berichtet, er habe ,,zuerst die aus zwolf Fiinfecken zusammen-
gesetzte Kugel 6ffentlich beschrieben und sei deshalb als ein Gottloser im Meere um-
gekommen.* ([L 3.19], 8. 320/321)

Jedenfalls steht es fest, daB das regelmiBige Fiinfeck diejenige mathematische
Figur ist, an der sich die Inkommensurabilitit relativ leicht beweisen léBt, und zwar
mit der altbekannten Methode der ,,Wechselwegnahme* (Anm. 3.5):

Die Diagonalen (Abb. 3.8) eines regelmiBigen Fiinfecks bilden wieder ein regel-
méBiges Fiinfeck und so fort. Dann gelten in den durch Schachtelung entstandenen
Fiinfecken die Beznehungen AE = 4B und B'D = B'E und deshalb 4D — 4E
=BE und analog AE =ED' =EA’ und BE =BD=DBE und deshalb
AE — B'E = B'A’ und so fort, ohne daB ein Ende eintritt : Die Differenz zwischen
der Diagonalen und der Seite des groBeren Fiinfecks ist gleich der Diagonalen des
kleineren Fiinfecks; die Differenz zwischen der Seite des groBeren Fiinfecks und der
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Diagonale des kleineren Fiinfecks ist gleich der Seite des kleineren Fiinfecks; die
Differenz zwischen der Diagonale des kleineren Fiinfecks und dessen Seite ist wieder-
um gleich der Diagonale des niichst kleineren Fiinfecks — und sofort ins Unendliche.
Der ProzeB der Wechselwegnahme kann fortgesetzt werden, und es kann deshalb
kein groBtes gemeinsames MaB fiir die Diagonale und die Seite des regelméBigen
Fiinfecks gefunden werden: Es existieren zueinander inkommensurable Strecken, in
diesem Fall Seite und Diagonale.

E A

Abb. 3.8. Beweis fir die Existenz inkom-
mensurabler Strecken am Pentagramm

Man nimmt heute nicht mehr an (Anm. 3.5), daB die Inkommensurabilitit am
Quadrat entdeckt worden ist. Der Beweis, da8 Seite und Diagonale eines Quadrates
zueinander inkommensurabel sind (ein Beweis, der modern gesprochen, auf die
Irrationalitit von ]/5 hinauslduft), diirfte vielmehr, da er — wenn man ihn nach
einem #hnlichen Verfahren wie bei der Wechselwegnahme durchfithren will — etwas
komplizierter verlduft, einer spiteren Zeit angehéren. Das Quadrat mit der Diagonale
wiirde 8o erst im Nachhinein als Objekt zur Feststellung eines bereits anderswo
erkannten Sachverhalts gedient haben. Der Beweis wird mit der Lehre von Gerade
und Ungerade gefiihrt, steht aber isoliert am Ende von Buch X der ,,Elemente‘ und
verliduft, wenn man vom Sprachgebrauch absieht, so, wie er heute in vielen Lehr-
biichern gefiihrt wird.

Athenische Periode

Im 5. und 4. Jh. erreichte Athen, gestiitzt auf den Attischen Seebund, die fiihrende
Stellung unter den griechischen Stadtstaaten, insbesondere nach dem Sieg iiber die
Perser. Unter dem Staatsmann Perikles erfuhr die Sklavenhalterdemokratie ihre
héchste Ausprigung. Der langanhaltende Peleponnesische Krieg (431 —404) zwischen
Athen und Sparta und ihren jeweiligen Verbiindeten zog ganz Griechenland in Mit-
leidenschaft und endete schlieBlich mit dem Sieg Spartas und der Restaurierung der
Sklavenhalteraristokratie. SchlieBlich fiel das geschwiichte und zerstrittene Griechen-
land der Eroberung durch seinen nérdlichen Nachbarn, Mazedonien, zum Opfer;
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338 v. u. Z. besiegte der mazedonische Konig Philipp Athen. Sein Sohn, Alexander,
errichtete dann ein gewaltiges Reich, das bis nach Indien, Zentralasien und Agypten
reichte.

In dieser historisch kurzen Zeit von nur wenigen Jahrzehnten erlebte Athen eine
kulturelle Hochbliite. Die Akropolis wurde errichtet, Praxiteles schuf Meisterwerke
der Bildhauerkunst, es entstanden die Biihnenwerke von Aristophanes, Sophokles
und Euripides, die noch heute aufgefiihrt werden. Sokrates, Platon und Aristoteles
begriindeten einfluBreiche Philosophenschulen. Der philosophische Idealismus, ins-
besondere der Platons, erreichte mit der Riickkehr der reaktioniren Sklavenhalter-
aristokratie an die Herrschaft Ubergewicht iiber die materialistischen Traditionen
der ionischen Naturphilosophie.

Die Platonische Ideenlehre und ihr EinfluB auf die Entwicklung
der Mathematik.

Platons Bekanntschaft mit der Mathematik riihrte aus der Zeit seines Aufenthaltes
bei Archytas her. Seitdem betrachtete Platon die Mathematik als das Beispiel einer
Wissenschaft, die ihre Ergebnisse durch bloBes Denken finden konne. Diese philo-
sophische Grundhaltung bedeutete einerseits eine Verstarkung der methodischen
Grundlage der Mathematik, die auf Definitionen und Voraussetzungen aufbauend
deduktiv ihre Beweise fiihrt. Sie bedeutete andererseits die Verstirkung des philo-
sophischen objektiven Idealismus. Platon legte beispielsweise in sei Dialog
»Staat* seinem ehemaligen Lehrer Sokrates die Worte in den Mund :

»Ich glaube nimlich, du weiBt bereits, daB die, die sich mit Geometrie und mit Rechnungen
und derartigem beschéftigen, das Gerade und das Ungerade und die Figuren der drei Arten
von Winkeln und anderes hiermit Verachwistertes bei jeder Untersuchung voraussetzen und
solches also, gerade als wiiBiten sie es, zu Voraussetzungen machen, dabei aber eben keinerlei
Rechenschaft weder sich selbst, noch einem anderen iiber diese Dinge, a]s wiren sie jedem
klar, zu geben fir nétig halten und, aus solchem dann ihren A h d, sofort
das iibrige durchgehen und zugestandenermaBen bei jenem enden, auf dessen Erwigung sie
ausgegangen waren ... Nicht wahr also, dann weiBt du auch, daB sie hierzu die sichtbaren
Formen anwenden und iber diese ihre Begrindungen vornehmen, indem sie dabei aber nicht
diese selbst im Sinne haben, sondern iiber jenes nachdenken, dem diese sichtbaren Formen
dhnlich sind, da sie ja um des Quadrates an und fiir sich willen die Begriindungen vornehmen
und um des Durchmessers an und fiir sich willen, nicht aber um dessentwillen, den sie eben
zeichnen, und ebenso auch bei den iibrigen Figuren jene einzelnen, die sie bilden und zeichnen,
wovon es auch Schatten und Abbilder im Wasser gibt, eben nur als Abbilder benutzen, weil
sie ja jene anderen an sich selbst seienden zu schauen suchen, die man wohl nicht in anderer
Weise als eben durch das Nachdenken schauen kann.* ([L 3.11], 8. 252—253)

Diese Stelle ist charakteristisch fiir Platons Ideenlehre. Hier zeigt sich die Fehlein-
schitzung der Abstraktionstitigkeit des menschlichen Denkens durch den Plato-
nischen objektiven Idealismus. Demnach ist jeder konkrete Gegenstand — Stuhl,
Schrift, ein gezeichnetes Dreieck — nur das schlechte, verderbte Abbild einer objek-
tiven Idee wie etwa ,,Stuhl®, ,,Schrift*, ,,Dreieck*. Bei der Idee ,,Dreieck* z. B. gilt
der Satz iiber die Winkelsumme wirklich, bei jedem aufgezeichneten Dreieck aber,
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dem schlechten Abklatsch der Idee, wird die Nachpriifung Abweichungen ergeben.
In Wahrheit ist es natiirlich so, daB das Denken die notwendigerweise bei der Zeich-
nung bewirkten Ungenauigkeiten als unwesentlich wegla8t (d. h. abstrahiert) um
zum Begriff ,,Dreieck* zu gelangen.

Dem menschlichen Denken kommt in Platons System dann nur die Aufgabe zu,
den Grad der Ubereinstimmung zwischen der erhabenen, vollkommenen Idee und
ihrem realen, kiimmerlichen Abklatsch festzustellen. In seinem philosophischen
System, das auch die Verachtung der Sklavenhalter fiir Arbeit und produktive
Titigkeit widerspiegelte, ist es nur folgerichtig, wenn aus der Mathematik alle
mechanischen Hilfsvorstellungen und Geridte verbannt wurden. So kam es, da8 die
griechisch-hellenistische Mathematik die Konstruktionshilfsmittel Zirkel und Lineal
betonte, soweit sie unter direktem EinfluB Platons stand. (Wihrend der helleni-
stischen Periode insbesondere sind auch komplizierte Kurven — Quadratrix, Kon-
choide, Kissoide — studiert worden, die iiber Zirkel und Lineal hinausgehende
Konstruktionshilfsmittel erfordern.)

Der restriktive EinfluB Platons ist direkt nachweisbar. Platon selbst sagte iiber den
Sinn und Zweck des Mathematiktreibens: Weil ,,die Kiinste (d. h. die handwerklichen
Fertigkeiten, Wg) ... simtlich niedrige Gewerbe* sind, miisse man ,,jene, die in dem
Staate an dem GroBten teilhaben sollen, dazu iiberreden, daB sie zur Rechenkunst
sich wenden*, und zwar

»,80 lange, bis sie zur Anschauung der Natur der Zahlen durch die Denktitigkeit selbst gelangt
sind, nicht um des Kaufens und Verkaufens willen wie Handelsleute und Kramer sie betreiben,
sondern um des Krieges willen und darum, daB die Seele selbst eine Erleichterung finde und
von dem Werden hinweg zur Wahrheit und zur Wesenheit hiniibergewendet werde.* ([L 3.11],
S. 269)

AufschluBreich ist ferner u.a. ein Bericht des rémischen Historikers Plutarchus
iiber die Ansicht Platons zur Verwendung mechanischer mathematischer Hilfsmittel
(auBer Zirkel und Lineal).

»,Platon selbst tadelte die Leute um Eudoxos und Archytas und Menaichmos, weil sie es
unternommen hatten, die Wiirfelverdoppelung auf mechanische Einrichtungen zuriickzufiih-
ren, wie wenn es nicht méglich wire, fiir den, der es iiberhaupt versucht, rein theoretisch zwei
mittlere Proportionalen zu finden. Dadurch wird nimlich das Gute an der Geometrie zugrunde
gerichtet und zerstért, indem diese sich wieder zum Sinnlichen zuriickwendet, statt sich nach
oben zu erheben und die ewigen, unkorperlichen Bilder zu erf bei denen verweilend Gott
ewig Gott ist." (In der Interpretation von van der Waerden, [L 3.14], S. 267/268)

Unverkennbar hat die Platonische Auffassung die Verwendung der Mathematik im
Produktionsproze gehemmt oder da, wo sie eintrat, abgewertet. Doch kann bei
aller historisch-kritischen Distanz gegeniiber der Rolle des objektiven Idealismus fiir
die Entwicklungsgeschichte der Mathematik kein Zweifel daran bestehen, da8 die
hohe Wertschiitzung der Mathematik durch Platon und die Platonische Schule — der
Uberlieferung nach habe iiber dem Eingang zur Akademie der Satz gestanden, kein
der Mathematik Unkundiger mége dort eintreten — zur Durchbildung, Weiterent-
wicklung und Tradierung gerade der auf héchstem theoretischem Niveau betriebenen
Wissenschaft Mathematik Entscheidendes heigetragen hat.
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Die geometrische Algebra

Auf diesem allgemeinen Hintergrund begann die Suche nach Mitteln, die inneren
Schwierigkeiten der Mathematik dieser Zeit zu iiberwinden: Es existieren zueinander
inkommensurable Strecken, man kann sie konstruieren. Aber es gibt keine natiirliche
Zahl und kein Verhiltnis von Zahlen, das ein arithmetisches Aquivalent des geo-
metrischen Objekts sein kénnte (Anm. 3.7).

Ein Ausweg aus diesem inneren Widerspruch hitte die Herausarbeitung des
Begriffs der irrationalen Zahl sein kénnen. Doch wurde dieser Weg in der Antike
nicht beschritten, da Grenziiberginge in allgemeiner Form damals begrifflich noch
nicht gemeistert wurden. So schritt die antike Mathematik vielmehr in einer anderen
Richtung voran, durch die Herausarbeitung der sog. Methode der ,,geometrischen
Algebra“. Der didnische Mathematiker und Mathematikhistoriker Zeuthen hat 1886
diesen Typ von Mathematik, der algebraische Probleme mittels geometrischer Kon-
struktionen behandelt, mit dieser Bezeichnung recht treffend charackterisiert.
(Anm. 3.8)

o X Abb.3.9. Flichenanlegung zur Lésung einer
linearen Gleichung

c

Einige Beispiele werden das Wesen der geometrischen Algebra verdeutlichen. So
tritt der durch die Beziehung )_': ab, = a Z b, mit E’ b, = b bezeichnete Sachverhalt
in der Sprechweise der geomemschen Algebra folgendermaﬂen auf:

»»Hat man zwei Strecken und teilt die eine von ihnen in beliebig viele Abschnitte, so ist das
Rechteck aus den beiden Strecken den Rechtecken aus der ungeteilten Strecke und allen
einzelnen Abschnitten zusammen gleich.** ([L 3.4), I, S. 34)

Die binomische Formel (a + b)? = a% + 2ab + b2 erscheint in der Gestalt:

»Teilt man eine Strecke, wie es gerade trifft, so ist das Quadrat Giber der ganzen Strecke den
Quadraten iiber den Abschni und zweimal dem Rechteck aus den Abschnitten zusammen
gleich.** ([L 3.4], I, S. 35)

Die sog. Methode der ,,Flichenanlegung* erfiillte den spezifischen Zweck, Glei-
chungen aufzuldsen; sie ist das Kernstiick der geometrischen Algebra. Der einfachste
Fall besteht in der Aufgabe, an eine gegebene Strecke ¢ in Form eines Rechteckes
eine Fliche anzutragen, die flichengleich ist mit einem vorgegebenen Rechteck der
Fliche a - b. Die Losung der Aufgabe erfolgt durch die Konstruktion in Abb. 3.9;
sie ist offenbar identisch mit der Losung der Gleichunga - b = ¢ - z in der Variablen .

Nichtlineare Gleichungen erfordern Flichenanlegungen, bei denen die zu kon-
struierende Fliche einen Flicheninhalt besitzt, der um eine gegebene Fliche kleiner
oder gréBer als eine vorgegebene Fliche ist : Flichenanlegung mit Defekt bzw. Uber-
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schuB. Diese Fille entsprechen der Auflésung des Gleichungssystems vom Typ
z-y=F,z+y=2abzw.z-y=F,z — y = 2a.

Auch terminologische Fragen sind interessant: Das griechische Wort ,,parabolé*
(urspriinglich: danebenwerfen, danebenlegen) erhielt die Bedeutung des Fachaus-
druckes fiir Flichenanlegung. Die Worte ,,élleipsis und ,,hyperbolé” bedeuten
Defekt (Mangel) bzw. Exze8 (UberschuB). Demnach liegt die normale parabolé
zwischen der Flichenanlegung mit élleipsis bzw. der Flichenanlegung mit hyperbolé.
Aus diesem Sachverhalt erwuchs spiter, endgiiltig bei Apollonios in dessen Kegel-
schnittslehre, der Gebrauch der Worte Ellipse, Parabel, Hyperbel.

Die folgende Ubersicht unterrichtet iiber die in den ,,Elementen* des Euklid
mittels geometrischer Algebra behandelten Typen quadratischer Gleichungen:

Goldener Schitt Gleichung 22 = a(a — z) Buch II, 6
Einfache Flichenanlegung Mittlere Proportionale Buch VI, 5
(parabolisch) Gleichung 22 = F =a - b

(Elliptische) Flichenanlegung Gleichungssystem Buch VI, 8
mit Defekt z-y=F, z+y=2a

bzw. Gleichung (22 — z) = F

(Hyperbolische) Flichen- Gleichungssystem Buch VI, 9
anlegung mit Exze8 z-y=F, r—y=2a

bzw. Gleichung x(z — 2a) = F

Theodoros von Kyrene

Historisch gesehen tritt uns die geometrische Algebra als erfolgreicher KompromiB8
im Umgang mit irrationalen GréBen entgegen, der den Fortbestand der griechisch-
hellenistischen Mathematik ermdglicht hat. Die entscheidenden Leistungen zur
Durchbildung und Ausformung der geometrischen Algebra wurden von drei Mathe-
matikern vollbracht, die, ankniipfend an Ergebnisse der Pythagoreer, der Plato-
nischen Schule nahestanden oder aus ihr hervorgegangen sind, von Theodoros von
Kyrene, von Theaitetos und von Eudoxos von Knidos.

Platon 1Bt im Dialog ,,Theaitetos* den schon betagten Theodoros mit dem hoch-
begabten Jiingling Theaitetos zusammentreffen. Die Szene spielte im Jahre 399 in
Athen. Das Thema des Dialogs ist das Problem der Irrationalititen.

. Theodoros hier zeichnete uns etwas aus der Lehre von den Quadraten und bewies fiir die
Quadrate von drei und fiinf FuB Inhalt, daB die der Seitenlinge nach dem Quadrate von einem

FuB Inhalt nicht kommensurabel seien, und so zog er jedes einzelne heran bis zum siebzehn-
fiiBigen Quadrat. Bei diesem hielt er zufdllig inne.* ([L 3.10], S. 117)

Diese Stelle verdeutlicht: Theodoros bewies, modern formuliert, da8 ]/§, ]/g, ceey }/ﬁ

irrationale Zahlen sind. Die Passage gibt aber keine sichere Auskunft, wie der Beweis
gefithrt wurde. Eine geistreiche Vermutung von Anderhub erklirt es, wieso Theodoros

gerade bei Vﬁendet-e. Seine Methode bestand demnach aus einer fortgesetzten An-
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wendung des Satzes von Pythagoras zur Konstruktion der Strecken mit den Lingen
¥3,75, ..., Y17 und dann in der Anwendung der Methode der Wechselwegnahme.
Aus der Zeichnung wird sofort klar, warum Theodoros bei Vﬁ aufhorte (Abb. 3.10).

Abb. 3.10. Konstruktion zum schrittweisen Nachweis
der Irrationialitidt von }/5, ¥s5, ... V17

Theaitetos und die Klassifizierung der quadratischen Irrationalititen

Nachdem der éltere Theodoros seinen Bericht gegeben hat, liBt Platon den jungen
Theaitetos (Anm. 3.9) eine Grundidee vortragen:

,,Nun fiel es uns (Theai und einem and athenischen Jiingling, Wg) bei, da ja die
Quadrate in ihrer Menge unendlich schienen, zu versuchen, sie in einem gemeinsamen Begriffe
zusammenzufassen, um mit ihm all diese Quadrate bezeichnen zu kénnen ... Alle Zahlen
schieden wir in zwei Klassen: in solche, die dem Produkt aus gleichen Zahlen entsprechen;
sie verglichen wir nach ihrer Gestalt mit dem Quadrat und nannten sie quadratisch und gleich-
seitig ... Die Zahlen dazwischen aber, zu denen die Drei und die Fiinf und jede gehért, die dem
Produkt aus gleichen Zahlen nicht entsprechen kann, sondern dem Vielfachen einer groSeren
Zsahl und einer kleineren oder einer kleineren und einer groBeren, so da8 in ihrer Darstellung
immer eine groBere und eine kleinere sie umschlieBt, verglichen wir mit der lénglichen Gestalt
des Rechtecks und nannten sie oblonge Zahlen ... Alle Linien, die ein nach Seiten und Flichen
k bles Quadrat bilden, besti wir als Lingen; die aber ein ungleichseitiges
Vieleck bilden, als solche Quadrate, die an Liinge mit jenen nicht kommensurabel sind, jedoch
der Fliche nach, deren Quadrat sie bilden. Und mit den Kubikzahlen ist es auch @hnlich.*
([L 3.10}, S. 117/118).

Uber die Angabe spezieller Fille irrationaler Streckenlingen durch Theodoros hinaus-
gehend wurde demnach eine prinzipielle Einteilung getroffen, die zwei Klassen von
Irrationalititen erfaBte: Diejenigen Strecken, die ein Quadrat erzeugen, dessen
Flicheninhalt zwar eine ganze Zahl, jedoch keine Quadratzahl ist, haben kein ge-
meinsames MaB mit der Lingeneinheit ; sie sind inkommensurabel zu 1. Entsprechen-
des gilt fiir den Raum.

Dieser Teil des Dialoges war zugleich eine Art Programm zum umfassenden Stu-
dium der Irrationalititen. Man kann mit groBer Sicherheit annehmen, da8 dies noch
von Theaitetos selbst durchgefiihrt worden ist; seine Ergebnisse bilden den Inhalt
des Buches X der ,,Elemente. Buch X ist auch fiir einen heutigen Mathematiker
sehr schwierig, zumal dort die komplizierten arithmetisch-algebraischen Sachverhalte
der Klassifizierung gewisser Typen von Irrationalititen in geometrischer Form vor-
genommen werden und das alles ohne den Gebrauch von Formeln und Symbolen.
Benutzt man die moderne Sprechweise, so wird dort die Kommensurabilitit von
Strecken als eine Aquivalenzrelation behandelt. Dann werden verschiedene Typen
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von Irrationalititen behandelt, die auf die Untersuchung von Wurzelschachtelungen

hinauslaufen, etwa vom Typ V}/Z-l- VB. Ferner werden — alles dies durch geo-
metrische Konstruktionen! — Identititen bewiesen, die in heutiger Symbolik

V'/—-—/—'_V]/Z-i-[/a—b l/Va—}/a—b
at)b= +
2 2
= =0 1/t b a—b
VVaj:]/a b—l/—2 j:‘/ 5
entsprechen.

In engem AnschluB an Buch X werden im Buch XIII Ergebnisse iiber spezielle
Klassen quadratischer Irrationalititen auf das Studium regulirer Polyeder ange-
wendet. Das Buch XIII endet mit dem Nachweis, daB es genau fiinf regulire Polyeder
gibt: Wiirfel, Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder. Ubrigens wurden sie
nach Platon benannt, weil er sie in seinem Dialog ,,Timaios* als Grundform der
Elemente bezeichnet hatte: Platon ordnete den Wiirfel der Erde, das Oktaeder der
Luft, das Tetraeder dem Feuer und das Ikosaeder dem Wasser zu; der Weltschépfer
habe dabei die Welt in Form eines Dodekaeders angelegt (Abb. 3.11). Das mathe-

matische Hauptwerk der Antike verbindet sich also mit einer weltanschaulichen
Aussage.

und

\ /1
/A [H) &

Abb. 3.11. Die fiinf reguliren Polyeder, die Platonischen Weltkorper

Eudoxos von Knidos

Nach Theodoros und Theaitetos stand noch immer die arithmetische Bewiltigung
des Problems der Irrationalitéiten aus; sie wurde von Eudoxos geleistet.

Eudoxos von Knidos war ohne Zweifel der bedeutendste Mathematiker seiner
Zeit. Dariiber hinaus hatte er sich auch als Astronom, Rhetor, Arzt und Geograph
ausgezeichnet. Im Scherz nannten ihn seine Freunde Eudoxos, den Beriihmten.

Eudoxos schuf eine GréBenlehre, die auch irrationale Gré8en einbezog, allerdings
ohne explizit bis zum Begriff der Irrationalzahl vorstoBen zu konnen. War bisher
der Begriff der Proportion an die Voraussetzung gebunden, daB die im Verhaltnis
stehenden Zahlen ein gemeinsames MaB besitzen, so befreite sich Eudoxos in einem
kithnen gedanklichen Schritt von dieser Einschrinkung und definierte:

»»Man sagt, daB GréBen in demselben Verhiltnis stchen, die erste zur zweiten wie die dritte
zur vierten, wenn bei beliebiger Vervielfiltigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten
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den Gleichvielfachen der zweiten und vierten gegeniiber, paarweise entsprechend genommen,
entweder zugleich groBer oder zugleich gleich oder zugleich kleiner sind. ,,... die dasselbe
Verhiiltnis habenden GréBen sollen in Proportionen stehend heifien.* ([3.4], 11, S. 17)
Verwendet man die uns vertraute Formelschreibweise, so heiBt dies: Wenn a : b
= ¢ :d, dann folgt fiir beliebiges natiirliches m,n = 1: Aus na > mb folgt stets
ne > md, aus na = mb folgt stets nc = md, und aus na < mb folgt stets nc < md.

Diese Definition der Proportion bhenétigt keinerlei Voraussetzungen iiber die
Kommensurabilitit der GroBen. Zugleich ist sie geeignet, alle bekannten Sétze iiber
Proportionen beweisen zu kénnen — eine Leistung, die es in weiteren Sitzen ge-
stattet, die Verbindung zwischen der geometrischen Algebra, der Proportionenlehre,
der Ahnlichkeitslehre einerseits und einer das Inkommensurable, Irrationale um-
fassenden GroBenlehre andererseits in mathematisch korrekter Weise herzustellen.
Dieses Ergebnis von Eudoxos ist in das Buch V der ,,Elemente* eingegangen.

Auf dieser neugewonnenen sicheren Basis konnte sich die Mathematik wahrend
der niichsten Periode zu einer staunenswerten Hohe entfalten. Doch war es noch
ein weiter Weg bis zum exakten Begriff der Irrationalzahl.
hang damit hat Eudoxos bei der Grundlegung einer
Art Analysis Pionierarbeit geleistet. Seine Methode erhielt im 17. Jh., wihrend der
Suche nach weitreichenden infinitesimalen Methoden, den etwas ungliicklichen
Namen ,,Exhaustionsverfahren‘ (lat. exhaurire, ausschopfen). Ihr liegt die Vor-
stellung zugrunde, etwa den Flicheninhalt krummlinig begrenzter Figuren durch
Ein- bzw. Umbeschreiben von Polygonen annihern zu kénnen, und zwar im Sinne
beliebig guter, ,,erschépfender Anniherung. Eudoxos stiitzte sich bei der als ,,geo-
metrische Analysis* zu bezeichnenden Methode auf einen Satz, der die beliebig gute
Annéherung an eine zu messende GroBe fixiert. Dieser tritt in Buch X der ,,Elemente*
auf; Beispiele zur Exhaustion von Flichen und Kérpern — u.a. Kreis, Kegel,
Kugel — werden dann in Buch XII behandelt. Der Satz lautet:

Im ittelbaren Zusa

»Nimmt man bei Vorliegen zweier ungleicher (gleichartiger) Gré8en von der groBeren ein
Stiick groBer als die Hilfte weg und vom Rest ein Stiick groBer als die Hilfte und wiederholt
dies immer, dann muf} einmal eine GréBe iibrig bleiben, dic kleiner als die kleinere Ausgangs-
groBe ist. ([L 3.4], IV, S. 1)

Diesem Satz und der Eudoxischen GriBenlehre liegt ein Axiom oder Postulat zu-
grunde, dem spiiter Archimedes unter Berufung auf Eudoxos die folgende Fassung
gab:

.»Die groBere von zwei gegebenen GroBen, sei es Linie, Fliche oder Korper, iiberragt die kieinere

um eine Differenz, die, geniigend oft vervielfacht, jede der beiden gegebenen GroB8en iiber-
trifft. (L 3.2, S.9

Ein Beispiel soll zeigen, wie Eudoxos von dem ,,MeBbarkeitssatz‘‘ Gebrauch machte;
dazu sei die Berechnung der Kreisfliche aus dem Buch XII der ,,Elemente* gewihlt.
Der Sachverhalt wird, wie schon bei Hippokrates, so formuliert: ,,Kreise verhalten
sich zueinander wie die Quadrate iiber den Durchmessern.*

Zwei Kreisen mit den Flichen f und F und den Durchmessern d und D werden
dhnliche regelmiBige Vielecke mit den Flichen f, bzw. F, einbeschrieben. Dann ist
fa < fund F, < F. Da sich, nach einem vorher bewiesenen Satz, dhnliche Vielecke in
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Kreisen verhalten wie die Quadrate iiber den Durchmessern, hat man f, : F, = d%: D2,
Angenommen, f wire nicht proportional d?, sondern etwa d?: D2 = (f — ¢): F,d. h.
fa: Fy=(f — ¢) : F, wobei ¢ eine Fliche nicht gré8er als das einbeschriebene Quadrat
/s bedeutet, dann kénnte man durch geniigende Verdoppelung der Ecl hl »
erreichen, daB f, > f — ¢ wird, im Widerspruch zu f, < f. Genauso widerlegt man
die andere bei Nichtproportionalitit mégliche Beziehung f,: F, = f: (F — §). Also
muB der Satz als richtig angenommen werden.

Mit diesen Ansitzen zur Behandlung von geometrisch existierenden Grenzwerten,
die auf einem exakten, indirekten Beweis durch ,,Ausschopfung® beruhen, schuf
Eudoxos gedankliche Mglichkeiten, die bereits in der darauffolgenden hellenistischen
Periode der antiken Mathematik, insbesondere bei Archimedes, ihre Fruchtbarkeit
offenbaren und noch bis weit in die Mathematik der Neuzeit hineinreichen sollten.
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Hellenistische Periode

Die Zeit vom Regierungsantritt (336 v.u.Z.) Alexander des GroBen bis zur Eroberung
Agyptens durch die Romer (30 v. u. Z.) war durch weitreichende Anderungen des
gesellschaftlich-politischen Lebens gekennzeichnet, durch bedeutende neue Er-
rungenschaften der Produktionstechnik, des Militirwesens und des Bauwesens sowie
durch eine Ausweitung der Handelstatigkeit auf einem fiir die damaligen Verhdltnisse
riesigen Territorium, das Mazedonien, Griechenland, Klein- und Mittelasien, Siid-
und Westeuropa, Nordafrika und Teile Indiens umfaBte.

Insbesondere spricht man auch von einer Kultur und Wissenschaft des Hellenis-
mus. Sie entstand durch Verschmelzung und Durchdringung der kulturell-wissen-
schaftlichen Ergebnisse der Griechen (d. h. der Hellenen) mit den verschiedenen
Kulturen der Vélker jenes groBen Territoriums; so war der Mazedone Alexander
durch seinen griechischen Lehrer und Erzieher, den Philosophen Aristoteles, in den
Traditionen der griechischen Wi haft aufg h Die hellenistische Kultur
und Wissenschaft blieb bestimmend in den aus Alexanders GroBreich hervorgegan-
genen Nachfolgestaaten und wirkte bis weit in die Zeit des romischen Imperiums
hinein. Die Mathematik jener Zeit bildete einen integrierenden Bestandteil der
hellenistischen Kultur und Wissenschaft und léste sich, wie andere Wissenschaften
auch, aus der Philosophie heraus.

Alexandria. Das Museion

An giinstiger Stelle, an der Miindung eines Nilarmes, war im Jahre 331 v.u. Z.
eine der vielen ,,Alexanderstidte gegriindet worden, die noch heute Alexanders
Namen trigt : Alexandria in Agypten. Sie wurde zur Hauptstadt des Ptolemierreiches,
des bedeutendsten der Nachfolgestaaten des Alexanderreiches, der von Alexanders
Tod bis zum Tode Cleopatras, der letzten Konigin, auf dem Territorium Agyptens
Bestand hatte. Alexandria wurde das wissenschaftlich-kulturelle Zentrum der Welt
des Hellenismus und der Romerzeit. In Athen gab es die Platonische Akademie, das
Lyzeum des Aristoteles und den sog. Garten des materialistischen Philosophen
Epikur — aber Alexandria besaB das Museion. Es handelte sich hierbei um das erste
staatlich gegriindete und unterhaltene Forschungs- und Lehrzentrum iiberhaupt,
mit Horsilen, Arbeits- und Speiseriumen, mit einer dazugehérigen ganz auBer-
ordentlichen Bibliothek von ca. 400000 Papyrusrollen (die in spiteren kriegerischen
Auseinandersetzungen mit den Romern vernichtet wurde), mit Sternwarte, bota-
nischen und zoologischen Giirten. Kopisten waren angestellt, um die Biicher zu
vervielfiltigen.

Von rund 300 v. u. Z. bis rund 150 u. Z., also nahezu ein halbes Jahrtausend,
haben die bedeutendsten damaligen Wissenschaftler mit dem Museion und Alexandria
in Verbindung gestanden. Viele wirkten dort oder hatten dort studiert. Dies trifft
auch auf die Mathematiker der hellenistischen Periode, u.a. auf Euklid, Era-
tosthenes, Archimedes, Apollonios, Heron, Ptolemaios, Diophantos zu.
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Euklid von Alexandria

Von Euklid stammt das zweifellos erfolgreichste mathematische Buch der Welt-
geschichte, die ,,El te (Abb. 4.1). Mehr als zwei Jahrtausende, in England bis
in die jiingste Vergangenheit hinein, hat man nach den ,,Elementen” Geometrie
unterrichtet. Von seinem Autor dagegen weiB man wenig, nicht einmal seinen
Geburtsort. Es diirfte nur feststehen, daB er in Alexandria gewirkt hat und dort
um 300 (die Datierungen schwanken) v. u. Z. die ,,Elemente* niedergeschrieben hat.

Die ,,Elemente* (griech. stoicheia) waren nicht, wie der Titel vermuten lassen
konnte, fiir Anfinger bestimmt, sondern fiir Lernende auf fortgeschrittenem Niveau
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(Anm. 4.1), Fast die gesamte damalige Mathematik wurde dort zusammengefaGt.
Jedoch fehlte, ganz im Sinne Platons, der Bezug auf die Anwendungen der Mathe-
matik.

Die ,,Elemente‘‘ bestehen aus 13 Biichern. In spiterer Zeit sind noch zwei weitere
Biicher hinzugekommen, Buch XIV von Hypsikles (2. Jh. v.u. Z.) und Buch XV,
vermutlich von Damaskios (5. Jh. u. Z.). Die Tabelle informiert zusammenfassend
iiber Inhalt und Ursprung der einzelnen Biicher der ,,Elemente‘ von Euklid.

Buch Inhalt Inhaltlich her-
rithrend von
I Vom Punkt bis zum pythagoreischen
Lehrsatz -
—_ ] )
11 Geometrische Algebra § o
g £E3
11 ] Kreislehre o &S
: 59
v e, Ein- und umbeschriebene regelmiSige 2 2 ‘f;’.
23 Vielecke SE&
a3
v Gl Ausdehnung der GroBenlehre auf Eudoxos
Irrationalititen
VI Proportionen, Anwendung auf Planimetrie | ?
VII o 5 Teilbarkeitslehre, Primzahlen .
-1 ]
=]
VIII E: g Quadrat- und Kubikzahlen, geometrische §
© Reihen 4
— =5 -
IX 23 Lehre von Gerade und Ungerade &'
X R Klassen quadratischer Irrationalitdten, Theaitetos
rodg .
EaER Flichenlegungen
XI - |Elementare Stereometrie ionische Periode
XI1 Exhaustionsmethode: Pyramide, Kegel, Eudoxos
] Kugel
— o €
XIII a2 Regulire Polyeder Theaitetos

Aufbau der ,,Elemente**

Euklid baut sein groBartiges Lehrwerk auf Definitionen, Postulaten und Axiomen
auf; es folgen Lehrsitze mit Beweisen, Problemstellungen und Hilfssitze.

Die Definitionen der Grundelemente der (Geometrie — Punkt, Linie, Strecke,
Fliche — sind anschaulicher, beschreibender Art. So heiBt es etwa:

»Ein Punkt ist, was keine Teile hat". ,,Eine Linie (ist) breitenlose Liinge‘. ,,Eine Grenze ist
das, worin etwas endet.* ([L 4.5], 1, 8. 1)
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Dies sind nicht eigentlich Definitionen, sondern Beschreibungen. Wer z. B. noch
nicht den Begriff des Punktes aus der Anschauung mittels Abstraktion gewonnen
hat, kann ihn aus dieser Definition auch nicht erwerben. Die weitaus groB8ere Zahl
der Definitionen aber ist durchaus streng; Eigenschaften werden maBgebend fiir die
Definition. Beispielsweise:

,»Von den vierseitigen (geradlinigen) Figuren ist ein Quadrat jede, die gleichseitig und recht-

winklig ist. ,,Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man
sie nach beiden Seiten ins unendliche verlingert, auf keiner einander treffen.* ([L 4.5], I, S. 2)

Dann folgen fiinf Postulate (heute allerdings werden Postulat und Axiom als weit-
gehend synonym verstanden). Sie sind geometrische Festlegungen. In den ersten
drei wird postuliert, daB man jeden Punkt mit jedem durch eine Strecke verbinden,
jede begrenzte Linie geradlinig zusammenhingend verlingern und Kreise mit be-
liebigem Radius und Mittelpunkt schlagen darf. Dadurch werden die Konstruktions-
hilfsmittel, ganz im Sinne Platons, auf Zirkel und Lineal fixiert. Das vierte Postulat
legt fest, daB alle rechten Winkel gleich sind. Das fiinfte postuliert (Abb. 4.2),

,,daB, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, daB innen auf
derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die zwei
geraden Linien bei Verlingerung ins unendliche sich treffen auf der Seite, auf der die Winkel
liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind.* ([L 4.5), I, S. 3)

Abb. 4.2. Zur urspriinglichen Fassung des sog. Parallelen-
postulats

Mit diesem Postulat ist die Existenz hochstens einer Parallelen (immer zu einer vor-
gegebenen Gerade durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt) fixiert; die Existenz
wenigstens einer Parallelen wird von Euklid bewiesen. Damit ist die Existenz genau
einer Parallelen gesichert.

Das fiinfte Postulat erhielt wegen dieses Zusammenhanges spiter die Bezeichnung
,,Parallelenpostulat* (oder sogar Parallelenaxiom). Es wurde bereits in der Antike
viel diskutiert, weil es nicht dasselbe MaB an Selbstverstindlichkeit und Anschaulich-
keit zu besitzen schien wie die anderen vier. Man hat daher schon in der Antike ver-
sucht, dieses Postulat als Theorem zu verstehen, es also zu beweisen. Man wei8 seit
der Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie, daB dies nicht mdoglich ist; um so
mehr ist der Weitblick von Euklid zu bewundern.

Ubrigens gibt es bei Euklid noch keine Axiome oder Postulate der Anordnung;
diese werden anschaulich implizit gebraucht. Hier schuf erst Pasch im 19. Jh. be-
griffliche Klarheit.

Den fiinf geometrischen Postulaten folgen bei Euklid logische Axiome; sie stehen
ganz deutlich unter dem Eindruck der etwa zur gleichen Zeit durch Aristoteles voll-
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zogenen Durchbildung der formalen Logik. In spiteren Texteditionen treten neun
Axiome auf; von Euklid selbst stammen die folgenden:

,»Was demselben gleich ist, ist auch unter einander gleich." ,,Wenn Gleichem Gleiches hinzu-
gefiigt wird, sind die Ganzen gleich.* ,,Die Doppelten (Halben) von demselben sind einander
gleich.* ,,Was einander deckt, ist einander gleich.* (Dieses Axiom ist Grundlage der Kongruenz-
geometrie.) ,,Das Ganze ist groBer als der Teil.* ([L 4.5}, 1, 8. 3)

Euklid als Forscher

Tritt uns Euklid in den ,,Elementen‘‘ als ein vorziiglicher Systematiker bekannten
mathematischen Stoffes entgegen, so hinterlieB er auch eine ganze Reihe eigen-
stindiger Forschungsergebnisse. Einige dieser Abhandlungen sind allerdings nur dem
Thema nach bekannt, andere sind nur in arabischer Ubersetzung erhalten geblieben.
Es seien wenigstens einige Titel genannt:

,sUber die Zerlegung von Figuren®, ,,Porismen* (d. h. Sitze, mit denen man etwas
,finden* kann), ,,Pseudaria* (Uber Trugschliisse). Die ,,Ded ‘“ (Gegebenheiten)
untersuchen, welche Teile einer Figur und deren Beziehungen — GroBe, Lage usw. —
bestimmt sind, wenn andere Teile nach GroSe, Lage usw. vorgegeben sind. Eine
Kegelschnittslehre Euklids in vier Biichern ist verlorengegangen, da sie durch die
spitere und ausfiihrlichere des Apollonios verdringt wurde. Ferner gibt es Schriften
von Euklid zur mathematischen Physik, ,,Optika* (Perspektive), ,, Katoptrika*
(Spiegelbilder), ,,Sectio Canonis“ (Musiktheorie), ,, Phainomena‘ (theoretische
Astronomie, Sphirik).

Insgesamt hat Euklid damit den gesamten mathematischen Lehrstoff, wie er in
der platonischen Schule vorgeschrieben war, zusammengefa8t.

Archimedes als Mathematiker

Mit Archimedes erreichte die Mathematik der Antike ihren Hohepunkt. Sein Ge-
dankenreichtum auf allen Gebieten der Math. tik, in Astronomie, Hydrostatik,
Mechanik und Technik verlieh ihm schon in der Antike ein hohes Ansehen, noch ge-
steigert durch die Erfindung duBerst wirkungsvoller Verteidigungswaffen, mit deren
Hilfe seine Vaterstadt Syracus auf Sizilien den rémischen Belagerern zwei Jahre
Widerstand leisten konnte.

Seine zahlreichen Abhandlungen weisen ihn als einen tiefgriindigen originellen
Denker im Bereich der Mathematik aus und zugleich als Begriinder der mathema-
tischen Physik.

In der,,Quadratur der Parabel* gelingt Archimedes die exakte Flichenberechnung
eines Parabelsegments, indem er eine unendliche geometrische Reihe summiert.
Nach Ergebnis und Methode rechnen wir dies heute zur Integralrechnung. ,,Uber
Kugel und Zylinder*, ,,Uber Konoide und Sphiroide** beschiftigen sich u.a. mit
der Inhaltsbestimmung von Bogenlingen, Oberfliche und Volumen der Kugel und
ihren Segmenten und Sektoren, mit Rotationsellipsoiden und Rotationshyperboloiden
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sowie den Schwerpunkten dieser Flichen und Kérper. ,,Uber Spiralen* studiert
Flichenverhiltnisse an der nach Archimedes benannten Spirale. Andere Schriften,
u. a. ,,Das Buch der Lemmata®, ,,Die Konstruktion des reguliren Siebenecks' und
,,Uber halbregelmiBige Korper sind teilweise oder ganz verlorengegangen oder nur
in arabischer Ubersetzung erhalten geblieben. Bedeutsam ist ,,Die Sandzahl* (oder
,»Der Sandrechner), in der alle Zahlen bis A" mit 4 = (108)!*" eine Benennung
erhalten und die unbegrenzte Fortsetzbarkeit der Zahlenreihe ausgesprochen wird.
In der nur teilweise erhaltenen ,,Kreisrechnung‘ findet Archimedes die Abschatzung

322 3—.
n<"<°%

Im engeren Sinne physikalischen Inhaltes sind die Abhandlungen ,,Uber das Gleich-
gewicht ebener Flichen oder iiber den Schwerpunkt ebener Flichen®, ,,Uber schwim-
mende Korper”, ,,Uber den Brennspiegel“ (verloren).

Man hat sich lange gefragt, wie es Archimedes méglich war, eine solche Fiille
komplizierter Probleme zu lsen. Eine erst im Jahre 1906 wiederaufgefundene Ab-
handlung, die sog. ,,Methodenlehre* (Methode der mechanisch herleitbaren Sitze)
gibt dariiber Auskunft: Archimedes hat durch mechanisch-physikalische Uber-
legungen und Anaslogien den Inhalt der Sitze gefunden und dann erst den exakten
mathematischen Beweis ausgearbeitet. Archimedes sagt:

,-Ich bin ... iberzeugt, daB die Methode nicht weniger niitzlich ist zum Beweis der Theoreme
selbst. Denn Einiges von dem, was mir auf ,mechanische' Weise klar wurde, wurde spéter auf
geometrische Art bewiesen, weil die Betrachtungsweise dieser (,mechanischen‘) Art der (stren-
gen) Beweiskraft entbehrt. Denn es ist leichter, den Beweis zustande zu bringen, wenn man
schon vorgreifend durch die ,mechanische' Weise einen Begriff von der Sache gewonnen hat,
als ohne eine derartige Vorkenntnis.

Deshalb wird man einen nicht geringen Verdienstanteil an der Entdeckung jener Theoreme,
fiir die Eudoxos zuerst den Beweis fand — iiber Kegel und Pyramide, da8 der Kegel der 3. Teil
des Zylinders und die Pyramide der 3. Teil des Prismas mit derselben Basis und Hohe ist —,
dem Demokritos zubilligen miissen, der die Sitze iiber diese Figuren aussprach, wenn auch
ohne Beweis. ([LA 1], S. 56)

In der ,,Methodenlehre findet Archimedes auf Grund mechanischer Erwigungen,
indem er das Parabelsegment als mit Masse behaftet gedanklich am Waagbalken
aufhiingt und auswiegt, den Flicheninhalt des Segments. Der strenge mathematische
Beweis ist in der Abhandlung ,,Quadratur der Parabel® enthalten. Dort betont
Archimedes mit Recht, es handele sich um ein Problem,

,-das bisher noch nicht, jetzt aber durch mich in Angriff genommen worden ist; und zwar habe
ich die Losung zuerst durch Methoden der Mechanik gefunden, alsdann durch Methoden der
reinen Geometrie ... Ich zeige nimlich, daB der Inhalt jedes Parabelsegments ein Drittel
groBer ist, als das Dreieck, das mit ihm gleiche Grundlinie und Héhe hat.* ([L 4.2], S. 7)

Beim strengen Beweis fithrt Archimedes zunichst eine Reihensummation durch:
,»In einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten % ist die um den dritten Teil des kleinsten

Gliedes vermehrte Summe aller Glieder % mal so groB wie das groBte'. ([L 4.2], S. 26)
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Sind a, b, ¢, d, ¢, ... Glieder der Reihe, dann ist
4

1 1 1 4 1
b4 —p— =—a, —c¢c=—c=—>0,...
t3b=3t=3® cFf3°c=3°"3
Durch Addition folgt
bteotdtetrbttetrtatrtectatbteta.
3 3 3 3 3
. 1 1 1 . "
Indem man a addiert und 3 b, 3 c, 3 d subtrahiert, erhilt man

a+b+c+d+e+%e=%a q.e.d.

Natiirlich tritt bei Archimedes das Wort ,,Summe einer unendlichen Reihe‘ nicht
auf. Und doch ist es dem Wesen der Sache nach eine echte Grenzwertbestimmung
einer Folge von Partialsummen, der sich von einer endlichen Gr6Be um weniger als

Abb. 4.3. Zur Quadratur eines Parabel-

¢ segmentes durch Archimedes

eine beliebig kleine GroBe unterscheidet. Glanzvoller noch ist der eigentliche Beweis:
Dem Parabelsegment (Abb. 4.3) iiber AC wird das Dreieck ABC einbeschrieben:
H halbiert AC, HB ist parallel zur Achse der Parabel. Durch 4B und BC werden
wieder Parabelsegmente abgeschnitten, auf sie wird das Verfahren wieder ange-
wendet ; man erhilt die Dreiecke ADB und BCE. Aus den Eigenschaften der Parabel
folgt, daB A\ ABC viermal so groB ist wie die Summe dieser beiden Dreiecke. Nach
dem nichsten Schritt erhdlt man vier Dreiecke, deren Summe ein Viertel der Flichen-
inhalte der beiden vorigen ausmacht, usw.

Angenommen, der Satz wiire falsch, dann miiBte der Flicheninhalt des Segmentes

entweder groBer oder kleiner als % des Flicheninhaltes K vom Dreieck ABC sein.

Es sei zuniichst Segment > il /\ vorausgesetzt. Bei dem Verfahren der einzu-
beschreibenden Dreiecke 3

,,wird es moglich sein, ... soweit fortzuschreiten, daB die Summe der iibrig bleibenden Rest-
segmente kleiner ist als die Differenz, um die das Segment die Fliche K ubertrifft. Daraus
wiirde folgen, daB das eingeschriebene Vieleck (d. i. eine Partialsumme @ + b + --- + ¢, Wg)
groBer ist als die Fliche K. Dies ist aber oglich. Denn da gewisse Flichen vorhanden sind,
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die eine geometrische Reihe mit dem Quotienten fi- bilden, ..., so ist klar, daB die Summe

aller Flichen kleiner ist als % von der groBten*. ([L 4.2], S. 27/28)

Die andere Uberlegung fiihrt ebenfalls zu einem Widerspruch. Der Satz ist damit
bewiesen.

Appollonios von Perge. Die Kegelschnittslehre

Der nur wenig jiingere Apollonios von Perge, der ebenfalls in Alexandria studiert hat
und sich lange in Pergamon in Kleinasien aufhielt, hat Archimedes an Tiefe und
Originalitit des Denkens nicht ganz erreicht. Doch gehort er ebenfalls zu den heraus-
ragenden Mathematikern. Von jhm stammt u.a. eine achtbindige Kegelschnitts-
lehre, die den Titel ,,Konika (von griech. konos, Pinienzapfen, Kegel) trug. Die
ersten vier Biicher sind in griechischer Sprache erhalten geblieben, die nichsten
drei in arabischer Ubersetzung, Buch 8 ist verschollen.

Kegelschnitte waren schon vor Apollonios untersucht worden. So hatte Menaichmos
Hyperbeln und Parabeln zur Lésung des Delischen Problems verwandt, und Aristaios
hatte Kegelschnitte als Schnittfiguren von Kegeln und Ebenen studiert. Aber erst
Apollonios schuf eine einheitliche Herleitung aller Kegelschnitte — Ellipse, Parabel,
Hyperbel — durch ebene Schnitte ein und desselben Kegels.

Die Apollonische Kegelschnittslehre, die ein erstaunliches Niveau besaB, muBte
ohne Koordinatengeometrie und ohne Formelschreibweise auskommen und ist daher
verhiltnisméBig umstandlich und schwer durchschaubar. Um so héher ist natiirlich
der Scharfsinn von Apollonios einzuschitzen, der in den Biichern 6 bis 8 haupt-
sichlich eigene Forschungsergebnisse dargestellt hat. Nach heutiger Terminologie
behandelt Apollonios die folgenden Themenkreise:

Buch 1: Erzeugung der Kegelschnitte durch Schnitt eines Kreiskegels. Mittelpunkt,
Durchmesser und konjugierte Durchmesser der Kegelschnitte
Buch 2: Achsen und Asymptoten der Hyperbel

Buch 3: Brennpunkte, Theorie von Pol und Polare. Projektive Erzeugung der
Kegelschnitte

Buch 4: Anzahl der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte (Beweis, daB es hiochstens
vier Schnittpunkte gibt)

Buch 5: Normale und Subnormale. Kriimmungsmittelpunkte

Buch 6: Ahnliche Kegelschnitte

Buch 7: Spezielle Eigenschaften der konjugierten Durchmesser

Buch 8 (Rekonstruktion): Determination von speziellen Konstruktionsaufgaben

Apollonios hat noch auf einem anderen Gebiet eine weit nachwirkende Leistung
vollbracht, dem der theoretischen Astronomie. Nach Platons Auffassung muBten die
Bewegungen der Planeten auf vollkommenen Bahnkurven, also auf Kreisen statt-
finden; diese Ansicht wurde zum idealistischen Vorurteil, auf dem die antike Astro-
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nomie aufzubauen hatte. Durch héchst scharfsinnige Kombinationen von Exzentren
und Epizykeln (Abb. 4.4) gelang es Apollonios, die komplizierten Planetenbewegungen
mittels kreisformiger Bewegungen anzunihern und so das Platonische Dogma
(scheinbar) zu retten.

Abb. 4.4. Epizyklische Bewegung von Planeten:
Der Planet P bewegt sich auf einem Kreis,
dessen Mittelpunkt M sich seinerseits auf einem
Kreis um die Erde E bewegt

Ptolemaios als Mathematiker

Mit Hilfe dieses geometrischen Ansatzes und auf der Grundvorstellung von der im
Mittelpunkt der Welt stehenden Erde, die von den Planeten (unter ihnen die Sonne)
umlaufen wird, wurde die hellenistische Astronomie durchgebildet (Anm. 4.2). Sie
fand ihre schlieBliche Ausformung in dem bewunderungswiirdigen Werk ,,Almagest‘
(eine arabische Version des griechischen Titels, der ,,Die groBe Zusammenfassung*
bedeutete) des Ptolemaios, das ein gewaltiges empirisches Material geistig ver-
arbeitete. Innerhalb der damaligen Beobachtungsgenauigkeit deckte sich die mathe-
matische Theorie mit dem Ablauf der Planetenbewegungen. Dies macht es auch
verstindlich, warum das astronomische System des Ptolemaios eineinhalb Jahr-
tausende lang unangefochten Anerkennung, ja Bewunderung erfuhr und warum
erst in einem zidhen und opferreichen Kampf dem heliozentrischen System des
Copernicus zum Sieg verholfen werden konnte, in einer Auseinandersetzung, die
iiber den wissenschaftlichen Gehalt hinaus noch eine auBerordentlich brisante
ideologischer Komponente besaB, die den Widerstand orthodoxer und reaktionérer
Kreise gegen Copernicus und seine Lehre nach sich zog.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daB der ,,Almagest* auch eine recht gut
entwickelte ebene und sphirische Trigonometrie enthilt, die auf Vorarbeiten ins-
besondere von Menelaos von Alexandria zuriickgreift. Doch ist die hellenistische
Trigonometrie auf der Sehnenrechnung aufgebaut, d.h., an der Stelle der heute
iiblichen trigonometrischen Funktionen wird eine Funktion verwendet, die — modern
ausgedriickt — durch

ch (2x) = 2sin &

zu definieren wire. Dabei bedeutet ch die Abkiirzung von chorda, Saite (Abb. 4.5).
In anderen Werken verwendete Ptolemaios die stereographische Projektion der
Kugel auf die Ebene, versuchte das Euklidische Parallelenpostulat zu beweisen und
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beschaftigte sich mit Optik, Mechanik und Harmonielehre. Ptolemaios trat dariiber
hinaus auch als Geograph und als Verfasser eines beriilhmt gewordenen astrolo-
gischen Werkes hervor.

Abb. 4.5. Zum Zusammenhang zwischen Sehnen-
und Sinustrigonometrie

Heron von Alexandria

Schon an das Ende der hellenistischen Periode gehoren noch zwei weitere Mathe-
matiker, deren Leistungen im gewissen Sinne ganz untypisch fiir die Mathematik
dieser Zeit sind. Dennoch stellten sie wichtige Bestandteile und keineswegs Rand-
erscheinungen dar.

Bis zu einem gewissen Grade war das von Heron hinterl math
Werk ein Gegenstiick zu den ,,Elementen* des Euklid. Handelte es sich dort um den
Hohepunkt der Platonischen Auffassung von Mathematik, so vertrat Heron eine
Mathematik, die der Befriedigung praktischer Belange diente. Das ist auch insofern
bemerkenswert, als im allgemeinen sonst die in der Sklavereigesellschaft verachtete
Produktion nicht zum Gegenstand schriftlicher Uberlieferung wurde. Erst in der
Renaissance wird sich dies @ndern, fiir die Antike aber sind solche Fille sehr selten.
Heron gehérte zu den Ausnahmen wie etwa auch die zehn Biicher iiber Architektur
von Vitruvius am Beginn unserer Zeitrechnung.

Herons Beruf wiirden wir heute etwa als den eines Ingenieurs bezeichnen. Er hat
viele Schriften verfaBt; zumindest sind unter seinem Namen Gegenstinde wie
»Dioptrica* (Vermessungsinstrumente) (Abb. 4.6), ,,Belopoiika‘ (Geschiitzkunde),
,»Mechanica‘‘ (Mechanik, d. h. Beschreibung und mathematische Theorie der ein-
fachen Maschinen Hebel, schiefe Ebene, Keil, Flaschenzug, Winde usw.), Schriften
iiber Wasseruhren, Gewélbe, Automaten sowie die berilhmten ,,Pneumatica‘ (d. i.
Druckwerke) iiberliefert, in denen allerhand sinnreich konstruierte, aber fiir die Pro-
duktion bedeutungslose Apparate beschrieben werden, die durch Dampfdruck oder
Luftdruckunterschiede in Bewegung gesetzt werden: Trompeten schmettern,
Tempeltiiren 6ffnen sich, Tiernachbildungen trinken oder Vogel zwitschern. Ubrigens
zeigen sich hier Grenzen der damaligen Gesellschaftsordnung: Zwar war die Kraft
des Dampfes erkannt, aber es bestand keine gesellschaftliche Notwendigkeit, diese
neue Energieform fiir die Produktion auszunutzen, solange mit den Sklaven genug
menschliche Arbeitskraft zur Verfiigung stand.

Von den eigentlich mathematisch orientierten Schriften Herons seien die ,,Metrica‘“,
d.i. drei Biicher iiber Vermessungslehre, ,,Geometrica‘ (Flichenberechnungen) und
»Stereometrica‘ (Volumenberechnungen), erwihnt.

Herons Schriften haben durch ihre vorbildliche Darstellung eine weite Verbreitung
gefunden. Durch dauernden Gebrauch immer wieder erginzt, verindert und neu

g0k




Abb. 4.6. Vermessungsgeriit (Diopter) von Heron (Rekonstruktion)

redigiert, wurden sie zum Standardwerk der praktischen Mathematik der Folgezeit.
So beruhen auf Heronischen Vorbildern etwa die FeldmeBmethoden der romischen
Agrimensoren, die im Tro8 der romischen Heere mitzogen und eine Weltkarte des
romischen Weltreiches mit iiberraschend genauen Entfernungsangaben anfertigten.

Zugleich verdient es hervorgehoben zu werden, daB einige mathematische Schriften
Herons eine strenge, auf Definitionen, Sitzen und Beweisen beruhende Darstellungs-
weise besitzen und auch Ergebnisse enthalten, die iiber Euklid hinausgehen. Bei-
spielsweise stammt von ihm (oder Archimedes) die Heronische Dreiecksformel fiir den
Flicheninhalt eines Dreiecks,

F=]/s(s—a)(s—b)(a—c),
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wo 8 = ‘%ﬂ die halbe Summe der Dreiecksseiten bedeutet. Bei Heron tritt
am Fall der Kaliberberechnung eines Geschiitzes die rechnerische Behandlung einer
Gleichung dritten Grades auf. Sehr ausfithrlich werden auch neue Methoden zur
niherungsweisen Berechnung von Wurzeln entwickelt.

Und schlieBlich tritt bei Heron eine Weiterfiilhrung der materialistischen Linie
in der Philosophie der Mathematik zutage. So besaB Heron eine — fiir seine Zeit —
bemerkenswert klare Vorstellung vom Wesen der Mathematik :

,»Wo die Grundlagen der Geometrie herstammen, léBt sich durch die Philosophie zeigen. Damn
wir nicht gegen die Regeln verstoBen, ist es schicklich, die Definition der G trie

Die Geometrie ist also die Wissenschaft von Figuren und GréBen und ihren Veranderungen,
und ihr Zweck ist, hiervon zu handeln; die Methode aber ihrer Darstellung ist synthetisch;
sie fingt nimlich mit dem Punkte an, der ohne Ausdehnung ist, und erreicht iber Linie und
Fliache den Korper. Ihr Nutzen dient geradezu der Philosophie; das ist ja auch die Meinung des
gottlichen Platon, wo er sagt: ob diese Lehren schwer oder leicht sind, durch sie geht der

Weg ... Die G trie hat ihre D: llung durch Abstraktion aufgeb sie nimmt némlich
den physlachen Kaorper, der drei Dlmenslonen hat und Stoffhchkext und durch Entfernung
seiner Stofflichkeit hat sie den math hen Korper gebildet, der solide ist, und durch

Abstraktion hat sie dann den Punkt erreicht, ... Wie der alte Bericht uns lehrt, haben die
meisten Menschen sich mit Vermessung und Verwilung von Land abgegeben, woraus der
Name G ie (Land g) ent: den ist. Die Erfindung aber der Vermessung ist von
den Agyptern gemacht; denn wegen des Steigens des Nils wurden viele Grundstiicke, die

tlich zu lich durch das Steigen, viele auch noch nach dem Fallen, und es
war dem einzelnen nicht mehr moglich, sein Eigentum zu unterscheiden; daher haben die
Agypter diese Vermessung erfunden, bald mit dem sog. MeBband, bald mit der Rute, bald auch
mit anderen MaBen. Da nun die Vermessung notwendig war, verbrei sich der Geb h
zu allen lernbegierigen Menschen''. ([L 4.6], S. 173/175/177)

Diophantos von Alexandria

Mit dem Werk des Diophantos, der zur Mitte des 3. Jh. u. Z. gelebt hat, tritt eine
weitere Unterstromung mathematischer Entwicklung wihrend der Antike wieder
zutage. Bei ihm zeigt sich, daB iiber einen langen Zeitraum hinweg die algebraischen
Denkweisen Mesopotamiens weitergefiihrt worden sind, eine Bestdtigung iibrigens
dafiir, daB die hellenistische ,,Welt‘kultur auch im wissenschaftlichen Bereich durch
enge Berithrung verschiedener regionaler Kulturen entstanden ist. Die geistige Ver-
wandtschaft von Diophantos mit der Mathematik Mesopotamiens ist so eng, da8 sogar
in mesopotamischen Texten und bei Diophantos auftretende Aufgaben ganz auBer-
ordentlich dhnlich sind, bis ins Detail hinein. Diophantos hat wenigstens drei mathe-
matische Schriften verfaBt. Die wichtigste ist eine aus 13 Teilen bestehende ,,Arith-
metica‘, die aber nur in unterschiedlicher Form, teils griechisch, teils arabisch iiber-
liefert wurde (Anm. 4.3). Es handelt sich um eine vom Einfachen zum Schwierigen
fortschreitende Aufgabensammlung bestimmter und unbestimmter Aufgaben, deren
Losung demonstriert wird, ohne da8 allerdings eine allgemeine Theorie dargeboten
wiirde. Lediglich im ersten Buch der ,,Arithmetik* erléutert Diophantos, wobei er
sich an einen gewissen Dionysios wendet, ein wenig Sinn und Methode seiner Ab-
handlung:
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,»Da ich weiB, mein sehr verehrter Dionysios, daB Du voller Eifer bist, die Lésung arithmetischer
Probleme kennenzulernen, so habe ich versucht, Dir die Wi haft der Arith ik, mit den
Elementen beginnend, zu erkliren. Vielleicht erscheint der Stoff etwas schwierig, da er Dir noch
nicht vertraut ist und da es dem Anfinger manchmal an Selbstvertrauen fehlt. ([L 4.4], 8. 5)

Spiiter heiBt es zur Methode, wie man Gleichungen 16st:

,»Wenn nun bei irgend einer Aufgabe dieselben allgemeinen Ausdriicke auf beiden Seiten der
Gleichung, aber mit ungleichen Koeffizienten stehen, so muB man Gleiches von Gleichem
substrahieren, bis zuletzt ein eingliedriger Ausdruck einem anderen gleichgesetzt ist. Sollten
irgend welche allgemeinen Ausdriicke auf einer Seite oder auf beiden Seiten als abzuziehende
Zahlen stehen, so muB man dieselben auf beiden Seiten addieren, so daB auf jeder Seite nur
hinzuzufiigende Zahlen sich befinden. Darauf hat man wieder Gleiches von Gleichem zu
subtrahieren, bis auf jeder Seite nur ein Ausdruck iibrig ist. In dieser Weise wird so lange mit
dem Ansatze der Aufgaben verfahren, bis woméglich auf jeder Seite nur ein Glied sich befindet.
Spiiter werde ich ... auch noch zeigen, wie die Aufgabe geldst wird, wenn zuletzt ein zwei-
gliedriger Ausdruck einem eingliedrigen gleich ist.* ([L. 4.4], S. 7—8)

Diophantos verwendete feststehende Abkiirzungen fiir die Variable und fiir die
Potenzen der Variablen von z® bis z-¢, fiir Gleichheit, fiir Substraktion. In rech-
nerischer Form wurden alle Typen quadratischer Gleichungen, kubische und bi-
quadratische Gleichungen, Bruchgleichungen, Gleichungen in mehreren Variablen
(unbestimmte Gleichungen, die spiter den Namen diophantische Gleichungen er-
hielten) behandelt. Als Lésungen wurden auch Bruchzahlen zugelassen. Der alge-
braische Charakter der ,,Arithmetica‘ schlieBt auch eine hervorragende Umformungs-
technik der Gleichungen ein, so zum Beispiel die Substitution von Hilfsvariablen.
Es verdient festgehalten zu werden, daB sein Werk sogar noch im 16. und 17.Jh.
wesentliche Impulse bei der Begriindung der modernen Mathematik geliefert hat
(Anm. 4.3).

Die Mathematiker der alexandrinischen Schule

Mit Euklid, Archimedes, Apollonios, Ptolemaios, Heron und Diophantos wurden
herausragende Math iker der hellenistischen Periode einzeln behandelt. Es ver-
steht sich, daB die Anzahl der Mathematiker weitaus groBer war.

In Alexandria wirkte zu Lebzeiten von Archimedes zum Beispiel Eratosthenes von
Kyrene, der seit dem Jahre 235 v. u. Z. Vorsteher des Museions war, u. a. das nach
ihm benannte Verfahren zur Aussonderung der Primzahlen (Sieb des Eratosthenes)
beschrieb und ein Verfahren angab, den Erdumfang zu bestimmen. AuBerdem kon-
struierte er eine mechanische Vorrichtung zur Losung des Delischen Problems der
Wiirfelverdoppelung.

Dem Kreis der alexandrinischen Mathematiker gehérten wahrscheinlich auch
Nikomedes und Diokles an, die mit der Konchoide bzw. Kissoide Kurven angaben,
welche beim Problem der Wiirfelverdoppelung zeichnerische Losungen erméglichten.
Dionysodoros beschiftigte sich mit Kugelteilungsaufgaben, Hypsikles studierte Ober-
flichen und Volumina halbregulirer Korper und schrieb das Erginzungsbuch XIV
zu den ,,Elementen. Zenodoros bewies, daB von je zwei Polygonen das mit der
groBeren Eckenzahl den gréBeren Flicheninhalt besitzt, daB der Kreis von allen
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Flichen gleichen Umfanges den groSten Inhalt (isoperimetrisches Problem) und daB
die Kugel von allen Kérpern gleicher Oberfliche das groBte Volumen besitzt. Hier
liegen ganz friihe Ansitze zur spiteren Variationsrechnung.

Die reichen mathematischen Traditionen der alexandrinischen Schule blieben noch
in der Verfallsperiode der Sklavereigesellschaft lebendig; es entstanden sogar noch
einige bemerkenswerte Einzelleistungen.

Die Mathematik am Ausgang der Antike

Im Romischen Reich erlebte der Typ des Sklavenhalterstaates seine stirkste Aus-
priigung. Im 1. Jh. v. u. Z. spitzte sich der Widerspruch zwischen Produktivkriften
und Produktionsverhiltnissen zu. Sklavenaufstinde, insbesondere der unter Sparta-
cus (74—71 v. u. Z.) brachten das rémische Weltreich zeitweise an den Rand des
Abgrundes. Auch der Ubergang von der Republik zur Militirmonarchie konsolidierte
die gesellschaftlichen Verhiltnisse nur voriibergehend. Im 5.Jh. u. Z. brach das
Imperium zusammen.

Um sich greifende Stagnation und Zersetzung hatten entsprechende Riickwir-
kungen auf die Wissenschaften, darunter auf die Mathematik. Neben einer Neubele-
bung der mystischen Ansichten der pythagoreischen Sekte durch Neuplatoniker und
Neupythagoreer erkennt man auch ein anderes Symptom. Wissen ging zwar noch
nicht direkt verloren, aber es fiel den Wissenschaftlern sichtlich immer schwerer, den
Spitzenleistungen friiherer Perioden inhaltlich zu folgen. Darum wurde es iiblich,
ausfiihrliche Kommentare — zu Euklid, Archimedes, Apollonios usw. — zu ver-
fassen. Sie hatten die Aufgabe, Deflmtxonen zu erliutern, knappe Beweise ausfiihr-
licher darzustellen, den geg gen Zusammenhang der Sitze zu verdeutlichen,
usw. Einige solcher Kommentare stellen ernstzunehmende, teilweise hervorragende
wi haftliche Leistungen dar, die sogar noch neuentdeckte Ergebnisse enthalten.

Pappos von Alexandria

Dieser letzte herausragende Mathematiker der Antike hat sich auch als Geograph
und Astronom ausgezeichnet. Ideologisch stand er dem Neoplatonismus nahe. Von
ihm st en u. a. K¢ tare zum ,,Almagest und zum Buch X der ,,Elemente‘,
Das Hauptwerk von Pappos stellt ein groBangelegtes, allerdings teilweise verloren-
gegangenes Werk — ,,Collectio’ (Sammlung) — dar, in dem sehr viele mathematische
Werke fritherer Zeit referierend behandelt wurden, darunter solche, deren Originale
verlorengegangen sind.

Dariiber hinaus enthilt die ,,Collectio’ auch eigene Forschungsergebnisse von
Pappos, darunter Ansitze zur projektiven Geometrie. So lautet der Satz von Pappos
(Abb. 4.7): Auf zwei Geraden g, und ¢,, seien sie nun parallel oder nicht, seien je
drei Punkte A4, B, C bzw. 4’, B', C' gewihlt. Die Verbindungsgeraden AB’, AC',
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BA’', BC', CA', CB’ schneiden sich in den Punkten X, Y, Z, die auf einer Geraden
liegen. Die ,,Collectio enthilt auch die spiter nach dem Schweizer Mathematiker
Guldin des 16./17. Jh. benannten Regeln iiber die Schwerpunkte rotierender Korper.

A B ¢ g1

Abb. 4.7. Zum Satz von Pappos

Der Untergang der antiken Mathematik

Die wissenschaftliche Tradition friiherer Zeiten konnte sich trotz widriger Umstinde
noch einige Zeit behaupten.

In Athen an der platonischen Akademie schrieb Domninos eine Arithmetik. Unter
Proclos Diadochos im 5. Jh. u. Z. gelangte die Akademie sogar noch einmal zu einiger
Bedeutung. Ein umfangreicher Kommentar zum Buch I der ,,Elemente* enthilt
den beriihmten sog. ,,Geometerkatalog*, eine Aufzihlung griechisch-hellenistischer
Mathematiker. Inzwischen aber war, nach dem Mailinder Edikt von 313, das Christen-
tum zur Staatsreligion im Romischen Weltreich geworden. Damit geriet die Pflege
Platonischer Philosophie immer mehr in Widerspruch zum Totalitéitsanspruch der
christlichen Ideologie; 529 wurde die Akademie auf Befehl des christlichen Kaisers
ITustinian ,,als Stitte heidnischer und verderbter Lehren‘ gewaltsam geschlossen.

Schon vorher war die alexandrinische Schule untergegangen. Nach Pappos waren
noch zwei weitere Mathematiker hervorgetreten. Theon von Alexandria und seine
Tochter Hypatia schrieben Kommentare zum ,,Almagest* und zu Euklid bzw. zu
Apollonios und Diophantos. Leider sind ihre Schriften simtlich verschollen. Hypatia
fiel einem Mordanschlag christlicher Fanatiker zum Opfer; mit ihr erlosch die
alexandrinische mathematische Schule.

Die wissenschaftlichen Erben der antiken Mathematik

Die antike Mathematik ist nicht spurlos untergegangen, sondern erlangte im Gegen-
teil auf verschiedenen historischen Wegen eine bis in unsere Gegenwart reichende
Wirkung.

Geringfiigige mathematische Kenntnisse wurden iiber den Neuplatonismus zum
Bestandteil christlicher Bildung und gingen in das Quadrivium, einen Lehrabschnitt
an mittelalterlichen Universitéiten, ein.

Einiges iiber das Elementare Hinausgehende wurde von den ostrémischen, byzan-
tinischen Gelehrten bewahrt. Als schlieBlich, nach der Eroberung Konstantinopels
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1453 durch tiirkische Vélker, byzantinische Gelehrte mathematische Werke der
Antike im Urtext nach Italien brachten, fanden diese enthusiastische Aufnahme, da
dort die friihkapitalistische Entwicklung eine hohe Aufnahmebereitschaft fiir
mathematisch-naturwissenschaftliche Kenntnisse geschaffen hatte.

Das Hauptverdienst bei der Bewahrung der antiken mathematischen Kenntnisse
kommt jedoch den Gelehrten des Islam zu: Viele Vertreter der griechisch-helleni-
stischen Wissenschaft waren wegen der Unduldsamkeit der christlichen Kirchen nach
arabischen und indischen Lindern ausgewandert und fiihrten dort die griechisch-
hellenistische mathematische Tradition weiter. Sie wurde insbesondere zum Funda-
ment der Mathematik in den Lindern des Islam. Diesem Umweg verdanken wir es,
daB eine Vielzahl von mathematischen Ergebnissen der Antike vor dem Verlust
gerettet worden ist.



Vorlesung 5
Nichteuropdischer und europdischer Feudalismus

Arabisches mathematisches Manuskript (14. Jh.). Satz des Pythagoras
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Vorbemerkungen

Nach dem Zusammenbruch der Welt der Antike und dem Untergang der griechisch-
hellenistischen Mathematik vollzog sich die Entwicklung der mathematischen Wissen-
schaften hauptsichlich in den Landern des Fernen, Mittleren und Nahen Ostens. In
diesen Kulturzentren wurden wichtige und weitreichende mathematische Erkennt-
nisse und Methoden gefunden, die zum unverlierbaren Bestand der heutigen Welt-
mathematik geworden sind.

Es besteht eine Reihe von Gemeinsamkeiten der Mathematik in diesen Landern.
Im Vergleich zur Mathematik im christlichen Herrschaftsbereich bis etwa zum
13./14. Jh. hin stand die Mathematik dieser Linder auf einem hohen Niveau, und
da wieder besonders in den Lindern des islamischen Bereichs.

Vom Inhalt her war diese Mathematik — eingegliedert in eine wechselvolle poli-
tische Geschichte und gebunden an die durch Landwirtschaft, kiinstliche Bewisse-
rung, Handwerk und Handel im wesentlichen geprigte gesellschaftliche Struktur
— vorwiegend auf die Bewiltigung des Numerischen orientiert und hat eine Fiille
von Algorithmen zur Losung arithmetischer, algebraischer und geometrischer Pro-
bleme hervorgebracht. Gebiete wie kaufméinnisches Rechnen, numerische Verfahren
der Algebra, Niherungsverfahren, Zahlentheorie und Trigonometrie — im Zu-
sammenhang mit hochentwickelter Astronomie — wurden besonders durchgebildet.
Verglichen mit der Mathematik der griechisch-hellenistischen Antike besaB die
Mathematik dieser Linder im allgemeinen nicht deren abstrakte, deduktiv angelegte
oder gar axiomatisch begriindete innere Struktur, wie auch die Gliederung des Stoffes
in mathematischen Sammelwerken stirker durch die sachlich-praktischen Probleme
als durch die innere Systematik der Teilung in verschiedene mathematische Diszi-
plinen bestimmt wurde. Dies entsprach jedoch — wie auch im mittelalterlichen
Europa — gerade den Bediirfnissen der Benutzer der mathematischen Kenntnisse,
denen der Kaufleute, Erbschaftsregler, Landvermesser, Beamten, Bauleute usw.;
diese bendtigten klare, stets zum Ziele filhrende Regeln. Im Bereich der Forschung
dagegen wurden sehr wohl, gestiitzt auf logische Deduktionen, beweisende Verfahren
verwendet.

Mathematik in China

Die wechselvolle politische Geschichte Chinas — Kampf regionaler Herrscher um
Vormachtstellung, politische Einigung, Aufstieg zur beherrschenden GroBmacht
Ostasiens, Emporkommen und Verfall verschiedener Dynastien, die Eroberung durch
die Mongolen — umfaBt vier Jahrtausende. Der Ubergang zur Klassengesellschaft
vollzog sich in China in der 2. Hilfte des 2.Jt. v.u.Z. Die Sklavereigesellschaft
Chinas wird auf die Zeit vom 16. Jh. v. u. Z. bis ins 2. Jh. u. Z. datiert ; der endgiiltige
Ubergang zur Feudalgesellschaft geschah im 3.Jh.u.Z. und wird bis zum Ein-
dringen der Europier in der Mitte des 19. Jh. gerechnet.
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Einige Informationen iiber frithe mathematische, insbesondere arithmetische
Kenntnisse gibt es aus der Mitte des 2. Jt. v. u. Z.; sie stehen im Zusammenhang mit
einem schon hochentwickelten Kalenderwesen. Aus der nachfolgenden Zeit aber fehlen
g rte historische Quell

Aus der Zeit der frithen Han-Dynastie (206 v. u. Z. bis 24 u. Z.) stammt eine zu-
sammenfassende Darstellung ,,Mathematik in neun Biichern. In die Zeit der spiten
Han-Dynastie (Ende 220 u. Z.) fillt ein bedeutender Aufschwung der Naturwissen-
schaften: Damals wirkte der bedeutendste Astronom der chinesischen Antike,
Zhang Heng, der einen drehbaren Himmelsglobus und ein Planetarium konstruierte
und die Kugelgestalt der Erde sowie die raumliche und zeitliche Unbegrenztheit des
Weltalls lehrte. Auf ihn gehen ausgedehnte Berechnungen des Wertes von = zuriick.
In jener Zeit wurde ein erster Seismograph konstruiert, und die Handelsbeziehungen
reichten bis zum rémischen Weltreich. Seit dem 1. Jh. drang der Buddhismus aus
Indien nach China vor; die wissenschaftlichen und ékonomischen Verbindungen nach
Indien vertieften sich.

Zu Beginn der Feudalperiode kam es zu einem Aufschwung der Naturwissen-
schaften und der Mathematik. Neben der Fortentwicklung der ,,Mathematik in neun
Biichern* durch Mathematiker wie Liu Hui (3. Jh.), Sun-zi (3 ./4.Jh.), Liu Zhuo
(6. Jh.) und andere gelang chinesischen I ieuren die Konstruktion des GroBen
Kanals von 1700 km Linge, der den *\‘oxden mit dem Siiden verband. Im Jahre 725
fand die groBe Gradmessung unter dem Astronomen Nan Gong-yue statt, der u. a.
Interpolationsverfahren fiir astronomische Zwecke entwickelte. Eine dritte Bliite-
zeit chinesischer Technik und Wissenschaft fillt in die Periode der Sung-Dynastie
(960—1279): Buchdruck mit beweglichen Lettern, Gebrauch des Kompa8 und des
SchieBpulvers, die Vervollkommnung des Kalenders, ein ausgedehntes Netz von
astronomischen und geographischen Observatorien sowie die Erarbeitung einer gro8-
angelegten Enzyklopiddie kennzeichnen jene Zeit. Von den mathematischen Diszi-
plinen erreichte besonders die Algebra eine hohe Bliite; hier sind die Mathematiker
Quin Jiu-shao, Li Ye und Yang Hui des 13. Jh. hervorzuheben.

Nach der Eroberung Chinas durch die Mongolen im 13.Jh. weiteten sich die
wissenschaftlichen Kontakte chinesischer Gelehrter nach Mittelasien, d. h. zu den
arabischen Wi haftlern aus; chinesische algebraische Kenntnisse wurden dort
bekannt und arabische astronomisch-mathematische Kenntnisse und Gerite ge-
langten nach China.

Die eigenstindige mathmatisch-naturwissenschaftliche Entwicklung stagnierte
seit dem 16./17. Jh. und blieb seitdem wesentlich hinter der Westeuropas zuriick.
Erst nach einer Periode der halbkolonialen Ausbeutung im 19./20. Jh., mit der Ent-
wicklung Chinas zur biirgerlichen Republik und mit der Griindung der VR China
konnte auch die Mathematik in Chinas AnschluB an die Weltwissenschaft gewinnen.
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Rechenmethoden im alten China

Im alten China waren verschiedenartige Ziffernschreibweisen in Gebrauch. Neben
Hieroglyphenziffern erfreuten sich vom 2. Jh. v. u. Z. bis zum 12./13. Jh. u. Z. ins-
besondere die sog. Stidbchen- oder Bambusziffernschreibweise (Abb.5.1), die im
13. Jh. modifiziert wurde, weiter Verbreitung.

Beim System der Stibchenziffern handelt es sich um ein Dezimalsystem; aller-
dings fehlte die konsequente Anwendung der Null. Die aus Indien stammende Null
diirfte zu Anfang des 8. Jh. nach China gelangt sein. Sehr friih, bereits im 2. Jh.
v. u. Z., wurden auch dezimale MaBsysteme in China eingefiihrt, und in deren Gefolge
gewannen dezimale Unterteilungen von Zahlen allméhlich mathematischen Charak-
ter. Jedenfalls war spitestens im 13. Jh. der Begriff des Dezimalbruches im abstrak-
ten Sinne voll ausgebildet; die chinesischen Mathematiker gehoren zu den Weg-
bereitern des durchgehenden weltweiten Gebrauches der Dezimalbriiche; im arabisch-
islamischen Bereich setzte erst al-Kasi im 15. Jh. und im europiischen Bereich der
Niederldnder S. Stevin im 16. Jh. diese weitreichende mathematische Neuerung durch.
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Abb. 5.1. Altchinesisches Manuskript. Binomialkoeffizi in Bambusziffern
geschrieben
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Beim Stibchenrechnen konnten die Chinesen zu hoher Virtuositit gelangen; es
erstreckte sich auf die vier Grundrechenarten, auf das Radizieren und auf numerische
Losungsverfahren fiir hohere algebraische Gleichungen.

Seit altersher war in China eine spezifische Form des Abakus, der sog. Suanpan
(wortlich : Rechenbrett) in Gebrauch; es ist jedoch nicht bekannt, wann der Suanpan
frithestens entwickelt worden ist. Gegen Ende des Mittelalters setzte sich der chine-
sische Suanpan — wie iiberhaupt groBe Teile der chinesischen Mathematik — auch
in Japan durch; dort wurde er Soroban genannt.

Die ,,Mathematik in neun Biichern**

Die ,,Mathematik in neun Biichern‘‘ ist das dlteste zusammenfassende Stiick der
chinesischen Mathematik. Dabei bleibt aus Mangel an Unterlagen unklar, wann und
wo und von wem es geschrieben wurde; infolge der Tradition der miindlichen Uber-
lieferung kénnte der Text sogar bis ins 3. Jh. v. u. Z. zuriickreichen. In einer Bearbei-
tung durch Liu Hui aus dem Jahre 263 ist die ,,Mathematik in neun Biichern*
erhalten geblieben. Es wurde in spiteren Zeiten noch mehrfach kommentiert, 656 als
offizielles Lehrbuch fiir die Ausbildung héherer chinesischer Beamter eingefiihrt und
zum erstenmal 1084 gedruckt.

Vom Inhalt her ist dieses Sammelwerk weitgehend den praktischen Bediirfnissen
angepaft und behandelt daher die verschiedenartigsten Problemgruppen in Form von
Aufgaben mit Losungsanweisungen: indessen gehen einige Teile mit hohem An-
spruch an den Leser weit iiber das Verstindnis des Praktikers hinaus. Es werden
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Abb. 5.2. Anfinge der Integralrechnung in Japan (um 1660)
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Wirtschafts- und Verwaltungsprobleme wie Feldvermessung, Kanal- und Deichbau,
Befestigungsbau, Steuerberechnung, Aquivalente zwischen verschiedenen Getreide-
arten, Arbeitsleistungen, Transportwege, kiinstliche Bewisserung u.v.a.m. be-
handelt. Dem mathematischen Kern nach liuft dies hinaus auf Berechnung geradlinig

begrenzter Flichen, des Kreises (= entweder angenihert durch 3 oder 3%), auf

pythagoreische Dreiecke, auf elementare Stereometrie, auf Proportionenlehre, Drei-
satz, unbestimmte lineare Gleichungen, auf das Ziehen von Quadrat- und Kubik-
wurzeln, Auflésung von algebraischen Gleichungen und — als Héhepunkt — ein
algorithmisch durchgearbeitetes Verfahren (genannt fang-cheng) zur Behandlung
linearer Gleichungssysteme. Um das Verfahren als stets zum Ziele fiihrend gestalten
zu konnen, rechnete man bei der Abarbeitung des Verfahrens mit negativen Zahlen,
obwohl negative Losungen zu diesem Zeitpunkt noch nicht als Lésungen von Glei-
chungen oder Gleichungssystemen akzeptiert wurden. Zu Beginn des 7. Jh. drangen
die negativen Zahlen, eine hervorragende Errungenschaft der chinesischen Mathe-
matik, sogar in die indische Mathematik ein. Die Behandlung von Gleichungssystemen
wurde im 17. Jh. im AnschluB an chinesische Vorbilder durch den japanischen Mathe-
matiker Seki Shinsuke Kowa im Jahre 1683 in der Weise ausgebaut, die der unseren
mit Hilfe von Determinanten und Matrizen dhnelt. Seki ist auch der Schépfer einer
relativ weitentwickelten Infinitesimalrechnung (Abb. 5.2).

Die chinesische algebraische Schule des 13. Jahrhunderts

Im AnschluB an Ergebnisse aus dem 11. Jh. erreichte die chinesische algebraische
Schule im 13. Jh. mit den Arbeiten von Quin Jiu-shao, Li Ye, Yang Hui und Zhu
Shi-jie einen Hohepunkt. Die chinesischen Algebraiker schufen mit der ,,Methode des
Himmelselementes‘ (tian-yuan shu) ein stets funktionierendes Verfahren zur nume-
rischen Auflésung von algebraischen Gleichungen héheren Grades mit numerischen
Koeffizienten, das die sog. Hornersche Methode weiterentwickelte (Anm. 5.1). Es ist
u. a. in den 1247 erschienenen ,,Neun Biichern iiber Mathematik‘* von Quin Jiu-shao
enthalten; dort werden auch zahlentheoretische Ergebnisse vermittelt. Weitere
herausragende Einzelwerke jener Periode sind der ,,Meeresspiegel der Kreisberech-
nung* (1248) von Li Ye und der ,,Jaspisspiegel der vier Elemente® (1303) von
Zhu Shi-jie.

Die Reichweite der chinesischen Algebra jener Periode ist beeindruckend: Es
finden sich in den obengenannten und weiteren Werken auch Behandlungen von
nichtlinearen Gleichungssystemen, Summationen endlicher, insbesondere hoherer
arithmetischer Reihen, die Verwendung der Null, das spiter nach Pascal benannte
Zahlendreieck und die Binomialkoeffizienten sowie Interpolationsverfahren, die im
engen Zusammenhang mit einer vorziiglichen Astronomie entwickelt wurden.
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Die Mathematik des alten Indien

Da die Tradierung mathematischer — wie auch anderer wissenschaftlicher — Kennt-
nisse iiber sehr lange Zeit ausschlieBlich miindlich erfolgte und viele Fragen zur
politischen Geschichte Indiens noch ungeklirt sind, ist es duBerst schwierig, ein zu-
sammenhiingendes Bild der Entwicklung der Mathematik bei den Vélkern des
indischen Subkontinentes zu zeichnen.

Im 4. Jt. v. u. Z. vollzog sich im Nordwesten, im Gebiet um den Indus, erstmals
auf indischen Territorium die Herausbildung der Klassengesellschaft. Einige solcher
Stadt- oder Induskulturen sind niher erforscht, u. a.die Amri-Kultur (Ende des 4. Jt.)
und die Harappa-Kultur (ca. 2500 — 1500).

Die bedeutendsten Stidte waren Harappa, Mohenjo Daro und Kot Diji (heute in
Pakistan gelegen) sowie Lothal und Riipar (heute in der Indischen Union gelegen).
Handel und Handwerk bliihten in den Stadtstaaten; Handelsbeziehungen reichten
nach Mesopotamien, Bahrein, Persien, Afghanistan, Zentralasien und Arabien.

Es gab eine Schrift, die allerdings bisher noch nicht entziffert werden konnte.
Dennoch kann man aus archéologischen Funden einige Informationen iiber die den
Angehérigen der Induskulturen bekannten mathematischen Kenntnisse ablesen.

Das Zahlensystem war dezimal. Die Ziffern 1 bis 4 wurden durch eine Gruppe verti-
kaler Kerben dargestellt, die Ziffern 5, 8, 7 als zwei entweder horizontal oder vertikal
gekerbte Gruppen und die Ziffer 9 durch drei vertikale Gruppen dargestellt. Die
Reprisentation der Ziffer 8 wurde nicht gefunden. Einige dieser Zeichengruppen
finden sich auch in den Schreibweisen der spiteren Kharosthi- und Brahmi-Zahl-
systeme wieder. Zur Ausfithrung arithmetischer Operationen wurde méglicherweise
ein Rechenbrett benutzt ; Reste eines Abacus sind in Mohenjo Daro gefunden worden.

An geometrischen Figuren waren Dreieck, Quadrat, Rechteck, Kreis, Kegel,
Zylinder, Wiirfel u.a.m. bekannt. Ineinandergreifende Kreise traten bei Indus-
kulturen als geometrische Ornamente auf. Aus Verzierungen an Vasen, Reliefs u. i.
kann man schlieBen, daB die Menschen der Induszivilisationen gewisse Kenntnisse
iiber Projektionen und Ahnlichkeiten gehabt haben, daB sie Strecken halbieren und
dquidistant teilen konnten, Kreise zu halbieren und zu vierteln vermochten, Kreis-
segmente und -sektoren, konzentrische Kreise und parallele Linien konstruieren
konnten. Jedoch ist es nicht bekannt, wie die Flichen- und Rauminhalte der elemen-
taren geometrischen Figuren berechnet worden sind.

Im frithen 2. Jt. gingen die Stiadte im Indusgebiet zugrunde. In der zweiten Hilfte
des 2. Jt. (méglicherweise auch frither) drangen in mehreren Wellen aus dem Nord-
westen arische Stimme (von Arya, urspriingliche Bedeutung: die Fremden) nach
Indien ein und unterdriickten die Ureinwohner. Zwischen 1000 und 600 v.u.Z.
verlagerte sich das politische Geschehen nach dem Osten ; das Zweistromland zwischen
Yamuna und Ganges trat in den Mittelpunkt. Hier bildete sich zum zweitenmal auf
indischem Boden die Klassengesellschaft heraus, nachdem die ehemals nomadi-
sierenden Arier seBhaft geworden waren.

Im 6. Jh. v. u. Z. wurde Magadha in Ostindien zum michtigsten Reich. Hier lebte
Buddha, der eine der groBen Weltreligionen und eine bedeutende Philosophie be-




88 Vorlesung 5

griindete, die, als ideologischer Reflex sozialer Konfrontationen, sich rasch aus-
breitete und auch in China und anderen asiatischen Lindern FuB faBte. Es ent-
wickelten sich politische, militdrische und kulturelle Wechselbeziehungen zu den im
Nahen Osten neu entstandenen GroBreichen Assyrien, Babylon und Persien. Spiirbare
kulturelle Impulse ergingen an Indien aus der im Gefolge der Eroberungsziige Alexan-
der des GroBen sich ergebenden Beriihrung mit der hellenistischen Kultur. Der Ver-
fall und schlieBliche Untergang der Sklavereigesellschaft in Indien vollzog sich seit
dem 2. Jh. v. z. Z., voriibergehend unterbrochen durch die Herausbildung groBerer
Staatsgebilde.

Wiihrend des Bestehens des Gupta-Reiches (begriindet 320 u. Z.) in Nord- und
Mittelindien erlebten auch Kunst und Wissenschaft eine eindrucksvolle Bliite. Es
gab wissenschaftliche Zentren, dhnlich denen mittelalterlicher européischer Universi-
taten; am berilhmtesten war das von Nalanda, wo Philosophie und Theologie, aber
auch naturwissenschaftliche Disziplinen und deren Anwendungen gelehrt wurden
und wo sich Studenten aus ganz Indien, aus China, Tibet, der Mongolei, aus Buchara,
Japan und Korea einfanden. In jener Periode war indischen Astronomen die Kugel-
gestalt der Erde bekannt; das Sonnenjahr wurde in 12 Monate zu je 30 Tagen einge-
teilt, und man verwendete ein Schaltjahr.

Im 6./7. Jh. bildete sich in Indien eine Feudalgesellschaft mit spezifischen Ziigen
heraus. Die relativ schwachen indischen Staaten vermochten sich nur schwer oder
gar nicht auslindischer Eroberer zu erwehren; so gab es schwere kriegerische Aus-
einandersetzungen mit China. GroBe Teile Nordwestindiens gerieten unter islamische
Herrschaft. Unter diesen schwierigen duBeren Bedingungen konnte sich die indische
Naturwissenschaft und insbesondere die indische Mathematik vom 8. bis 16. Jh.
— bis zur Eroberung durch die Europier — dennoch auf einem beachtlichen hohen
Niveau halten und weiterentwickeln.

Die Mathematik stand in Indien schon seit frithester Zeit in hohem Ansehen.
Zahlenkult und Buddhismus sind eine enge Verbindung eingegangen; auch gehérte
es zu den religiosen Uberlieferungen, daB Buddha selbst schon mit acht Jahren
Lesen, Schreiben und Rechnen als Hauptelemente der Bildung erworben habe. Bei
der Brautwerbung habe dann Buddha sich einer mathematischen Priifung unter-
werfen miissen und dabei die Aufgabe gelost, die Atome einer Meile anzugeben.
Dabei gelang es ihm, eine Methode der Fortsetzung der Zahlenreihe anzugeben; die
gesuchte Riesenzahl gab er (nach unserer Schreibweise) mit 384 - 73 an!

Aus dem 3. Jh. ist uns ein Loblied auf die Mathematik iiberliefert :

,,Da.s Rechnen ist bei allen Arbeiten niitzlich, die mit weltlichen, kultischen oder and
Dingen zusa hingen. Die Wi haft des Rech wird hoch

geachtet in der Lehre der Liebe, in der Lehre vom Reichtum, in der Musik und im Drama, in

der Kochkunst, in der Medizin, in der Architektur, bei der Silb g, in der Dichtk

und Poesie, in der Logik und Grammatik sowie in anderen Dingen. Sie wird verwendet im

Zusa h mit der Bewegung der Sonne und anderer Hi lskérper, im Zusa

mit den Finsternissen und den Kon)unkt.xonen der Planeten sowie im Zusammenhang mit der

Richtung, der Lage und der Zeit und mit dem Lauf des Mondes. Die Anzahl, die Dnrchmesser

und Umfinge der Inseln, Ozeane und Berge, die AusmaBe der Ansiedl und der Gebaude,
der Weltbewohner, der Réume zwischen den Welten, der Welt des Llchbes, der Welt der Gotter
und der Bewohner der Hélle und andere igfache Ver gen, all das wird mit Hilfe

der Mathematik bewerkstelligt.* ([L 5.5), I, S. 5; deutsch zitiert [LA 17], S. 92)
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Quellen

Die Uberlieferung mathematischer Kenntnisse reicht zuriick bis in die Zeit der Ent-
stehung der religios-philosophischen Biicher des ,,Veda“, also — nach allerdings um-
strittenen Angaben — bis ins 2. Jt. v. u. Z. Zu diesen frithen Quellen gehéren die sog.
Schnurregeln (Sulba-stitra); hierbei handelt es sich u.a. um Vorschriften geome-
trischen Charakters zum Bau von Altiren, wobei Schniire und Bambusstibe ver-
wendet wurden.

Die Hauptwerke der indischen Mathematik sind jedoch zwischen dem 2. (oder 5.)
Jh. u. Z. und dem 16. Jh. entstanden. Die anhaltende Aufwirtsentwicklung wurde
mit dem Eindringen der Europier abgebrochen, und die heimischen Traditionen
wurden nach kurzer Zeit fast vollstindig zerstort (Abb. 5.3).

Es sollen einige wichtige Quellen genannt werden. Da wire zunéchst ein in der
Nihe des Dorfes Bakhsali (Nordwestindien) aufgefundenes, auf Baumrinde geschrie-
benes Manuskript iiber Algebra und Arithmetik, das eventuell sogar schon um 200
entstanden sein konnte.

Aus dem 5. (oder 4.) Jh. stammt ein anonymes astronomisches Werk ,,Sirya
siddhanta‘ (Lehre von der Sonne); im Anschluf daran entstanden spiter weitere
Lehrwerke (= Siddhantas). Eine davon ist die ,,Puli$a siddhanta‘ (Lehre des Pulisa),
in der im astronomischen Zusammenhang trigonometrische Kenntnisse vermittelt
.werden, moglicherweise in Anlehnung an hellenistische Vorbilder.

Im Jahre 499 verfaBte der 23jihrige Aryabhata in Versform eine Abhandlung iiber
Teile der damaligen indischen Astronomie und Mathematik. Dieses Werk unter dem
Titel ,,Aryabhatiya* ist — nicht zuletzt durch Kommentare seines Schiilers Bhas-
kara I. — von groBem EinfluB auf die weitere Entwicklung der indischen Mathematik
gewesen. Daran lehnt sich z. B. das Verswerk ,, Brimasphuta siddhanta‘“(Vervoll-
kommnung der Lehre Brihmas) eng an, das etwa 628 von Brahmagupta verfaBt
wurde und Arithmetik, Algebra und Geometrie behandelt.

Die mathematischen Abhandlungen von Mahavira und von Sridhara seien nur
erwiihnt. Der um 11560 geschriebene ,,Siddhanta-§iromani‘‘ (Der Kranz der Wissen-
schaften) des bedeutenden Mathematikers und Astronomen Bhaskara II. sei jedoch
hervorgehoben; dieses aus vier Teilen bestehende und Arithmetik, Geometrie,
Algebra sowie Astronomie behandelnde Sammelwerk stellt in seiner Breite der
Themen und der Sicherheit des methodischen Aufbaus, bei dem abstrakte Darstellung
mit praktischer Aufgabenstellung sich geschickt erginzen, den Hohepunkt der
indischen Mathematik dar.

Jahrhundertelang galt der ,, Kranz der Wissenschaften‘ als Grundlage aller mathe-
matischer Studien in Indien, und weitere Fortschritte wurden in gewissem Sinne als
bloBe Fortsetzung verstanden. Dazu gehéren ausfiihrliche Kommentare durch
Ganesa und Krsna im 16.Jh. sowie das ,,Tantrasamgraha‘ (Wissenschaftliches
Sammelwerk) von Nilakantha Somasutvan zu Anfang des 16.Jh., in dem u.a.
Potenzreihenentwicklung z. B. von arctan z und gut konvergierende Reihenentwick-

lungen fiir —;i auftreten. Allerdings konnten diese und andere Ansitze, die einer Vor-

h

geschichte der Infinitesimalmathematik zuzur sind, in der eigenstindigen
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Abb. 5.3. Altindisch h isches M. kript (vermutlich 10. Jh. u. Z.)

indischen Mathematik nicht ausreifen. Die Griinde fiir die UngleichmaBigkeit
zwischen Asien und Europa liegen einerseits in der inneren politischen und 6kono-
mischen Stagnation der asiatischen Linder, andererseits aber auch in ihrer gewalt-
samen Einbeziehung als Kolonien in das kapitalistische europiische Wirtschafts-
system. Das alte Indien konnte nicht — wie Europa — den Ubergang zum Kapitalis-
mus vollziehen, aus dem sich ein Aufschwung der materiellen Produktivkrifte, die
Herausbildung der klassischen Naturwi haft und schlieBlich entsprechende
Forderungen an eine Mathematik variabler GréB8en ergaben. Also kann und muB man
aus dem Beispiel der indischen (aber auch der chinesischen) Mathematik auf die
letztlich entscheidende Rolle der Entwicklung der Produktivkrifte schlieSen.
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Indische Geometrie

Es gab, wie schon die ,,Schnurregeln* ausweisen, gediegene geometrische Kenntnisse :
Inhaltsbestimmung geradlinig begrenzter Flichen, Satz des Pythagoras, Niherungs-
rechnungen fiir Diagonalen (z. B. fiir ﬁ), die Erweiterung der Heronischen Drejecks-
formel auf Sehnenvierecke u. a. m. kennzeichnen die Reichweite der ebenen Geo-
metrie. In der riumlichen Geometrie konnten u. a. Pyramidenstumpf und niherungs-
weise Volumen sowie Oberfliche der Kugel berechnet werden; dabei fanden u. a. die

Niéherungswerte ZSZ oder 284;03 oder 3 %fﬁr n Verwendung.

Es ist interessant, daB sich solche Berechnungen auch in der indischen Mathematik
mit infinitesimalen, sc gen atomistischen Uberlegungen verbanden, &hnlich denen,
wie sie in Europa etwa bei Keppler auftreten. Zum Beispiel erklart ein Kommentar
zu Bhéskara, daB man eine Kugel als eine Gesamtheit nadelférmiger Pyramiden auf-

fassen konne, deren Spitzen im Kugelmittelpunkt zusammenlaufen.

Indische Trigonometrie

Die griechisch-hellenistische Antike hatte eine hochentwickelte Trigonometrie her-
vorgebracht. In der indisehen Mathematik vollzog sich — im Zusammenhang zur
Astronomie — eine Umgestaltung der Trigonometrie, der Ubergang von der Sehnen-
trigonometrie zur Sinustrigonometrie. Der Zusammenhang zwischen beiden Trigono-
metrien ist iiber die Beziehung

ch (26) = 2sin o

leicht herzustellen und scheint daher auf den ersten Blick nicht von groBer Bedeutung
zu sein. Und doch griff diese Umstellung tief in die kiinftige Entwicklung ein, weil
die grundlegenden Zusammenhinge zwischen Seiten und Winkeln eines Dreiecks
besonders einfach mit den Funktionen der Sinustrigonometrie formuliert werden
konnen.

Indien wurde so zum Ursprungsland der modernen Trigonometrie. Bereits in der
,»Aryabhatiya* treten — modern ausgedriickt — die trigonometrischen Verhiltnisse
Sinus, Kosinus und Sinus versus auf (Anm. 5.2). Um 500 u. Z. wurden trigonome-
trische Formeln verwendet; am Beginn des 10.Jh. wurden die Funktionen sin «,
cos x und 1 — cos « in allen vier Quadraten betrachtet.

Indessen kam es noch nicht zur Ausbildung eines geschlossenen, systematischen
Aufbaus der Trigonometrie. Es blieb bei der Behandlung von Einzelproblemen, bei
Methoden von Fall zu Fall. Immerhin aber fiihrte dies in impliziter Form zu Ergeb-
nissen, die wir heute als allgemeine Sitze verstehen, z. B. zum Sinussatz und sogar
zum allgemeinen Kosinussatz der sphirischen Trigonometrie.

Tafeln sind von wesentlicher Bedeutung fiir die praktische Anwendung der Tri-
gonometrie. Auch von indischen Mathematikern wurden Tafelwerke erarbeitet; die
frithesten Tafeln fiir den Sinus und den Sinus versus sind bereits in der ,,Siiryasid-
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dhanta* und in der ,,Arayabhatiya* enthalten. Fiir beide Funktionen sind je 24 Werte
angegeben. In der ,,Krone der Wissenschaften‘ findet sich eine von Grad zu Grad
fortschreitende Sinustabelle.

Die indische Trigonometrie verdankte ihre Entwicklung den Bediirfnissen der
Astronomie; die eigentlichen Ergebnisse der indischen Astronomie aber gelangten
nicht wesentlich iiber die der griechisch-hellenistischen Antike hinaus. Numerische
Probleme der Astronomie fiihrten gegen Ende der selbstindigen indischen Mathe-
matik, zu Beginn des 16. Jh., sogar noch zu einem bemerkenswerten Ergebnis, das
in Europa erst im 18. Jh. erzielt werden konnte.

Dem siidindischen Mathematiker Nilakantha Somasutvan gelang die Herleitung
der unendlichen Potenzreihe fiir den Arcustangens. Dabei wurden eine Art infini-
tesimales Dreieck, die Entwicklung einer gebrochen rationalen Funktion in eine
unendliche Potenzreihe und gliedweise Integration verwendet (Anm. 5.3).

In diesem Zusammenhang ergab sich auch eine bemerkenswert gute Niherung

fiir =, die mit 13(;423:58 angegeben wurde und bis auf neun Dezimalen genau ist.
Ubrigens war sich Nilakantha vollig dariiber im klaren, daB = — also das Verhiltnis
des Kreisumfanges zum Kreisdurchmesser — irrational (inkommensurabel zur Ein-

heit) ist :

,:Ist der Durchmesser, der mit Hilfe irgendeiner Ma B it wird, mit dieser Einheit
kommensur&bel 80 laBt sich der Kreisumfang nicht genau mit Hilfe der gleichen MaBeinheit
messen; ist jedoch in Bezug auf irgendeine MaBeinheit der Kreisumfang meBbar, so 1i8t sich
der Durchmesser nicht mit Hilfe dieser Einheit messen.** ([LA 17], S. 167)

Die Herausbildung des dezimalen Positionssystems

Trotz dieser im einzelnen bemerkenswerten Leistungen der indischen Geometrie
und Trigonometrie war der allgemeine Charakter der indischen Mathematik durch
die Betonung des Rechnerisch-Algorithmischen und den hohen Stand von Arithmetik
und Algebra gekennzeichnet. Die indischen Mathematiker haben mit der Heraus-
bildung des dezimalen Positionssystems und der Ziffernschreibweise eine wissen-
schaftliche und kulturelle Leistung von weltweiter Bedeutung vollbracht. Heute wird
auf der ganzen Erde nach indischer Weise gerechnet.

Die indische Zahlweise war vom Ursprung her im w lichen dezimal angelegt.
Im Sanskrit geb es fixierte Worte fiir die ,,Ziffern* 1 bis 9 und die Zehnerpotenzen.
Die Zahlenreihe wurde in religidsen Zusammenhingen erstaunlich weit fortgefiihrt ;
80 wird Buddha die Bezeichnung einer Zehnerpotenz zugeschrieben, die wir heute
als 10421 bezeichnen wiirden.

Die urspriinglichen Ziffern- und Zahlensysteme im schriftlichen Verkehr weisen
moglicherweise Einfliisse der benachbarten kulturellen Zentren auf; hier hat die
historische Forschung noch ein weites Betitigungsfeld. So wurden vom 4 Jh. v. u. Z.
bis zum 3. Jh. u. Z. im heutigen Afghanistan und in Westindien die sog. Kharosthi-
Ziffern verwendet, bei denen sich ein Dezimalsystem mit einem Vierersystem iiber-
kreuzt. In weiten Teilen Indiens waren mehr als ein Jahrtausend lang im wesentlichen
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die sog. Brahmi-Ziffern in Gebrauch, bei denen es Individualzahlen fiir die neun
Einerziffern, die neun Zehner,,ziffern“ usw. gab.

Heute nimmt man im allgemeinen an, daB das dezimale Positionssystem eine im
wesentlichen selbstindige Leistung der indischen Mathematik darstellt, ermoglicht
durch Kombination giinstiger Voraussetzungen: Existenz von neun Ziffern bei
festem Gebrauch von Zahlensystemen, traditionelles Zehnersystem mit ausgeprigtem
Sinn fiir systematischen Aufbau der Hierarchie der Zehnerpotenzen. Bei der Ein-
fithrung der Null hat méglicherweise auch die Tatsache eine Rolle gespielt, daB dxe
indischen Astronomen das innere Liickenzeichen des babylonischen Sexag
systems kannten.

Im 6. Jh. u. Z. war das dezimale Positionssystem bereits weit verbreitet, seit dem
7. Jh. war auch die Null gebriuchlich, ein Punkt oder spiter ein kleines Ringlein.
Bei den Indern hieB die Null siinya (d. h. leer). Bei der Ubersetzung ins Arabische
wurde darauf ag-gifr (d. h. die Leere); daraus entstand das Wort Ziffer. Die Zahl-
schrift erhielt ihre Bezeichnung also nach dem Wesen der Sache, nach der Null!

Das vollausgebildete dezimale Positionssystem drang mit den indischen Ziffern
lings der Handelswege relativ rasch nach Osten und Westen vor; bereits im Jahre 662
wies ein syrischer Gelehrter auf ,,sinnvolle Entdeckungen (der Inder) in der astrono-
mischen Wissenschaft* hin, auf ,,Entdeckungen, die scharfsinniger sind als die der
Griechen und Babylonier* und sagt, daB ,,ihre Zahlenschreibweise, die mit Hilfe
von neun Zeichen vorgenommen wird, iiber jedes Lob erhaben ist. ([LA 17])

Bereits wenig spiiter, im Jahre 773, fiihrte ein indischer Mathematiker die ,,Sid-
dhéanta* des Brahmagupta am ‘Abbasiden-Hofe in Bagdad ein; von nun an werden
Teile der indischen Mathematik fester Bestandteil der hochentwickelten arabisch-
islamischen Mathematik. Das indische Ziffernsystem tritt seinen Siegeszug an, zu-
néchst in der arabischen Welt.

Arithmetik und Algebra in der indischen Mathematik

Die Kenntnis der arithmetischen Eigenschaften der Zahl Null war fester Bestandteil
der indischen Mathematik, ebenso wie sichere algorithmische Verfahren zur Beherr-
schung der negativen Zahlen, der Bruchrechnung, des Wurzelziehens und beispiels-
weise der Dreisatzrechnung, der Neunerprobe usw.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daB die indischen Mathematiker die Algebra
als das der Arithmetik Ubergeordnete auffaBten; die Algebra (nach unserer Auf-
fassung wiirden wir auch einige Erkenntnisse der Zahlentheorie dazurechnen) stand
daher in hohem Ansehen. So erklirte z. B. Bhaskara II.:

,,Die Lehre vom Rechnen mit Unbekannten ist die Quelle fiir die Lehre vom Rechnen mit
bekannten GroBen.* Und: ,,Die Mathematiker erkliren, daB die Algebra eine Rechnungsform

ist, die von einem Beweis begleitet wird: andernfalls giibe es keinen Unterschied zwischen der
Arithmetik und Algebra." ([LA 17], S. 122/123)

Die Hochachtung vor der Algebra, die die allgemeine Grundlage der gesamten
Mathematik verkorpert, durchzieht die indische Mathematik ; bei Brahmagupta und
Bhaskara II. finden sich geradezu Loblieder auf die Algebra. Und Narayana schrieb:
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,,Wie diese gesamte sichtbare und unendliche Welt aus Brahma entspringt, so folgt aus der
Algebra die gesamte Arithmetik mit ihrer unendlichen Vielfalt." ([LA 17], S. 123)

Es ist bei dieser Grundeinstellung verstiandlich, daB die indische Algebra auf einem
hohen Niveau stand. Es gab u. a. eine feste Symbolik, die sich an den Anfangsbuch-
staben der entsprechenden Worte orientierte; die unbekannte GréBe (die Variable)
hieB ,,yavat-tavat®, das ist ,,soviel-wieviel, d. h. beliebige Menge.

Zum algebraischen Rechnen gehorten der Umgang mit Irrationalititen, Klammern
und mit Polynomen. Lineare und quadratische Gleichungen wurden mit verschie-
denen Verfahren behandelt; auch negative Zahlen wurden — anders als in der
hellenistischen Mathematik — als Gleichungslésungen anerkannt. Auch war bekannt,
daB eine quadratische Gleichung im allgemeinen zwei Losungen besitzt. Auch lineare
Gleichungssysteme traten recht hiufig auf. Im astronomischen Zusammenhang, bei
der Bestimmung der Bewegungsperioden von Himmelskérpern, wurden bei ver-
schiedenartigen Typen unbestimmter Gleichungen ganzzahlige Ldsungen gesucht.
Dabei wurden unter anderem auch Kettenbruchentwicklungen verwendet.

Die Mathematik in den Ldndern des Islam

Ende des 6. und Anfang des 7. Jh. bildete sich auf der arabischen Halbinsel eine
monotheistische Religion, der Islam, heraus, die sowohl von den nomadisierenden
Beduinen als auch von den handel- und gewerbetreibenden Stimmen der Stadte
angenommen wurde. Sie entstand aus einer sozialen Protestbewegung des kauf-
minnischen Mittelstandes gegen die herrschende Aristokratie Mekkas und bildete
die ideologische Grundlage fiir den von jhrem Begriinder Muhammad ibn ‘Abdallah
(ca. 570—632) auf den Triimmern der patriarchalischen Stammesgesellschaft ge-
schaffenen zentralisierten Staat und fiir die von seinen Nachfolgern unternommenen
weitreichenden Eroberungen. Es formierte sich ein arabisches Grofreich, das den
Vorderen Orient, groBe Teile Zentralasiens, ganz Nordafrika und die Pyrendenhalb-
ingel umfaBte. Die Entwicklung der Wissenschaften erlebte unter der ‘Abbasiden-
dynastie (750 bis Mitte des 13. Jh.) ihre erste Glanzzeit. In der Bliitezeit (750 bis
10. Jh.) entstand in Bagdad ein bedeutendes wissenschaftliches und administratives
Zentrum. Wirtschaftliche Grundlage fiir diese Entwicklung war das hohe Niveau
des Bewiisserungswesens auf dem Lande sowie des Handwerks und Handels in den
Stidten. Dabei wirkte sich auBerdem die Vielfalt der zum ‘Abbasidenstaat gehérenden
Volksgruppen und deren z. T. sehr hochentwickelte Kenntnisse im Handwerk und
in den Wissenschaften positiv auf die rasche Entfaltung einer neuen islamischen
Kultur und Wissenschaft aus. Darum ist es auch besser, d.h. der historischen
Situation angemessener, von der Kultur und Wissenschaft des Islam oder in den
Lindern des Islam statt von arabischer Wissenschaft zu sprechen. Das Arabische
erfiillte die Funktion der Verwaltungssprache und war die Sprache der Wissenschaft ;
dhnlich verhielt es sich mit dem Latein wihrend vieler Jahrhunderte in Europa,
unbeschadet der Tatsache, daB die verschiedensten Volksgruppen und National-
sprachen existierten.
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Auch nach dem Niedergang der ‘Abbasidendynastie hielt der Aufschwung der
Wissenschaften noch unter einzelnen lokalen Dynastien an, z. B. unter den Buyiden
im Irak, den Fatimiden in Agypten, den Samaniden und verschiedenen Turk-
dynastien in Mittelasien und unter den ‘Umayyadenchalifen in Spanien und Nord-
westafrika. Im 13. Jh. brachen jedoch diese Reiche im Osten unter dem Ansturm der
Mongolenheere und in Spanien im Kampf gegen die christliche Reconquista zu-
sammen. Die Wissenschaften erlebten zwar im Osten nach der Islamisierung der
Mongolen und unter chinesischem EinfluB noch einmal eine gewisse Bliite, jedoch
traten bereits Stagnationserscheinungen auf. Im 15. und 16.Jh. fielen dann die
meisten arabischen Gebiete unter die Herrschaft der Osmanen, zwar in einzelnen
Bereichen bestehende Traditionen fortfiihrte und z. T. auch belebte, aber insge-
samt mit der in Europa stattfindenden Entwicklung nicht Schritt halten konnte.

Historische Etappen der Entwicklung der Mathematik in den Lindern
des Nahen und Mittleren Ostens

Bei der Mathematik des Islam hat man es mit einem Entwicklungszeitraum von mehr
als einem halben Jahrtausend zu tun, und das in einem geographisch auBerordentlich
ausgedehnten Gebiet. Probleme des Bauwesens, der Geodisie, des Erbrechtes, des
Handels, des Staatshaushaltes, der Astronomie und Astrologie, Geographie und der
Optik beeinfluBten nachhaltig die Entwicklung der islamischen Mathematik. Geht
man ins Detail, so kann man deutlich drei Entwicklungsetappen unterscheiden.

In einer ersten Phase wurde das aus der griechisch-hellenistischen Antike, aus
Persien, Indien und Agypten noch verfiigbare kulturelle und wissenschaftliche Erbe,
darunter die mathematischen Schriften zusammengetragen und in die arabische
Sprache iibertragen. Unter den Kalifen al-Mansir, Harin-ar-Radid — dem Held
der Mérchen aus 1001 Nacht — und deren Nachfolgern entwickelte sich Bagdad
zu einem Zentrum der Kultur.

Al-Ma’miin richtete eine Art Akademie, das ,,Haus der Weisheit* (Bait al-hikma)
ein, zu dessen Pflichten es gehorte, systematisch die iiberlieferten Quellen durch
Ubersetzung ins Arabische zu erschlieBen. Dem ,,Haus der Weisheit* waren u. a. eine
Bibliothek und ein astronomisches Observatorium angeschlossen; Kopisten sorgten
fiir Abschriften der Biicher, und es wurden umfangreiche astronomische und geo-
graphische Forschungen durchgefiihrt. Daneben kniipfte man an das iibernommene
Erbe auf Gebieten an, die aus moderner Sicht der Physik, Chemie, Medizin, Pharma-
kologie, Biologie, Mineralogie und Philosophie zuzuordnen sind. In einigen Wissens-
zweigen konnte dabei das antike Niveau durch neue Fragestellungen, Untersuchungs-
objekte und Methoden nicht nur bereichert und vertieft, sondern auch qualitativ
verandert werden. Wihrend einer zweiten Etappe, deren Beginn etwa auf die Mitte
des 9. Jh. zu datieren ist, bildete sich auf der Grundlage stark einsetzender Kommen-
tierungstitigkeit zu den erschlossenen Quellen eine eigenstindige mathematische
Kultur herauns. Sie umfafte Probleme der Arithmetik, der Zahlentheorie, der Geo-
metrie, der Niherungsrechnung, der Trigonometrie und der Algebra. Ihre hervor-
ragendsten Vertreter waren Muhammad b. Miisad al-Hwarizmi, al-Kindi, Tabit b.
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Qurra, Qusta b. Liga und al-Mahani. Im 10., 11. und 12. Jh. schlieBlich nahmen
astronomische Berechnungen und Niberungsmethoden der Algebra und Trigono-
metrie immer groBeren Umfang an. Deshalb riickten zunehmend Probleme der
numerischen Mathematik in den Mittelpunkt des Interesses. Diese Zeit wird vor
allem Abii Kamil, al-Battani, Abu‘ll-Wafa’, Ibn al-Haitam, al-Karagi, al-Biriini und
al-Hayyam geprigt.

Im 13. bis 15. Jh. widmete man sich dann vorrangig numerischen Fragen. Dafiir
ist moglicherweise der EinfluB intensiver Kontakte zu China maBgebend gewesen.
Die beiden bedeutendsten Mathematiker dieser Zeit waren Nasir ad-Din at-Tisi
und al-Kasi.

Unter dem EinfluB der griechischen Quellen auf Forschungsmethoden und -stil
zeichnen sich die Werke der islamischen Mathematiker durch das Bemiihen aus, die
behandelten Probleme systematisch und vollstindig darzulegen und Sitze zu be-
weisen. Der EinfluB der indischen und chinesischen Mathematik spiegelt sich in den
arabischen Texten u. a. durch die umfangreichen und zahlreichen praktischen Bei-
spiele, Aufgabentypen und Methoden wider.

Auch regional war die Mathematik in den islamischen Lindern nicht einheitlich.
Man unterscheidet im allgemeinen die ostarabische und die westarabische; die west-
arabische Mathematik erreichte insgesamt nicht das Niveau der ostarabischen.
Defiir war sie ausschlaggebend fiir die Ubermittlung der mathematischen Errungen
schaften der Griechen, der Inder und der Araber nach Europa.

Die Algebra des al-Hwarizmi und seiner Nachfolger

Die Algebra des aus Choresm (Chiva in der heutigen Usbekischen SSR) stammenden
al-Hwiarizmi (das heiBt der Choresmier) ist in einer arabischen und mehreren latei-
nischen Handschriften erhalten. Diese Schrift, die in der Entwicklung der Mathe-
matik einen bedeutenden EinfluB ausgeiibt hat, befa8t sich mit der Auflésung von
linearen und quadratischen Gleichungen mit Zahlenkoeffizienten. Der Verfasser
unterscheidet bei den quadratischen Gleichungen sechs Normalformen, auf die alle
Typen zuriickgefiilhrt werden; alle Koeffizienten der Normalformen sind nicht-
negativ, und der Koeffizient der hochsten Potenz ist 1. Der Titel der Algebra von
al-Hwarizmi lautet ,,Al-Kitab al-muhtasar fi hisib al-gabr wa-l-muqabala‘““. Dabei
bedeuten kitab soviel wie Buch, hisib soviel wie Rechnen, al-gabr etwa ,,Erginzung*
und muqabala etwa ,,Gegeniiberstellung*.

Ein Beispiel wird das verdeutlichen. Al-Hwarizmi behandelt z. B. die Gleichung

222 4+ 100 — 20z = 58.
Der erste Schritt der Auflésung besteht in der ,,Erginzung®, in der ,,Auffiillung*:
222 + 100 — 20z + 20z = 58 + 20z.

Auf beiden Seiten der Gleichung wird, modern ausgedriickt, der lineare Term 20z
addiert. Noch einmal wird aufgefiillt: 222 + 100 — 68 = 58 — 58 4 20z. Und dann
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erfolgt die ,,Gegeniiberstellung‘ 222 + 42 = 20z; dies fiihrt auf die Normalform
z?2 4+ 21 = 10z.

Die Bezeichnung der ersten Operation ,,al-gabr wurde spiter auf die gesamte
Lehre von den Gleichungen ausgedehnt; durch Latinisierung des arabischen Wortes
entstand so die Bezeichnung ,,Algebra‘“. Und aus dem Namen des Verfassers, der
ein Buch fiir stets zum Ziele filhrende Auflosungsverfahren geschrieben hatte, ent-
stand das mathematische Fachwort ,,Algorithmus®.

Interessant ist iiberdies ein Blick auf die Absichten, die Zielstellung der Algebra
von al-Hwarizmi. Er wolle, so sagt er, ein kurzgefaBtes Buch schreiben

»von den Rechenverfahren der Erginzung und Ausgleichung mit Beschrinkung auf das An-
mutige und Hochgeschitzte des Rechenverfahrens fir das, was die Leute fortwéhrend not-
wendig brauchen bei ihren Erbschaften und Vermichtnissen und bei ihren Teilungen und
ihren ProzeBbescheiden und ihren Handelsgeschiften und bei allem, womit sie sich gegenseitig
bef: von der A g der Lindereien und der Herstellung der Kanile und der Geo,
metrie und anderem dergleichen nach seinen Gesichtspunkten und Arten*. ([LA 33], II, S. 65)

Charakteristisch fiir das Vorgehen der Mathematiker im islamischen Mittelalter ist
das Bemiihen, die Richtigkeit ihrer Lésungen nachzuweisen. Al-Hwarizmi wendet
sich dafiir der Geometrie zu und gibt Plausibilititsbetrachtungen an. Mit Tabit
b. Qurra’s Arbeit ,,Qawl fI tashih masa’il al-gabr bi’l-barahin al-handasiya‘ (etwa:
Uber den geometrischen Richtigkeitsnachweis bei Problemen der Algebra) wird
diese Vorgehensweise fortgefiihrt, auf den Boden des strengen Beweises in geome-
trischer Sprache unter direktem Riickgriff auf Buch II der ,,Elemente* des Euklid
gestellt und fiir Generationen mittelalterlicher Mathematiker zum methodischen
Leitbild. Ebenfalls noch im 9./10. Jh. setzten, aus unterschiedlichsten Quellen kom-
mend (Arithmetisierung der Biicher IT und X der ,,Elemente‘, wachsende numerische
Anspriiche der Trigonometrie, mathematisch-philosophische Auseinandersetzungen
um die Klassifikation der Teilbereiche der Mathematik, den Zahlbegriff oder die
Beweismethodik, Entwicklungen in der Zahlentheorie, Ubersetzung der ,,Arith-
metik* von Diophant und anderes), Tendenzen zur Arithmetisierung der Algebra
ein.

Sie erreichten in den Werken von al-Karagi und as-Samaw’al im 11. und 12. Jh.
einen Héhepunkt, der in der Beweistechnik die schrittweise Ablosung der geome-
trischen Vorgehensweise durch algebraische Formulierungen und Uberlegungen
bedeutete. Insbesondere wurde, falls man ginzlich auf geometrische Betrachtungen
verzichtete, eine naive, noch unvollstindige Art der ,,vollstindigen Induktion*
benutzt. Damit verbunden waren Fortschritte sachlicher Natur. Beispielsweise war
das sog. Pascalsche Dreieck bereits al-Karagi bekannt, ohne daB dieser sich als Urheber
darstellt. Implizit wurde der Zahlbereich bis auf algebraische Zahlen erweitert. Die
Kenntnisse iiber die Anwendbarkeit der bekannten Verkniipfungsregeln auf Poly-
nome, insbesondere der zu Schwierigkeiten fithrenden Operationen des Dividierens
und Radizierens, wurden vertieft. Neben den natiirlichen Zahlen wurden, modern
gesagt, simtliche rationale Zahlen als Exponenten zugelassen, wobei z. B. der heutigen

2

Schreibweise =z~ 3 etwa der Ausdruck ,,Seite des Kubus vom Quadrat des Teils
entspricht. Ein dritter Aspekt der Entwicklung der Algebra bestand im zunehmenden
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Allgemeinheitsgrad der Aussagen, obwohl gerade diese Tendenz zahlreichen Schwan-
kungen unterworfen war und hiufig Briiche, Stagnationen oder gar Riickschritte
aufwies.

Ob al-Hwarizmi eigenstindige Leistungen auf dem Gebiet der Algebra vollbracht
hat, ist bis jetzt nicht bekannt, aber er wirkte als hervorragender Kompilator des
angesammelten Wissens, und seine Arbeiten bildeten die Grundlage fiir die Unter-
suchungen seiner Nachfolger.

An den Werken Abi Kamils ist hervorzuheben, da8 er, obwohl er auch nur bis zur
Behandlung quadratischer Gleichungen vorst3B8t, mehr als nur eine Unbekannte ein-
fiihrt (al-Hwarizmi benutzte nur eine Variable), hohere Potenzen der Unbekannten
verwendet, auf die klassische Forderung der Dimensionstreue verzichtet (dieser Weg
wurde jedoch von den arabischen Autoren nicht weiter verfolgt, sondern erst von
Descartes wieder aufgegriffen), die quadratischen Irrationalititen als Zahlen, d. h.
als Objekte der Arithmetik, auffaBte und algebraische Identititen in Worten all-
gemein formulierte und ihre Giiltigkeit am Zahlenbeispiel nachwies.

Ebenso wie seine Vorginger stellte al-Karagi zunichst die Grundoperationen mit
Monomen, Polynomen und Irrationalititen sowie die Auflésung linearer und qua-
dratischer Gleichungen dar. Des weiteren finden sich bei ihm die Summation ver-
schiedener arithmetischer Reihen und der Reihen

n n 2 1 n n 2
Ek2=(2k)(——n+—) und 2k3=(2k)
= k=1 /\3 3 k=1 k=1
mit Beweisen und Beweisversuchen. Neu bei ihm ist, neben den oben erwihnten
Beitriigen, da8 er die quadratische Erginzung rein arithmetisch angab und mit der
systematischen Untersuchung von Gleichungen der Form az?* + ba® = ¢,az® + ¢ = bz,
bxn + ¢ = az®, ax?*m = bantm  ca® begann.

Eine hervorragende Leistung der islamischen Algebraiker besteht in der Schaffung
einer geometrischen Theorie der Auflésung kubischer Gleichungen. Im 9.Jh. be-
gannen Bagdader Gelehrte, angeregt durch eine Aufgabe des Archimedes, mit der
Behandlung kubischer Gleichungen. Die griechische Antike kannte zwar eine geo-
metrische Methode zur Ermittlung der Wurzeln einer Gleichung dritten Grades,
wandte diese aber nicht auf einen gréBeren Problemkreis an und schuf auch keine
allgemeine Theorie dafiir. Das blieb der islamischen Mathematik vorbehalten und
hier insbesondere dem Perser al-Hayyam. Nachweislich seit der ersten Hilfte des
7. Jh. traten auch in chinesischen mathematischen Schriften Betrachtungen iiber die
Losung numerischer kubischer Gleichungen auf.

Der erste islamische Mathematiker, der sich moglicherweise um eine derartige
Theorie bemiihte, kann Ibn Lait, ein Zeitgenosse Biriinis, gewesen sein. Seine Arbeit
blieb jedoch nicht erhalten.

Das Werk des al-Hayyam dagegen blieb erhalten und gehort zu den groBten Er-
rungenschaften der arabischen Mathematik. Er 16ste das Problem der kubischen
Gleichungen mit Hilfe von Kegelschnitten und behauptete anscheinend als erster, da8
sich diese Gleichungen mit Hilfe von Zirkel und Lineal losen lassen. Al-Hayyam
bemiihte sich auch um die rechnerische Losung kubischer Gleichungen, jedoch ohne
Erfolg.
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Die Vielzahl und Wichtigkeit der Aufgaben, die zu Gleichungen dritten Grades
fithrten, erforderten auch neue Methoden zur numerischen Lésung. In diesem Zu-
sammenhang schuf al-Kasi ein duBerst einfaches, sehr genaues und schnell konver-
gierendes Iterationsverfahren. Ein analoger Algorithmus fand zur Losung der Glei-
chung ¢t = 6 — m sin 6 (t und m fest; 6 gesucht) Anwendung. Die Gleichung spielt
bei der Erstellung von Tabellen in der Theorie der Parallaxe eine Rolle. Der Algorith-
mus 6y(t) =t + msint, 6,(() =t + msinb,,...,0,(t) =t + msinb,,(¢) zu ihrer
Losung trat zum erstenmal bei al-Haba¥ al-Hasib auf, wobei dieser sich moglicher-
weise auf indische Quellen stiitzte. Im 17. Jh. wurde die obige Gleichung von Kepler
bei der Untersuchung der Planetenbewegungen hergeleitet. In nahezu allen erhaltenen
algebraischen Abhandlungen des islamischen Mittelalters fehlt die Verwendung und
Entwicklung einer algebraischen Symbolik. Das betrifft vor allem die dstlichen Ge-
biete. Im Magrib und in Andalusien dagegen scheint es eine lange andere Tradition
gegeben zu haben, iiber die allerdings erst neueste Forschungen mehr Klarheit ge-
bracht haben. Seit dem vorigen Jahrhundert war jedoch die recht fortgeschrittene
Symbolik von al-Qalasadi, der in Granada gewirkt hat, in Europa bekannt.

Bei ihm wird beispielsweise die Quadratwurzel mit dem ersten Buchstaben des
Wortes gidr (Wurzel) bezeichnet, der iiber die Zahl geschrieben wurde. In den
Gleichungen wurden erste Potenz, Quadrat und dritte Potenz der Variablen (Unbe-
kannten) mit den Anfangsbuchstaben der Wérter 8ai’ (Ding), murabba‘ (Quadrat)
und ka‘b (Kubus) bezeichnet und iiber die Koeffizienten gesetzt. Ein Gleichheits-
zeichen ist auch vorhanden.

Die Ausbreitung der indischen Ziffern und die Arithmetik in den
Lindern des Nahen und Mittleren Ostens

Ebenso wie auf dem Gebiet der Algebra haben die Abhandlungen al-Hwarizmis zur
Arithmetik die folgenden Generationen arabischer Mathematiker nachhaltig beein-
fluBt. Sie dienten als Ausgangspunkt fiir viele weitere Untersuchungen. Sie wurden
ko tiert und iibernc und sie dienten zur Schulung junger Mathematiker.

Al-Hwiarizmi war der erste arabische Mathematiker, der das dezimale Stellenwert-
system mit den indischen Ziffern und die darauf beruhenden Rechenoperationen be-
schrieb und erkléirte. In welcher Form die Ziffern bei al-Hwarizmi verwendet wurden,
ist unbekannt, da sie in den lateinischen Ubersetzungen nicht eingetragen und keine
arabischen Versionen erhalten sind.

Uberhaupt ist vieles iiber die Geschichte unserer Ziffern noch nicht geklirt; als
gesichert gelten nur die folgenden Tatsachen: Nach der Eroberung Agyptens, Syriens
und des Irak driickten arabische Texte Zahlen entweder in Worten oder mit dem
griechischen Alphabet aus. Die wortliche Ausdrucksweise blieb iiber Jahrhunderte
erhalten, wihrend spitestens im 12. Jh. das griechische Alphabet vollig aus den
Handschriften verschwunden war. Seit dem 8. Jh. werden auch Buchstaben des ara-
bischen Alphabets verwendet.

In der ersten Hilfte des 10. Jh. entstanden die ostarabischen Ziffern und ein be-
sonderes Zeichen der Null. Diese Ziffern sind wahrscheinlich die indischen Brahmi-
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Ziffern in etwas verinderter Gestalt. Bis auf Modifikationen der Ziffer 5 und der Null
haben sich die ostarabischen Ziffern in den arabischen Lindern bis heute erhalten.
Etwa um 950 entstanden auf der Pyrenienhalbinsel die westarabischen Ziffern, die
heute noch in Marokko benutzt werden. Insgesamt vollzog sich die Einfiihrung der
neuen Ziffern in den islamischen Lindern jedoch auf Grund bestehender Tradition
ziemlich langsam.

Eine groBe Rolle spielten in der arabischen Arithmetik Briiche, Irrationalzahlen
und Proportionen. Die im Rechnungs- und Finanzwesen hiufig auftretenden Briiche
wurden auf Stammbriiche zuriickgefiihrt und in der Regel als Sexagesimalbriiche
dargestellt. Das sexagesimale Stellenwertsystem erreichte bei den Arabern einen
héheren Entwicklungsstand als im Altertum.

Der zunehmende Umfang trigonometrischer und planimetrischer Berechnungen,
vor allem die Aufstellung immer genauerer astronomischer Tafeln veranlaBten
arabische Mathematiker in wachsendem MaBe, sich mit Irrationalzahlen zu beschif-
tigen. Als Grundlage benutzten sie die antike Theorie der quadratischen Irrationali-
titen, die sie arithmetisierten. Dabei entwickelten sie auch die antike Verhiltnislehre
weiter und erweiterten den Zahlbegriff auf die positiven reellen Zahlen.

Die Theorie der quadratischen Irrationalititen und die Verhiltnislehre waren zwei
der Hauptprobleme des Euklid. Aber auch beziiglich des dritten, der Lehre von den
Parallelen, sind bei den islamischen Mathematikern Fortschritte zu verzeichnen.
Insbesondere sei auf die Werke al-Haitams, al-Hayyams und at-Tisis verwiesen, in
denen sich implizit allererste Ansiitze fiir nichteuklidische Theorien befinden. Ins-
gesamt waren die ,,Elemente das von den Arabern am meisten benutzte und be-
arbeitete Werk der griechischen Antike. Zwischen dem Ende des 8. Jh. und der Mitte
des 15. Jh. wurden die ,,Elemente“ von etwa 50 islamischen Mathematikern iiber-
setzt, bearbeitet und kommentiert.

Einige Kommentare und Bearbeitungen der ,,Elemente‘‘ wurden von Philosophen
verfaBt, z. B. von al-Farabi. Er wandte sich den ,,Elementen‘ deshalb zu, weil die
in ihnen betrachteten Grundbegriffe der Arithmetik und Geometrie eine groB8e Rolle
in der Philosophie des Aristoteles gespielt haben.

Die Herausbildung der Trigonometrie als selbstindiger
Wissenschaftszweig

In den Untersuchungen der Mathematiker und Astronomen der Linder des Nahen
und Mittleren Ostens nahm die Trigonometrie einen breiten Raum ein. Sie stellte
die Verbindung zwischen der Mathematik, der Astronomie, dem Kalenderwesen und
der Lehre von der Sonnenuhr, der Gnomonik, dar. Sie forderte die Entwicklung in
anderen mathematischen Teilbereichen, z. B. die Beschiftigung mit den Irrationali-
titen und den numerischen Verfahren zur Losung algebraischer Gleichungen. Aus-
gangspunkt fiir die arabischen Arbeiten zur Trigonometrie war die Ubersetzung einer
der indischen ,,Siddhantas* durch al-Fazari 733 in Bagdad. Im 9. Jh. iibersetzte und
kommentierte man den ,,Almagest‘ von Ptolemaios und die,, Sphirik‘ von Menelaos.

Die Mathematiker der islamischen Lénder fiihrten die trigonometrischen Ver-
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hiiltnisse Tangens und Kotangens ein und erforschten deren Eigenschaften sowie die
der Verhiiltnisse Sinus und Kosinus, beschiftigten sich mit allen Typen ebener und
sphirischer Dreiecke und bauten so Schritt fiir Schritt die Trigonometrie zu einem
geschlossenen selbstindigen Wissenschaftszweig aus.

Der Tangens und der Kotangens waren den Arabern im 9. Jh. bekannt. Sie wurden
in dieser Zeit auch erstmalig tabelliert. Abu’l-Wafa’ definierte dann alle trigono-
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Abb. 5.4. Arabische Ausgabe des Almagest von Ptolemaios (13. Jh.)

metrischen Funktionen einheitlich am Kreis, wihrend bisher die trigonometrischen
Verhiiltnisse am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrt worden waren. Wichtig fiir die
Entwicklung der Trigonometrie war das Hauptwerk des al-Biriin ,,Kanon ... iiber
die Astronomie und die Sterne*, da hier die Erkenntnisse der Vorginger Birinis
iibersichtlich zusa gefaBt, erginzt und durch eigene Leistungen des Gelehrten
bereichert wurden. Fiir Beweise wurde zunachst der Satz des Menelaos benutzt, der
seit dem 10. Jh. allmahlich durch den neugefundenen Sinussatz verdringt wurde.
Im 13. Jh. war auch der Kosinussatz bekannt. Er wurde durch al-Halili virtuos

eingesetzt.
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Ein zweiter Aspekt dieser Herausbildung der Trigonometrie zu einer selbstandigen
mathematischen Disziplin war ihre Ablésung aus der Astronomie. Er schlug sich in
der Entstehung spezieller trigonometrischer Abhandlungen nieder. Thren Héhe-
punkt fand diese Entwicklung in dem ,Kitdb a3-3akl al-gita‘ (1260; etwa: Ab-
handlung iiber das vollstindige Vierseit) von Nasir ad-Din at-Tiisi At Tisi vereinte
in dieser Arbeit die beiden oben genannten Aspekte, indem er in ihr einen vollstin-
digen und systematischen Aufbau der Trigonometrie von den Grundbegriffen und
-beziehungen bis zu Verfahren fiir die Losung aller typischen Aufgaben seiner Zeit
gab. Von ihm stammen auch wichtige neue Ergebnisse, z.B. die Berechnung
schiefwinkliger Dreiecke aus den drei Seiten und aus den drei Winkeln. Sein Werk
iibte auf Regiomontanus einen entscheidenden Einflu8 aus, und die Arbeiten des
letzteren waren die Grundlage fiir die Entwicklung der Trigonometrie in Europa.

Bedeutendes leisteten die arabischen Wissenschaftler auch bei der Berechnung
trigonometrischer Tafeln; an Genauigkeit gingen sie weit iiber die z. B. von Ptole-
maios hinaus (Abb. 5.4). Die vollstindigsten und genauesten Tafeln stammen von
al-Biriini, Ibn Yiinis, al-Halili, al-Kasi, at-Tisi, al-Marwazi, einem Schiiler des
‘Umar al-Hayyim und aus dem Observatorium des Ulugbék aus Samarkand. Bei-
spielsweise weist die Sinustafel von al-Birani eine Schrittweite von 15’ auf und ist
auf acht Dezimalen genau. Al-Kaii gab, modern geschrieben, den Wert 2r
= 6,2831853071795865 an.

Die Mathematik im europdischen Feudalismus

Der romische Sklavenhalterstaat ging nach erbitterten sozialen Kimpfen der unter-
driickten Klassen und unter dem Ansturm der duBeren Feinde zugrunde. Die poli-
tische Auflésung des romischen Weltreiches ging einher mit dem Verfall der Wirt-
schaft. Fernhandel und stddtisches Handwerk verfielen, Stidte und StraBen zerfielen.
Zum Zentrum der Wirtschaft wurde das Dorf. Es bildete sich vom 5. bis 11. Jh. der
europiische Feudalismus heraus, der durch Naturalwirtschaft, die Bindung der
Bauern an den Boden (Leibeigenschaft), auBerskonomischen Zwang und ein niedriges
Niveau der Technik gekennzeichnet ist. Dazu kam in den ersten Jahrhunderten die
wissenschaftsfeindliche oder zumindest wi haftsuninteressierte Haltung der
christlichen Kirche. Bei den sog. Kirchenvitern (2.—5.Jh.) (patres) fand sie pro-
grammatischen Ausdruck. Tertullian sah in der Philosophie, d. h. in der helleni-
stischen Wissenschaft, die eigentliche Quelle der Ketzerei und betonte den uniiber-
briickbaren Unterschied zwischen Glauben und Wissen: ,,Wibegier ist uns nicht
nétig, seit Jesus Christus; auch nicht Forschung, seit dem Evangelium.*

Von den Autoren der Patristik hat Augustinus, Bischof in Nordafrika, am nach-
driicklichsten die Haltung der Kirche zur Naturwissenschaft und Mathematik fiir die
kommenden Jahrhunderte gepriigt. Zwar betont auch er die Uberfliissigkeit und die
moglichen Gefahren des Studiums der ,,heidnischen* Wissenschaft. Eine andere
Sache aber sei die Aneignung niitzlicher Kenntnisse und Fertigkeiten, da man keine
genauen Angaben iiber den Zeitpunkt der Errichtung des Gottesreiches machen
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kénne und man sich daher auf die Eroberung der bestehenden Welt fiir das Wort
Gottes einstellen miisse. Der Erwerb wissenschaftlicher Giiter durch die Heiden
beweise nur die UnrechtméBigkeiten ihres Besitzes. Erst die Christen konnen — nach
Augustinus — davon den richtigen Gebrauch machen, nimlich den, die Offenbarung
Gottes in der Natur zu erweisen. Aber es bleibe die Hauptbedingung jeder Beschif-
tigung mit der Wissenschaft, daB jede Wissenschaft der Heiligen Schrift unterworfen
sei, da diese alle Fihigkeiten des menschlichen Geistes iibertreffe. Seitdem war im
christlichen Herrschaftsbereich das Primat des Glaubens vor dem Wissen fixiert.
Es konnte erst nach miihevollen und opferreichen Kdémpfen zuriickgedringt und
schlieBlich iiberwunden werden.

Unter diesen Umsténden ist es nicht verwunderlich, daB die europiische Mathe-
matik im Friihfeudalismus auf einem duBerst niedrigen Niveau stand. Sie beschrinkte
sich auf elementares Abacus-Rechnen und auf ein verwickeltes System des Finger-
rechnens, auf elementare FeldmeBkunst und auf die Berechnung (sog. Computus)
beweglicher kirchlicher Feiertage, wie z. B. des Osterfestes.

Die Karolingische Friihrenaissance

Eine sichtbare Wiederbelebung von Wirtschaft, Kultur und Wissenschaft setzte in
Europa erst mit dem 8./9. Jh., mit der Festigung der feudalen Gesellschaftsordnung
ein. Bessere Ausnutzung der tierischen Energie durch Kummet und Hufeisen, ver-
mesgerte Pflugschar u. a. m. trugen wesentlich zur Erhohung der Produktivitit in
der Landwirtschaft, dem Hauptwirtschaftszweig der Feudalordnung bei. Wind- und
Wassermiihlen milderten den chronischen Energiemangel wihrend der Feudalzeit.
Als sich unter der Herrschaft der Karolinger das Frankenreich zu einem michtigen,
feudalen GroBreich im christlichen Europa herausgebildet hatte — Karl der GroBe
wurde 800 zum Kaiser gekront — zeigten sich Formen einer organisierten Bildungs-
politik. Karl, der selbst zeitlebens trotz aller Anstrengungen nie wirklich Schreiben
und Lesen erlernen konnte, bemiihte sich im Interesse der Stirkung seines Staates
darum, das Bildungsniveau der Geistlichkeit und der héheren Beamten anzuheben.
Er zog 781 den aus England stammenden Ménch Alcuin von York an seinen Hof.
Auf dessen Initiative wurde in Tours eine stindige hohere Bildungsstitte einge-
richtet, an der auch mathematisches Wissen vermittelt wurde. In St. Gallen und
Fulda entstanden Kloster, die sich um die Pflege wissenschaftlicher Ideen bemiihten.
Alcuin selbst gilt als Verfasser einer Ssmmlung mathematischer Aufgaben ,,Propo-
sitiones ad acuendos juvenes* (Aufgaben zur Ubung der Jugendlichen), die deutlich
an Vorlagen orientalischer und antiker Herkunft ankniipft, z. B. an eine bei Heron
auftretende Aufgabe iiber das Fiillen eines Wasserbehilters. Geometrische Aufgaben
schlieBen an rémische Vorbilder an und benutzten nur duBerst grobe Niherungen fiir
Fliachenberechnungen und fiir den Wert von . Beispielsweise wird die Kreisfliche
durch die Quadratwurzel aus einem Viertel des Kreisumfangs angenéhert.

Wihrend des 9. und 10.Jh. erlebten die christlichen Staaten Armeniens und
Grusiniens eine Periode kultureller Bliite. Kalenderrechnung und antikes mathe-
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matisches Wissen, wie es teilweise durch die islamische Kultur vermittelt worden
war, wurden systematisch gepflegt. Es entstand ein eigenstindiges Positionssystem
zur Bezeichnung der Zahlen.

Die Mathematik im Hochfeudalismus

Mit dem Auseinanderbrechen des GroBreiches der Karolinger wihrend des 9.Jh.
erlitt die Entwicklung auch der Wissenschaften in West- und Mitteleuropa einen
voriibergehenden Riickschlag. Der neue Aufschwung ging von Italien, insbesondere
von Oberitalien aus, wo im AnschluB an noch lebendige Traditionen aus der Zeit
der Antike die besten Voraussetzungen fiir einen erneuten Aufschwung von Hand-
werk und Handel bestanden.

Die europiische Feudalgesellschaft erreichte im 12. und 13. Jh. ihre Bliitezeit. Der
Aufschwung der materiellen Produktion zeigte sich auch in der Landwirtschaft, war
aber vor allem an das Handwerk in den Kléstern und insbesondere in den Stiddten
gebunden, die sich in allen Teilen West-, Siid- und Mitteleuropas — bis hin in das
Gebiet der jetzigen VR Polen — zu 6konomischen Hauptzentren entwickelten. Das
Handwerk spezialisierte sich in neuen Organisationsformen, den Ziinften. Der sich
ausdehnende Fernhandel brachte die christliche Welt auch in engere Beziehungen
zur Kultur des Islam, insbesondere in Spanien und Sizilien ; dort lernten die Europier
u. a. die Ergebnisse der islamischen Mathematik kennen.

Der neu erreichte Stand der Produktivkrifte und der Produktionsverhiltnisse
schuf nach und nach eine Atmosphire der Aufnahmebereitschaft fiir kulturelle und
wissenschaftliche Giiter aus der entwickelten Kultur und Wi haft des islamisch
Bereiches, trotz ideologischer Gegensiitze und blutiger militéirischer Verwicklungen
in den sog. Kreuzziigen.

Nach Europa gelangten u. a. der Kompa8 sowie Erkenntnisse zur Herstellung von
Seide, Papier und SchieBpulver, Erfahrungen bei der Gewinnung von Stahl und neue
Webverfahren ; nach Damaskus sind ,,Damaszener Klingen (bei Waffen) und ,,Da-
mast‘‘ benannt worden. Auch wissenschaftliche Kenntnisse erreichten Europa, u. a.
Philosophie (Aristoteles), Astronomie, Optik und Alchimie bzw. Chemie.

Einer der markantesten Fille der Begegnung des lateinischen Mittelalters mit der
Welt des Islam auf dem Gebiet der Mathematik reprisentiert sich in dem franzé-
sischen Ménch Gerbert, der 999 unter dem Namen Sylvester II. den pipstlichen Thron
bestieg. In Spanien lernte er die arabischen Ziffern kennen. Er verwendete sie aber
noch sinnwidrig, indem er Rechensteine des Abacus mit ihnen beschriftete. Immer-
hin aber verdankt man Gerbert die erste uns iiberlieferte schriftliche Darstel-
lung des Abacus-Rechnens.

Umfangreichere Teile der islamischen Mathematik flossen seit dem 12. Jh. nach
Europa ein, solche, die — urspriinglich antiker Herkunft — nun aus dem Arabischen
ins Lateinische iibersetzt wurden, und solche, die das Ergebnis eigenstindiger Ent-
wicklung im Bereich des Islam darstellten. Dabei spielte die Ubersetzerschule von
Toledo eine hervorragende Rolle; Vermittlersprachen wie das Hebriische oder
Kastilische wurden zwischen das Arabische und Lateinische eingeschaltet. Um 1140
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wurde beispielsweise das Rechenbuch des al-Hwarizmi durch Johannes von Sevilla
ins Lateinische iibertragen, und damit wurden die indisch-arabischen Ziffern im
Prinzip zuginglich. Eine arabische Euklid-Auswahl wurde durch Adelard von Bath
um 1150 iibersetzt. Die systematische ErschlieBung der mathematischen Texte,
unter bewuBtem Riickgriff auf den griechischen Originaltext, wird aber erst wihrend
der Periode der Renaissance erfolgen.

Ansidtze eigenstindiger mathematischer Entwicklung in Europa

Im 12. und 13.Jh. waren Genua, Pisa, Venedig, Florenz und Mailand michtige
Handelsstidte, deren Beziehungen bis in den Vorderen Orient und nach Nordafrika
reichten. Die weltberiihmten Reisen der Venezianerfamilie Polo bis nach China
erweiterten den geographischen Horizont der Europier betrichtlich.

Fiir die Vertreter des aufkommenden Handelskapitals erlangte die Rechenkunst
einen hohen unmittelbaren Gebrauchswert. So verfafte Leonardo Fibonacci von Pisa
als einer der ersten Europier eine systematische Darstellung des Rechnens mit den
indisch-arabischen Ziffern, das er bei seinen Geschiftsreisen in den Orient und nach
Nordafrika kennengelernt hatte. Dieses Buch wurde 1202 niedergeschrieben und
trug den Titel ,,Liber abbaci‘ (Buch vom Abacus), aber er ist irrefiihrend : Vom Rech-
nen auf dem Abacus ist nicht die Rede, sondern vom Ziffernrechnen. Es zeugt von
dem beginnenden Siegeszug der indischen Ziffern, da8 Rechnen und Ziffernrechnen
zu synonymen Ausdriicken geworden sind. Leonardos Buch zeigt sogar noch mehr:
Die Aneignung wissenschaftlicher Kenntnisse war nicht linger beschrinkt auf Geist-
liche und Klosterstuben. Die in Umrissen erst deutlich werdende neue Klasse, die
Bourgeoisie, wird sich anschicken, das feudale Bildungsprivileg zu durchbrechen.

Die Griindung von Universititen. Die Scholastik

Die eigentliche, offizielle Wissenschaft wihrend der Periode des europiischen Feuda-
lismus konnte sich jedoch nur unter kirchlicher Oberhoheit entfalten. Gegen Ende
des 11. Jh. hatte die Kirche erkannt, daB im Interesse ihrer eigenen politischen und
6konomischen Macht die Geistlichkeit Lesen, Schreiben und Rechnen lernen und da8
sie zur Formulierung ihrer ideologischen und materiellen Anspriiche wissenschaft-
liche Bildung erwerben miisse. Anfangs wurde das gestiegene Bildungsbediirfnis von
Domschulen befriedigt. Einige von ihnen, etwa die von Chartres und Reims, erreich-
ten ein bemerkenswertes Niveau. An anderen formierten sich nach dem Vorbild der
Ziinfte Vereinigungen von Lehrenden und Lernenden, von Lehrern und Schiilern mit
dem Ziel, sich die Gesamtheit (universitas) aller Wissenschaften anzueignen. Die
erste und berithmteste dieser Universititen, nimlich die von Paris, wurde 1160 von
der Kirche als Lehranstalt anerkannt, also nicht gegriindet. Erst spitere Universi-
titen wurden bewuBt ins Leben gerufen, z. B. Oxford und Cambridge nach Pariser
Muster als von der Kirche organisierte Formen christlicher Gelehrsamkeit. Andere
wieder wurden — freilich gebunden an die schlieBliche pipstliche Anerkennung —














































































































































































































































































































































































































































































































































































