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Vorwort

Mit dieser Aufgabensammlung soll den Diplomlehrerstudenten der Fachrichtung
Mathematik eine Moglichkeit in die Hand gegeben werden, die Stoffgebiete des
Lehrwerks Mathematik fiir Lehrer, die in den Bianden 6 bis 12 dargelegt wurden,
zu iiberdenken und einzuiiben. An der Bereitstellung des Kontrollfragen- und Auf-
gabenmaterials sind im wesentlichen die gleichen Autoren beteiligt, die die oben
genannten Binde erarbeitet haben. Auf diese Binde wird darum ein enger Bezug
genommen.

Bei der Losung einer Aufgabe ist hinsichtlich der Wahl der Methode zu beachten,
unter welchem Abschnitt die betreffende Aufgabe aufgenommen worden ist. Dem-
zufolge kénnen auch Aufgaben in ein wenig abgewandelter Form mehrmals erscheinen,
um verschiedene Aspekte eines theoretischen Sachverhalts an Hand der betreffenden
Aufgaben zu erkennen und die entsprechenden Methoden zu praktizieren.

Zwischen den verschiedenen Kapiteln treten einige Unterschiede auf. Jedem
einzelnen Autor ist geniigend Spielraum gelassen worden, seine eigenen Vorstel-
lungen und seinen eigenen Stil zu entfalten. Aber die Unterschiede zwischen den
einzelnen Kapiteln sind auch von der Sache her, d. h. von der betreffenden Thematik
her, begriindet. Zum Beispiel werden in einigen Kapiteln hiufiger einfache Rechen-
aufgaben erscheinen, wihrend in anderen Kapiteln der Schwerpunkt auf theore-
tischen Untersuchungen liegt. Insbesondere mége sich der Leser nicht entmutigen
lassen, wenn gleich am Anfang einige vergleichsweise komplizierte theoretische
Aufgaben vorgelegt werden. Er wird daran wie auch an allen anderen Aufgaben seine
Fihigkeiten messen kénnen, inwieweit er die betreffenden Abschnitte des Lehr-
werks verstanden hat und in der Lage ist, das aufgenommene theoretische Wissen in
Anwendungen um t In diesem Sinne soll der vorgelegte Aufgabenband
sowohl zu einer Uberpriifung als auch zu einer Férderung der mathematischen
Fihigkeiten und Fertigkeiten auf den in Rede stehend thematischen Disziplinen
des Grundkurses wie des Fachstudiums beitragen.

Aufgaben, die nach Meinung der Autoren von erhdhtem Schwierigkeitsgrad sind,
wurden durch einen Stern (*) gekennzeichnet. Einige Aufgaben sind' bereits im

* Aufgabenteil mit ausfiihrlichen Ldsungen versehen, um daran beispielhaft zu zeigen,
auf welche Weise und in welcher Form solche und #hnliche Aufgaben geldst werden
konnten. Die Ergebnisse der iibrigen Aufgaben, die nicht allzuviel iiber den Ldsungs-
weg aussagen, sind am SchluB dieser Aufgabensa. g tellt worden.
Man lasse sich aber nicht dazu verleiten, vor der eigenen Bearbeltung einer Aufgabe
im Losungsteil nachzulesen, sondern versuche mit Ausdauer, zunéchst selbstandig die
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Losung zu finden, und benutze die angegebenen Losungen nach Méglichkeit nur zur
Kontrolle der eigenen Ergebnisse. So werden sich auch die gewiinschten mathema-
tischen Fahigkeiten und Fertigkeiten einstellen. Dariiber hinaus ist gelegentlich
versucht worden, durch einige Hinweise im Aufgabenteil dem Leser eine gewisse
Hilfe fiir die Losung zu geben. Selbstverstindlich muB erst ein Grundwissen durch
Vorlesung und Literaturstudium der Binde der Lehrbuchreihe Mathematik fiir
Lehrer erarbeitet werden, um das nétige Verstandnis fiir die vorkommenden Begriffe,
Bezeichnungen und Siitze zu erlangen.

Verschiedene Aufgaben des ersten Kapitels haben sich bereits im Manuskriptdruck
bewiihrt, wie iiberhaupt schon viele Aufgaben dieser Aufgabensammlung im Lehr-
und Ubungsbetrieb mit Studenten von Universititen und Hochschulen von den
Autoren erfolgreich und mit Vorteil fiir die weitere Arbeit erprobt wurden.

Die den Aufgaben der Darstellenden Geometrie zugeordneten Zeichnungen sollen
dem Bearbeiter das Verstindnis der Aufgabenstellungen erleichtern. Erfahrungs-
gemiB fillt es dem Studierenden am Anfang nicht leicht, die durch Worte beschrie-
benen Aufgaben in eine adiquate Zeichnung umzusetzen. Um das Losen von Auf-
gaben nicht von vornherein an begrifflichen MiBverstindnissen scheitern zu lassen,
erscheint eine anschauliche Interpretation des Textes fiir das Kapitel Darstellende
Geometrie als wichtiges didaktisches Hilfsmittel. Ferner sind in den Aufgaben
oftmals bestimmte Lagen und GréBenbeziehungen erwiinscht, die sich nur schwer
und umstindlich mit Worten fassen lassen. Auch hier ist es giinstig, wenn sich der
Bearbeiter der Aufgabe zunichst an die bildlichen Vorgaben hilt. Sie erleichtern es
auch dem Geiibteren, eigene Varianten von Aufgabenstellungen zu erarbeiten.
Generell ist fiir die Bearbeitung von Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie zu

pfehlen, die Zeichnungen moglichst groB und iibersichtlich auf einem A4-Blatt
oder wenigstens A5-Blatt anzulegen. Auch das Mittel der Zeichenkontrolle, das der
Rechenkontrolle in der Numerik entspricht, sollte bei lingeren Konstruktionen
moglichst oft eingesetzt werden.

In den Kapiteln Numerik und Rechentechnik sowie Wahrscheinlichkeitstheorie
und Mathematische Statistik wurde in ganz besonderer Weise auf Probleme aus der
Praxis eingegangen. Hier wurden aber immer Sachverhalte ausgewihlt, deren mathe-
matische Modellierung mit den in der Schule vermittelten naturwissenschaftlichen
Kenntnissen moglich sein sollte. Es wurde versucht, verschiedene Anwendungs-
aufgaben nach systematischen Gesichtspunkten zu klassifizieren. Solche Betrach-
tungsweisen helfen méglicherweise, ller eine Losungskonzeption zu finden und
dabei immer wiederkehrende mathematische Grundprobleme zu erkennen. Die
meisten der numerischen Ubungen lassen sich mit einem Taschenrechner bearbeiten.
AuBerdem kommt man bei den Aufgaben aus der Mathematischen Statistik mit
dem Tabellenanhang in Band 11 des Lehrwerks Mathematik fiir Lehrer (Tafeln zu
einigen wichtigen Verteilungen) ohne weiteres aus.

In einer Aufgabensammlung kommen auch Aufgaben vor, die bereits in anderer
Literatur zu finden sind. Bei solchen Aufgaben 1aBt sich oft gar nicht feststellen,
wer der urspriingliche Autor ist. Dennoch waren die Autoren bemiiht, sich im Rahmen
der Thematik méglichst viele Aufgaben selbst auszudenken. Bei der Erarbeitung des
Ubungsmaterials zur Numerik und Rechentechnik wurden einige Probleme zur
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Losung von Gleichungen und zur Interpolation dem Buch von F. B. HILDEBRANDT,
Introduction to Numerical Analysis, McGraw-Hill Book Comp., New York—To-
ronto—London 1956, entnommen; ferner ergaben sich konzeptionelle Anregungen
fiir Kapitel VI aus L. CorLraTz/J. ALBRECHT, Aufgaben aus der Angewandten
Mathematik I, IT, Akademie-Verlag, Berlin 1972 bzw. 1973.

Den Mitarbeitern des VEB Druckhauses , Maxim Gorki* gilt unser Dank fiir die
sehr sorgfiltige Ausfiihrung des Druckes. Auch Friulein E. ARNpT vom VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften sind wir fiir Hinweise und fiir das Eingehen
auf unsere Wiinsche ebenfalls sehr zu Dank verpflichtet. Ich personlich méchte
mich bei allen Mitautoren dieses Aufgabenbandes fiir die angenehme Zusammen-
arbeit am gemeinsamen Unternehmen herzlich bedanken.

Nun frisch ans Werk und viel Erfolg! Meinungen und Hinweise zum vorgelegten
Aufgabenband werden jederzeit gern zur Kenntnis genommen und beriicksichtigt.

Jena, Februar 1982

JOHANNES BoEM
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Iv.

'S

Geometrie
Inzidenz, Parallelitit und Verschiebungen in der Ebene
Kontrollfragen

. Welche Axiome stellt man im Hinblick auf theoretische Bezieh

) -

zwischen Punkten und Geraden der Ebene?

. Welche von den Axiomen der Inzidenz, Parallelitat, Verschiebungen braucht

man, um zu beweisen, da8 fiir beliebige Geraden g, » der Ebene der Durch-
schnitt g n b entweder genau ein Punkt oder leer oder g ist, und wie lautet der
Beweis?

. Wie definiert man die Parallelitit von Geraden und den Begriff ,,Richtung‘‘?
. Wie definiert man die Begriffe ,,Verschiebung* und ,,verschiebungsgleich‘‘?
. Warum ist die Relation ,,verschiebungsgleich® in der Menge aller Punktmengen

eine Aquivalenzrelation?

Aufgaben

. Aus den Axiomen (1) bis (3) (siche MfL Bd. 6) ist herzuleiten: Sind g und % zwei

Geraden, so gibt es mindestens eine Gerade, die weder zu g noch zu % parallel ist.

. Gegeben seien die Vierermenge ¥V = (1,2,3,4} und das System von Teil-

mengen € = {(l, 2}, {1, 3}, {1, 4}, (2,3}, (2, 4}, {3, 4}}. Man weise nach, daB8 die
Axiome (1) bis (4) (siche ML Bd. 6) erfiillt sind, wenn man ¥ als Ebene interpretiert,
also die Elemente von V als Punkte ansieht und die Elemente von & als Geraden
interpretiert. Man bestimme die Richtungen dieser ,,Ebene‘‘.

. Man beweise, daB aus der folgenden Aussage das Parallelenaxiom hergeleitet

werden kann (Axiome (1) bis (3) und Definition der Parallelitit vorausgesetzt;
siehe MfL Bd. 6)

Es gibt eine Zerlegung der Menge aller Geraden in Klassen, so da8 folgendes gilt :
Zwei verschiedene Geraden liegen genau dann in derselben Klasse, wenn sie keine
gemeinsamen Punkte haben, und fiir jede Klasse ist die Menge derjenigen
Punkte, die in Geraden dieser Klasse enthalten sind, die Menge aller Punkte.

. Man definiere fiir vier Punkte einen Parallelogrammbegriff so, da8 dabei nur die

Begriffe Punkt, Gerade, Enthalt; in, Parallelitit verwendet werden. Wie viele
Moglichkeiten gibt es, aus drei gegebenen nicht kollinearen Punkten durch
Hinzunahme eines weiteren Punktes ein Parallelogramm in dem soeben definier-
ten Sinne zu machen?
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5. Es seien (h, k) und (/, m) geordnete Paare von Geraden. Kann man die Aussage
,»h i8t zu I paralle], und & ist zu m parallel’ ohne Einschrinkung als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Verschiebungsgleichheit der Paare (&, &) und
(2, m) anerkennen? Wenn nein: Gibt es eine zusitzliche Vora ng, unter der
die genannte Bedingung notwendig und hinreichend wird, und wie lautet sie
gegebenenfalls?

6.* Unter Verwendung der Axiomg (1) bis (4) (siehe MfL Bd. 6) und der Eigenschaften
von Verschiebungen ist ohne Verwendung von Axiom (5) zu beweisen, da8 es zu
vorgegebenen Punkten 4 und B hichstens eine Verschiebung gibt, bei der 4 auf
B abgebildet wird.

7. Unter Verwendung von Verschiebungen beweise man: Sind a, b und ¢ drei
paarweise verschiedene Geraden gleicher Richtung, 4,, 4, Punkte von g, B,, B,
Punkte von b, C,, C, Punkte von ¢, so folgt aus g(4,B,) || g(42B;) und
g(B:\C)) || g(B:C,;) die Beziehung g(4,C,) || g(4:C2) (. Kleiner* Satz von
DESARGUES).

8. Unter Verwendung von Verschiebungen beweise man: Sind 4,, 4,, 4; Punkte
einer Geraden a, B, B,, B; Punkte einer zur Geraden a parallelen Geraden
b(%a), so folgt aus g(4,B;) || g(B:4s) und g(B;4,) || g(43B;) die Bezichung
g(4:B;) || g(Bs4,) (,, Kleiner* Satz von Pappus-Pascar).

9. Man bestimme diejenigen Permutationen der Menge V = (1, 2, 3, 4}, die fiir die
in Aufgabe 2 angegebene ,,Ebene‘‘ Verschiebungen sind.

10. Gegeben seien zwei voneinander verschiedene Richtungen ®, und R,. Man be-
weise: Zu jeder Verschiebung v gibt es genau ein geordnetes Paar (r,, 73) von
Verschiebungen, so daB 7, die Verschiebungsrichtung %,, z, die Verschiebungs-
richtung R, hat und da8 = = v, o 7, gilt. Im AnschluB hieran ist zu zeigen, daB
die Abbildung, die eine beliebige Verschiebung auf die eben erklirte zu r gehérige
Verschiebung v, abbildet, ein Homomorphismus von der Gruppe aller Ver-
schiebungen auf die Gruppe der Verschiebungen mit der Verschiebungsrichtung
R, ist. Welche Gruppe bildet den Kern dieses Homomorphismus?

11. Man beweise, daB zwei beliebige Geraden stets gleichmichtig sind.

Anordnung in der Ebene

Kontrollfragen

1. Welche Axiome stellt man im Hinblick auf die Anordnung der Punkte einer
jeden Geraden?

2. Was versteht man unter einer orientierten Geraden?

. Aus welchen Axiomen und wie kann man beweisen, daB jede Gerade unendlich
viele Punkte enthilt?

@
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. Was versteht man unter der Zwischenrelation fiir Punkte?
. Was versteht man unter einer Strecke und unter einem Strahl?
. Durch welches Axiom wird die Anordnung von Punkten verschiedener Geraden

in Beziehung gebracht?

. Wie verhalten sich die Anordnungsbeziehungen von Punkten bei Anwendung

von Verschiebungen?

. Was versteht man unter einer Halbebene, was unter einer Fahne?
. In der Definition des Begriffes Fahne kommt der Begriff offene Halbebene vor.

Kénnte man das Wort ,,offen aus der Definition weglassen, ohne da8 der
Inhalt der Definition geindert wird?

Was versteht man unter einer Orientierungsklasse? Wie viele Orientierungs-
klassen gibt es?

Aufgaben

. Esgei AX* ein Strahl und PQ eine Strecke auf g(4X). Was fiir eine Punktmenge

kann AX* n PQ sein?

. Es seien s und ¢ Strahlen mit gemeinsamer Trigergerade. Man beweise: s n ¢ ist

entweder ein Strahl oder eine Strecke oder ein Punkt oder leer.

. In der Menge aller Strahlen einer fest vorgegebenen Trigergeraden sei folgende

Relation R definiert:
hRk : hS kvkSh.

Man zeige, daB R Aquivalenzrelation ist, und bestimme die Anzahl der Klassen.
Welcher Zusammenhang besteht mit dem Begriff Richtungssinn?

Hinweis: Man verwende den Satz iiber die Invarianz der Ordnungsrelation auf Fix-

geraden von Verachiebung

. Unter Verwendung des Satzes iiber die Zerlegung in Halbebenen beweise man:

Sind 4, B, C drei nicht kollineare Punkte und ist g eine Gerade, die weder 4, B
noch C, aber einen Punkt der Strecke 4B enthilt, so hat g auch entweder mit BC

" oder mit AC einen gemeinsamen Punkt (,,Axiom von PascE*).

. Gegeben seien n Geraden gy, ..., gx, VOn denen je zwei genau einen, je drei aber

keinen gemeinsamen Punkt haben mégen. Ferner sei in der Menge der zu keiner
der Geraden g, ..., g, gehorenden Punkte eine Relation o definiert:

XoY:& AN (X¥ng=0)vX=Y.

. §€lLenn)
Man beweise, daB ¢ eine Aquivalenzrelation ist. Fiir » = 1 und 2 sind die An-
zahlen der Aquivalenzklassen zu bestimmen. Welche anschauliche Bedeutung
haben die Aquivalenzklassen?



14

IV. Geometrie

©® NS QW=

—
=3

-
-

14.
15.

. Sind die Fahnen AB*C* und CB*A* gleichorientiert?
. Es seien 4, B, C drei nicht kollineare Punkte. Man beweise, daB die Tripel

(4, B, 0), (B, C, A) und (C, A, B) denselben Umlaufsinn haben und daB dieser
von demjenigen des Tripels (4, C, B) verschieden ist.

Bewegungen und Kongruenz in der euklidischen Ebene

Kontrollfragen

. Welche Aussagen enthilt das Bewegungsaxiom?

Was versteht man unter einer Geradenspiegelung?

Was versteht man unter einer Punktspiegelung?

Wie kann man nachweisen, daB die Verschiebungen spezielle Bewegungen sind?
‘Wann ist eine Bewegung gleich- bzw. ungleichsinnig?

Was versteht man unter einer Drehung?

Man nenne einige Untergruppen der Gruppe der Bewegungen.

. Was versteht man unter kongruenten Figuren?
. Was versteht man unter einer Linge und unter Addition von Liingen?
. Was versteht man unter einem Elementarwinkel, einem orientierten Elementar-

winkel, einem Winkel und einem orientierten Winkel?

. Wie werden GroBen orientierter Elementarwinkel addiert, und welche Eigen-

schaften hat diese Addition?

. Wie werden WinkelgroBen addiert, und welche Eigenschaften hat diese Addition?
13.

Wie viele GroBen a) rechter orientierter Elementarwinke), b) rechter Winkel,
c) gestreckter orientierter Elementarwinkel, d) gestreckter Winkel gibt es?

Wie kann man den Begriff des Dreiecks definieren?
Wie lauten die Kongr idtze fiir Dreiecke, und wie kann man sie beweisen?

Aufgaben

. Man beweise, daB eine Bewegung, die drei nicht kollineare Fixpunkte hat, die

identische Abbildung ist.

. Man beweise: Ist P ein Punkt einer Geraden g, so ist ¢p 0 g, die Geraden-

spiegelung am Lot durch P zu g.

. Es ist zu beweisen: Ist P ein Punkt, g eine Gerade, so gilt op 0 6, = 0, 0 op genau

dann, wenn P zu g gehért.

. Man beweise, daB das Produkt o;o0 0500, dreier Punktspiegelungen eine

Punktspiegelung o, ist. Welche Lage hat der Punkt D zu den Punkten 4, B, C?
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10.

11.

12.

13.

14.

16.

16.

. Es seien g, &, k drei Geraden mit ¢ | % und & || k. Welche Aussage iiber g und k&

folgt hieraus? Man beweise diese Aussage.

. Es ist nachzuweisen, daB die Menge aller Verschiebungen und Punktspiegelungen

beziiglich der Hintereinanderausfiihrung eine Untergruppe der Gruppe aller
(gleichsinnigen) Bewegungen bildet.

. Man beweise: Ist ¢ eine beliebige Bewegung, op die Punktspiegelung am Punkt P,

80 ist @ 0 0p 0 ¢! die Punktspiegelung am Punkt ¢(P).

. Sind é,, 8; zwei Drehungen mit verschiedenen Zentren, so gilt é; 08, = 6,06,

genau dann, wenn 6, oder 8, die identische Abbildung ist. Man beweise diesen
Satz.

. Man weise nach, da8 die Bildmenge eines Richtungssinnes (also einer Menge ver-

schiebungsgleicher Strahlen) bei einer beliebigen Bewegung wieder ein Richtungs-
sinn ist.

Hinweis: Man verwende den Hilfssatz, wonach fir jede Bewegung ¢ gilt: Ist z eine
Verschiebung, 8o ist auch ¢ o 7 o ¢~ eine Verschiebung.

Es sei A ein fester Punkt. Fiir eine beliebige gleichsinnige Bewegung ¢'sei 7,
diejenige Verschiebung, die ¢(4) auf 4 abbildet. Man weise nach, daB durch die
Abbildung @: ¢ - 7,0 ¢ ein Homomorphismus von der Gruppe aller gleich-
sinnigen Bewegungen- auf die Gruppe der Drehungen mit dem Zentrum A4
gegeben ist. Welche Gruppe ist der Kern dieses Homomorphismus? Man mache
sich klar, daB @&(p) den ,,Drehungsanteil‘ von ¢ miBt.

Hinweis: Man verwende den Begriff Richt inn und das Ergebnis von Aufgabe 9.

Man beweise, daB in der Halbgruppe der Lingen eine Kiirzungsregel gilt, d. h.,
daB fiir beliebige Lingen s,, 8;, ¢ aus 8 + 8 = 8, + s die Gleichung 8, = s,
folgt. - '

Man zeige, daB fiir beliebige Liangen s,, s;, s aus 8, + ¢ < 8, + 8 die Beziehung
8 < 8, folgt.

Es seien X,, X,, X, X, vier Punkte einer orientierten Geraden, fiir die
X, < X, < X3 < X, gilt. Welche Beziehungen der Form |X.X;| < |X,X,|
(%, 4, &, L € {1, 2, 3, 4}) konnen hieraus hergeleitet werden?

Es seien X, Y, Z drei paarweise verschiedene kollineare Punkte. Man gebe eine
twendige und hinreichende Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung

|XY| 4+ |YZ| = |XZ| an.

Es seien 4, B, C drei Punkte. Welche geometrische Deutung kann man der

Gleichung o,(B) = C geben?

Ohne Benutzung von Dreieckskongruenzsitzen ist mit Hilfe einer geeigneten

Punktspiegelung zu beweisen: Sind 4, B, C, D vier nicht kollineare Punkte und

ist g(AB) || g(CD) sowie g(AC) || g(BD), so ist g(AD) n g(CB) Mittelpunkt von AD
und von BC (,,Parallelogrammdiagonalen halbieren sich*).
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17.

18.

19.

21.

22.

24.

26.

Unter- Verwendung von Punktspiegelungen ist nachzuweisen: Ist M, Mittel-
punkt von AB und M, Mittelpunkt von AC (C = B), so ist g(M,M,) || g(BC).

Hinweis: Man wende oy, 0 oy, auf B und auf M, an.

Man zeige: Sind A4, B, C drei nicht kollineare Punkte, ist M, der Mittelpunkt von
BC, M, der Mittelpunkt von CA, M, der Mittelpunkt von 4B, so ist g(M,M;)
n g(CM,) Mittelpunkt von M, M, und von CM,.

Hinweis: Man verwende die Ergebnisse von Aufgabe 16 und 17.

Folgender Satz ist zu beweisen: Sind 4, B, C, D vier zu je dreien nicht kollineare
Punkte, M,, M,, M,, M, die Mittelpunkte der Strecken 4B, BC, CD, DA, so ist

g(M\M,) | g(M;M,) und g(M,My) | g(M,M,). (,,Die Seitenmitten eines be-
liebigen Vierecks bilden ein Parallelogramm®.)

. Es ist zu zeigen: Ist g eine Gerade, ! eine Linge und % eine der beiden von g er-

zeugten offenen Halbebenen, so ist die Menge a = (X: X € hag(XF) | g
AF € g |XF| =1} eine Gerade, und zwar eine Parallele zu g.

Auf Grund der Definition der Addition von GroBen orientierter Elementar-
winkel berechne man m(& (4P*, AP7)) + m(& (4P*, AP-)) (4, P seien zwei
verschiedene Punkte).

Es sei 7 eine der beiden GriBen rechter orientierter Elementarwinkel, g;, s, seien
die beiden Losungen der Gleichung 2z — r. Man bestimme die Elemente der
kleinsten Menge von GréBen orientierter Elementarwinkel, die s, enthilt und
beziiglich der Addition eine Gruppe bildet. Ferner sind fiir die Elemente z; dieser
Gruppe alle Summen z; + z; zu berechnen (Gruppentafel).

. Eine Gerade g mége mit den Schenkeln eines nicht gestreckten Winkels W je

genau einen Punkt gemeinsam haben (nicht den Scheitel). Es ist eine Aussage iiber
den Durchschnitt von g mit dem Inneren von W herzuleiten, die notwendig
und hinreichend dafiir ist, daB W ein Winkel erster Art (also nicht iiberstumpf)
ist.

Es ist zu zeigen, daB es genau zwei Winkelgré8en gibt, so daB jeder Reprisentant
jeder der beiden GréBen ein Winkel erster Art ist und sein Elementarwinkel
< (h, k) die Eigenschaft hat, daB < (h, uk(h)) ein rechter Elementarwinkel ist,
wobei o, die Geradenspiegelung an der Triigergeraden von k bedeute.

. Es sei w, die GroBe der rechten Winkel, w, die Gr68e der gestreckten Winkel,

w, die GroBe der Winkel zweiter Art, deren Schenkel senkrechte Trigergeraden
haben, w, und w;y die beiden in Aufgabe 24 genannten WinkelgrsBen. Man priife,
fiir welche %, % die Summe w; 4 w; (¢, k € {1, 2, 3, 4, b}) existiert, und bestimme
im Fall der Existenz die Summe (GroBen erforderlichenfalls durch geometrische
Eigenschaften der Repriisentanten beschreiben).

Fiir beliebige WinkelgroBen w, w,, w; beweise man:
a) Aus w, + w = w, + w folgt w, = w,,
b) aus w, + w < w, + w folgt w, < w,.
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27.

28.

31.

oy

. Welche Axiome stellt man im Hinblick auf mengentheoretische Bezieh

Es sei W’ ein Nebenwinkel zum Winkel W, s die Winkelhalbierende von W, &’ die
Winkelhalbierende von W’. Man zeige, daB s und s’ die Schenkel eines rechten
Winkels sind.

Es ist zu beweisen: Liegen die Punkte @, und @, auf derselben Seite der Geraden
g(PyP;) und gilt die Kongruenz <X (P,Qf, P\P;) = < (P.Q;, P,Py), so gilt
g(P1Q)) || g(PQs).

. Es seien 4;B,C; (¢ = 1, 2) zwei Dreiecke, F; die FuBpunkte der Lote von C; auf

g(A4;B;) (,,HohenfuBpunkte‘). Man zeige: Ist <X A4,B,C) =~ X 4,B,C; und
A,B, =~ 4,B; und C\F, =~ C,F,, so sind die beiden Dreiecke kongruent.

Hinweis: Man verwende das Ergebnis von Aufgabe 20.

. Man beweise: Ist fiir das Dreieck A BC der Punkt M der Mittelpunkt von 4B, so

ist |AM| = |CM| genau dann, wenn <X (ACB; M*) ein rechter Winkel ist
(,,Satz des THALES' und Umkehrung).

Es sei g eine Gerade, O ein Punkt ¢ g, F der FuBpunkt des Lotes von O auf g.
Man zeige:

a) Fiir alle Punkte X € g mit X = F gilt |OF| < [0X]|.

b) Sind X, ¥ Punkte von g, so gilt |[FX| < |F Y| genau dann, wenn [0X| < |OY|
gilt.

Inzidenz, Parallelitat, Anordnung, Bewegungen
und Senkrechtsein im euklidischen Raum

Kontrollfragen

zwischen Punkten, Geraden und Ebenen des Raumes?

. Wie definiert man die Parallelitit a) zweier Geraden, b) zweier Ebenen, c) einer

Gerade und einer Ebene?

3. Durch welche Axiome kann die Anordnungslehre des Raumes begriindet werden?

4. Was versteht man unter einem Halbraum und unter einer Orientierungsfigur?

5. Worin unterscheidet sich das Bewegungsaxiom fiir den Raum von dem fiir die

Ebenet

. Wie definiert man das Senkrechtsein a) zweier Ebenen, b) einer Gerade und einer

Ebene, c) zweier Geraden?



1V. Geometrie

Aufgaben

. Es ist nachzuweisen, daB8 die Parallelitit von Geraden im Raum eine Aqui~
valenzrelation ist.

. Aus welchen Axiomen und wie kann hergeleitet werden, daB es zu zwei ver-
schiedenen parallelen Geraden nicht mehr als eine Ebene gibt, die beide Geraden
enthilt? :

. Man zeige: Ist g eine Gerade, ¢ eine Ebene, so gilt g || & genau dann,

a) wenn es eine Gerade ¢’ mit ¢’ — ¢ und ¢’ || g gibt;
b) wenn es eine Ebene ¢’ mit g — ¢’ und ¢’ || € gibt.

. Man beweise: Ist ¢ eine Ebene, P ein Punkt, so gibt es genau eine Ebene ¢’ mit
Peeund e e

. Es ist zu zeigen, daB die Parallelitit von Ebenen im Raum eine Aquivalenz-
relation ist.

. Man bestimme den Durchschnitt einer Orientierungsfigur mit einer Ebene.

. Man beweise: Eine Gerade g ist genau dann zu einer Ebene ¢ senkrecht, wenn
alle Ebenen, die g enthalten, zu ¢ senkrecht sind.

Strecken- und Winkelmessung

Kontrollifragen

. Was besagt das Archimedische Axiom? Welche Bedeutung hat es fiir das Messen
in der euklidischen Geometrie?

2. Wie kann in der euklidischen Ebene die Messung von Strecken erklirt werden?

Was versteht man unter einem Lingenfunktional?

3. Wie kann in der euklidischen Ebene die Messung von (orientierten) Elementar-
winkeln bzw. (orientierten) Winkeln erklirt werden?

. Wie unterscheidet sich die Messung orientierter Elementarwinkel von der Mes-
sung der iibrigen drei kelarten hinsichtlich des Bildbereiches? Welche aus-
gezeichnete Struktureigenschaft besitzt die Menge der GroBen orientierter
Elementarwinkel?

5. Was besagt das Vollstindigkeitsaxiom? Welche Bedeutung hat es fiir den
axiomatischen Aufbau der (ebenen) euklidischen Geometrie?
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Aufgaben

1. Ist die Abbildung /,, die jeder Strecke AB die reelle Zahl l,(4B) = 0 zuordnet,
ein Lingenfunktional im Sinne des Begriffs ,,Streckenmessung‘‘?

2. Man beweise mit Hilfe der Eigenschaften Bewegungsinvarianz, Additivitit und
Normiertheit fiir das Langenfunktional I die Aussage

AB < DE = (4B) < (DE)

fiir Strecken AB und DE.

Lésung: AB < DE bedeutet nach Definition |4B| < |DE|, und das heiBt, es gibt eine
Liinge | RS| mit |4B| + |RS| = |DE| und R + 8. Diese Addition von Léngen ist repriisen-
tantenunabhingig; es werde aus der Klasse |4 B| d.le Strecke AB gewn.hlt, aus |RS| die
Strecke BC mit Zw(ABC), die nach dem Streck ist.
Dann gilt nach der Definition der Addition von Lingen

AC € |\DE| bzw. AC = DE.

Aus der Additivitét von ! folgt I(AB) + I(BC) = I(AC), aus der Bewegungsinvarianz
von } folgt (AC) = I(DE) und I(BC) = I(RS), insgesamt also

(4B) + (RS) = I(DE).

Wegen der Normiertheit von ! und R + S ist aber {(RS) > 0 und somit {(4B) < {(DE),
w.z. b.w.

3. Man beweise, daB die Halbgruppe (&/=2, +) der Streckenlingen isomorph ist zur
additiven Halbgruppe (R,, +) der nichtnegativen reellen Zahlen.

Hinweis: Man benutze das Lingenfunktional /, von dem zuniichst zu zeigen ist, daB es
eine bijektive Abbildung von & auf R, ist.

4. Die Geraden g(B,B;,) und g(C,C,) schneiden sich in 4, und es gelte Zw(B,4B,)
und Zw (C,4C,). Man zeige, daB aus
|AC,| _ 4By
|4C,|  |4B,|
die Parallelitit der Geraden g(B,C,) und g(B,C,) folgt.
5. Wie sind die folgenden Eigenschaften der Streck g fiir die M
Elementarwinkeln und Winkeln abzuindern?
1. Zur Normierung des Lingenfunktionals wird eine beliebige Strecke AB
(4 =+ B) als Einheitsstrecke herangezogen.
2. Es gibt Strecken beliebig groBer MaBzahl a > 0.
3. Die Addition von Léngen ist unbeschriinkt ausfiihrbar.

von

-3

6. Es sei (g, <) eine orientierte Gerade mit O € g, K € gund Q < E. Man zeige, daB
es genau eine bijektive ordnungstreue Abbildung x von g auf R gibt, so da8 fiir
beliebige Punkte X, Y von g die MaBzahl der Liinge von X Y gleich [x(Y) — »(X)|
ist, wenn x(0) = 0 und x(E) = 1 gefordert wird (vgl. Satz von der Zahlen-
geraden in MfL Bd. 6).
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7.
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Es sei 7 eine positive reelle Zahl, g eine Gerade, O ein nicht zu g gehorender
Punkt, F der FuBpunkt des Lotes von O auf g. Auf g liege ein Punkt 4 (5 F)
mit {04) < r. Man zeige:

a) Die beiden Mengen
={X:Xe€gallOX)<rjuF4- und R,:=¢\ &

erfilllen die Voraussetzungen des Stetigkeitssatzes, d. h., zwischen keinem
Punktepaar ein und derselben Menge liegt ein Punkt der anderen Menge, und es
ist R Ul =g.

b) Fiir den auf Grund des Stetigkeitssatzes zu den beiden Klassen ®, und &,
aus a) existierenden Punkt Z mit Zw(4,ZA,) fiir alle 4; (3= Z) von &; (1, =12
gilt }(0Z) = r.

Hinweis: Man fithre den Beweis indirekt, indem man durch Abtragen einer Strecke der
MaBzahl I(0Z) — r| von Z aus auf g einen Widerspruch zum Stetigkeitssatz herbeifiihrt.

Losung: a) Wegen F € ®, ist ®, nicht leer. Wihlt man B € FA+ so, da8 I(FB) = r ist,
so folgt aus der Rechtwinkligkeit des Dreiecks OF B und dem Satz tiber gegeniiberliegende
Winkel und Seiten {(0B) > r. also B € R, 8o daB auch R, nicht leer ist.

Sind P, Q Punkte von 8, so gilt P ¢ FA+, Q € FA+ und 0. B.d. A. |FP| < |FQ|. Ist X
ein Punkt mit Zw(PXQ), so folgt X € FA+ und |FP| < [FX| < |F@Q|, also |OP| < |0X],
folglich wegen }(OP) = r auch }(0X) > I(OP) = r, so daB X nicht zu &, gehoren kann. Sind R,
8 Punkte von ®, und ist Y ein Punkt mit Zw(RYS), so kann, falls ¥ € FA4-ist, ¥ nicht
zu R, gehoren. Fiir Y € FA+ muB auch R oder § zu FA+ gehoren, und aus der Zwischen-
relation folgt dann |FY| < |FR| oder |FY| < |F8|, beispielsweise |FY| < |FR|. Daraus
folgt [0Y| < |OR|, also {(0Y) < I(OR) < 7, so daB Y auch in diesem Fall nicht zu ®,
gehoren kann.

b) Es ist Z € FA* und Z # F. Denn firr Z € FA~ hiitte man mit dem in a) genannten
Punkt B die Zwischenrelation Zw(ZAB), also nicht Zw(AZB), obwohl 4 € ®; und B € R,
ist. Wiire (02) < r, 8o gilte fir den Punkt 7' € ZF- mit {(TZ) = r — l(0Z) auf Grund
der Dreieck: g die Beziehung {(OT) < WOZ) + YTZ) = r, es gilte T € R, und
wiihlt man U suf TZ- so, daB (TU) = r ist, so wird J(OU) > r, also U € ®,; man hitte
dann U € ®,, T € &, und nicht Zw(TZU) im Widerspruch zum Stetigkeitssatz. Wire
(0Z) > r, so konnte man analog mit Hilfe eines Punktes S mit S € ZF+ und }(ZS)
= }(0Z) — r, also I(O8) > r, einen Widerspruch zum Stetigkeitssatz herleiten. Also gilt
UOZ) =r.

Es ist der folgende ,,Kreisschnittsatz‘‘ herzuleiten: Ist k eine Kreislinie mit der
RadiusmaBzahl r und dem Mittelpunkt O (also ¥ = {X: [(OX) = r}) und g eine
Gerade, die einen Punkt 4 mit /(04) < r enthilt, so besteht der Durchschnitt
von Kreislinie k¥ und Gerade g aus genau zwei Punkten.

9.* Es seien 4, B zwei voneinander verschiedene Punkte. Man zeige, daB die

Kreislinie k, durch B mit dem Mittelpunkt 4 die Kreislinie kg durch 4 mit dem
Mittelpunkt B in genau zwei auf verschiedenen Seiten von g(4B) liegenden
Punkten schneidet.
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Kontrollfragen

. Wie sind die Begriffe ,,konvexes Polygon*, ,eigentliches* und ,,uneigentliches

Polygon‘* definiert?

. Was versteht man unter der elementargeometrischen Addition bzw. Zerlegung

von Polygonen?

. Wie ist die Zerlegungsgleichheit von Polygonen definiert? Welche Eigensohaften

besitzt diese Relation?

Wie kann der Begriff ,, Flicheninhalt* fiir Polygone abstrakt (ohne Beanspru-
chung des Zahlbegriffs) eingefilhrt werden? Was versteht man andererseits
unter Inhaltsmessung von Polygonen?

Aufgaben

. Es sei A ein konvexes Polygon. Man beweise die , Konvexititseigenschaft®,

deB mit je zwei Punkten P,Q € 4 auch PQ S A gilt.

. Bildet die Menge %P, aller eigentlichen Polygone beziiglich der Operation

a) Durchschnitt, b) Vereinigung, c) elementargeometrische Addition eine Halb-
gruppe?

. Warum ist die Struktur (PB,/=~, @) keine Halbgruppe, wenn P/~ das System

der Klassen kongruenter Polygone ist und die Operation @ durch Riickgang auf
Reprisentanten mittels der elementargeometrischen Addition von Polygonen
erklirt wird?

Loésung: Sind A und B Klassen jeweils untereinander kongruenter Polygone, so miiBte
in der Definition

ApB=C:©AcArBcBrCcCArC=A+B

zusitzlich verlangt werden, da8 A n B uneigentlich ist, damit die Verknupfung @ saus-
fithrbar ist. Die so erklirte Verkniipfung mufl reprmnmnwnumblmnglg sein, damit sie
eine (eindeutige) Operation wird. Werden ealso beliebige andere Rep A'cA
und B’ € B gewihlt mit A’ n B’ uneigentlich, so mite C=A + B=A'+ B =C’
gelten, was im allgemeinen nicht der Fall ist. Sind beispielsweise A und B kongruente
gleichschenklige und rechtwinklige Dreiecke mit gemei Hyp AnB, so ist
C = A + B ein Quadrat; sind A’ und B’ zu A kongruente Dreiecke, die eine Kathete
A’ n B’ gemeinsam haben, so ist C’ = A’ + B’ ein Parallelogramm, das nicht zu dem
Quadrat C kongruent ist.

Man beweise folgenden Additionssatz:
Fiir Polygone A,, A,, B,, B, mit A, n 4, und B, n B, uneigentlich gilt

A =B AA,ZB,=> A, + A, =B, + B;.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

. Man zeige, daB die Menge glé der Klassen untereinander zerlegungsgleicher
egungsg

eigentlicher Polygone beziiglich einer im Sinne von Aufgabe 3 erklirten Opera-
tion @ eine kommutative Halbgruppe bildet.

Hinweis: Es ist der Additionssatz (Aufgabe 4) zu verwenden.

. In /= werde durch

zSy:oAeczrnBeynaF(A) < F(B)

eine Relation < erklirt. Man zeige, daB dadurch die Halbgruppe (‘,B,/é, +)
angeordnet wird.

. Man beweise, daB die beiden Diagonalen im Rechteck dieselbe Lange haben.
. Ein Parallelogramm, dessen Seiten alle dieselbe Linge haben, heit Rhombus.

Man zeige, daB ein Parallelogramm genau dann ein Rhombus ist, wenn seine
Diagonalen zueinander senkrecht sind.

. Man zeige, daB ein Parallelogramm P = ABCD stets einem Rechteck R zer-

legungsgleich ist, das mit P die Seite 4B gemeinsam hat.

Ein Trapez ist ein Viereck mit wenigstens einem Paar paralleler Seiten, der
Abstand der entsprechenden parallelen Geraden heiBt (zugehérige) Hohe im
Trapez. Analog werden die Abstinde der jeweils parallelen Geraden, auf denen die
Seiten eines Parallelogramms liegen, als (zugehorige) Héhen im Parallelogramm
bezeichnet.

Man zeige, daB ein Trapez mit der Hohe k stets mit einem Parallelogramm der

Hohe -;— h zerlegungsgleich ist.

Man zeige, daB ein Dreieck stets mit einem Rechteck zerlegungsgleich ist.

Ist die Abbildung u, die jedem Polygon P die UmfangsmaBzahl «(P) zuordnet,
ein elementares Inhaltsfunktional im Sinne des Begriffs ,,Inhaltsmessung‘‘?

Man leite aus dem ,,Kathetensatz‘* folgenden ,,Hohensatz* her: Im rechtwink-
ligen Dreieck ist das Quadrat der Liange der zur Hypotenuse gehrenden Hohe
gleich dem Produkt der Liangen der beiden Hypotenusenabschnitte.

In einem konvexen n-Eck P (n > 2) seien AB und BC zwei beliebige Seiten, die
den Eckpunkt B gemeinsam haben. Dann heiBt < (4BC; X*) Innenwinkel
von P, wenn X ein innerer Punkt von P ist. Man beweise:

a) P liegt ganz in der abgeschlossenen Halbebene ABC*.

b) Die Menge P’ aller inneren Punkte von P liegt im -Inneren des Winkels
<X (ABC; X*), der Innenwinkel ist also durch einen Punkt X € P’ eindeutig
bestimmt.

Man beweise, daB die S der MaBzahlen aller InnenwinkelgréBen im kon-
vexen n-Eck gleich (n — 2) - 180° ist.
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16.

17.

18.

19.

21.

Essei P = 4,4, ... A, ein beliebiges konvexes n-Eck mit den Seitenlingenma -
zahlena; =U4;4;,) ¢ =1,...,n; Ayyy = A;;n = 3). Essei M ein Punkt aus P,
fir den YMF;) =2 gilt, wenn F; LotfuBpunkt von M auf g(4;4,,) ist
L

(¢ =1,...,n). Man zeige, daB dann F(P) = }' ¢, gilt.

i=1
Im reguléren 7-Eck sind die Seiten und Innenwinkel jeweils paarweise kongruent.
Unter Ausnutzung trigonometrischer Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck
leite man eine Formel zur Berechnung der InhaltsmaBzahl (konvexer) regulirer
n-Ecke her in Abhingigkeit von # und der SeitenlingenmaBzahl a.

a) Man beweise, daB die Relationen ,,umfangsgleich‘ (P ~ Qo uP)= u(Q))
und ,inhaltsgleich (P ~ Q@: < F(P) = F(Q)) Aquivalenzrelationen iiber der
Menge P, aller eigentlichen Polygone sind.

b) Welche der beiden folgenden Aussagen ist wahr?

1. Sind zwei Polygone umfangsgleich, so sind sie auch inhaltsgleich.

2. Sind zwei Polygone inhaltsgleich, so sind sie auch umfangsgleich.

Es sei P = ABCD ein Paralellogramm, dessen zur Seite 4B gehorende Héhe die

MaBzahl % hat. Man zeige, daB fiir die InhaltsmaBzahl von P die Beziehung
F(P) = UAB) - h gilt.

. Es seien a und b die MaBzahlen der Lingen der beiden parallelen Seiten eines

Trapezes T, und h sei die zugehorige HohenmaBzahl. Man beweise die Formel

a+b
“ 2

h.

F(T) =

/ D Abb. 4.1

/
’

Man beweise, daB ein konvexes n-Eck (n = 3) stets mit einem Dreieck zerlegungs-
gleich ist.

1.Lésung: Der Beweis werde durch vollstindige Induktion nach der Eckenzahl n
gefihrt:

a) Fiir n = 3 ist nichts zu beweisen — jedes Dreieck ist zu sich selbst zerlegungsgleich.
b) Die Aussage sei richtig fiir alle konvexen n-Ecke mit n = k = 3.

c) Es sei P jetzt ein konvexes Polygon mit k + 1 Ecken. 4, B, C, D seien vier ,,aufein-
anderfolgende* Ecken von P (vgl. Abb. 4.1). C’ sei der Schnittpunkt der Geraden g(CD)
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und der Parallelen zu g(AC) durch B. Dann haben die Dreiecke D = ABC und D’ = AC'C
dieSeite 4C gemeinsam und sind zerl leich: D= D’. Mit P=P* +D,P’: = P* + D’
folgt nach dem Additionssatz (Aufgabe 4) P < P/, wobei P’ jetzt ein Polygon mit k¥ Ecken
ist (statt der beiden Ecken B und C tritt nur noch die Ecke C” auf). Nach der Induktions-
annahme ist P’ demnach mit einem Dreieck zerlegungsgleich, wegen der Transitivitat

von = muB also auch P mit einem Dreieck zerlegungsgleich sein.

2. Lésung: Ist P ein n-Eck mit der InhaltsmaBzahl F(P) = ¢ und D = ABC ein be-
liebiges Dreieck mit /(4B) = a und der MaBzahl 2 fiir die zur Seite AB gehorende Hohe,
so gilt F(P) = F(D). Folglich ist nach dem Satz von der Aquivalenz der Zerlegungs- und

Inhaltsgleichheit von Polygonen P = ZDp.

Elementarer Inhalt im Raum

Kontrollfragen

. Wie sind die Begriffe ,,konvexes Polyeder®, ,eigentliches* und ,,uneigentlich

Polyeder* definiert?

. Was versteht man unter der elementargeometrischen Addition bzw. Zerlegung

von Polyedern?

. Wie ist die Zerlegungsgleichheit von Polyedern definiert? Welche Eigenschaften

besitzt diese Relation?

. Was versteht man unter der Inhalts- bzw. Volumenmessung von Polyedern?
. Welcher Unterschied besteht zwischen der Ebene und dem Raum hinsichtlich

der Beziehung zwischen Zerlegungs- und Inhaltsgleichheit von Polygonen bzw.
Polyedern?

Aufgaben

. Man zeige, daB die Vereinigung zweier Polyeder stets wieder ein Polyeder ist.
. Man beweise, daB die Zerlegungsgleichheit von Polyedern eine Aquivalenz-

relation in der Menge B; aller eigentlichen Polyeder ist.

. Fiir zwei eigentliche konvexe Polyeder 4, B gelte A S B. Ist die elementar-

geometrische Summe 4 -+ B ausfiihrbar?

. Man zeige, daB jedes eigentliche Polyeder stets als elementargeometrische

Summe von endlich vielen eigentlichen konvexen Polyedern dargestellt werden
kann.

Lésung: Jedes eigentliche Polyeder P ist nach Definition die Vereinigung endlich vieler
konvexer Polyeder 4;:

(a8) P=A,u4 u---uA,.

Sémtliche Ebenen, dxe )ewells eine Seitenfliche der A; ganz enthalten, ,,zerlegen‘* das
Polyeder P in endlich viele konvexe Polyeder B;, die paarweise keine inneren Punkte
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10.
11.

12.

gemeinsam haben. Hat nimlich etwa eine solche ,,Schnittebene** ¢, die eine Seitenfliche
von A, enthilt, einen inneren Punkt mit A, (s & ¢) gemeinsam, 8o ist £ n 4, ein in ¢
liegendes konvexes Polygon F, und A4, ist zerlegt in zwei konvexe Polyeder 4§ und 4§ mit
der gemeinsamen Seitenfliche F:

A, =A] + 4], AlnAj=F.

Im Sinne einer vollstindigen Induktion nach der Anzahl der Schnittebenen, die mit 4,
innere Punkte gemeinsam haben, ergibt sich fiir A, schlieBlich eine Darstellung A,
=B} uBju-.- v B}, mit BY n B} uneigentlich far ¢ + j und BY konvex (¢ =1, ..., 7,).
Setzt man diese Darstellung der A4; in (a) ein und faBt eventuell gleiche Polyeder in
geeigneter Weise zusammen (B$ u B; =C, firB} = B; S A, n Ay), so ergibt sich aus (a)
die Darstellung .

P=C,vC,u.--uC,

mit C; n C,- uneigentlich fiir i & j und C; konvex (i = 1, ..., m), und somit gilt

m
P=JXC; (C; konvex).
i=1

. In der Menge P;/= aller Klassen untereinander zerlegungsgleicher eigentlicher

Polyeder werde folgende Verkniipfung erklért:
z@y=20AczrBecyrAnB=0rA+ B¢z

Man zeige, daB die Struktur (B,/=, @) eine kommutative Halbgruppe ist.

. Man beweise, daB die Volumengleichheit zweier Polyeder notwendige Bedingung

fiir ihre Zerlegungsgleichheit ist.

. In PBy/Z werde durch

z<yiocAdecxzaBeynanV(A) < V(B)

eine Relation erklirt. Man zeige, dafl die Relation < eine irreflexive Halbordnung
in By/= ist.

. Mit V(z) := V(A) fiir A € z ist eine Abbildung von SB,/é in R erklirt. Man zeige,

daB ¥ ein Homomorphismus von (B,/=, @) auf (R,, +) ist, wenn @ die in Aufgabe
5 definierte Operation ist.

. Wie kann man den Begriff der Polyederfliche bzw. des Oberflicheninhaltes von

konvexen Polyedern auf allgemeine (eigentliche) Polyeder ausdehnen?
Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 4.
Man leite eine Formel zur Berechnung des Oberflicheninhaltes vom Wiirfel her.

Man iiberpriife, ob die Abbildung O, die jedem Polyeder P die MaBzahl O(P) des
Oberflicheninhaltes zuordnet, ein elementares Volumenfunktional im Sinne des
Begriffs ,,Volumenmessung** ist.

Man berechne die MafBzahlen fiir den Oberflicheninhalt und das Volumen eines
regulidren Tetraeders (Simplex, dessen Kanten alle die gleiche Linge haben).
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Allgemeiner Inhalt

Kontrolifragen

. Was versteht man unter einer quadrierbaren Punktmenge in der euklidischen

Ebene bzw. im Raum?

. Wie kann eine Inhaltsmessung quadrierbarer Punktmengen eingefiihrt werden?
. Was versteht man unter dem allgemei (Jordanschen) Inhaltsfunktional?

Welche Eigenschaften besitzt dieses Funktional?

. Man leite die Formel zur Berechnung der InhaltsmaBzahlen von Kreis und Kugel

her.

Aufgaben

. Ist ein eigentliches Polyeder im R3 stets eine quadrierbare Punktmenge?

. Man zeige, da8 ein uneigentliches Polyeder im R® eine quadrierbare Punktmenge

ist.

Lésung: Ein uneigentliches Polyeder P 1aBt sich darstellen durch P = A, v--- u Ay,
wobei die A; in Ebenen ¢; liegen und dort eigentliche oder uneigentlich Polygone sind,
jedenfalls existieren eigentliche Polygone B; mit A; S B;. Nun werden Prismen Z; mit
den Grundflichen B; und der HohenmaBzahl & geblldet Mit Q:=2Z, v--- vZ, gilt
P < Q, wobei Q € B, ist. Nach dem Satz von der erweiterten Additivitat des elemen-
taren Inhalts ist

ey s Z Vi) =i zl F(B).

TIst eine reelle Zahl £ > 0 vorgegeben, so wihlt man A := ;, und es ergibt sich
fSPCSQumit 2 F(B)

i=1

"
V(@) — V(®) é;; V(Z) <e.
=
Folglich ist P quadrierbar.

. Fiir eine Punktmenge X & R® gebe es zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 zwei quadrier-

bare Punktmengen X,, X; mit X; S X < X,, fiir deren Jordansche Inhaltsmag-
zahlen Jy(X;)

Jo(X,) — Jo( X)) <&
gilt. Man zeige, daB dann auch X eine quadrierbare Punktmenge ist.

. Man zeige, da8 es zu jeder nichtnegativen reellen Zahl a eine quadrierbare Punkt-

menge X mit J,(X) = a gibt.

. Ist das Jordansche Inhaltsfunktional J; eine bijektive Abbildung von der Menge

£, aller quadrierbaren Punktmengen des R* in R,?

. Ist das Jordansche Inhaltsfunktional J, ein Homomorphismus von (£, v) in

(Ry, +)¢



Die Methode der analytischen Geometrie 27

7. Ist das Jordansche Inhaltsfunktional J, ein Homomorphismus von (04, n) in
Ry, +)? :

8.* Man beweise folgenden Satz vom Kegelvolumen: Ist die Grundfliche A eines
Kegels M mit der HéhenmafBzahl % eine quadrierbare Punktmenge mit der
InhaltsmaBzahl J,(4), so ist auch M quadrierbar mit

(M) = - Jy(4) - h.

Die Methode der analytischen Geometrie

Kontrollfragen

1. Wie kann man die Wérter ,,der Geraden*, ,,des (dreidimensionalen) Raumes*,
,Jder Ebene* so in die freigelassenen Stellen der folgenden drei Sitze eintragen,
daB wahre Aussagen entstehen?

»In der analytischen Geometrie ... werden die Punkte auf Zahlentripel (2, y, z)
€ R®abgebildet. i

,,Jn der analytischen Geometrie ... werden die Punkte auf Zahlen = € R abge-
bildet.*

,»In der analytischen Geometrie ... werden die Punkte auf Zahlenpaare (z, y) € R?
abgebildet.*

2. Man charakterisiere den Begriff ,,»-te Koordinate eines Punktes P € R* (beziig-
lich eines Koordinatensystems mit Anfangspunkt O und Achsen g,, ..., g.)*,
wobei man die Begriffe ,,Lot‘‘ und ,,vorzeichenfihige Linge m(X Y) einer Strecke
X Y* verwende.

Aufgaben

1. Man fiithre den Beweis, daB die in MfL Bd. 7, 2.1.3., fiir n = 2 und n = 3 defi-
nierte Abbildung x bijektiv ist, schrittweise fiir » = 2, 3 mit Hilfe der dort ge-
zeigten Bijektionen R* — u % g, durch.

Hinweis: Man beweise und verwende Bijektionen u — R*! und g, - R.
2. Man beweise, daB im R® die Menge M := {x~!(z;, %3, %3): 7, = 0} mit der Ebene
£(gygs) iibereinstimmt.

Losung: Genau dann gilt P € M, wenn O mit dem FuBpunkt 7', des Lotes von P auf g,
ibereinstimmt. Dies ist &quivalent damit, daB P in der zu g, senkrechten Ebene durch O
liegt, d. h. in &(g,g,). .

3. Man beweise aus Aufgabe 2 und einer analogen Darstellung von &(g,gs), daB
lgiga) n lgags) = g5 gilt.
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Vektoren, ihre Addition und Vervielfachung

Kontrollfragen

1. Man charakterisiere den Begriff ,»-te Komponente eines Vektors v(4B) im
R unter Verwendung der Begriffe ,,Lot* und ,, m(XY)*“.

2. Fiir v = 1, ..., n sei a, die »-te Komponente eines Vektors a, ebenso b, die »-te
Komponente eines Vektors b. Wie kann man b, aus a, errechnen, wenn
a) der Vektor b das Dreifache des Vektors a,
b) der Vektor b entgegengesetzt gleich dem Zweifachen des Vektors a,
c) der Vektor b durch Komposition der Verschiebung a mit derjenigen Verschie-

bung entstanden ist, die den Ursprung O in den Punkt mit einem gegebenen
Koordinaten-n-Tupel (c, ..., ¢,) iiberfiihrt?

Aufgaben

1. Man beweise fiir den in MfL Bd. 7, 2.2.3., eingefiihrten Begriff der ,,Streckung
eines Punktepaares mit einer Zahl““: Gehen aus Paaren (4, B), (4’, B') durch
Streckung mit ¢ € R die Paare (4, C) bzw. (4’, C") hervor und gilt v(4B)
= p(4'B’), so gilt auch v(4C) = v(4'C").

Hinweis: Man beweise, daB8 erstens |AC| = |4’C’| gilt und daB zweitens AC+, A’C't
gleichen Richtungssinn haben.

2. a) Manberechnedie Eckpunkte des vonden Vektorena =(2,2, —1),b=(1, 4, 1),
¢ = (—1, 1, 3) aufgespannten Spats mit dem Anfangspunkt (3, —1, 4).
b) Von welchen Vektoren wird dieses Spat aufgespannt, wenn man den Punkt
(4, 2, 6) als Anfangspunkt auffaBt?

3. Es seien ay, ..., a, die Ortsvektoren gegebener Punkte A4, ..., 4;; es sei S der

Punkt mit dem Ortsvektor 5:= — (a, + --- + a). Man beweise, daB
v(84,) + -+ + v(S4,) = 0.

Analytische Darstellung von Linge, WinkelgréBe,
Flicheninhalt, Volumen

Kontrollfragen
1. Fiir drei nichtkollineare Punkte P, U, V ¢ R*® sei

(@y, ..., agy = a:=0(PU), (by, ..., ) =Db:=o(P}),
= |UV|, ¢:= | UPV|, a«:=m(X UPV).
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Welche der GroBen I, sin ¢, cos @, sin«, cos « stimmen mit welchen der GréBen

ab det (a, b) Vm }/m

o el ol
la x b| L]
B, e, £ 0.—ar,
e P Y EG—
|a,b, — “wbll Vé‘l ob.

3 212 1 b2 .
Va1+“2V1+ 2 ‘/Za?‘élb‘z‘

iiberein? Bei welchen dieser GréBen und Formeln ist nur z = 2, bei welchen nur
n'= 3 sinnvoll?

2. Im R* (mit O als Ursprung und e,, ..., e, als Einheitsvektoren eines kartesischen
Koordinatensystems) seien n Vektoren

a, =9(04,) ={ay, .- @) F0 (p=1,...,m)
gegeben. Welche der GroBen

lal, @ay, |a X al, l':—"l det (ay, .., a,)]
stimmen mit welchen der GréSen

"
2 ayay, |04, n!-|04,...4,|, cos|X (a;e)l,
p=1

lai| |a;] sin | X(ay, a;)l, lai] |a;} cos |<X(aj, ay)],

W
X ek, V(@uan — i) + (@uen — anaj)® + (@ng; — anap)?
a=1

iiberein? Bei welchen dieser Gré8en und Formeln ist nur » = 3 sinnvoll?

Aufgaben

1. Es seien 4, B, C die Punkte (—1, —3), (1, 1) bzw. (—3, 5). Man berechne die
Seitenlingen und die GroBen orientierter Elementarwinkel zwischen den Seiten
des Dreiecks ABC (Abb. 4.2).

2. a) Man ermittle eine Formel, durch die aus gegebenen Vektoren a, b und einer
gegebenen Zahl p > 0 der Flicheninhalt |ABCD)| eines Vierecks ABCD mit
v(4B) = a, o(AD) = b, v(DC) = pa (Trapez) ausgedriickt wird.

“b) Man zeige, daB diese Formel auf das Viereck (—2, —2) (4, 1) (3, 4) (—1, 2)
anwendbar ist, und berechne seinen Flicheninhalt.
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3.

Fiir ein von den Vektoren a = (2,2, —1), b = (1, 4, 1), ¢ =(—1, 1, 3) aufge-
spanntes Spat berechne man die Kantenlingen, die Flicheninhalte der Seiten-
flichen, das Volumen sowie die GréfSen der Elementarwinkel, die seine Seiten-
kanten miteinander und mit den positiven Halbachsen des Koordinatensystems
bilden.

. a) Man ermittle eine Formel, durch die aus gegebenen Vektoren a, b, ¢ des R?

das Volumen V eines Prismas ausgedriickt wird, dessen Grundfliche ein Dreieck
ABC mit v(C4) = a, 9(CB) = b ist und in dessen Deckfliche ein Punkt Z mit
9(C2) = cliegt.

b) Man zeige, daB diese Formel auf das Polyeder (2, —2, 1) (3, 1, —2) (0, 4, —1)
x (1, —1,7) (2,2, 4) (—1, 5, B) anwendbar ist, und berechne sein Volumen.

. Fiir ein beliebiges Dreieck 4BC setze man a := v(BC), b:= v(C4); a:= |BC|,

b:= |CA|, c:= |AB|, s:= % (@ + b + c¢). Vermittels ¢? = a? + b2 + 2ab und
a?h? — (ab)? = 4 |4ABC|? beweise man

—at — b — ct + 2a%® + 2a%? + 2b%* = 16 |ABC|*
und damit die Heronische Formel

|ABC| = Ys(s — a) (8 — b) (8 — ¢).

. Fiir a 4 0 beweise man cos? |<X (a, ¢,)| + --- + cos? |<X (a, e,)| = 1.

. Fiir Vektoren a = (a,, @y, as), b = (by, by, bs), ¢ = (cy, ca, c3) im R? beweise man

(a X b) X c=(ac) b — (bc) a
durch Berechnung der drei Komponenten von (a X b) X ¢ aus den a;, b;, c;.

Lésung: Die erste Komponente von (a X b) X ¢ ergibt sich, indem man vom Produkt aus
der zweiten Komponente des Vektors a X b und der dritten Komponente des Vektors ¢ das
Produkt aus der dritten Komponente des Vektors a X b und der zweiten Komponente des
Vektors ¢ subtrahiert. Man erhilt (ash, — a,b;) ¢ — (@, — a3b,) ¢, = (ac) b, — (be) a,.
Entsprechend bestiitigt man die Behauptung fiir die zweite und dritte Komponente von
(axb)xc.
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8. Man formuliere (mit Hilfe geometrischer Beziehungen) fiir die Lage von Punkten
0, 4, B, C € R* eine Bedingung, die notwendig und hinreichend dafiir ist, daB
die Vektoren a := v(04), b := v(0OB), ¢ := v(0C) die Gleichung (ab) ¢ = a(bc) er-
fiillen. -

9. Man diskutiere ebenso im R? die Gleichung (a x b) X ¢ = a X (b X¢).
Lineare Parameterdarstellungen

Kontrollfragen

1. Es seien p, q=p +a, 83=p + b die Ortsvektoren dreier nichtkollinearer
Punkte P, Q, S; es seien g, ..., ; linear unabhiingige Vektoren. Welche der
Mengen

fr: (Vu,v € Rig = p + ua + vb)},

T:(VteRig=p+tan0 =<t <)),

E: (VA uveERig =2 +pqg+vmAd+p+rv=1),

E(VApeRg=2+pqgrd+pup=12220Apu2=20),

(t: (Voo u € Reg =9 + way + -+ + way)},

gz (VteRig = p + ta)),

(VA uveRg=20+pg+BA2+pu+r=1A220
Ap=0Ar =0),

(VAL peRig =2+ pgnd +p=1)

fr:(Vu,ve Rig =p + ua + vb A u = 0)},

T:(VteR:ig=p +tant =0))

ist die Menge der Ortsvektoren einer Punk ge von welcher der folgenden
Arten?

Eine Ebene, ein Strahl, eine k-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, eine
Strecke, eine Dreiecksfliche, eine Gerade, eine Halbgerade.
2. Man charakterisiere die Kollinearitit dreier Punkte P, Q, X
a) durch eine Eigenschaft der Vektoren a := u(PQ), b := o(PX),
b) durch eine Eigenschaft der Zahlen py, p, g, g3, %1, 25, falls P, @, X (€ K?) die
Punkte (py, ps), (g1, §2) bzw. (zy, z,) sind.
c) Entsprechend charakterisiere man die Komplanaritit von vier Punkten
P,Q 8, X.

3. Es seien A, B lineare Mannigfaltigkeiten mit Parameterdarstellungen ¢ = p
+ w8y + -+ + w4y, ..., %4 € R)bzw. 1 = q +vyby + -+ + v, (v, ..., v, € R).
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Welche der folgenden Beschreibungen einer Menge M, charakterisiert die lineare
Hiille M, = H(AB), welche den Durchschnitt My, = A n B?

»» M, ist eine lineare Mannigfaltigkeit mit My, & 4, M, S B; und wenn M eine
lineare Mannigfaltigkeit mit M & 4, M S B ist, gilt M & M,.”

1»My ist eine lineare Mannigfaltigkeit mit M, 2 4, M, 2 B; und wenn M eine
lineare Mannigfaltigkeit mit M 2 4, M 2 B ist, gilt M 2 M,.“

1»»M) ergibt sich durch Einsetzen der Menge aller Losungen (u,, ..., %y, 0y, ..., v;)
des Gleichungssystems
way + -+ uly — by — o — by =g —p

in die Darstellung ¢ = p + w4y + --- + w4,
»Mo hat ¢ =19 + wo(q — p) + wiay + -+ + wy + wpaby + -+ + wy b, als
Parameterdarstellung.*

4. Zwei lineare Mannigfaltigkeiten 4, B seien durch Anheften jeweils eines Vektor-
raumes bzw. Ban einen Punkt P entstanden. Kann man eine Basis 1 = {u,, ..., 47}
von § und eine Basis 8 = {v,, ..., b,} von @ so finden, daB U n B eine Basis von
& n @ und U u B eine Basis der linearen Hiille von ¥ und § ist? Welche Anzahl-
formel laBt sich dann anwenden?

Aufgaben

1.* Man fithre den in MfL Bd. 7, 2.4.5., an die Berechnungsmdglichkeit von 4 n B
ankniipfend vorgeschlagenen Beweis des Dimensionssatzes aus: 4 und B seien
lineare Mannigfaltigkeiten mit Parameterdarstellungen

T =9+ wa + - + ua(ay, ..., q linear unabhingig), (1)

t=q + vb; + -+ + b, (by, ..., b, linear unabhingig). (2)
D:= A n B entsteht durch Einsetzen der Losung ge von

Wy + or gy — 0yby — oo — by = q — P @

in (1) oder (2). Ist & die Dimension von H:= H(AB), so folgt aus MfL Bd. 7,
2.4.4., Satz 11, und ausder Voraussetzung D = &,d. h. der Losbarkeit von (3), daB

h = Rang (q — ¥, ay, ..., 0, by, ..., b,) = Rang (a,, ..., a5, by, ..., By)

gilt. Also entsteht die Losungsmenge von (3), indem man zu einer speziellen
Lésung alle Linearkombinationen von f + g — & linear unabhingigen Losungen
des zu (3) gehorigen homogenen Systems addiert. Man beweise:

(I) Durch Einsetzen dieser linear unabhiingigen Losungen in den Ausdruck
a; + -+- + wumy entstehen dieselben f + g — b Vektoren wie durch Einsetzen
inob; 4 +-- 4 9,0,

(IT) Heftet man den durch diese f 4 g — & Vektoren erzeugten Vektorraum 9 an
einen Punkt 7 € D an, so entsteht D.

{III) Diese f + g — h Vektoren sind linear unabhingig.
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2. Im R? geien P, Q, Z die Punkte (0, 0), (g, 0) bzw. (g, 1) mit ¢ = 0. Ferner sei
X = Q ein auf g(PQ) sonst beliebig gegebener Punkt (z, 0). Man berechne den
Schnittpunkt (0, ¢) der Geraden g(ZX) mit der y-Achse und bestitige fiir ihn
o = TV(P, Q; X) (Abb. 4.3).

Loésung: g(ZX) ist die Menge aller Punkte mit Ortsvektoren = A(g, 1) + u(z, 0)

(A+p = 1). Den Schnittpunkt mit der y-Achse liefert das Paar (A, #o) mit Ay + gy = 1
und Agg + pz = 0. Man findet

_, __z _mPX
e A T men)”
w.z. b. w.
Y
z
|
1 |
; Abb. 4.3
P X a x
4

3. Aus gegebenen Ortsvektoren p,q zweier Punkte P,Q sowie gegebenem p
:= TV(P, Q; X) berechne man X und dann TV(P, X ;Q), TV(Q, X ; P) (Ausnahme-
fille beachten!). Hieraus und aus der in MfL Bd. 7, 2.4.1., gezeigten Aussage
TV(P, Q; X) < 0 & Zw(PXQ) beweise man TV(P, Q; X) > 1 & Zw(PQX) und
0 < TV(P,Q; X) < 1 & Zw(QPX).

Man leite diese Aussagen auch geometrisch aus Aufgabe 2 her.

4. Gegeben seien zwei Geraden g, b im R?. Man ermittle die Menge M aller Punkte
mit der Eigenschaft, Mittelpunkt (mindestens) einer Strecke AB mit 4 ¢ g,
B.€ h zu sein. (Fallunterscheidung!)

5. Zu gegebenen Punkten M,, ..., M, € R?sind Punkte 4,, ..., 4, € R? so gesucht,
daB M, ..., M,_,, M, in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Strecken 4,4,,
cery Ap_y 44, 444, sind.

(I) Man ermittle aus den Ortsvektoren m; der gegebenen M rechnerisch (Fall-
unterscheidung!) alle n-Tupel (a;, ..., a,) der Ortsvektoren von Punkten 4; mit
der verlangten Eigenschaft. .

(II) Nennt man ein (» + 1)-Tupel (P,, ..., P,,,) von Punkten ,,zu P, gehorig®,
wenn M, ..., M, die Mittelpunkte von P,P,, ..., P,P,,, sind, so sind die Lésun
gen (4,, ..., A,) dadurch charakterisiert, daB (4,, ..., 44, 4,) ,,2u 4, gehorig* ist.
Man erweise unter diesem Aspekt die folgende konstruktive Gewinnung von
A, als gleichwertig mit der Losung (I) fiir ungerades n: Zu einem beliebig ge-
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6.

wiihlten Punkt P, werde das zugehérige (» + 1)-Tupel (P,, ..., P,;,) gebildet,
und dann werde 4, als der Mittelpunkt der Strecke P,P,,, konstruiert.

Wie kann man fiir gerades » die Lsungsmenge mit gleichem Beginn eines kon-
struktiven Verfahrens (Bildung des zugehérigen (P, ..., P,,,) zu beliebigem P;)
erhalten?

X
Abb. 4.5 Abb. 4.6

Es sei ABCD ein Parallelogramm. Dieses sei nicht entartet, d. h., 4, B, D seien
nicht kollinear. Ferner seien M, N, P, Q in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte
der Seiten AB, BC, CD, DA. Bringt man die Geraden g(4P), g(BQ), g(CHM),
g(DN) zum Schnitt, so entsteht ein neues Parallelogramm (Abb. 4.4; man be-
weise diese Aussage auch analytisch-geometrisch). Man ermittle (aus gegebenen
a:= 0(04), u:= v(4B), v:= v(AD)) die Ortsvektoren der Eckpunkte dieses
Parallelogramms. Man driicke seinen Flicheninhalt durch den Flicheninhalt von
ABCD aus.

. Gegeben seien vier nicht komplanare Punkte 4, B, C, D € R®. Man beweise, dal

es genau ein Paar (8, T) von Punkten S € g(4B), T € g(CD) mit der Eigenschaft
gibt, daB die Strecke ST sowohl auf g(4B) als auch auf g(CD) senkrecht steht
(gemeinsames Lot zweier windschiefer Geraden ; Abb. 4.5). Man ermittle S und 7,
wenn A B und CD die Kérperdiagonale (0, 0, 0) (1, 1, 1) bzw. die Flichendiagonale
(1,0,0) (0, 1, 0) des von i, j,  aufgespannten Wiirfels sind.
Hinweis: Man kann ein geeignetes Vektorprodukt verwenden.
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8.* Gegeben seien vier nicht komplanare Punkte 4, B, C, D € R® sowie ein Punkt

—

P ¢ g(AB), ¢ g(CD). Man beweise, daB es genau eine Gerade g durch P gibt, die
entweder sowohl mit g(4.B) als auch mit g(CD) nichtleeren Durchschnitt hat oder
zu genau einer der Geraden g(4B), g(CD) parallel ist und mit der anderen nicht-
leeren Durchschnitt hat (g Y »Treffgerade* zweier windschiefer Geraden
durch einen vorgegebenen Punkt P, wobei Parallelitit als Entartungsfall des
,»Treffens* zugelassen ist). Man ermittle ¢, wenn AB, CD wie in der vorigen Auf-

gabe (0,0, 0) (1, 1, 1) bzw. (1, 0, 0) (0, 1, 0) sind und wenn P der Punkt (l, 0, l)
ist (Abb. 4.6). 2

Lineare Gleichungen

Kontrollfragen

. Welche der folgenden Hyperebenengleichungen stellen Geraden im R?, welche

Ebenen im R? dar? Welche sind in Hessescher Normalform?

3 4 . z Y z
Sy — = 2=0, —4+ZL_=
5 o 5¢z+ _ VE+2 3

@1, —3) @) +3=0, — (& 1,—3) (x4 2) — (1,0,2) = 0.

Vi

=0,

. Welche der Gleichungen
1 =z y y— 2= (z + 1) tan 120°,
12 —-1|=0,
11 3 zcos30° + ysin30° —2=0
ist Gleichung von welcher der im folgenden charakterisierten Geraden g, k, k?

g ist die Gerade durch den Punkt (—1, 2) mit dem Anstiegswinkel 120°;

b ist die in D auf OD senkrechte Gerade, wobei der Vektor d := p(OD) die
Linge 2 hat und m{< (i, b)) = 30° mod 360° erfiillt;

k ist die Gerade durch die Punkte (2, —1) und (1, 3).

. Es seien a;y (¢ = 0, 1, 2) drei Zahlen, ferner R; = (ay, a;3) (+ = 0, 1, 2) drei vom

Nullvektor verschiedene Vektoren des R?. Welche der Aussagen (I)—(VI) ist zu
welcher der Aussagen (A)—(G) dquivalent?

(I) Der Vektor N, steht auf der Geraden g senkrecht.

(IT) Die Geraden ayz + aiy + aip = 0 (z = 0, 1, 2) sind konzentrisch.

(III) Die Geraden a;;z + ai;y + ajo =0 (¢ =0, 1, 2) sind konzentrisch oder
paarweise parallel.

(IV) Die Geraden a,z + aisy + ay = 0 (2 = 1, 2) sind zueinander parallel.

(V) Die Gerade g hat den Vektor R, als Stellungsvektor.
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1.

2.

(VI) Der Schnittwinkel der Geraden a;z + apy + ajo = 0 (v = 1, 2) hat die
GréBe .

an G
an Qs

|%0 @01 @oz
(B) Esgilt [a;p ay; a|=0.

Q0 Q2 O

Qoo Co1 Qo2
(C) Esgilt |ay @y ap=0,

A0 Q21 Gy
und mindestens eine nichtverschwindende Unterdeterminante maximaler Reihen-

(A) Es gilt =0.

Qo1 Qo2
zahl ist Unterdeterminante von { ¢,, a,, ).
Q91 Qoo

. |@11a21 + @1285,|
D) Es gilt cos x = ————21 T 1222
@) Feg * Vai + af, - Va3, + o,
(E) g hat ag,z + agey + ¢ = 0 mit einer Zahl ¢ als Gleichung.
(F) Es gilt det(R;, N;) = 0. -

. | R
(G) Esgilt cos a = ———.

& FIREX

Aufgaben

Man berechne ohne Ermittlung der HohenfuBpunkte die Hohenlingen in dem
Dreieck (—1, —3) (1, 1) (—3, 5).

Losung: Der Abstand zwischen ( -1, —3) und der Geraden L L

2
—=Yy—
"
______ = 3}’— Entsprechend findet man die an-

V_Y_V_
12

deren Hohenlingen — und ——.
R

Fiir dasselbe Dreieck ermittle man Gleichungen der Mittelsenkrechten auf den

Seiten sowie Gleichungen der winkelhalbierenden Geraden der Innen- und Auflen-

winkel.

=0
durch (1, 1), (—3, 5) ist

. Man weise die in Aufgabe 2 gefundenen Mittelsenkrechten als konzentrisch nach,

ebenso die Innenwinkelhalbierenden, ferner je zwei Halbierende von AuBen-
winkeln und die Halbierende des dritten Innenwinkels.

. Welche Beziehung zwischen den Zahlen a;, b;, ¢;, d; ist notwendig und hinrei-

chend dafiir, daB die beiden Ebenen a;x + by + ¢z +d; =0 (z = 1, 2) auf-
einander senkrecht stehen, d. h., einen Neigungswinkel der GréBe 90° haben? Wie
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lautet, wenn diese Bedingung erfiillt ist, eine Gleichung derjenigen Ebene durch O,
die auf beiden genannten Ebenen senkrecht steht?

. Man gewinne eine Gleichung der Ebene durch (—2, 2, 3), (0, 3,0), (—3, 5, 5)

a) nach MfL Bd. 7, 2.5.4., Satz 7, b) unter Verwendung eines Stellungsvektors,
den man zuvor als Vektorprodukt zweier Verbindungsvektoren gegebener Punkte
ermittle.

. Man berechne fiir je zwei nichtparallele Seitenflichen eines Spats, das von a

=(2,2, —1),b=(1,4,1),¢c =(—1,1, 3) aufgespannt wird, die GréBe ihres
Neigungswinkels.

Konvexe Polygone

Kontrollfragen

. Man fiige in den folgenden Text auf drei verschiedene Weisen Stichworte ein, die

unter den anschlieBend genannten Méglichkeiten (A)— (D) ausgewiihlt sind, so daB
einmal ein Text iiber Vektorriume, ein zweites Mal iiber lineare Mannigfaltig-
keiten, ein drittes Mal iiber konvexe Punktmengen entsteht.

»Eine Menge von ... (A) ...en ist genau dann ein(e) ... (B) ..., wenn zu je zwei
Elementen dieser Menge auch deren ... (C) ... der Menge angehért. Daher ist der
Durchschnitt jeder Familie von ... (B) ...en wieder ein(e) ... (B) .... Somit exi-
stiert zu jeder Menge M von ... (A) ...en genau ein(e) beziiglich S kleinste(r) M
umfassende(r) ...(B) ... Q. Man bezeichnet Q als ... (D) ... von M.

(A): Punkt (im R"); Vektor (in einem Vektorraum, etwa in der Menge aller
Vektoren des R*).

(B): konvexe Punktmenge;lineare Mannigfaltigkeit ; linearer Vektorraum (Unter-
raum).

(C): Mengealler Linearkombinationen ; Verbindungsgerade ; Verbindungsstrecke.
(D): konvexe Hiille; lineare Hiille (im Sinne einer linearen Mannigfaltigkeit);
lineare Hiille (im Sinne eines Vektorraumes).

. Es seien 4, B, C drei nichtkollineare Punkte. Welche Lagemdglichkeiten gibt es

fiir drei Punkte
Ueg(BC) mit U+B, U=*C,
Veg(CA) mit V+=C, V+4,
WegdB) mit W+ A4, W+ B,
|BU| |CV| |4AW|

wenn vorausgesetzt wird, daB 0T 1A iBW = 1gilt?

. Es seien u, v, v die Ortsvektoren der Eckpunkte A4, B, C eines Dreiecks; n,, n,, n,

seien zu g(BC), g(CA), g(AB) orthogonale Einheitsvektoren. Wie lautet in
Tabelle 4.1 eine richtige Zuordnung jeweils zwischen Formel und bezeichnetem
Objekt?
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Tabelle 4.1
Formel . Objekt
(P—0) (T —u)=0 Ortsvektor 3 des Schwerpunktes von 4BC
Im —v| Gleichung der Hohe auf BC
1
3 (u+ v+ w) Ortsvektor q des Inkreismittelpunktes
o —uf Seitenlange ¢ = |4B|
lu — | Gleichung von g(4 B)
ﬁ {au + bv + cw) Gleichung der Mittelsenkrechten von BC
nx —u)=0 Seitenlinge b = |CA|
2r(w — v) = P — p? Seitenlinge a = |BC|
Aufgaben

. a) Man beweise folgenden Satz: Sind a, b, ¢ die Ortsvektoren dreier nichtkollinearer

Punkte 4, B, C, existieren fiir einen Punkt X + A4, B, C mit einem Ortsvektor
r=4a+ ub +vc (A + u +» = 1) eindeutig die Punkte V := g(BX) n g(CA4)
und W:= g(CX) n g(4B) und gilt g(AX) || g(BC), so folgt daraus die Be-
ziehung TV(C, 4; V) - TV(4, B; W) = —1 (vgl. MfL Bd. 7, 2.6.2., (5)).

b) Welche Aussage iiber TV(4, B; W) verbleibt, wenn (bei sonst gleichen Vor-
aussetzungen) statt der eindeutigen Existenz von V := g(BX) ng(C4) die
Parallelitit g(BX) || g(CA) vorausgesetzt wird?

. a) Man beweise mit Hilfe der Umkehrung des Satzes von CEvA, daB in jedem

Dreieck die Seitenhalbierenden konzentrisch sind.

b) Einen entsprechenden Beweis fiihre man fiir die Héhen, wobei der (triviale)
Fall des rechtwinkligen Dreiecks auszuschlieBen ist (weshalb?).

Hinweis: Man verwende (und beweise zuvor) a) |BM,| = |CM,|, |CM,| = |AM,|,

|AM,| = |BM,| fir die Seitenmitten M,, M,, M,; b) |AHy|: |[AH,| = c: b, |BH,|: |BH,|

=a:c, |CH,|: |CHy| = b: a fur die HohenfuBpunkte H,, Hy, H,. Ferner diskutiere man

die Anordnung von M,, M}, und M, (bzw. von H,, H, und H,) auf g(BC). auf g(CA) bzw.

auf g(4B) und damit den Ubergang zu vorzeichenfihigen S g AuBerdem
hlieBe man die Parallelitit von Seitenhalbi den bzw. Hohen aus.

. Es sei ABC ein nicht gleichschenkliges Dreieck. Welche Punktetripel aus den

Schnittpunkten W,, W,, W, der Innenwinkelhalbierenden mit den Gegenseiten
sowie den Schnittpunkten W, W;, W, der AuBenwinkelhalbierenden mit den
Triigergeraden der Gegenseiten sind kollinear?
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4. Man ermittle eine Gleichung der Eulerschen Geraden des Dreiecks (—1, —3)
x (1, 1) (—3, 5).

5. Man beweise fiir die Ortsvektoren a, b, ¢, b nicht komplanarer Punkte 4, B, C, D
€R: Ist p:=v(O0X)=2Aa+pb+r+9 A+u+r+8=1), so istl
= m(XBCD) :m(ABCD), u = m(AXCD) :m(ABCD),» =m(ABXD) : m(4BCD),
# = m(4ABCX) : m(ABCD).

Hinweis: In det(x — b, ¢ — ¢, f — b) ersetze man den zweiten Vektor durch seine
Differenz zum dritten, den dritten durch seine Differenz zum ersten, und dann addiere
man zum ersten die durch Vervielfachung mit » bzw. # entstandenen Vektoren.

6.* Unter denselben Voraussetzungen wie in Aufgabe 5 beweise man: Ist g(4X)
ne(BCD) =P und v(OP) =¢pb +oc+ (e +o+7t=1), so ist g:0:7
= p:»: 9. Aus dieser Relation, weiteren analog gebildeten Relationen sowie aus
M{L Bd. 7, 2.6.2., (4), bestimme man die Teilverhiltnisse, die auf den Strecken
AB, AC, AD, BC, BD, CD durch den Schnitt mit den Ebenen ¢(XCD), ¢(XBD),
(X BC), e(XAD), e(XAC) bzw. ¢(X AB) entstehen.

Analytische Darstellung von Bewegungen und
Koordinatentransformationen

Kontrolifragen

—

. Es seien, auf ein und dasselbe Koordinatensystem des R* bezogen, jeweils & und
&' die Koordinaten-n-Tupel zweier Punkte (als Spaltenvektoren, d. h. Matrizen
vom Typ (z, 1), geschrieben). Mit einem Vektor, gegeben durch sein Kompo-
nenten-n-Tupel © (ebenfalls als Spaltenvektor geschrieben), und einer ortho-
gonalen Matrix M vom Typ (n, n) gelte jeweils zwischen & und &’ die Gleichung
& = v + Mzx. Was fiir eine Abbildung ¢ des R*® in sich wird durch die Vorschrift
x > &' gegeben? In welcher Weise bewirkt sie eine Abbildung der Menge aller
Vektoren des R* in sich? Welche Eigenschaften hat diese Abbildung hinsichtlich
der Addition, der Vervielfachung und der skalaren Multiplikation von Vektoren?

2. Es seien @ und &’ die Koordinaten-n-Tupel ein und desselben Punktes, bezogen

auf zwei Koordinatensysteme & = (g, ..., ¢»), & = (g;, -.-, g,) des R". Dabei

gelte wieder jeweils ® = v + Mx mit v und M wie in Frage 1. Was fiir eine

Abbildung y des R in sich bewirkt dann gerade, daB8  bei y in &' iibergeht? Wie

héingt y mit der Abbildung ¢ aus Frage 1 zusammen?

Aufgaben

1. Man wende auf den Punkt (2, —3) des R folgende Bewegungen an:
a) Die Verschiebung, die (1, —2) in (0, 3) iiberfiihrt,
b) die Spiegelung an der y-Achse,
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c) die Drehung um O, die (1, 0) in einen Punkt mit der Abszisse —— und mit
positiver Ordinate iiberfiihrt, 2

d) die Spiegelung an der Geraden z + 2y = 0,

e) die Spiegelung an der Geraden r + 2y — 4 = 0.

Hinweis zu c): In den Abbildungsgleichungen MfL Bd. 7, 2.7.3., (3), ist cos w = —l—,
sin @ > 0. Wie lauten sie daher? 2
Hinweis zu d): 1. Lésungsweg: Das Lot von (2, —3) auf z + 2y = 0 hat die Para-
meterdarstellung z = 2 + ¢, y = —3 + 2t. Der FuBpunkt ergibt sich fir denjenigen

Parameterwert t,, der die Bedingung (2 + t,) + 2(—3 + 2¢,) = O erfiillt. Hiernach ergibt
sich der gesuchte Bildpunkt fir den Parameterwert 2f,.

2. Losungsweg: Die Drehung 2’ = }’L— x+2y), v= L (—2z + y) fahrt die Gerade
5 5

z + 2y = 0 in die Gerade z’ = 0 iiber. Man wende auf (2, —3) erst diese Drehung 6, dann

die Spiegelung an z’ = 0, dann 6~ an.

. Man beweise, daB im R® die Beziehung @, X @, = @5 eine orientierungsabhingige

,,Eigenschaft dreier geometrischer Vektoren‘ ist, d. h., daB sie bei einer Koordi-
natentransformation a; = Qa; mit orthogonaler Matrix Q von positiver Deter-
minante in @; X @; = a; iibergeht.

1
3.* Gegeben sei t:= ——(1, —1,2) und eine GroBe w orientierter Elementar-
2y2

winkel mit p := cos % = % (also welche Moglichkeiten fiir w?). Man wihle

geeignete GroBen «, f orientierter Elementarwinkel so, daB durch die Komposi-
tion 8,5 00,, der Abbildung 4,, (Drehung mit zugeordneter GroBe o orien-
tierter Elementarwinkel und mit der z-Achse als Drehachse) und der anschlieBend
ausgefithrten Drehung 4, die 2-Achse in die Gerade ¢ = & (¢ € R) iibergeht.
Dann ist

0yp00,400,,08,_,086,_;

die Drehung mit  als zugeordneter GroBe orientierter Elementarwinkel und mit
der Geraden ; = tr als Drehachse. Man berechne fiir die Gestalt

¥ =v+ Mz 1
dieser Drehung den Spaltenvektor » und die orthogonale Matrix M.

. a) Eine Quaternion . = ag + a,% + ayj + ask wird definiert als Paar (a,, a) aus

einer Zahl a, und einem Vektor a = {a,, a;, ag). Summe und Produkt werden
definiert durch

(a0, @) + (bo, b) := (ag + bo, a + b),
(o, 0) (Bo, B) := (aghy — ab, agh + boa + a X b).

Man beweise, daB alle Korperaxiome auBer dem Kommutativgesetz der Multi-
plikation erfiillt sind.
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b) Es sei £ = (p, t) eine gegebene Quaternion mit p? + 12 = 1. Man beweise:

Definiert man zu gegebenem Vektor t =

nion
(E,¢):=0"(7)- 27,
s0 ist p(0X’') :=

t’ von z unabhingig, und es gilt z’ = 2.

9(0X) und beliebigem z € R die Quater-

2

c) Von der somit durch (2) gegebenen Abbildung ¢ — ¢’ beweise man, daB sie

Skalarprodukte erhdlt.

Hinweis: Fir beliebige Vektoren g, 1) und ihre Bilder ', " maultipliziere man die Qua-
ternionen (0, ') = Q- (0, ) - O~ und (0, §’) = D - (0, y) - O! miteinander. Man erhilt

hheit

fiir das Produkt (die Glei

s oh

) zwei Di

wendbar ist.

llungen, auf die h

Is b) an-

d) Fiir die somit durch (2) gegebene Bewegung X + X' erweise man die Gerade?)
t = fr als Fixpunktgerade; die Bewegung also als Drehung um diese Achse.

Hinweis: Fir ¢ := & (und z: =

tp) gewinne man ¢’ = .

e) Ist der Drehung X +> X’ die GroBe w orientierter Elementarwinkel zuge-

N w
ordnet, so beweise man p = cos rh

Hinweis: Fiir g mit 1z = 0 und ;* = 1 errechne man ry’, ¢ X ¢’ und daraus cos m(%:(g, )

= 2p* — 1, sgn det(g, ¢’, ) = sgn p.

f) Man schreibe (2) mit p, t aus Aufgabe 3 in der Gestalt (1) und vergleiche die

Ergebnisse.

5. Man ermittle alle Bewegungen des R?, die das Prisma mit den Eckpunkten

1,0, —1), (——,iﬁ,

1
2 2

) )

o (25 (4o

(vgl. Abb. 4.7) auf sich abbilden.

z
1 °T ° o
7231 R (4 1Y)
120°
o |
—— —t’———o——»}/
/
!
|
1
(3b-) Sl oAb ya) Aohaa
AN
X (1,0,-1)
1) Hier wird t # o, also |p| + 1 Welohe Bewegung gibt (2) fiir |p| = 1?
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1.

Kurven zweiter Ordnung

Kontrollfragen

Es seien P 3= Q gegebene Punkte; m, % m, gegebene Vektoren; ry, 75,8 > 0

gegebene Zahlen ; I eine gegebene Gerade. Welches der folgenden Objekte cy, ..., ¢1o

stimmt mit welchem der Objekte d,, ..., d, iiberein? ’

¢, ist die Menge aller Punkte X € R? mit |[PX| = s.

c, ist die Menge aller Punkte X € K2 mit |PX| + |QX| = 2s.

¢ ist die Menge aller Punkte X € R? mit ||PX] — |QXI| = 2s.

¢, ist die Menge aller Punkte X € R? mit |PX| > s.

¢s ist die Menge aller Punkte X € R? mit [PX| < s.

¢q ist fiir zwei Kreise (r — m;)? — r;2 = 0 (z = 1, 2) mit gemeinsamen Punkten
8 == T die Gerade g(ST).

¢, ist fiir einen Kreis k¥ und jede Gerade g durch P, fiir die g n k = {X,, X,)
existiert, die Zahl m(PX,) - m(PX,).

cg ist die Menge aller Punkte X € R?, deren Abstand zu P gleich ihrem Abstand
zu  ist.

¢, ist die Menge aller Punkte X € R?, deren Abstand zu P gleich ihrem mit &
multiplizierten Abstand zu [ ist.

¢yo ist die Menge aller Punkte X € R?, die beziiglich der beiden Kreise (r — m;)?

— 12 =0 (¢ = 1, 2) gleiche Potenz haben.

d, ist der Kegelschnitt mit P als Brennpunkt, [ als Leitlinie und s als numerischer
Exzentrizitit.

d, ist die Kreislinie mit P als Mittelpunkt und s als Radius.

dy ist die offene Kreisfliche mit P als Mittelpunkt und & als Radius.

d, ist das AuBere des Kreises mit P als Mittelpunkt und & als Radius.

dy ist die Ellipse mit P und Q als Brennpunkten und 2s als Hauptachsenlénge.

d, ist die Parabel mit P als Brennpunkt und I als Leitlinie.

d, ist die Hyperbel mit P und Q als Brennpunkten und 2s als Hauptachsenlinge.

dy ist die Potenzlinie der beiden Kreise (zf — m;)? — r2 =0 (¢ = 1, 2).

d, ist die Potenz der Punkte P beziiglich des Kreises k.

. Welche der folgenden Gleichungen beschreiben Kurven zweiter Ordnung? Welche

beschreiben entartete Kurven zweiter Ordnung? Welche davon die Vereinigungs-
menge zweier sich schneidender Geraden, welche die leere Menge?

2
2 +y* = a%; i-—£=1; z=—; 22 +yt=—1;
a
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Aufgaben

1. Man beweise, daB jede Kreisfliche eine konvexe Punktmenge ist.

2. a) Man beweise: Sind k,, ks, k; Kreise mit paarweise verschiedenen Mittelpunkten
und ist jeweils g;; die Potenzlinie von k; und k;, so sind die Geraden g,3, ga1, g12
konzentrisch oder zu je zweien parallel.

b) Man verwende diesen Satz, um eine Konstruktion der Potenzlinie zweier
Kreise k;, k, mit k, n k, = O zu gewinnen.
Lésung: a) Ist fi(¢) := (f — m;)* — r} = 0 eine Gleichung von k;, so ist

fil®) — fitxy =0 (1)
eine Gleichung von g;;. Nach MfL Bd. 7, 2.5.2., Satz 4 und seinem Zusatz 1, folgt daraus die

Behauptung; denn die dort betrachtete Determinante ist 0, weil die Summe der drei
linken Seiten in (1) identisch verschwindet.

b) (Abb. 4.8) Man wiihle einen Kreis k;, der k, und ¥, in je zwei Punkten P;, @, bzw. P, Q,
schneidet. Wahlt man dabei den Mittelpunkt von k, auBerhalb der Verbindungsgeraden i
der Mittelpunkte von k,, ks, so wird g(P,Q,) J g(P;Q;) (Beweis!). Dann ist das Lot von
g(P1@,) n g(P,@;) auf h die gesuchte Potenzlinie.

Abb. 4.8

3. Was fiir eine Kurve wird in den Féllena < —1l,a = —1, -1 <a <0,a =0,
0<ae<l,1<a<2a=2 a> 2durchdie Gleichung
2% 4 2azy + 4 + (@® — 20) 2 + (a* —4)y =0
charakterisiert?
4. Man beweise: Die Strecke zwischen den Schnittpunkten einer Hyperbeltangente
mit den Asymptoten wird vom Beriihrungspunkt halbiert.

6. Man beweise: Haben eine Ellipse und eine Hyperbel dasselbe Paar von Brenn-
punkten, so schneiden sie einander in allen vier Schnittpunkten rechtwinklig
(Abb. 4.9).
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6.

7.

Nach MfL Bd. 7, 2.8.4., Satz 5, wird das Parallelbiischel der Strahlen, die zu dem
Vektor (—1, 0) gleichsinnig parallel auf die Parabel y* = 2pz auftreffen, von
dieser so reflektiert, daB sie nach der Reflexion durch den Brennpunkt F ver-
laufen. Reflektiert die Parabel auch andere Parallelbiischel von Strahlen so, daB
sie nach der Reflexion konzentrisch verlaufen?

74 /
~
sy
\\\
il /[ ; Abb.49
7
/
\
7]
A B g Abb.4.10
P (]
! \
/\ )
, \\\ /,/C

Gegeben sei eine reguliire Kurve c zweiter Ordnung;; sofern im folgenden konkrete
Rechnungen auszufiihren sind, wihle man ¢ entweder als Parabel y> = 2pz oder

. 1 2?2y
als Ellipse oder Hyperbe pry + i 1.

a) Man charakterisiere alle diejenigen Punkte (2, ,) der Ebene, von denen aus
zwei Tangenten an c existieren.

Hinweis: Man verwende bei der Ermittlung fraglicher Berithrungspunkte die Polare
von (zy, ¥)-

b)* Man beweise: Auf jeder Geraden, die — sofern ¢ eine Hyperbel ist — keine
Asymptote von c ist, gibt es Punkte, von denen aus zwei Tangenten an c existie-
ren.

c) Gegeben sei eine Gerade g, die ¢ nicht schneidet und, falls ¢ eine Hyperbel ist,
nicht durch den Mittelpunkt von ¢ geht. Man nenne eine Konstruktionsméglich-
keit zur Ermittlung des Poles von g.

d) Gegeben sei ein Punkt P, von dem aus keine Tangenten an ¢ existieren. Man
nenne eine Konstruktionsméglichkeit zur Ermittlung der Polaren von P, sofern
diese existiert.
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8.

13.
14.
15.

16.

. Wie kann eine gleichsinnige, wie eine ung

Man beweise: Schneidet eine Gerade g durch einen Punkt P eine Kurve zweiter
Ordnung in 4, B und die Polare p von P in @, so sind (4, B) und (P, Q) harmo-
nische Punktepaare (Abb. 4.10).

Abbildungen als Ordnungsprinzip in der Geometrie

Vorbemerkung: Bei den Kontrollfragen und Aufgaben dieses Kapitels handelt es sich
stets um Probleme der ebenen Geometrie, auch wenn diese Voraussetzung nicht bei jeder
Aufgabe erneut genannt wird.

Kontrollfragen

. Welche speziellen Bewegungen gibt es? Wie kann man sie definieren? Welche

Eigenschaften haben sie?

. Welche Bewegungen kann man durch Zusammensetzung von Geradenspiege-

lungen erzeugen?

. Durch welche Bewegungen kann a) ein gleichseitiges Dreieck, b) ein gleich-

schenkliges Dreieck, ¢) ein Quadrat, d) ein Rechteck, €) ein Rhombus, f) ein
Parallelogramm, g) ein Drachenviereck, h) ein Kreis auf sich abgebildet werden?

. Wie kann eine Zentralstreckung definiert werden? Welche weiteren Eigenschaften

der Zentralstreckung konnen als Sitze ausgesprochen werden?

. Wie lauten die vier Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke?

leichai 3 AL lichkeitstransfor-

mation erzeugt werden?

. Es sind Eigenschaften von Ahnlichkeitstransformationen anzugeben.
. Wie kann eine Orthogonalstreckung definiert werden? Es sind Invarianten der

Orthogonalstreckung anzugeben.

. Wie lautet eine analytische Definition der affinen Abbildung?
10.
11
12.

Es sind invariante Eigenschaften der affinen Abbildung anzugeben.

Wie lautet der Hauptsatz der affinen Geometrie?

Die Menge der affinen Abbildungen ist beziiglich der Fixpunkte in Teilmengen zu
zerlegen. Welche besonderen Eigenschaften besitzen die Elemente jeder Teil-
menge?

Wie werden Fixpunktkonstruktionen bei affinen Abbildungen durchgefiihrt?
Was versteht man unter dem InhaltsmaBstab einer Affinitéit?

Zur Gruppe der affinen Transformationen sind Untergruppen und deren In-
varianten anzugeben.

Bildet die Menge a) der axialen Affinititen mit gemeinsamer Achse, b) der axialen
Affinititen ohne die Einschrankung von a), ¢) der Affinititen mit genau einem
gemeinsamen Fixpunkt, d) der Affinititen mit je einem (nicht notwendig ge-
meinsamen) Fixpunkt, e) der fixpunktfreien Affinititen mit der Hintereinander-
ausfithrung als Operation eine Gruppe?
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19.

v

. Wie kann eine Zentralkollineation synthetisch definiert werden?
18.

Wie werden die uneigentlichen Punkte und die uneigentliche Gerade der projek-
tiven Ebene eingefiihrt?

Welcher Zusammenhang besteht bei einer Zentralkollineation zwischen Ver-
schwindungsgerade, Fluchtgerade und uneigentlicher Gerade der projektiven
Ebene?

. Welche Invarianten der Zentralkollineation gibt es?
21.
. Worauf werden durch Spiegelung an einem Kreis Geraden und Kreise abge-

Wie wird eine Spiegelung an einem Kreis synthetisch definiert?

bildet? Welche Sonderfille sind zu beachten?

Aufgaben

. Gegeben sind in einer Ebene a) zwei vonemander verschledene glemhsmmg

kongruente Dreiecke, b) zwei voneinander verschiedene kon-
gruente Dreiecke. Durch welche Bewegungen kénnen jeweils die Drelecke auf-
einander abgebildet werden? (Fallunterscheidungen sind zu beachten!)

1
&

. Uber den Seiten 4B und BC eines gegebenen Dreiecks 4 BC werden nach aufen

die Quadrate A4'B’'B und BB’'C"'C konstruiert. Es ist zu beweisen, daB die Ver-
lingerung der Héhe k, des Dreiecks A BC die Strecke B’'B’ halbiert (Abb. 4.11).

&

Lésung: Das Dreieck BB’B” wird durch die Drehung J ,90° abgebildet. Dabei geht der
Punkt B” in den Punkt C und der Punkt B’ in den Punkt D € 4 B* iiber. Der Punkt 8, der
Sohnittpunkt der Verlingerung der Hohe h, mit B’B”, wird dabei auf den Punkt 7' ¢ CD
abgebildet, so daB der kael X S8BT ein rechter ist. Damit ist die Strecke AC zur Strecke
BT parallel, und weil B Mittelpunkt von 4D ist, muB (nach dem Strahlensatz) T' Mittel-
punkt von CD sein. Damit ist auch § als Originalpunkt zu 7' beziiglich der Drehung
Mittelpunkt der Strecke B’B”.

. Gegeben sind drei voneinander verschiedene parallele Geraden. Es ist ein gleich-

seitiges Dreieck so zu konstruieren, daB auf jeder der Geraden ein Eckpunkt
des Dreiecks liegt.

Hinweis: Der Ldsungsweg wird durch Abb. 4.12 gezeigt.
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10.

11.

. Gegeben sind eine Gerade g und zwei Punkte 4 und B auf derselben Seite von g.

Es ist ein Punkt P auf g so zu konstruieren, daB der Winkel zwischen PA+ und
einem von P ausgehenden Strahl auf g dem Winkel zwischen PB* und dem anderen
von P ausgehenden Strahl auf g kongruent ist.

. Es sind » Punktspiegelungen mit verschiedenen Zentren (n = 2) zusammenzu-

setzen. Welche Bewegungen entstehen?

. Gegeben ist ein Parallelogramm A4,4,4;4,. Jeder Eckpunkt A, dieses Parallelo-

gramms sei Zentrum einer Punktspiegelung {;. Es ist die Zusammensetzung
¢y 08, 04504 zu bilden. Was fiir eine Bewegung entsteht?

. Gegeben sind zwei Geradenspiegelungen o; und o;, deren Achsen zueinander

orthogonal sind und sich im Punkt Z schneiden, die Punktspiegelung { mit dem
Zentrum Z und die identische Transformation ¢. Es ist zu zeigen, daB diese vier
Transformationen mit der Hintereinanderausfiihrung als Operation eine Gruppe
bilden.

Abb. 4.12

. Der Peripheriewinkelsatz (MfL Bd. 7, 2.8.1.) ist synthetisch zu beweisen.

Hinweis: Der Beweis zum Satz von TEALEs (MfL Bd. 7, 3.2.) ist zu verallgemeinern.

. Eine Zentralstreckung  ist durch das Zentrum Z(—3, 5) und den Streckfaktor

2
t= 3 vorgegeben.

) Die Gleichungen dieser Zentralstreckung sind zu bestimmen.
b) Esist durch { die Gerade mit der Gleichung 4z — 2y 4 7 = 0 abzubilden. Wie
lautet eine Gleichung der Bildgeraden?

Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreieck A BC und in seinem Inneren ein Punkt P.
Auf der Seite BC dieses Dreiecks ist ein Punkt so zu konstruieren, daB er von P den
gleichen Abstand wie von der Seite 4B hat.

Hinweis: Es ist eine Zentralstreckung mit etwa B als Zentrum zu verwenden.
Eine Parabel ist durch ihren Brennpunkt F und ihre Leitlinie ! gegeben. Es sind

die Schnittpunkte dieser Parabel mit einer beliebig vorgegebenen Sekante & zu
konstruieren.
Loésung: Zunichst wird v daB s nicht parallel zu ! verlduft. Dann sind auf s

diejenigen Punkte zu beetlmmen, deren Abstand von F gleich dem Abstand von ! ist.
Es sind demnéch diejenigen Kreise zu konstruieren, deren Mittelpunkte auf s liegen, die !
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12.

13.

14.

beriihren und durch F verlaufen. Man konstruiert zunichst einen Kreis k, dessen Mittel-
punkt M auf s liegt und der ! beriihrt (Abb. 4.13). Z = s nl wird zum Zentrum von
Zentralstreckungen gewihlt. g(ZF) schneidet k in den Punkten § und 7'. Dann wird eine
erste Zentralstreckung so durchgefiihrt, daB § auf F abgebildet wird. Das Bild M, von M,
das sich als Schnittpunkt der Parallelen zu SM durch F mit s ergibt, ist ein gesuchter
Schnittpunkt der Parabel mit der Geraden s. Durch eine zweite Zentralstreckung, die T
auf F abbildet, findet man analog den zweiten Schnittpunkt M,. Verliuft s parallel zu l,
80 erhiilt man die Schnittpunkte mit Hilfe eines bekannten Verfahrens zur Konstruktion
einzelner Punkte der Parabel: M, und M, sind die Schnittpunkte des Kreises um F,
dessen Radius gleich dem Abstand der beiden parallelen Geraden s und / ist, mit der

Geraden s.
My c
{ /
K
! s 8
o] CI
M A
M- oY
N "l N
T / /_- -
\. i
, 'iziL//
K o /
7 A
B 5
Abb. 4.13 Abb. 4.14

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Es sind ohne Benutzung der drei Eckpunkte die
drei Seitenhalbierenden und die drei Hohen des Dreiecks zu konstruieren.

Hinweis: Mit Hilfe einer Zentralstreckung ist zunichst das durch die drei Seitenmittel-
punkte gebildete Dreieck 8,88, zu konstruieren.

Die Siitze 7, 8 und 9 aus MfL Bd. 7, 3.3.2. (Ahnlichkeitssétze) sind zu beweisen.
Beweis von Satz 8 (Ahnlichkeitesatz sws): Nach Voraussetzung gilt fir die Dreiecke 4 BC

und A’B’C’ die Gleichung % = I]—.ﬁﬂ' und es ist ¢ BAC = & B’A’C’ (Abb. 4.14).

Wenn gezeigt wird, daB <t ABC = < A’B’C’ ist, dann sind die Dreiecke ABC und 4’B'C’
nach dem Hauptahnlichkeitssatz dhnlich. Zum Beweis wird das Dreieck 4 BC durch eine
Bewegung ¢ so abgebildet, daB @(4) = 4°, p(B) = B* € A’B’+ und ¢(C) = C* € 4'C'+
ist. Dann sind die Dreiecke ABC und A’B*C* nach dem Kongruenzsatz sws kongruent,
Pytey 0%

und es gilt daher ¢ ABC = < A’B*C* und l|j’§’|l = ::,glll. Nach einer Umkehrung
des Strahlensatzes sind dann die Strecken B*C* und B’C’ parallel, die Winkel & 4’B*C*
und< A’B’C’ sind als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen einander kongruent, und
damit ist gezeigt, daB X ABC = & A’B'C’ gilt.

Die Beweise der beiden anderen Siitze werden analog unter Verwendung von Bewegung:
Kongr i und Strahl gefiihrt.
Der ,,Kathetensatz'* und der ,,Hohensatz* sind mit Hilfe der Ahnlichkeitssitze

zu beweisen.
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15.

16.

17.

Es ist mit Hilfe der Ahnlichkeitssiitze zu beweisen: In jedem Dreieck ist der Ab-
stand des Schwerpunktes von einer Seite des Dreiecks gleich dem dritten Teil der
Liinge der zu dieser Seite gehorenden Héhe.

Es ist der folgende Satz iiber die Winkelhalbierenden im Dreieck mit Hilfe des
Strahlensatzes zu beweisen: Jede Winkelhalbierende teilt die gegeniiberliegende
Seite im Betragsverhéltnis der beiden anliegenden Seiten (vg!l. MfL Bd. 7,
2.6.3.).

Weiter ist zu zeigen: Die Halbierenden des Innen- und AuBenwinkels in dem
Eckpunkt C eines Dreiecks ABC mit |[AC| == |BC| schneiden die durch die
Dreiecksseite AB bestimmte Gerade in zwei Punkten, die mit den Punkten 4 und
B vier harmonische Punkte bilden.

Hinweis: Abb. 4.15 gibt eine Anleitung zur Fiihrung des Beweises.

D
Z
2 d
-2-0
$ %
AR
Abb. 4.15
Wy A Wy B

Die folgenden Sitze sind mit Hilfe des Hauptéhnlichkeitssatzes zu beweisen:

a) Sind A4,B, und A4,B, zwei voneinander verschiedene Sehnen eines Kreises %,
die sich in einem Punkt P schneiden (siche Abb. 4.16), so gilt |PA,| - |PB,|
= |PA,| - |PB,| (Sehnensatz).

b) Ist k ein Kreis, der von einer Sekante in den Punkten 4, und B, und von einer
weiteren Sekante in den Punkten 4, und B, geschnitten wird, und haben die

beiden (voneinander verschied ) Sekanten den auBerhalb & liegenden Punkt
P als gemei Schnittpunkt, so gilt |P4,| - |PB,| = |PA,| - |PB,| (Sekan-
tensatz).

Ay

Abb. 4.16

7"

[}

c) Ist k ein Kreis, der von einer Sekante in den Punkten 4 und B geschnitten und
von einer Tangente im Punkt 7' beriihrt wird, und haben Sekante und Tangente
den gemeinsamen Punkt P, so gilt |PA| - |PB| = |PT|® (Sekanten-Tangenten-
Satz).
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18.

19.

21.

22.

. Der Satz von CEvaA ist unter Verwendung des Strahl zu

Es ist die folgende Umkehrung des Sehnensatzes zu beweisen: 8ind 4,B, und
A,B, zwei Strecken, die nur den (von ihren Endpunkten verschiedenen) Punkt P
gemeinsam haben, und gilt |PA4,|- |PB,| = |PA,| - |PB,|, so liegen die vier
Punkte 4,, B;, 4, und B, auf einem Kreis k. Analog dazu ist eine Umkehrung
des Sekantensatzes zu formulieren und zu beweisen.

Mit Hilfe des Sekanten-Tangenten-Satzes ist auf einer Strecke 4B ein innerer
Punkt P so zu konstruieren, daB |4AB|: |AP| = |AP|: |PB| gilt. (Dann heift
die Strecke 4B durch P stetig geteilt oder nach dem Goldenen Schnitt geteilt.)
(Vgl. MfL Bd. 7, 4.2.1.)

Abb. 4.17 Abb. 4.18

Losung: Auf der Senkrechten in B auf BA wird ein Punkt M so konstruiert, daB
|MB| = % 4B| = = iet (Abb. 4.17). Der Kreis k um M durch B berahrt dann die Gerade

g(A4B) in B. Die Gerade g(A4 M) schneidet den Kreis k in den Punkten S und T, wobei S
innerer Punkt der Strecke A M sei. Trigt man die Strecke A8 von 4 aus auf 4B+ ab, so
erhilt man den gesuchten Teilpunkt P. Der Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion
erfolgt mit Hilfe des Sekanten-Tangenten-Satzes (vgl. Aufgabe 17). Setzt man |AS| = |4P|
=b, so gilt (@ + b) b = a®. Hieraus erhilt man aber 62 = a® — ab die Proportion a: b
=b:(a — b) bzw. |4AB|: |AP| = |AP|: |PB|.

(vgl.

M{L Bd. 7, 2.6.2.).

Hinweis: Eine Anleitung zum Beweis ist aus Abb. 4.18 ersichtlich. Die Parallele durch W

zu g(AC) schneidet g(BV) in 8, die Parallele durch W zu g(BC) schneidet g(4U) i m T.

Damit ist die Voraussetzung zur mehrfachen Anwend des Strahl vorh

Eine Diskussion iiber die moglichen Lagen von X und die dabei auftretendenVorzeichen ist
hlieBen. Auch der S nderfall g(AU) || g(BV) || g(CW) ist zu untersuchen.

Der Satz von MENELAOS ist unter Verwendung des Strahlensatzes zu beweisen
(vgl. MfL Bd. 7, 2.6.2.).

Hinweis: Eine Anleitung zum Beweis gibt Abb. 4.19. Durch 4, B, C werden parallele
Geraden gezogen, die g(UV) in A’ B’ % schneiden. Nach mehrfacher Anwendung des

t: ist eine Vorzei prechend der moglichen Lagen von
g(UV) zum Dreieck 4 BC anzuschlieBen.

Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen

z' = bz — 2y + 6,
¥ =2 +56y—3
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23.

26.

gegebene Abbildung eine gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation ist. Der Fix-
punkt der Transformation ist zu bestimmen. AuBerdem ist die Gerade mit der
Gleichung 2z — By + 3 = 0 abzubilden. Wie lautet eine Gleichung der Bild-
geraden?

Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen
z = 2x + 3y,
v=3—2

gegebene Abbildung eine ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation ist. Es sind
die Koordinaten des Fixpunktes und Glelchungen der legemden zu bestimmen.
AnschlieBend ist dieselbe Aufgabe fiir die ungleich ige Ahnlichkeitstrans-
formation mit den Gleichungen

z =2 + 3y — b,
Yy =38r—2y—3

zu ldsen.

W Abb. 4.19

. Gegeben sind die Punkte A4(1, 1) und B(3, 0) als Originalpunkte und die Punkte

A’(4, 6) und B'(8, —1) als zugeordnete Blldpunkte Es smd dle Glelchungen der
durch die beiden Punktepaare (4, 4’) und (B, B') g gl innigen und
ungleichsinnigen Ahnlichkeitstransformation zu besti Die Koordinat
der Fixpunkte beider Transformationen sind zu berechnen.

Weiterhin ist der Kreis mit der Gleichung z® + y* = 1 durch die gleichsinnige
Ahnlichkeitstransformation abzubilden. Wie lautet eine Gleichung des Bild-
kreises?

Es sind eine Zentralstreckung und eine Bewegung durch ihre Gleichungen so an-
zugeben, daB durch deren Zusammensetzung

a) die gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation mit den Gleichungen
=3z + 4y — 4,
Y =—4x+3y+1,

b) die ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation mit den Gleichungen
' = bz + 12y — 6,
y =122 — b6y 43

entsteht.
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26.

Gegeben seien zwei geordnete Punktepaare (4,, B) und (4, By), 4, + 4,,
B, % B,, g(4,4;) #+ g(B,B,), sowie auf der Geraden g(4,4,) ein beliebiger, von
4, und A4, verschiedener Punkt A4, und auf der Geraden g(B,B,) ein weiterer
Punkt By so, daB TV(4,, 4,; 4;) = TV(B,, B,; By) gilt.

Es ist zu beweisen : Teilt man jede der Strecken A B; (+ = 1, 2, 3) in einem kon-
stanten Verhiiltnis ¢, so sind die Teilpunkte C; kollinear, und es gilt TV(4,, 4,; 4)
= TV(C,, C,; Cs).

AnschlieSend ist die folgende Umkehrung dieses Satzes zu beweisen: Teilt man
die Strecken 4,B, und A,B, in einem konstanten Teilverhaltnis ¢ und schneidet
die Gerade durch die beiden Teilpunkte C; und C, die Gerade g(4;B;) in dem
Punkt C,, so gilt TV(4,, By; C) = ¢.

\ Abb. 4.20
Ay AT\ A AR AN

Lésung: Durcb dle geordneben Punktepaare (4,, B,) und (4,, B,) wird eine gleichsinnige
Ahnlich} t, der wegen der vorausgesetzten Gleichheit der
Teilverhiltnisse auch (4,, B,) augehort (Abb. 4.20). Ist im Spezialfall g(4,B,) parallel zu
g(AyBy) oder g(4,4,) parallel zu g(B, B,), so beweise man den Satz und die Umkehrung mit
Hllfe des Stnhlenutzes Im Allgemeinfall wird nach MfL Bd. 7, 3.3.2., die Schar ver-

ich ifen betrachtet, durch die die drei zugeordneten Punkteps.areerzeugt
werden. Die Begrenzungsgeraden durch die Punkte B; (s = 1, 2, 3) schneiden die Gerade
8(A4,4,)in den Punkten 4{ und die Parallelen zu g(4, A,) durch die Punkte C; in den Punk-
ten D;. Dann ist ¢t = TV(4;, By; C;) = TV(4;, B;; D;). Wegen der Parallelitit der Be-

den der Streifen sind die D, als Teilpunkte der Strecken 4, B; kollinear. Da
weiter wegen der Konstanz der Streifenbreite 4,47 = A,4; = 4,4} gllt ist nach dem

" Strahlensatz auch C,D, = CyD, = C,D,. Die C; gehen daher aus den kollinearen D; durch

die Verschiebung v(D,C,) hervor, sie sind daher ebenfalls kollinear. Die Parallelen zu den
Strecken A}B; durch die Punkte C; begrenzen mit den Parallelen durch die Punkte 4;
Streifen von konstanter Breite, und nach MfL Bd. 7, 3.3.2,, gilt dann TV(4,, 4,; 4,)
= TV(C,, Cy; Cy). Zum Beweis der Umkehrung wird auf 4,B; ein Punkt C3 so konstruiert,
daB TV(4,, By; 0’,) = t st Dann liegen die Punkte C,, C; und Cj kollinear. Wegen der
Eindeutigkeit des S k der Geraden g(C,C,) und g(4,B,) ist C; = C3, d. h,,
e8 ist tatuchhch TV(A,, B,, Cy) =1t.

. Gegeben sei eine gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation durch die beiden

(voneinander verschiedenen) Originalpunkte 4 und B sowie die zugeordneten
Bildpunkte 4’ und B’. AuBerdem werde die durch 4 u.nd A s.ls Originalpunkte
und B und B’ als zugehérige Bildpunkte besti Ahnlichkeit
transformation betrachtet. Es ist zu beweisen, da belde Transformatlonen den-
selben Fixpunkt besitzen. Gilt diese Aussage auch dann, wenn die beiden Ahn-
lichkeitstransformationen als ungleichsinnig vorausgesetzt werden?
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28.
29.

31.

32.

33.

Es ist zu zeigen, daB die Relation ,,dhnlich** eine Aquivalenzrelation ist.

Das Dreieck A BC mit A(2, 1), B(5, —7), C(0, 0) ist durch Orthogonalspiegelung
an der Geraden mit der Gleichung 3z — By + 7 = 0 abzubilden. Wie lauten die
Koordinaten der Eckpunkte des Bilddreiecks?

. Es sind die Gleichungen derjenigen Orthogonalspiegelung aufzustellen, deren

Achse durch die Punkte P(1, 2) und Q(7, —2) verlduft. Durch diese Orthogonal-
spiegelung sind abzubilden:

a) die Gerade mit der Gleichung z + y — 3 =0,

b) die Gerade mit der Gleichung z = 0,

¢) der Kreis mit der Gleichung 2? + y% = 1.

Gleichungen der Bilder sind aufzustellen.

Das Dreieck mit den Eckpunkten A(1, 1), B(—1, 2), C(2, 3) soll affin auf das
Dreieck mit den Eckpunkten 4'(2, 2), B'(—3, 0), C'(2, 13) abgebildet werden.
Wie lauten die Transformationsgleichungen? Die Abbildung ist auf Fixpunkte
zu untersuchen.

Ein beliebiges Dreieck ABC werde affin auf ein Dreieck A’B'C’ (C % C') abge-
bildet. Sind die Bilder der Seitenhalbierenden wieder Seitenhalbierende, die
Bilder der Hohen wieder H6hen?

Durch die affine Transformation mit den Gleichungen
¥=2c+3—1,
y =3z +4y—2

sind abzubilden:

a) der Punkt P(—2, 4),

b) die Gerade mit der Gleichung 4z — 5y — 20 = 0,

c) die Gerade mit der Gleichung y = 0,

d) der Kreis mit der Gleichung 2% + y* = 1.

e) die Hyperbel mit der Gleichung 2 — y2 = 1,

f) die Parabel mit der Gleichung y = z2.

. Die durch die folgenden Gleichungen gegebenen affinen Transformationen sind

auf Fixpunkte zu untersuchen, gegebenenfalls ist die Menge der Fixpunkte anzu-
geben:
a) ' =3z + 2 — 2,
Y =4x — 3y — 12;
b) 2’ = bz — 3y + 4,
y =8z — 5y + 8;
c)x' =3z —2y + 17,
y=2—y+2
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36.

37.

39.

. Es ist zu zeigen, daB die durch die folgenden Gleichungen gegebene affine Trans-

formation eine axiale Affinitét ist:
7' =13z — 6y + 9,
y =8z — 3y + 6.

Eine Gleichung der Achse, eine Gleichung der Schar der Fixgeraden sowie der
InhaltsmaBstab sind anzugeben.

Von einer axialen Affinitit sind die Achse mit der Gleichung 22 —y — 1 =10
sowie der Originalpunkt P(1, 4) und der zugeordnete Bildpunkt P’(3, 2) bekannt.
Die Gleichungen dieser Affinitit sind aufzustellen. AuBerdem ist ihr InhaltsmaB-
stab zu bestimmen. Um was fiir eine spezielle axiale Affinitét handelt es sich?

Die Gerade mit der Gleichung y = 0 sei Achse einer axialen Affinitit mit dem
InhaltsmaBstab k = —%. Ein Originalpunkt P und sein Bildpunkt P’ & P

liegen auf der Geraden mit der Gleichung y = z. Die Gleichungen dieser Affinitiit
sind aufzustellen.

. Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir anzugeben, daB eine

durch ihre Gleichungen gegebene affine Transformation eine Achse besitzt und
auBerdem gleichsinnig und dquiaffin ist.

Gegeben ist eine affine Transformation durch ihre Gleichungen:
' =2z + by — 4,
¥y =cz +dy + 1.

Die Koeffizienten ¢ und d sind so zu bestimmen, daB a) eine gleichsinnige Ahn-
lichkeitstransformation, b) eine ungleichsinnige Ahnlichkeitstransformation,
c) eine axiale Affinitit, d) eine fixpunktfreie Affinitit, e) eine gleichsinnig dqui-
affine Transformation entsteht. )

. Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen

2 =4z + 3y,

y=2%2—y
gegebene affine Transformation genau einen Fixpunkt besitzt. Die Transfor-
mation ist auf Fixgeraden zu untersuchen, ihre Gleichungen sind gegebenenfalls
zu bestimmen.
AnschlieBend sind dieselben Untersuchungen fiir die Affinitit mit den Gleichun-
gen

=4z +3y— 9,

Yy =2z2—y—2

durchzufiihren.
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41. Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen

2 =24+y—8,

Yy =—-3—2y+ 14
gegebene Affinitit fixpunktfrei ist und daB diese Affinitit genau eine Fixgerade
besitzt. Deren Gleichung ist anzugeb
Losung: Zunichst wird gezeigt, daB die gegebene Affinitdt fixpunktfrei ist. Dann wird
als Gleichung der gesuchten Fixgeraden az + by + ¢ = 0 angenommen. Fir b = 0 ergibt
sich daraus die Gleichung z = k und hieraus nach der Abbildung 22" +y' —k +2=0,

80 daB der Fall b = 0 nicht auf die gesuchte Fixgerade fiihrt.
Es wird daher b 3= 0 vorausgesetzt und die Gleichung y = mz + n betrachtet. In ihr

sind m und % so zu bestimmen, daB die g hte Fixgerade teht. Bildet man d.le
Gerade mit der Gleichung y = mz + = ab, so erhilt man als Gleichung fir die Bild,
,_ _842m , 4—2m —n
¥= 24+m ¥+ 24+ m

. Abb. 4.21

Aus dem geforderten Zusammenfall von Original- und Blldgerade folgt, daB beide Glet-

ohungen iibereinstimmen miissen, und aus dem hieraus fol Koeffi gl
erhiilt man das nachstehende Gleichungssy
_3+2m_ 4—2m —n _
24 m ’ 2+m -

Als einzige Losung ergibt sich m = —1 und = = 3, so daB die gesuchte Fixgerade de
Gleichung y = —z 4 3 besitzt.

42. Fiir Affinititen mit genau einem Fixpunkt F und genau zwei (mit ¥ inzidierenden)
Fixgeraden f, und f, gilt folgender Satz: Schneidet die durch einen Originalpunkt
P und den zugehérigen Bildpunkt P’ bestimmte Gerade die Fixgerade f; (1 = 1, 2)
in einem Punkt S;, so ist das durch die Punkte P, P’ und S; bestimmte Teilver-
hiltnis fiir alle Paare von zugeordneten Original- und Bildpunkten der Affinitit,
die nicht auf f, liegen, konstant. Dieser Satz ist zu beweisen.
Lésung: Auf der Fixgeraden f, wird ein zugeordnetes Punktepaar (4, 4’) und auf der
Fixgeraden f, ein zugeordnetes Punktepaar (B, B’) als gegeben vorausgesetzt. Durch diese

beiden Punktepaare und den Schnittpunkt F der beiden Fixgeraden als Fixpunkt ist die
Affinitdt eindeutig bestimmt (Abb. 4.21). Auf g(4 B) wird ein von 4 und B verschiedener
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Punkt P beliebig gewahlt Sein Bildpunkt P’ wird konstruiert. Die Gerade g(PP’) schneide f,
im Punkt 8,, f, im Punkt 8,. Dann ist zu zeigen, da8 TV(P, P’; 8,) bzw. TV(P, P’; §,)
fiir alle zugeordneten Punktepaare der Affinitit, die nicht auf f; baw. f» liegen, konstant
ist. Es soll hier die Konstanz von TV(P, P’; §,) bewiesen werden. Zunichst wird gezeigt,
daB TV(P, P’; 8,) = TV(B, B’; F) gilt. Dazu werden die geordneten Punktepaare (B, 4')
und (B’, 4’) betrachtet, die Strecken BA und B’A’ werden durch P bzw. P’ im gleichen
Verhiltnis geteilt, und auf Grund des Satzes aus Aufgabe 26 gilt dann, da8 TV(P, P’; §,)
= TV(B, B’; F) fiir alle geordneten Punktepaare (P, P’) der Affinitit mit P € g(4B) und
P’ € g(A’B’) ist. Jetzt wird ein beliebiges Punktepaar (Q,Q’) der gegebenen Affinitit
betrachtet, wobei @ weder auf g(AB) noch auf einer der beiden Fixgeraden liegen soll.
g(QF) schneide g(4B) in einem Punkt P, fiir den soeben gezeigt wurde, da8 TV(P, P’; §,)
=TV(B, B’; F) =k, gilt. T, sei der Schnittpunkt von g(@Q’) mit f,. Wegen der
Parallelitit von Q@' und PP’ gilt dann TV(Q, @'; T,) = TV(P, P’; §,) = k,.

Der Beweis fiir die zweite Fixgerade erfolgt analog.

43.* Gegeben ist eine affine Transformation durch drei geordnete Punktepaare
(4, 4", (B, B’) und (F, F) so, daB -4, A’ und F kollinear sind. Damit ist durch
g(A44’) eine Fixgerade bestimmt. g(4.A4’) sei nicht parallel zu g(BB’) (Abb. 4.22).
Es ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung eine von g(44’) verschiedene
zweite Fixgerade existiert. Gegebenenfalls ist diese Fixgerade zu konstruieren.

CI
F AI BI
A T
&
A B
A
8 c
Abb. 4.22 Abb. 4.23
Hinweis: Nach MfL Bd. 7, 3.4.7., muB eine zweite Fixgerade auch den Fixpunkt ent-
halten. Fir die weiteren Uberlegungen ist eine geeignete (noch zu beweisende) Umkehrung

des Satzes der vorangehenden Aufgabe zu verwenden.

44. Eine affine Transformation sei durch drei geordnete Punktepaare (4, 4'), (4’, 4)
und (B, B') gegeben, so daB sich die Punkte A und A’ involutorisch entsprechen.
Es sind Fixpunkte und Fizgeraden dieser Transformation konstruktiv zu be-
stimmen. Welcher Sonderfall ist zu beriicksichtigen?

45.* Gegeben ist eine fixpunktfreie Affinitit durch die geordneten Punktepaare
(4,4’), (B, B') und (C, C"), wobei AA’ verschiebungsgleich zu BB’, jedoch nicht
verschiebungsgleich zu CC” sei (Abb. 4.23). Es ist zu beweisen:

a) Jede zu g(4.B) parallele Gerade % wird auf eine zu g(4B) parallele Gerade A’
abgebildet.

b) Existiert eine Fixgerade £, so gilt stets f || g(4B). Was ist die Voraussetzung
fiir ihre Existenz?

c) Es existiert hochstens eine Fixgerade f.

d) Die Fixgerade f ist gegebenenfalls zu konstruieren.

Hinweis: Zur Konstruktion ist der erzeugende Streifen (MfL Bd. 7, 3.3.2.) zu verwenden.
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46.* Fiir fixpunktfreie Affinititen mit genau einer Fixgeraden f gilt folgender Satz:

47.

48.

49.

Schneidet die durch einen nicht auf f liegenden Originalpunkt P und den zuge-
horigen Bildpunkt P’ bestimmte Gerade die Fixgerade in einem Punkt S, so ist
das durch die Punkte P, P’ und S bestimmte Teilverhiltnis fiir jedes Paar von
zugeordneten Original- und Bildpunkten der Affinitat, die nicht auf f liegen, und
den Schnittpunkt ihrer Verbindungsgeraden mit f konstant (Abb. 4.24). Dieser
Satz ist unter Verwendung der Aussagen von Aufgabe 46 zu beweisen.

Gibt es fixpunktfreie gleichsinnige bzw. ungleichsinnige iquiaffine Transforma-
tionen? Gegebenenfalls sind Beispiele durch ihre Gleichungen bzw. durch drei zu-
geordnete Punktepaare anzugeben.

Abb. 4.24 Abb. 4.256

Gegeben sei das Parallelogramm ABCD (Abb. 4.25). Die durch die geordneten
Punktepaare (4, D), (D, B) und (B, C) aufgespannte Affinitit ist auf Fixpunkte
und Fixgeraden zu untersuchen. Zu einem beliebig gewihlten Originalpunkt P ist
der Bildpunkt P’ zu konstruieren. Der InhaltsmaBstab ist zu bestimmen.

Abb. 4.26

Die drei nicht kollinearen Punkte A, B und C werden durch eine affine Trans-
formation ¢ so abgebildet, da8 ¢(4) = B, ¢(B) = C und ¢(C) = 4 gilt. Es ist
also W(?’(‘P(A))) = A oder ¢*(4) = A. Es ist zu zeigen:

a) Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist einziger Fixpunkt dieser affinen
Transformation.

b) Es handelt sich um eine zyklische Affinitit dritter Ordnung, d. h., fiir jeden
beliebigen Originalpunkt P gilt ¢3(P) = P.

Lésung: a) Zunichst wird der Mittelpunkt S, der Seite 4B des Dreiecks A BC abgebildet.
Wegen der Invarianz des Teilverhiltnisses ist sein Bild der Mittelpunkt 8, der Seite BC
(Abb.4.26). Auf Grund der Parallelitdt von AC und 8,8, ist der Schwerpunkt S =C8,n 48,

Fixpunkt der Transformation. Einen weiteren Fixpunkt kann es nicht geben, da eine
axiale Affinitdt nicht vorliegen kann.
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b) Es wird zuniichst P € g(4B) abgebildet. Dann liegt p(P) = P’ auf g(BC), ¢*(P) = @(P’)
= P” auf g(C4) und schlieBlich ¢3(P) = @(P”) = P"” wieder auf g(4B). Wegen der
Invarianz der Teilverhiltnisse gilt TV(4, B; P) = TV(B, C; P’) = TV(C, 4; P”)
= TV(4, B; P"”’), und hieraus folgt P/ = P, d. h., es gilt ¢*(P) = P. Jetzt wird ein
beliebiger Punkt Q abgebildet, der nicht auf einer der durch die Seiten des Dreiecks 4 BC
bestimmten Geraden liegt. g(SQ) schneide g(4B) in P. Wie soeben gezeigt, wird P iiber
P’ und P” wieder auf P abgebildet. Man erhilt ¢(Q) = Q' als Schnittpunkt von g(SP’) mit
der Parallelen durch @ zu PP’, ¢*(Q) = Q" als Schnittpunkt von g(SP”) mit der Parallelen
durch Q' zu P’P” und Q" als Schnittpunkt von g(SP) mit der Parallelen durch Q" zu
P”P. Wegen der Invarianz der Teilverhiltnisse gilt TV(S, P;Q) = TV(S, P’; Q)
=TV(8, P”;Q") = TV(S, P;Q"”), und hieraus folgt wieder Q" =@, d.h., es gilt
7@ =@

50.* Gegeben ist eine Affinitit durch ihre Gleichungen

51.

—

52.

2 =azx +by+e,

y=cx+dy+1/. ]
Welchen notwendigen und zugleich hinreichenden Bedingungen miissen die
Koeffizienten a, b, ¢, d geniigen, damit die gegebene Affinitiit zyklisch von dritter
Ordnung ist?
Es ist zu beweisen : Die Menge der dquiaffinen Transformationen mit der Hinter-
einanderausfiihrung als Operation bildet eine Gruppe, die Menge der gleichsinnig
dquiaffinen Transformationen bildet dazu eine Untergruppe.

Welche affinen Transformationen sind involutorisch?

Lésung: Eine affine Transformation g ist genau dann involutorisch, wenn ¢ = ¢ gilt,
d. h., wenn sie mit sich selbst zusam tzt die Identitdt ergibt. ¢ habe die Ab-
bildungsgleichungen

' =az+ by +e,

y=cx+dy+/.
Die Koeffizienten a, b, ¢, d, e und f sind 80 zu bestimmen, daB ¢ eine involutorische Trans-
formation wird. Bildet man ¢? so erhilt man

z’ =az' + by +e=alaz+by +e) + bz +dy + /) +e,

y'=cx' +dy +f=claz +by +e) +dlcx +dy + /) + /.
Wegen ¢* = ¢ ist dann 2’ = z und y” = y. Ein sich anschlieBender Koeffizientenvergleich

fiihrt auf die folgenden sechs Gleich fiir die GréBen a, b, ¢, d, € und f:

(1) a*+bc=1, 3) ba+d) =0, (5) ae+bf+e=0,

@) betdr=1, 4) ola+d)=0, (6) ce+df +f=0.

Zur Losung dieses Gleichungssystems hat man Fallunterscheidungen zu treffen.
l.a+d=+0

Dann ist b = ¢ = 0 und a? = d? = 1. Man erhilt zwei Unterfille:
1l.a=d=1

Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt dann e = f = 0. Es liegt damit die Transformation
mit den Gleichungen

=z,
¥=y
vor, d. h., es handelt sich um die Identitét, die trivialerweise involutorisch ist.
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53.

55.

12.a=d=—1
Die Gleichungen (5) und (6) sind fiir beliebiges e und f erfillt. ¢ hat dann die Gleichungen
= —z+e,
yY=-y+/
Es handelt sich um die Punktspiegelung.
22.4+d=0,d hd=—a
Die Gleiehu.ngen von ¢ lauten jetzt
z’ =azx + by +e,
y=cz—ay+/.
Fir den InhaltsmaBstab k erhidlt man unter Ver dung von Gleichung (1) die Beziehung
k= —a® —bc = —1, d. h,, es handelt sich um eine ungleichsinnige d@quiaffine Trans-
formation. Untersucht man sie auf Fixpunkte, so stellt man unter Verwendung der
Gleichungen (1), (5) und (8) fest, daB eine axiale Affinitdt vorliegt, ¢ ist demnach Affin-
spiegelung.
Damit ist gezeigt: Die involutorischen affinen Transformationen der Ebene sind die
Punktspiegelungen und die Affi iegel

B 3

Es ist zu zeigen, daB die durch die Gleichungen
T = 2z + 6y — 4,
Y =3+9%+56

gegebene affine Abbildung singulir ist. Eine Gleichung der Senkgeraden ist auf-
zustellen, und es ist nachzuweisen, da8 der Punkt P'(—2, 8) auf ihrliegt. Wielautet
eine Gleichung derjenigen Geraden, deren Punkte auf P’ abgebildet werden?

. Es ist zu beweisen, da

1
DV(4, B; P, Q) = DVAB.OP)

ist. (Vgl. MfL Bd. 7, 2.6.2.)

Von einer Zentralkollineation sind das Zentrum Z sowie die Achse s bekannt. Zu
einem beliebig gewihlten Originalpunkt 4 ¢ 8 wird der Bildpunkt A’ so auf
g(AZ) gewihlt, daB die Punktepaare (4, 4’) und (Z, F), wobei F der Schnitt-
punkt von g(4Z) mit s ist, harmonische Punktepaare sind. Es ist zu zeigen, daB
diese Zentralkollineation involutorisch ist. (Eine involutorische Zentralkolli-
neation heiBt kollineare Spiegelung.)
Lésung: Nach Voraussetzung gilt DV(Z, F; A, A’) = —1. Jetzt soll der Punkt A4’
abgebildet werden. Sein Bildpunkt A* liegt auf der Geraden g(ZF), auf der dann die vier
Originalpunkte Z, F, A und A’ und deren entsprechende Bildpunkte Z, F, 4’ und 4*
liegen, und wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses gilt

DV(Z, F; A, A’) = DV(Z, F; A’, A%) = —1.
Nach Aufgabe 54 ist

DV(Z, F; A, A*%) = L

S ——
DV(Z,F; 4%, 4
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56.

57.

58.

59.

also DV(Z, F; A, A’) = DV(Z, F; A%, A’) = —1, woraus sich 4* = 4 ergibt. Damit
entsprechen sich die Punkte 4 und A’ involutorisch. Jetzt wird zu einem beliebig ge-
wihlten Originalpunkt B ¢ g(ZF) nach bekannten Methoden der Bildpunkt B’ konstruiert
(Abb. 4.27). (8(4B) n s = F,, g(F14") n g(ZB) = B’, g(ZB) n 8 = F,.) Dann gilt mit F, als
Schnittpunkt der Geraden g(4 B), g(FF,) und g(4'B’)

DV(Z,F; A, A’) = DV(Z, F,; B, B').

Damit sind Z, F,, B und B’ vier harmonische Punkte, und B’ wird durch die gegebene
Zentralkollineation auf B abgebildet.

Es ist zu untersuchen, wieviel uneigentliche Punkte Ellipse, Hyperbel und Para- '
bel besitzen. Zu diesem Zweck sind diese Kegelschnitte der Reihe nach mit der
uneigentlichen Geraden zu schneiden.

s  Abb. 4.27

Es ist zu zeigen: Bildet man einen Kreis durch eine Zentralkollineation ab, so
erhilt man eine Kurve zweiter Ordnung. Schneidet der Kreis die Verschwindungs-
gerade, so erhilt man eine Hyperbel, beriihrt er sie, eine Parabel, meidet er sie,
eine Ellipse.

Hinweis: Der Kreis mit der Gleichung 2* + y* = ¢%? wird durch die Zentralkollineation
mit den Gleichungen

re’ = Az,
ry’ = Ay, r+0,

' =By +(4+ B)t

bgebildet (vgl. die Gleichungen (8) in MfL Bd. 7, 3.5.1.). Man erhilt eine Kurve zweiter
Ordnung Die Gleichung der Verschwi den der Zentralkollineation lautet
y= — 4 ; B t. Aus dem Vergleich von lnnt o folgt die Behauptung.

Gegeben sind zwei Zentralkollineationen mit gemeinsamem Zentrum, aber ver-
schiedenen Achsen. Es ist zu beweisen, daB die Hintereinanderausfiihrung beider
Transformationen wieder eine Zentralkollineation ergibt. Danach ist zu zeigen,
daB die Menge aller Zentralkollineationen mit gemeinsamem Zentrum eine Gruppe
bildet.

Es ist zu zeigen, daB bei jeder Kollineation jede Gerade wieder auf eine Gerade
abgebildet wird.
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62.

63.

-

2.

. Die Sitze 1, 2, 3, 4 und 6 aus MfL Bd. 7, 3.6., sind analytisch zu beweisen.
61.

Am Kreis mit der Gleichung 2* + y* = 1 sind zu spiegeln:
a) der Punkt P(3, —4),

-b) die Gerade' mit der Gleichung 2z — 4y + 7 = 0,

c) der Kreis mit der Gleichung (x — 1) + (y + 3)2 = 4,
d) die Hyperbel mit der Gleichung 22 — 3% = 1.

Die Menge aller konzentrischen Kreise mit einem beliebigen Mittelpunkt ist
durch Inversion am Einheitskreis analytisch abzubilden. Sind die Bildkreise
wieder konzentrisch?

Durch einen Punkt P auBerhalb eines Kreises k sind Kreise zu konstruieren, die
k orthogonal schneiden. Wo liegen ihre Mittelpunkte?

Es sind Kreise zu konstruieren, die einen gegebenen Kreis ¥ beriihren und durch
zwei gegebene Punkte P und @ verlaufen. (Die méglichen Lagen von P und Q
beziiglich k sind dabei zu beachten.)

Loésung: Es liegt ein Sonderfall des Beriihrungsproblems des APoLLONIUS vor, die Lésung
erfolgt mit Hilfe der Inversion. Auf dem Kreis k wird ein Punkt M beliebig angenommen.
Der Kreis ¥, um M durch P dient als Inversionskreis (Abb. 4.28). Bei Inversion an k;
werden k auf eine Greade g, P auf sich und Q auf einen Punkt Q” abgebildet. Mit Hilfe einer
Zentralstreckung werden diejenigen Kreise durch P und Q' konstruiert, die g berihren.
Diese Kreise werden an k; gespiegelt, ihre Bilder sind die gesuchten Kreise. Der Beweis far
die Richtigkeit der Konstruktion ergibt sich aus MfL Bd. 7, 3.6., Satz 7. Die Auigabe
besitzt nur dann Losungen, wenn P und @ beide innerhalb oder beide auBerhalb k liegen
oder einer der beiden Punkte auf k liegt.

Einfiihrung in eine Theorie der geometrischen Konstruktionen

Kontrollfragen

. In welcher Weise sind in der behandelten Theorie der geometrischen Konstruk-

tionen die Verwendung des Lineals und die Verwendung des Zirkels erklirt?
Was versteht man unter dem Begriff ,,Konstruktion mit Zirkel und Lineal“‘?
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. Was beinhaltet das Beriihrungsproblem des AroLLoNrus? Welche Sonderfiille

ergeben sich, wenn fiir die gegebenen Kreise auch ,entartete’ Kreise — d. h.
Punkte oder Geraden — einbezogen werden?

Aufgaben

. Man gebe klassische Konstruktionsprobleme an, mit denen sich bereits Mathe-

matiker im Altertum beschiiftigt hatten und die Ende des 18. Jahrhunderts bzw.
im 19. Jahrhundert dadurch entschieden wurden, daB die in den Problemen ent-
haltenen Aufgaben sich als 16sbar bzw. als unlésbar herausstellten.

. Unter der ,,Quadratur des Kreises“ versteht man die Aufgabe, zu einem gege-

benen Kreis mit Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren.
Unter der ,,Rektifikation des Kreises*‘ versteht man die Aufgabe, zu einem ge-
gebenen Kreis mit Zirkel und Lineal eine Strecke zu konstruieren, welche die
gleiche Linge wie der Kreisumfang besitzt. Man zeige, da8 mit der Unlésbarkeit
der ersten Aufgabe auch die zweite Aufgabe unlésbar ist.

. Durch welches Axiom aus dem Abschnitt iiber den axiomatischen Aufbau der

Geometrie (vgl. MfL Bd. 6) werden die Existenz und die Eindeutigkeit der Gera-
den im Konstruktionsschritt

,,Konstruktion der Geraden durch zwei gegebene, voneinander verschiedene
Punkte* (vgl. MfL Bd. 7, 4.1., Konstruktionsschritt a))

gesichert? Man begriinde fiir den Konstruktionsschritt

,,Konstruktion des Schnittpunktes zweier nichtparalleler Geraden, von denen
eine durch zwei voneinander verschiedene Punkte gegeben ist* (vgl. MfL Bd. 7,
4.1., Konstruktionsschritt b))

die Existenz und die Eindeutigkeit des Schnittpunktes in der euklidischen Ebene
mit Hilfe der Axiome, Siitze und Begriffsbildungen aus MfL Bd. 6.

. Kann aus einer Einheitsstrecke durch eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal

eine Strecke der MaBzahl

1 1 1 1
=2|/1l4+—=—4+—=—4—4—
8)z ]/+2+3+4+5

Y I RERTYOUNE S WY PR ST S ST
b)z—4(._£< e I U St
*® 1 1 1 1
c)z=3(£§)=2(1+3+z+3+-~-)

gefunden werden?

Hinweis: An dieser Stelle mige die Konstruktion von Strecken der MaBzahlen a + b,
a—~bn-a,an,a-bafd, V; aus Strecken der MaBzahlen 1, @, b mit Zirkel und Lineal
bereits als bekannt vorausgesetzt werden.
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5. Man lose die Konstruktionsaufgabe, den Mittelpunkt M der Strecke AB mit
Zirkel und Lineal zu konstruieren (vgl. MfL Bd. 7, 4.1.).

Hinweis: Beim Losen dieser Konstrukti fgabe, die bei schwierig Konstrukti
aufgaben hiiufig als Teilaufgabe auftritt, moge die Konstruktion entsprechend der Defi-
nition des Begriffes ,, Konstruktion mit Zirkel und Lineal* vollstindig in Konstruktions-

schritte der Arten a) bis e) zerlegt werden. Nachdem dies einmal geschehen ist, kann dann
bei komplizierteren Konstruktionsaufgaben eine derartige Teilkonstruktion kurz als
,,Konstruktion des Mittelpunktes M der Strecke 4B* bemnnt werden. Es kénnen dann
auch abgekiirzte Konstruktlonsverf&hran zur Anwend Nachdem die
Existenz und die Eindeutigkeit des ktes emmal begriindet wurde, wird bei
spiteren komplizierteren Aufgaben ohne besondere Erwiihnung davon stets Gebrauch
gemacht.

Lésung (als Beispiel fiir die folgenden sechs Aufgaben):

Exi und Eindeutigkeit folgen aus dem ,,Satz vom Mittelpunkt‘: Jede Strecke 4B
hat genau einen Mittelpunkt (vgl. MfL Bd. 6).

Es werden die folgenden Konstrukti hritte durchgefiihrt:

Konstruktion des Kreises ¥, um A durch B (Abb. 4.29);

Abb. 4.29
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Konstruktion der zwei Schnittpunkte des Kreises k, mit dem Kreis k¥, um B durch 4
(die zwei Schnittpunkte existieren, denn auf k; liegt ein innerer und auch ein &uBerer
Punkt von k,);
Bezeichnung der beiden Schnittpunkte in beliebiger Reihenfolge mit §; und Sy;
Konstruktion der Geraden g, durch 4 und B;
Konatruktion des Schnittpunktes M der Geraden g, mit der Geraden g, durch S, und 8,
(die E. des Schni ! M folgt aus dem ,,Satz iiber die Zerlegung in Halb-
ebenen* (vgl. MfL Bd. 6) ‘und aus der Tateache, daB 8, und §, auf verschiedenen Seiten
der Geraden g, liegen).
Behauptung: M ist der Mittelpunkt der Strecke AB, d. h., es ist M4 = MB.
Beweis: Die Dreiecke §,8,4 und $,9,B sind kongruent nach dem Kongruenzsatz
»Seite—Seite —Seite* wegen

8,8, =88, 8,4=8B, 8,4=8,B.
Folglich ist auch

X 88,4 = & 8,8,B.

Dann sind aber auch die Dreiecke M8,4 und MS8,B kongruent nach dem Kongruenzsatz
,,Seite — Winkel —Seite** wegen

M8, = M8,, X MS, A=< MS,B, 84=8B.
Folglich ist auch MA = MB.
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(Zum Beweis der Behauptung hitten auch andere Sitze h werden ké:

2. B. der Satz, nach dem in jedem Parallelogramm der Schnittpunkt der beiden Diagonal
zugleich Mittelpunkt jeder der beiden Diagonalen ist. Zur Bezeichnung der Winkel bei
Dreiecken vgl. man MfL Bd. 6.)

Mit der durchgefiihrten Konstruktion ist erneut auch ein Existenzbeweis fiir den Mittel-
punkt der Strecke AB gefiihrt.

. Man l6se die Konstruktionsaufgabe, die Winkelhalbierende des Winkels < (s, ¢; P*)
mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

. Man lése die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal in einem gegebenen
Punkt P einer gegebenen Geraden g die Senkrechte zu errichten.

. Man lése die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal von einem gegebenen
Punkt P auf eine nicht durch P gehende Gerade g das Lot zu fillen.

. Man lése die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal zu einer gegebenen
Geraden g durch einen nicht auf g gelegenen Punkt P die Parallele zu konstru-
ieren.

. Man l6se die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal auf einem gegebenen
Strahl A8+ vom Anfangspunkt A4 aus die Strecke, welche gleiche Linge wie eine
gegebene Strecke PQ besitzt, abzutragen.

Hinweis (vgl. auch die Hinweise zu Aufgabe 4): Nachdem eine Konstruktion zur Losung
dieser Aufgabe einmal ausfithrlich in Konstruktionsschritte der Arten a) bis e) zerlegt
wurde, ist dann auch die Rechtfertigung fir das abgekirzte Konstruktionsverfahren

gegeben, bei Vorgabe einer Strecke 4 B unmittelbar den Kreis mit dem Radius r = |AB|
um einen gegebenen Punkt P zu konstruieren.

. Man l6se die Konstruktionsaufgabe, mit Zirkel und Lineal an einen gegebenen
Strahl vom Anfangspunkt aus nach einer gegebenen Seite den Elementarwinkel,
welcher gleiche GroBe wie ein gegebener nichtgestreckter Elementarwinkel be-
sitzt, anzutragen.

Bei geometrischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal kann das ,,Zeichen-
dreieck‘‘ zur Vereinfachung gewisser Konstruktionsverfahren Verwendung finden.
Mit dem (rechtwinkligen) Zeichendreieck in Verbindung mit einem Lineal ist es
méglich, ohne Verwendung des Zirkels und ohne weitere Hilfslinien unmittelbar
a) das Lot von einem gegebenen Punkt P auf eine nicht durch P gehende Gerade
g zu fillen,

b) die Senkrechte in einem gegebenen Punkt P einer gegebenen Geraden g zu er-
richten,

c) die Parallele zu einer gegebenen Geraden g durch einen nicht auf g gelegenen
Punkt P anzugeben.

Wie viele Hilfslinien (Kreise oder Geraden) sind mindestens erforderlich, um die
entsprechenden Konstruktionsaufgaben ohne Zeichendreieck bei alleiniger Ver-

wendung von Zirkel und Lineal zu 16sen? Die Ver dung ,,beliebiger*‘ El t

(Punkte, Geraden, Kreise) sei zugelassen.
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13.

14.

»

Lésung: In jedem der drei Fille reichen zwei Hilfslinien aus (Abb. 4.30), um einen
Punkt Q (& P) auf der gesuchten Geraden zu finden; die Gerade g(P@Q) ist dann die ge-
suchte Gerade. Bei der Wahl des Punktes A sind gemi Abb. 4.30 gewisse Bedingungen
zu erfiillen (ansonsten ist 4 beliebig) ; man iiberlege sich diese Bedingungen. Nach Wahl des
Punktes 4 ergibt sich der Punkt Q als eindeutig bestimmter Punkt unter Verwendung des
Hilfspunktes B bzw. der Hilfspunkte B und C.

a) 1. Hilfslinie: Kreis um A4 durch P, 2. Hilfslinie: Kreis um B (3 A4) durch P;

b) 1. Hilfslinie: Kreis um 4 durch P, 2. Hilfslinie: Gerade durch 4 und B;

¢) 1. Hilfslinie: Kreis um 4 durch P, 2. Hilfslinie: Kreis um C mit r = |BP|.

Weniger als zwei Hilfslinien reichen nicht aus, denn fiir die gesuchte Gerade ist in jedem
Fall auBer P noch ein zweiter Punkt @ erforderlich; und zur Bestimmung eines solchen
Punktes sind zwei sich schneidende Linien notwendig.

a
g
P B
a) a b)
Abb. 4.30

Man konstruiere mit Zirkel und Lineal aus einer Einheitsstrecke und einem Ele-
mentarwinkel der Gré8e x eine Strecke der MaBzahl ! := sin «.

Man konstruiere mit Zirkel und Lineal aus einer Einheitsstrecke und einer Strecke
der MaBzahl I := sin « (0 < ! < 1) einen Elementarwinkel der GréBe a.

. Welche von den folgenden Konstruktionsaufgaben sind 16sbar? Welche von den

l6sbaren Konstruktionsaufgaben sind mit Zirkel und Lineal 16sbar?

a) Zu einem Einheitskreis ein regelmiBiges Fiinfeck zu konstruieren,

b) zu einem Einheitskreis ein regelmiBiges Siebeneck zu konstruieren,

¢) zu einer Einheitsstrecke ein Dreieck A BC mit |AB| = 6, [BC| = 3, |AC| = 4
zu konstruieren,

d) zu einer Einheitsstrecke und einem Elementarwinkel der GréBe 60° ein Dreieck
ABC mit |AB| = 5, | BAC| = 60°, |BC| = 4 zu konstruieren?

Geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Kontrollfragen

. Was versteht man unter rationalen Konstruktionen? Was ist eine Quadrat-

wurzelkonstruktion?

. Fiir welche Primzahlen p kann ein regelmiBiges p-Eck mit Zirkel und Lineal

konstruiert werden?
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1.

Aufgaben

Gegeben seien eine Einheitsstrecke OE, eine Strecke der MaBzahl a und eine
Strecke der MaBzahl b. Auf dem Strahl OE+ werde vom Anfangspunkt O aus die
Strecke der MaBzahl a abgetragen; der Anfangspunkt mége mit 4o (= O) und
der Endpunkt mit A, bezeichnet werden. Danach werde auf dem Strahl 4,45
vom Anfangspunkt 4, aus die Strecke der MaBzahl b abgetragen; der Anfangs-
punkt moge mit By (= 4,) und der Endpunkt mit B, bezeichnet werden. Man
beweise, daB die Strecke 4,B, die Mafzahl a + b besitzt (vgl. MfL Bd. 7, 4.2.1.).

Loésung: Der folgende Beweis beruht auf dem ,,Satz von der Existenz eines Lingen-
funktionals*: Es gibt wenigstens eine Abbildung ! der Menge & aller Strecken in die
Menge R, der nicht negativen reellen Zahlen mit den Eigenschaften:

(1) Aus AB = CD folgt I(4B) = I(CD).

(2) Liegt B zwischen 4 und C, so gilt [(AC) = I(4B) + I(BC).

(3) Es gibt eine Strecke PQ (P + @) mit }(PQ) = 1.

AuBerdem wird der ,,Satz von der Einzigkeit des Lingenfunktionals’ herangezogen: Zu
)ocler Strecke PQ mit P 3 @ gibt es hochstens ein Abbildung I der Menge aller Strecken
in R, mit den Eigenschaften (1), (2), (3). (Vgl. MfL Bd. 6.)

Als Bild der Strecke AB bei der Abbildung ! wird hier das Symbol |4B| verwendet. Als
Strecke PQ mit {(PQ) = 1 dient die Strecke OE.

Nach Konstruktion ist

|4o4,] =@ und |4,B,| =b.
Und weil 4, zwischen 4, und B, liegt, ist schlieSlich
|40By| = |4o4,| + |4,B;| =a +b.

. Man 16se die Konstruktionsaufgabe, zu einem Einheitskreis mit Zirkel und Lineal

heachrieh

ein regelmiBiges Sechseck zu konstruieren; man gebe eine aus-
fiihrliche Begriindung fiir alle Teilschritte beim Losen dieser Aufgabe (vgl. MfL
Bd. 7, 4.2.5., Beispiel 1).

Ein regelmiBiges n-Eck sei definiert als n-Eck mit gleichlangen Seiten und gleich-
groBen Innenwinkeln. AuBerdem mége als bekannt vorausgesetzt werden, daB
in jedem Kreis zu gleichlangen Kreisbogen gleichgroBe Innenwinkel gehoren und
daB folglich bei Teilung einer Kreislinie in » gleiche Teile ein regelmaBiges n-Eck
entsteht.

Hinweis: Beim Losen®dieser Konstruktionsaufgabe moge eine Zweiteilung der Arbeit
entsprechend der beiden Arbeitsteile beim Lisen von Bestimmungsgleichungen vor-
genommen werden (vgl. ML Bd. 7, 4.2.2.). Im Konstruktionsplan kénnen dabei auch
ubersehbare, zweckmiBige Arbeitsschritte auftreten, bei denen die Konstruktionsschritte
der Arten a) bis e) nicht mehr unmittelbar in Erscheinung treten (vgl. MfL Bd. 7, 4.2.3.).

Lésung: 1. Angenommen, die Aufgahe wiire geldst, d. h., zu einem Einheitskreis wire
mit Zirkel und Lineal ein einb b regelmiBiges Sechseck konstruiert. Dann
kann aber auch angenommen werden, daB dem Kreis um O durch E ein regelmiBiges
Sechseck einbeschrieben ist und da8 eine Ecke des Sechsecks mit E zusammenfallt. Die
sechs Ecken mégen, von E aus beginnend, in beliebiger Umlaufsrichtung der Reihe nach
mit E, (= E), E,, ..., Eq bezeichnet sein (Abb. 4.31). Da O als Mittelpunkt des Kreises
von allen Ecken E; (i =1, ..., 6) gleichen Abstand hat, ist das Dreieck E,OF, gleich-
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schenklig, und es ist

|X E,0E,| =%- 360 = 60°.

Aus dem ,,Satz iber die Innenwinkelsumme fiir Dreiecke* und aus dem ,,Satz iiber
gleichschenklige Dreiecke** (vgl. MfL Bd. 6, 1.3.8.) folgt

1 OEI.ERI =|& OEaEll = 60°.

Nach dem Satz iiber gleichschenklige Dreiecke folgt dann aber auch E,0 = E,E,, und

dnmlt ist das Dreieck E,0OF, gleichseitig. Das Sechseck E,E,... E, ist somit nach dem
den Konstruktionsplan konstruierbar:

a) Konmukuon des Kreises ¥ um O durch E;

b) Konstruktion des Punktes E,: 1. auf k, 2. auf dem Kreis um E mit r = |OE| (Entachei-

dung fiir einen der beiden Schnittpunkte);

¢) Umbenennung des Punktes E in E,;

d) Konstruktion der Punkte E;,, (i = 2,...,5): 1. auf &, 2. auf dem Kreis um F; mit

r = |OE| (Entscheidung fiir den von E;_, verschiedenen Punkt).

b — F
& ££; Abb. 431

b ~—~———"F

IL. Jedes Sechseck E,E;...E,; welches nach dem angegeb Konstruk
konstruiert werden kann, ist Losung der Aufgabe. Denn es gAlt. fiir die fiinf Seiten E‘E'm
(i =1, ..., 5) die Beziehung

IOEI = |EiE;nl,
und folglich haben wegen der Gleichseitigkeit der Dreiecke E,0E,,, die finf Zentriwinkel
<X EOE,,, die GroBe

1X B0y, | =80° (i=1,..,5);
fiir den Zentriwinkel | X E,OF,| bleibt dann die GroBe

| E,OFE,| = 360° — 5 - 60° = 60°,
und daraus folgt dann auch |E4E,| = |OE|. Damit sind alle Seiten des Sechsecks E,E, ... E,
gleichlang; und da alle Ecken auf einem Kreis liegen, sind alle Innenwinkel gleichgro8,
und das Sechseck ist somit regelmiiBig.
Beim Arbeitaschritt b) ist durch die beiden henden Schnittpunkte die Weiterfithrung
der Konstrukuon auf zwei Wegen moglich; beide Wege fithren jedoch zu kongruenten

Die vorliegende Konstruktionsaufgabe besitzt bis auf Kongruenz eine ein-
deutig bestimmte Losung.

. Man lése die Konstruktionsaufgabe, zu einem Einheitskreis mit Zirkel und Lineal
ein einbeschriebenes regelmiBiges Viereck zu konstruieren, und gebe eine aus-
fiihrliche Begriindung fiir alle Teilschritte beim Losen dieser Aufgabe (vgl. MfL

Bd. 7, 4.2.6., Beispiel 2).
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4.

Man bestimme von den natiirlichen Zahlen n = 21, 22, ..., 40 alle diejenigen, fiir
die die Konstruktion eines regelméBigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal aus einer
AL b Einheitsstrecke maglich ist.

58

~

Hinweis: Zur Bestimmung der gesuchten Zahlen mége das von C. F. Gavss gefundene
Kriterium verwendet werden, wonach mit Zirkel und Lineal aus einer vorgegebenen Ein-
heitsstrecke ein regelmiBiges n-Eck dann und nur dann konstruiert werden kann, wenn
in der Primfaktorzerlegung von » alle von 2 verschiedenen Primfaktoren voneinander ver-
schiedene Fermatsche Primzahlen sind (vgl. MfL Bd. 7, 4.2.5.).

Im Dreieck ABC seien der Schnittpunkt des Lotes von 4 auf g(BC) mit H,
(HoéhenfuBpunkt), der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Winkels
< BAC mit der Seite BC mit W, und der Mittelpunkt der Seite BC mit S, be-
zeichnet. Man begriinde, da8 in jedem Dreieck A BC

entweder |AH,| < |[AW,4| < |AS,|
oder |[AH, | = |AW | = |48,

Abb. 4.32

B K WS C 5 Heles C

Losung: Im Dreieck 4 BC ist entweder |4 B| = |AC| oder |4B] + |AC|. H 4 ist derjenige
Punkt von g(BC), der kleinsten Abstand von A hat (Abb. 4.32). Wenn |AB| = |AC| ist,
dann ist H, = W ,; und weil W, die Seite BC im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt,
ist auch

Hy=W4=284, d. h. |4H ) = |AW,| = |48,].

Wenn |4B| + |AC| ist, dann ist H, &= W, und folglich |AH /| < [AW,|. W liegt auf
derjenigen Seite von der Mittelsenkrechten zu BC, auf der auch 4 und H  liegen, weil
W 4 die Seite BC im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt; es ist also W, & 8,. Da die
Relation Zw(W 4H 48 ) nicht gelten kann (man begriinde diese Aussage), folgt schlieBlich
Zw(H W 48,), und daraus folgt |AH | < [AW 4| < |A8,l.

6.*Gegeben seien drei Kreise %,, k», k3, von denen je zwei auBerhalb des dritten

Kreises liegen. Es werde auBerdem vorausgesetzt, daB jede Tangente an zwei
dieser Kreise mit dem dritten Kreis kei gemeinsamen Punkt besitzt. Man
gebe einen Konstruktionsplan zur Konstruktion desjenigen Kreises k, an, der
jeden der drei gegebenen Kreise beriihrt und der nur den Kreis &, im Inneren
enthilt.

7.* Gegeben sei eine Gerade g. AuBerdem seien auf einer Seite von g zwei Punkte P

und Q und auf der anderen Seite von g eine Parallele g’ zu g vorgegeben (Abb.
4.33). Man konstruiere mit Zirkel und Lineal alle diejenigen Punkte 7 auf g’ mit
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oo

der Eigenschaft, da$ auf dem Strahl 7P+ die Strecke zwischen 7' und dem Schnitt-
punkt S, dieses Strahls mit g dieselbe Liinge besitzt wie auf dem Strahl 7Q+ die
Strecke zwischen 7' und dem Schnittpunkt S, dieses Strahls mit g.
Q
*p
g

g Abb. 4.33

. Gegeben seien die Punkte M;, M,, ..., M, (n eine beliebige ungerade Zahl = 3).

Man konstruiere mit Zirkel und Lineal einen geschlossenen Streckenzug PP ...
P,P, derart, daB M; Mittelpunkt der Strecke PPy, (= 1,...,n — 1) und M,
Mittelpunkt der Strecke P,P, ist.

Lésung (man vgl. auch die analytische Behandlung des vorliegenden geometrischen Sach-
verhalts fiir beliebiges n): Fiir jedes ungeradzahlige n = 3 besitzt die vorliegende Aufgabe
eine eindeutig bestimmte Losung (fir geradzahliges n gibt es entweder keine oder unend-
lich viele Lésungen). Man beginnt mit einem beliebigen Punkt @, und konstruiert:

1. den zu @, spiegelbildlichen Punkt Q, beziglich M, ;

2. den zu Q, spiegelbildlichen Punkt Q; beziiglich M,; ...;

n. den zu @, spiegelbildlichen Punkt Q,,, beziiglich M,.

Wenn @,,, = Q, ist, dann sind Q,, @y, ..., @, die gesuchten Eckpunkte. Wenn Qu;;, + @,
ist (Abb. 4.34), dann wird zunichst der Mittelpunkt P, der Strecke @,Q,,, konstruiert. ~

G

@ M R, Abb. 4.34

AnschlieBend konstruiert man:
1. den zu P, spiegelbildlichen Punkt P, beziiglich M, ;
2. den zu P, spiegelbildlichen Punkt P; beziiglich Mj; ...;
n. den zu P, spiegelbildlichen Punkt P,,, beziiglich M,.
Behauptung: Esist P,,, = P,, und damit sind die Punkte Py, P,, ..., P, die gesuchten
Eckpunkte.
Beweis: Die Strecken P,Q,, P,@,, ..., POy, Pyy;@p4, sind gleichlang und liegen auf
parallelen Geraden zu g(Q,Q,,,). Daraus folgt zunichst, daB die Strecken P,Q, und P,,,Q,,,
auf der Geraden g(@,@,,,) liegen. Da auBerdem die Gleichungen
m(P,Q;) = m(PyQ,) = = m(P,Q,),
m(PyQy) = m(PQ,) = -+ = m(Ppy,Qns1),
m(PQ)) = —m(P,Q;)
gelten, ist schlieBlich P, = P,,, (dabei ist lich, daB = eine

gerade Zahl ist).
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Geometrische Konstruktionen mit-Zirkel und Lineal
in algebraischer Behandlung

Kontrolifragen .

. Wie konnen algebraisch die Strecken charakterisiert werden, die sich aus gege-

benen Strecken mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen?

. Was versteht man unter konstruierbaren Zahlen aus gegebenen Zahlen?

Aufgaben

Im Dreieck ABC seien H,, W, wie in einer vorangegangenen Aufgabe erklirt,
und 8 sei Mittelpunkt der Strecke AC. Man begriinde, daB fiir jedes Zahlentripel
positiver reeller'Zahlen k,, 8,, w,, fiir welche

entweder w, >h, und s = % «hq

oder w, =h, und s >% < kg
gilt, mindestens ein Dreieck mit

ha = |AH,|, & = |BSsl,” w, = |AW
existiert (vgl. MfL Bd. 7, 4.3.2.).

¢
W c
8
Ha
5

8 J‘ﬁ //

b AV
a) b)
Abb. 4.35

Lésung: a) Es seien w, und h, mit w, > k, beliebig vorgegeben. Dann existieren unend-
lich viele Dreiecke ABC mit k, = [AH4| und w, = |AW|; diese Dreiecke sind nicht
gleichschenklig (Abb. 4.35). In der Menge aller dieser Dreiecke kann zu jeder reellen Zahl

8= %h,, indestens ein Dreieck gefunden werden, fiir welches s, = |BSj| ist.

b) Es sei w, = h,. Dann existieren unendlich viele gleichschenklige Dreiecke 4 BC mit
hy = |AH,| = w, = |AW ,|. In der Menge aller dieser Dreiecke kann zu jeder reellen Zah!

8> % 1, genau ein Dreieck gefunden werden, fiir welches s, = | BSp| ist.
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2.

Es seien %, 8, w, positive reelle Zahlen mit den Eigenschaften wie in Aufgabe 1;
ferner sei

K:=V48 — 42 und L:= }/wf_—hz.
Man zeige, daB die quadratische Gleichung in z

(4L)? 2* + (3h% — 3L* + 2KL) = + (Kh: — 2Lk} — KL?) = 0
nur reelle Losungen besitzt (vgl. MfL Bd. 7, 4.3.2.).

. Man beweise fiir den Aufgabentyp (a, 8. w,) mit algebraischen Hilfsmitteln die

Losbarkeit (mit Zirkel und Lineal). (Vgl. MfL Bd. 7, 4.4.6.)

c

H
e,
) B Abb. 4.36

Losung: Es gilt (Abb. 4.36)
8 = 2 + wi — 22w,c08 @, 1)
—cosp = z:y 2
und auf Grund der Ahnlichkeit der Dreiecke H W B und CW 44 auch

a a
y:(? - z) = (? + z):w,.
h.
1
y= é—(-"r - z‘). ®)
Aus (1) und (2) folgt
yleg — 2* — uw3) = 2w.a?

und daraus mit (3) schlieBlich

at .
(—4 —z“) (5 — 28 — w}) = 2wiz?,
d. h.
z* + —la'—s’—w’ z + Lo — Lon) —o.
4 a a 4 a 4 ‘a

Nach einigen Zwischenrechnungen ergibt sich

(2")1.:=';—(a?’ + 5+ wﬁ) j:—;— (i

2
. —af,—w:) + 2a%0% .
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Fiir 22 ergeben sich also stets zwei reelle Werte, von denen mindestens einer positiv ist.
Somit gibt es mindestens eine positive reelle Zahl z, welche eine aus den Zahlen g, 8;, w,
konstruierbare Zahl ist. Daraus folgt fiir den gegebenen Aufgabentyp die Losbarkeit mit
Zirkel und Lineal.

(Ohne weitere Ausfithrungen sei an dieser Stelle erwiihnt, daB bei Vorgabe eines Tripels
a, 85, W, positiver reeller Zahlen die Existenz eines Dreiecks genau dann gewahrleistet ist,
wenn

entweder 8, = w,

oder 8; > w, und @ > 2 Vs,(3, — 1,)

gilt.)

. Man beweise fiir den Aufgabentyp (kq, ky, w,) mit algebraischen Hilfsmitteln die

Lésbarkeit (mit Zirkel und Lineal). (Vgl. MfL. Bd. 7, 4.4.6.)

Hinweise: Es gelten die Beziehungen

%bhb =%w,usin% +—12—-w,bsin %,
b:a = hy:hy.

Daraus folgt
sinX Py

2 by + B
Wenn die positiven reellen Zahlen kg, &y, w, die Bedingung

hgh
Ty + by

erfiillen, dann besitzt die Konstruktionsaufgabe eine eindeutig bestimmte Ldsung.

w, >

. Man untersuche die Beweisschritte aus dem Beweis von Hilfssatz 1 (vgl. MfL

Bd. 7, 4.3.3.) hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit auf Gleichungen vierten Grades
2 + a7 + a2 + g + ap = 0.

. Man begriinde, daB der Satz: ,,Wenn eine Gleichung n-ten Grades

2* + ap 2 4 -+ iz +ap =0

mit rationalen Koeffizienten keine rationale Losung besitzt, dann ist keine ihrer
Ldsungen aus rationalen Zahlen konstruierbar* fiir n = 2 und fiir n = 4 falsch
ist. Ist der genannte Satz im Fall » = 1 richtig oder falsch? (Vgl. MfL Bd. 7.
4.3.3., Hilfssatz 1.)

. Man beweise den Satz: ,,Wenn eine Gleichung n-ten Grades

P4 a2+ ax+a=0 n=1)

mit ganzzahligen Koeffizienten eine rationale Losung z, besitzt, dann ist =,
ganzzahlig und ein Teiler von a, (vgl. MfL Bd. 7, 4.3.3., Hilfssatz 2).

Hinweis: Man betrachte den trivialen Fall » = 1 gesondert.
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Die Unlésbarkeit einiger Konstruktionsaufgaben

Kontrollfragen

. Was versteht man unter dem Problem der ,,Verdoppelung des Wiirfels* mit

Zirkel und Lineal?

. Was versteht man unter dem Problem der ,,Dreiteilung des Winkels‘‘ mit Zirkel

und Lineal?

Aufgaben

. Man zeige, daB es Vervielfachungsfaktoren n» > 1 gibt, so daB die entsprechende

»» Vervielfachung des Wiirfels‘‘ mit Zirkel und Lineal méglich ist.

. Man zeige, da beim Problem der ,,Dreiteilung des Winkels*

a) die Beweisschritte im Beweis der Unlosbarkeit (vgl. MfL Bd. 7, 4.4.2.) ver-
sagen, wenn als spezieller Winkel ein Winkel der GréBe ¢ : = 90° verwendet wird :

b) zu einem Winkel der Gré8e ¢ := 90° ein Winkel der GroBe ¢p mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden kann.
Hinweis: Fir ¢ := 90° ist%w =30°. Aus der Formel sin 3« = 3sin x — 4 sin® « folgt
mit z: = sin 30° wegen sin 80° = 1 die Gleichung

47 — 3z + 1 =0.
Durch die Substitution y = 2z erhilt man

¥ —38y+2=0.

. Man begriinde, daB es nicht mdoglich ist, zu einem Winkel der GréBe ¢ = 60° mit.

Zirkel und Lineal einen Winkel der Gré8e % @ zu konstruieren, und zwar
a) unter Verwendung der Kenntnis, daB es nicht méglich ist, mit Zirkel und

Lineal zu einem Winkel der GréBe ¢ = 30° einen Winkel der GroBe — q: zu kon-
struieren,
b) ohne Verwendung dieser Kenntnis.

. Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Basis BC; die Basis sei

durch P, und P, in drei gleiche Teile geteilt, so daB |BP,| = |P,P,| = |P,C] gilt.
Man berechne fiir die Fille

a) |< BAC| = 90°, b) | BAC| = 60°, c) | BAC| =
jeweils niherungsweise (auf Zehntelgrade gerundet) die GréBen

| BAP,|, [ PLAP,|, | P,AC|
und gebe in jedem Falle naherungsweise die prozentuale Abweichung (auf eine

Stelle nach dem Komma gerundet) von der Gréﬂe%- | BAC| an.
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5. Jemand behauptet, mit der folgenden Konstruktion mit Zirkel und Lineal einen
Winkel der GroBe o = % - 180° konstruiert und damit die Mdglichkeit zur

Konstruktion eines regelmigigen Siebenecks geschaffen zu haben (Abb. 4.37):

EVH A
Abb. 4.37

Konstruktion einer beliebigen Strecke 4B mit dem Mittelpunkt C;

Konstruktion des Punktes D

1. auf dem Kreis um B mit r = |BC|,

2. auf dem Kreis um 4 mit r = |4B|

(Entscheidung fiir einen der beiden Schnittpunkte);

Konstruktion des Punktes E

1. auf dem Strahl von C nach 4,

2. auf dem Kreis um C mit r = |CD|;

Konstruktion des Punktes F

1. auf dem Strahl von C nach B,

2. auf dem Kreis um E mit r = [ED|;

Konstruktion des Punktes G

1. auf dem Strahl von F nach D,

2. auf dem Kreis um F mit r = [FC|;

Konstruktion des Punktes H

1. auf dem Strahl von C nach 4,

2. auf dem Kreis um C mit r = |GC|.

Dann wird « := | CHG| festgesetzt, und es wird behauptet:
|<% CGH| = «, |<X CQF| = |X GCF| = 2«,
| HGF| = 3«;
|&X FHG| = &, |< FGH| = | GFH| = 3«.

Damit wire « = % - 180°.
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10.

. Fiir den Aufgabentyp (w., ws, w,) kann mit dem speziellen Zahlentripel w, :=

Welche der behaupteten Aussagen ist falsch? Man gebe niherungsweise die
prozentuale Abweichung der GréBe x := [ CHG| von der GroSe % - 180° an.

. Fiir den Aufgabentyp (a, b, w.) kann mit dem speziellen Zahlentripel a:= 1,

b:= 1, w,:= 1 der Beweis der Unlosbarkeit (mit Zirkel und Lineal) gefiihrt
werden (vgl. Bd. 7, 4.4.4.). Man bestimme ein weiteres spezielles Zahlentripel
a, b, w, (mit der Bedingungen « == b), mit dem der Beweis der Unldsbarkeit eben-
falls gefiihrt werden kann.

. Man bestimme zum Aufgabentyp (a, b, w.) ein spezielles Zahlentripel a, b, w,,

so daB die dadurch entstehende spezielle Konstruktionsaufgabe mit Zirkel und
Lineal gelost werden kann (vgl. MfL Bd. 7, 4.4.4.). N
1
R
wg:= 2, w, := 2 der Beweis der Unlosbarkeit (mit Zirkel und Lineal) gefiihrt
werden (vgl. MfL Bd. 7, 4.4.5.). Man bestimme zu den speziellen Zahlen ws: =2,
w, := 2 eine spezielle Zahl w, (mit der Bedingung w, 3 2), so daB die dadurch ent-
stehende spezielle Konstruktionsaufgabe mit Zirkel und Lineal gelost werden
kann.

Man beweise fiir den_ Aufgabentyp (a, 8, w,) die Unlésbarkeit (mit Zirkel und
Lineal). (Vgl. MfL. Bd. 7, 4.4.6.)

Losung: Es sei D der Schnittpunkt der Winkelhalbi den von < BAC mit der Strecke
BC, und p sei die MaBzahl der Strecke BD. Dann gelten im Fall der Spezialisierung f: = 90°
die Beziehungen

3
. , 1
P = w, 8in —-2 (1)
w, sin —; = (a — p) sin y. @)

Aus (2) folgt w, sin % = (& — p) cos « und daraus mit (1)

w,sini= u—w,sin-a- 1 - 2sim E).
2 2 2

Mit der zusitzlichen Spezialisierung a := 2, w, := 1 (die Existenz eines Dreiecks mit

|¥ ABC| = 90°, |BC| = 2, |AW ,| = 1ist leicht zu begriinden) erhélt man fiir z : = sin z
die Gleichung 2

P -2 —xz+1=0.

Da kein Teiler von 1 Losung dieser Gleichung ist, kann schlieBlich fir den vorliegenden
Aufgabentyp die Unldsbarkeit mit Zirkel und Lineal gefolgert werden.

Man beweise fiir den Aufgabentyp (k,, ks, w,) die Unlosbarkeit (mit Zirkel und
Lineal). (Vgl. MfL Bd. 7, 4.4.6.)
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Hinweis: Es ist zweckmiBig, die Spezialisierungen h,:= 1, hy:=1, w,:= 2 und die
Beziehungen

. .3 .
kg = csina, w,8in—a =csina
2

zu verwenden.

Konstruktionen mit anderen Hilfsmitteln

Kontrollfragen

. Was vetsteht man unter Mohr-Mascheroni-Konstruktionen?
. Was versteht man unter einem Parallellineal, einem Winkellineal und einem

Einschiebelineal? :

Aufgaben

. Man erklire die Begriffe , Konstruktion ersten Grades*, ,, Konstruktion zweiten

Grades*, , Konstruktion dritten Grades‘‘ und gebe zu jedem Begriff ein Beispiel
an.

. Man konstruiere zu drei nichtkollinearen Punkten 4, B, C mit dem Zirkel allein

a) den zu A4 spiegelbildlichen Punkt A4’ beziiglich der Geraden g(BC), b) das Bild
der Geraden g(BC) bei Inversion am Kreis £ um 4 durch B.

Lésung: a) Konstruktion des zu A spiegelbildlichen Punktes 4’ beziiglich der Geraden
g(BC):

Konstruktion des Kreises um B durch 4;

Konstruktion des Kreises um C durch 4;

der von A verschiedene Schnittpunkt beider Kreise ist der gesuchte Punkt 4”.

b) Konstruktion des Bildes der Geraden g(BC) bei Inversion am Kreis ¥ um 4 durch B:
Konstruktion des zu A’ inversen Punktes A" beziiglich des Kreises k (vgl. MfL Bd. 7,
4.5.2.);

Konstruktion des Kreises k;, um 4’ durch 4;

k, ist der gesuchte Kreis, und 4" ist sein Mittelpunkt (k, geht auch durch B).

Zur Begriindung denke man sich den Punkt D als Schnittpunkt der Geraden g(44’) mit

g(BC) und den Punkt D’ als den von A4 verschiedenen Schnittpunkt der Geraden g(4 4"
mit dem Kereis, in den g(BC) bei Inversion an k iibergeht. Es gilt
|AA”| - |AA’| = |AD| - |AD’| = |ABp.
Und weil |44’| = 2 |AD] ist, folgt schlieBlich
447 = 214D,
2

d. h., A” ist Mittelpunkt der Strecke AD’. Somit ist der Kreis k, um A" durch 4 der ge-
suchte Kreis.



V. Darstellende Geometrie

Grundkonstruktionen

Kontrollfragen

1. Was versteht man unter dem ersten bzw. zweiten Tafelabstand eines durch seine
Normalrisse vorgegebenen Punktes P?

2. Was versteht man unter einer ersten bzw. zweiten Hauptlinie einer Ebene &?

3. Was versteht man unter einer erstprojizierenden (zweitprojizierenden) Ebene?

4. Was versteht man unter ,,Angittern‘‘ eines Punktes P, der in einer vorgegebenen
Ebene liegt?

5. Unter welcher Voraussetzung bildet sich ein rechter Winkel bei Normalprojektion
auf eine Bildebene x als rechter Winkel ab?

6. Unter welcher Voraussetzung ist die Normalprojektion eines (nicht-iiberstumpfen)
Winkels auf die Bildebene 7 groBer bzw. kleiner als das Original?

7. Unter welchen Vor ngen geht die Halbierungslinie eines Winkels bei
Normalprojektion in die Halbierungslinie des Bildwinkels iiber?

8. Unter welcher Voraussetzung ist die Normalprojektion eines Quadrates ein
Rhombus?

9. Unter welchen Voraussetzungen erscheint die Normalprojektion eines gleich-
seitigen Dreiecks als gleichschenkliges Dreieck?

10. Welche Methoden stehen zur Verfiigung, um den Abstand zweier Punkte P und
@ zu bestimmen, die durch zugeordnete Normalrisse gegeben sind?

11. Welche geometrische Verwandtschaft besteht zwischen der Normalprojektion
einer ebenen Figur und der Umklappung dieser ebenen Figur um ihre Spur in die
Bildebene?

12. Welcher merkwiirdige Punkt eines Dreiecks ist invariant gegeniiber Parallel-
projektion?

13. Welche geometrische Verwandtschaft besteht zwischen dem Grund- und dem
Aufrif einer ebenen Figur? Welche Bedeutung hat fiir diese Verwandtschaft
die Koinzidenzgerade? Wie kann man die Ordnungslinien in dieser geometrischen
Verwandtschaft interpretieren?

14. Wie kann man an den zugeordneten Normalrissen zweier Geraden g und A ab-
lesen, ob diese windschief sind oder sich im Raum schneiden?

15. Nach welcher konstruktiven Methode bestimmt man mdglichst rationell die
wahre Gestalt einer durch Grund- und AufriB gegebenen ebenen Figur?
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16.

17.

18.
19.

21.

[

»

Bei der Normalprojektion eines Kreises allgemeiner Lage auf eine Ebene z ent-
steht als Bild eine Ellipse. Welcher Kreisdurchmesser geht in die Hauptachse und
welcher in die Nebenachse der Ellipse iiber?

Jedes Parallelogramm, das in einer Bildebene  liegt, kann als Normalprojektion
eines Quadrates angesehen werden. Mittels welcher Konstruktion kann man die
Seitenlinge eines Quadrates ermitteln, von dem man nur eine Normalprojektion
kennt?

‘Was versteht man unter dem Schichtenplan einer Fliche?

‘Was versteht man in der Eintafelprojektion unter einer Fallinie?

Wodurch zeichnet sich eine Schichtenlinie aus, die in der Héhe eines Sattel-
punktes liegt?

Wodurch zeichnet sich eine Tallinie im Gelinde aus und wie erkennt man sie am
Schichtenplan?

Aufgaben

. Gegeben sind zwei sich senkrecht kreuzende Geraden g und k. Die Gerade g ist

erstprojizierend (Abb. 5.1). Gesucht sind der Grund- und AufriB jenes regel-
miBigen Tetraeders, von dem eine Kante in g und die gegeniiberliegende Kante

in A liegt.

P g
g I
- X1

I g’

Abb. 5.1 Abb. 5.2

. Gegeben sind eine Gerade g und ein Punkt P ¢ g (Abb. 5.2). Gesucht ist ein regel-

miBiges Tetraeder, von dem eine Kante in g liegt und P ein Eckpunkt ist. Man
diskutiere die Anzahl der Losungen.

. In der ersten Bildebene z, ist ein regelmiBiges Sechseck vorgegeben Dleses werde

als GrundriB (erster scheinbarer UmriB) eines Wiirfels a h
Punkt in z, liegt (Abb. 5.3). Gesucht ist der Aufrif dleses Wu.riels. Wieviel
Lésungen sind méglich?
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®

. Gegeben sind der Grund- und Aufri8 von drei nicht-kollinearen Punkten 4, B, C.

Man konstruiere die Normalrisse der Héhen, Winkelhalbierenden und Seiten-
halbierenden des Dreiecks ABC (Abb. 5.4). Ferner iiberlege man, fiir welche
charakteristischen Linien des Dreiecks die Bestimmung der wahren Gestalt des
Dreiecks A BC nicht erforderlich ist.

. Gegeben sind zwei zueinander windschiefe Geraden g und % durch ihre Normal-

risse. Gesucht ist jene Ebene ¢, die parallel zu ¢ und zu A ist und von beiden
Geraden den gleichen Abstand besitzt.

Hinweis: Die gesuchte Ebene ¢ halbiert jede Verbindungsstrecke GH mit G € gund H € k,

g
ye
e I E—— 4
o
- 2
P
f
7
Abb. 5.3 Abb. 5.4
Ein aus sechs gleichseitigen Dreieck tztes regelmiBiges Sechseck

wird einer perspektw-s.ffmen Transformation unterworfen. Was 135t sich iiber
die Inhaltsbeziehung der sechs Bilddreiecke aussagen? Man begriinde die Ant-
wort unter Verwendung der Eigenschaften einer perspektiv-affinen Trans-,
formation.

Gegeben sind ein Parallelogramm und eine Gerade g (Abb. 5.5). Gesucht sind die
Affinititsrichtung und das Affinititsverhiltnis jener perspektiven Affinitét,
die g als Affinititsachse besitzt und das vorgegebene Parallelogramm in ein
Quadrat transformiert.

Hinweis: Im Quadrat stehen je zwei benachbarte Seiten und auch die Diagonalen auf-
einander normal.

Gegeben sind der GrundriB eines in der Ebene ¢ liegenden Rechtecks 4 BCD sowie
die erste Spur von & (Abb. 5.8). Man bestimme die zweite Spur von der Ebene-e
und den AufriB des Rechtecks ABCD.

Gegeben sind ein auf , lotrecht stehender Drehkegel und ein Punkt P auBerhalb
des Kegels durch ihren Grund- und Aufri8 (Abb. 5.7). Man fille das Lot von P auf
den Kegelmantel, bestimme den LotfuBpunkt und die wahre Liinge des Lotes.

Hinweis: Anwendung einer Drehung als Konstruktionsprinzip.
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7 s
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é
Abb, 5.5 Abb. 5.6
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5
X12
4P Abb.57

10. Gegeben sind zwei dreiseitige Prismen @ und ¥ durch Grund- und Aufri8. Die
Seitenflichen des Prismas & sind erstprojizierend und die des Prismas ¥ zweit-
projizierend. Der Durchschnitt beider Kérper ist eine nichtleere Punktmenge
(Abb. 5.8). Man stelle diesen Durchschnitt vom Aufri8 ausgehend in einem
Schriigbild dar, 1 = 1, ¢ = 60°.

11. Fiir den durch Abb. 5.9 vorgelegten GrundriB der Trauflinien eines Hauses ist die
Dachausmittelung zu konstruieren. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Trauf-
linie iiberall gleich hoch und das Dach nach allen Seiten unter' dem gleichen
Winkel gegeniiber der horizontalen Ebene geneigt ist.
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12.

13.

14

15.

Gegeben sind zwei Prismen @ und ¥ mit trapezférmigen Querschnitten durch
Grund- und AufriB. Das Prisma @ ist erstprojizierend. Die Seitenflichen des
Prismas ¥ sind parallel zur RiBachse (Abb. 5.10). Man konstruiere den Aufri
des Schnittpolygons der beiden Prismen mittels geeigneter Hilfsebenen und
stelle das Schnittgebilde unter Einarbeitung der Sichtbarkeit dar.

Eine rdumliche Ecke sei durch drei sich in O paarweise senkrecht schneidende

. Achsen (z;-, xy-, z5-Achse) vorgegeben. Die von den positiven Halbachsen aufge-

spannten, paarweise aufeinander senkrecht stehenden ebenen Bereiche (z,z,),
(2,%3) und (z32,) bestimmen einen Oktanten des Raumes. Die drei ebenen Bereiche
seien als Spiegelflichen nach der Seite des ersten Oktanten ausgebildet. Aus
physikalischer Sicht liegt hier ein Tripelspiegel vor (Abb. 5.11). Man zeige mittels
einer Darstellung in Grund- und AufriB, daB ein aus dem ersten Oktanten ein-
fallender Lichtstrahl s allgemeiner Lage nach dreimaliger Reflexion an den
Flichen des Tripelspiegels in einen ausfallenden Strahl s* || s iibergefiihrt wird.
Zum konstruktiven Beweis dieser Aussage verwende man den folgenden geo-
metrischen Sachverhalt: Liegt bei der Normalprojektion eines Winkels « auf
eine Ebene n die Winkelhalbierende w, parallel zur Bildebene =, so ist das Bild
der Winkelhalbierenden auch die Halbierungslinie des Bildwinkels «’.

Bemerkung: Die Wirku ise des Tripelspiegels findet im Verkehrswesen bei allen
nicht selbstleuchtenden Warmmlagen Verwendung In der technischen Ausfiihrung werden
Serien von Tripelspiegeln zu einem Warnreflektor zusam faBt. Die spi
Flichen sind rot gefirbt. Die Bezeichnung ,,Katzenauge' fur derartige Slcherungsem-
rlchtungen ist nicht zutreffend, weil das hohe Reflexionsv gen des K. ges auf
einem anderen physikalischen Prinzip beruht. Die Wirkungsweise des Trip gels hat in
Verbindung mit den Laser-Strahlen durch vielfiltige Anwendungsméglichkeiten im Ver-
messungswesen erneut an Aktualitét gewonnen.

Gegeben sind der Drehkegel @ mit dem in =, liegenden Basiskreis k, der Rich-
tungspfeil / und eine zweitprojizierende Ebene ¢ durch Grund- und AufriB. Durch
! wird die Richtung eines parallel einfallenden Strahlenbiindels beschrieben
(Abb. 5.12). Man konstruiere die Eigenschattengrenze des Drehkegels sowie den
Schlagschatten von @ auf z; und &.

Gegeben sind ein auf x, lotrecht stehender Drehzylinder mit aufgesetztem Dreh-
kegel sowie ein Richtungspfeil / durch Grund- und AufriB. Durch ! wird die
Richtung eines parallel einfallenden Strahlenbiindels wiedergegeben (Abb. 5.13).
Man konstruiere die Eigenschattengrenze des Drehkorpers sowie dessen Schlag-
schatten auf x,.

. Durch kotierte Projektion sind die horizontale Ebene & mit der Kote 0, ¢ mit

der Kote 5 und eine diese beiden Ebenen verbindende Pultebene o gegeben. In
dieses Gelande ist ein horizontales Rechteckplateau = mit der Kote 3 einzupassen,
welches mit der Ebene ¢, durch einen gleichformig geneigten Weg w verbunden
ist (Abb. 5.14). Zur konstruktiven Einpassung des Plateaus mit AnschluBweg
in das Gelinde ist der Basiskreis k des Bischungskegels des Eckpunktes P von
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n beziiglich e vorgegeben. Fiir Aufschiittung und Gelindeeinschnitt ist der gleiche
Boschungswinkel zu verwenden. Man konstruiere dJe durch Empassung von 7

und o in das vorgegebene Gelinde entstehend Boschungsflichen im
Eintafelverfahren.
&
5 5
. J\ ‘
o
3 3
-
2 2
1 1
Ly
0 G 0
& ()
Abb. 5.14

Kreis und Kugel

Kontrollfragen

. Wie konstruiert man einen Kreis, der eine Gerade ¢ als Tangente besitzt und

auBerdem durch zwei auf einer Seite von ¢ liegende Punkte P und Q geht? Man
diskutiere die Anzahl der Losungen.

. Wie konstruiert man einen Kreis, von dem ein Punkt und zwei sich schneidende

Tangenten vorgegeben sind? Man diskutiere die Anzahl der Lésungen.

. Wieviel Kreise kann man an drei sich paarweise schneidende jedoch nicht durch

einen Punkt gehende Geraden legen?

. Welche Beziehung besteht zwischen dem Oberflicheninhalt und dem Raum-

inhalt einer Kugel mit dem Radius von der Linge r? Man stelle eine analoge
Beziehung fiir den Wiirfel mit der Kantenlinge a auf und vergleiche die Ergeb-

. Gegeben sind vier Ebenen im Raum derart, daB sich je zwei in einer Geraden und

je drei in einem Punkt schneiden. Hingegen besitzen die vier Ebenen keinen
gemeinsamen Punkt. Wie kann man eine Kugel konstruieren, die jede der vier
Ebenen in je einem Punkt beriihrt? Wieviel solche Kugeln gibt es? Man diskutiere
auch den Fall, daB zwei Schnittgeraden parallel zueinander sind.
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6. Was versteht man unter einem GroBkreis auf der Kugel?

7. Bei allgemeiner Parallelbeleuchtung einer auf der Bildebene = liegenden Kugel
entsteht als Schlagschatten eine Ellipse. Welche geometrische Bedeutung hat der
Beriihrungspunkt der Kugel mit = fiir diesen Schlagschatten? Als Eigenschatt
grenze der Kugel ergibt sich ein GroBkreis. Die Ebene des GroBkreises schneidet
die Bildebene x nach einer Geraden e. Welche Bedeutung hat e fiir den Schlag-
schatten der Kugel?

Aufgaben

1. Gegeben sind eine Gerade g allgemeiner Lage und ein Punkt P € g durch Grund-
und AufriB. Gesucht sind die Risse jenes Kreises, der senkrecht auf g steht, den
Punkt P als Mittelpunkt besitzt und die erste Bildebene =, beriihrt.

2. Gegeben sind die Punkte M und A4 durch ihren Grund- und AufriB. Ferner ist der
AufriB eines Punktes B gegeben (Abb. 5.15). Man bestimme den GrundriB des
Punktes B derart, daB M der Mittelpunkt und 4 und B Randpunkte eines Kreises
k sind; d. h., das Dreieck A M B ist gleichschenklig mit der Strecke 4B als Basis.
Ferner bestimme man die erste und zweite Hauptlinie der Kreisebene durch M
und stelle den gesuchten Kreis in Grund- und Aufri8 dar. Wieviel Losungen besitzt
die Aufgabe?

_’. M

4
+8" 1

L Abb. 5.15

3. Gegeben sind die Punkte M und 4 durch Grund- und AufriB. M sei der Mittel-
punkt und A ein Randpunkt der Kugel ». Man stelle die Kugel x durch Grund-
und Aufri8 dar.

4. Gegeben sind vier nicht-komplanare Punkte 4, B, C, D. Die drei Punkte 4, B, C
liegen in einer zu x, parallelen Ebene. Man konstruiere jene Kugel x, die die vier
Punkte 4, B, C, D als Randpunkte besitzt.

5. Gegeben sind drei in z, liegende nicht-kollineare Punkte 4, B, C und eine Ebene ¢
in allgemeiner (nicht-projizierender) Lage. Gesucht ist diejenige Kugel x, welch
die Punkte 4, B, C als Randpunkte besitzt und die Ebene ¢ beriihrt.

- Hinweis: Man verwende den Potenzbegriff eines Punktes beziglich eines Kreises und
einer Kugel.
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. Gegeben sind zwei im ersten Quadranten (iiber x, und vor #,) liegende Punkte 4

und B. Gesucht ist jene Kugel », die die Punkte 4 und B als Randpunkte be-
sitzt und die Bildebenen =, und =, beriihrt.

Bemerkung: Man beachte den unter Aufgabe 5 gegebenen Hinweis.

. Gegeben ist eine im ersten Quadranten liegende Kugel x, die die Bildebenen =,

und 7z, beriihrt, und eine zweitprojizierende Ebene ¢, die » schneidet. Gesucht
ist der Grundri8 der Schnittkurve von x mit .

. Gegeben sind eine Gerade g allgemeiner Lage und ein Punkt M ¢ g. Gesucht sind

die Normalrisse jener Kugel », die M als Mittelpunkt und g als Tangente be-
sitzt.

Anleitung: Man lege durch M eine Hilfslinie 1 g und bringe diese mit g zum Schnitt. Der
Schnittpunkt 7' = P(yg) ist der Beriihrungspunkt der gesuchten Kugel mit g. Die Linge
der Strecke MT ist gleich dem Radius der gesuchten Kugel.

Kegelschnitte

Kontrollfragen

. Wie lassen sich Ellipse, Parabel und Hyperbel als Schlagschattengrenzen einer

Kugel bei Zentralbeleuchtung erkliren?

. Wie lassen sich Ellipse, Parabel und Hyperbel unter Einbeziehung ihrer Brenn-

punkte rein planimetrisch definieren?

. Mittels welchen gemeinsamen Begriffes fiir Ellipse, Parabel und Hyperbel kann

eine zusammenfassende planimetrische Definition der Kegelschnitte gegeben
werden?

. Durch welche geometrische Besonderheit zeichnen sich die Brennpunkte bei

Ellipse, Parabel und Hyperbel aus?

. Durch Drehung einar Parabel um ihre Achse entsteht eine Drehfliche, die man

als Drehparaboloid bezeichnet. Welche physikalische Bedeutung hat der Brenn-
punkt der Parabel fiir diese Drehfliche? Wo finden sich Anwendungen dieser
Fokaleigenschaft in der Nachrichtentechnik, Astrophysik, Heiztechnik und
Optik?

. Wie kann man eine Parabel als Hiillgebilde einer einparametrigen Geraden-

schar erzeugen?

. Wodurch ist die Bezeichnung ,,Wurfparabel* fiir die Flughahn eines schrig nact

oben geworfenen Gegenstandes (z. B. eines Steines) gerechtfertigt?

. Was versteht man unter der ,,Girtnerkonstruktion einer Ellipse?
. Was versteht man in der Kinematik unter einer Ellipsenbewegung? -
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10.

11.

12.

13.

Wie konstruiert man an eine Ellipse von einem auBerhalb dieses Kegelschnittes
gelegenen Punkt P die Tangenten? Man diskutiere die Konstruktionsméglich-
keiten mittels Leitkreis und perspektiver Affinitit.

Wie lassen sich Interferenzerscheinungen an Transversalwellen z. B. auf der
Wasseroberfliche mit Hyperbeln in Zusammenhang bringen?

Was versteht man unter einem Paar konjugierter Durchmesser bei Ellipse und
Hyperbel?

Fiir welche kosmischen Bewegungsabliufe sind Kegelschnitte von fundamentaler
Bedeutung?

Aufgaben

. Gegeben sind die Brennpunkte F, und F, eines Mittelpunktskegelschnittes und

eine Gerade g.

a) F,und F, liegen in der gleichen Halbebene beziiglich g. Man bestimme Haupt-
und Nebenachse jener Ellipse, die F, und F, als Brennpunkte und g als Tangente
besitzt. Ferner konstruiere man den Beriihrungspunkt von g mit der Ellipse.

b) F, und F, werden von g getrennt. Man bestimme die Scheitelpunkte und
Asymptoten jener Hyperbel, die F, und F, als Brennpunkte und g als Tangente
besitzt. Ferner konstruiere man den Beriihrungspunkt von g mit der Hyperbel.

A
s

+w

t t

o+

Abb. 5.16

. Gegeben sind zwei zueinander parallele Geraden ¢, und ¢, sowie drei nicht-kolli-

neare Punkte 4, B, C, die zwischen ¢, und ¢, liegen (Abb. 5.16). Gesucht ist eine
Ellipse durch die Punkte 4, B, C, welche ¢, und t, als Tangenten besitzt.

Hinweis: Man verwende Uberlegungen analog zu Aufgabe 4 in MfL Bd. 8, 3.8.. und disku-
tiere die Anzahl der Léosungen. Mittels der raumlichen Interpretation der Aufgaben-
stellung als Schnitt von Ebene und Drehzylinder konstruiere man auch die Beriihrungs-
punkte T; und 7', von ¢, bzw. ¢, mit der Ellipse.

. Von einer Parabel sind zwei Tangenten ¢, und ¢, samt den Beriihrungspunkten

T, bzw. Ty gegeben (Abb. 5.17). Man konstruiere unter Einbeziehung riumlicher
Uberlegungen (ebener Schnitt eines Drehkegels) die gesuchte Parabel.
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4.

Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck. Auf den beiden Schenkeln des Dreiecks
ist je ein innerer Punkt T'; bzw. T, gegeben (Abb. 5.18). Gesucht ist jene Ellipse,
die das vorgegebene Dreieck als Tangentendreieck besitzt und die Schenkel des
Dreiecks in T, bzw. T, beriihrt. .

Hinweis: Man interpretiere das gleichschenklige Dreieck als AufriB eines Drehkegels, der

mit einer Ebene in geeigneter Weise zu schneiden ist. Bei Ausfilhrung der Konstruktion ist
auch der Grundri3 des Drehkegels mit hera ieh

7; ] f;
f2
I
2
4
X2
/"N
Abb. 5.17 Abb. 5.18
t
r’ -+
b
+F
t 1z t
+p

Abb. 5.19 Abb. 5.20

5. Von einer Ellipse sind zwei zueinander parallele Tangenten #, und ¢, samt den

Beriihrungspunkten T, bzw. T, sowie ein zwischen ¢, und ¢, liegender Ellipsen-
punkt P gegeben (Abb. 5.19). Man konstruiere die gesuchte Ellipse unter Ver-
wendung riumlicher Uberlegungen analog zu Aufgabe 4 in MfL Bd. 8, 3.8., oder
mittels perspektiver Affinitat.
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6.

10.

Gegeben sind der Brennpunkt F einer Parabel und zwei Parabeltangenten ¢, und
t, (Abb. 5.20). Man bestimme die Achse dieser Parabel und ihre Beriihrungspunkte
mit den beiden Tangenten.

. Gegeben sind ein Kreis k und ein auBerhalb k liegender Punkt P (Abb. 5.21).

Gesucht ist eine Parabel p, die k als Scheitelkrimmungskreis und P als einen
ihrer Punkte besitzt. Insbesondere bestimme man Brennpunkt und Scheitelpunkt
dieser Parabel.

Hinweis: Die Distanz B Scheitelpunk tspricht dem halben Radius des
Scheitelkrimmungskreises der Parabel

4P

Abb. 5.21 Abb. 5.22

. Gegeben sind ein Kreis £, ein Punkt S auf £ und eine Gerade ¢. S sei ein Scheitel-

punkt und & der zugehérige Scheitelkrimmungskreis der zu bestimmenden
Ellipse. Ferner sei ¢ eine Tangente dieser Ellipse. Durch Anwendung einer zentri-
schen Kollineation mit § als Kollineationszentrum und der Tangente & von k in
S als Kollineationsachse fiihre man den Kreis & in die gesuchte Ellipse iiber. Ins-
besondere sind die drei weiteren Scheitelpunkte der Ellipse konstruktiv zu be-
stimmen (Abb. 5.22).

. Zu einem von dem Punkt O ausstrahlenden orthogonalen normierten Rechts-

dreibein O(e,e.e;) kennt man die Normalprojektionen von e, und e, auf eine
horizontale Ebene. O sei der hochste Punkt dieses Rechtsdreibeins (Abb. 5.23).
Man konstruiere die Normalprojektion von es auf die Ebene.

Hinweis: Man verwende die Rytzsche Achsenkonstruktion.

Gegeben sind eine auf =, liegende Kugel x und ein Pfeil [ durch Grund- und Auf-
riB. Durch [ ist die Richtung eines parallel einfallenden Strahlenbiindels vorge-
geben. Gesucht sind die Eigenschattengrenzen der Kugel und der Schlagschatten
von x auf ;.
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11.

Gegeben sind eine Lichtquelle S mit kegelférmiger Lichtausbreitung und ein auf
7, liegendes Prisma mit zweitprojizierenden Seitenflichen (Abb. 5.24). Man kon-
struiere die Begrenzungslinie des von der Lichtquelle S auf 7, und den Seiten des
Prismas erzeugten Lichtfleckes.

5

0

X7
! z

+ K

Abb. 5.23 Abb. 5.24

Durchdringungen von gekriimmten Flichen

Kontrollfragen

. Eine Drehkegelfliche werde von einer durch die Spitze dieses Kegels gehende

Ebene geschnitten. Wie sieht das Schnittgebilde von Kegelfliche und Ebene
aus? (Falldiskussion) ’

. Eine Zylinderfliche werde von einer Ebene geschnitten, die parallel zu einer

Erzeugenden dieser Fliche liegt. Wie sieht das Schnittgebilde von Ebene und
Zylinderfliche aus? (Falldiskussion)

. Wie ist die Schar von Hilfsebenen zweckmaBig zu legen, wenn die Schnittkurve

von zwei Zylinderflichen konstruiert werden soll?

. Wie ist die Schar von Hilfsebenen zweckmiBig zu legen, wenn die Schnittkurve

einer Zylinderfliche mit einer Kegelfliche konstruiert werden soll?

. Wie ist die Schar von Hilfsebenen zweckmiBig zu legen, wenn die Schnittkurve

zweier Kegelflichen konstruiert werden soll?

. Was versteht man unter dem StoB zweier sich durchdringender Korper?
. Der Abstand der Mittelpunkte zweier Kugelflichen betrigt 14 cm. Die Lingen

der Radien sind 13 em fiir die erste und 15 cm fiir die zweite Kugelfliche. Man
beschreibe Art und Gré8e der Schnittkurve beider Flachen.
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Aufgaben

1. Gegeben sind zwei Drehzylinderflichen @ und ¥. Die Zylinderfliche & ist erst-
projizierend, die Zylinderfliche ¥ ist zweitprojizierend. Die beiden Flichen
schneiden sich nach einer Ausreifung. Die Schnittkurve ist unikursal, d. h., sie
1éBt sich in einem Zuge durchlaufen (Abb. 5.25). Man konstruiere das Schrig-
bild der Schnittkurve vom Aufrif ausgehend mit dem Verzerrungsverhiltnis 2 = 1
und dem Verzerrungswinkel ¢ = 60°.

a
¢ 3
/“\ )
xl
- L

X1z /< 4
0 -

60

Abb. 5.25 Abb. 5.26

2. Gegeben sind eine auf 7, lotrecht stehende Drehzylinderfliche @ und eine Kugel-
fliche ». Die Zylinderachse und der Kugelmittelpunkt spannen eine zu z, paral-
lele Ebene auf (Abb. 5.26). Man konstruiere mittels einer Schar von Ebenen
parallel zu 7, den Aufrifl der Schnittkurve von Kugel- und Zylinderfliche.

Bemerkung: Die entstehende Raumkurve ist nach dem Satz von BEZouT von vierter
Ordnung. Wegen der bestehenden Symmetrie erscheint sie im AufriB doppelt iiberdeckt.
Ihr Bild ist daher eine ebene Kurve zweiter Ordnung. Man weise durch Rechnung nach,
da8 die Bildkurve ein Parabelabschnitt ist.

3. Fiir die folgende Aufgabenstellung wird von Paaren von Drehzylinderflichen aus-
gegangen. Der erste Zylinder & ist erstprojizierend, und die Achse des zweiten
Zylinders ¥ liegt parallel zur RiBachse. Die Schnittkurve der beiden Flichen ist
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mittels einer Schar von Hilfsebenen parallel zur AufriBtafel punktweise zu
konstruieren. Innerhalb eines gewissen Intervalls liefert jede Hilfsebene der
Schar vier Punkte der gesuchten Schnittkurve. Diese ist zunéichst ohne Beachtung
der Sichtbarkeit zu konstruieren. Die Sichtbarkeit ist anschlieBend noch heraus-
zuarbeiten. .

a) Die Durchdringung der Flichen bildet eine AusreiBung (Abb. 5.27). Im Aufri8
ergibt sich eine Kurve vierter Ordnung. Die Raumkurve selbst ist unikursal,
singularititenfrei und von vierter Ordnung.

I

Xy X2

A

Abb. 5.27 Abb. 5.28

b) Die Durchdringung der Flichen ist ein Grenzfall von AusreiBung und Durch-
bohrung (Abb. 5.28). Die Raumkurve besitzt einen Knotenpunkt. Sie ist rational
von vierter Ordnung.

c) Die Durchdringung der Flichen besteht in einer Durchbohrung (Abb. 5.29).
Die Schnittkurve ist eine aus zwei Asten bestehende Raumkurve vierter Ordnung.
d) Die Durchdringung der beiden Flachen besteht in einer Durchbohrung mit der
zusitzlichen Besonderheit, daB sich die Zylinderachsen schneiden (Abb. 5.30).
Wegen der bestehenden Symmetrie erscheint die Raumkurve im Aufrif doppelt
iiberdeckt. Ihr Bild ist daher ein Kegelschnitt. Man zeige durch Rechnung, da8
der AufriB den Ausschnitt einer Hyperbel liefert.

e) Die Achsen der sich durchdringenden Flichen schneiden sich. Ferner be-
sitzen die Drehzylinder den gleichen Radius (Abb. 5.31). Die entstehende
Schnittkurve hat zwei Knotenpunkte. Daher zerfillt die Raumkurve vierter
Ordnung in zwei Kurven zweiter Ordnung. Diese sind Ellipsen. Das Schnitt-
gebilde ist vom Aufri ausgehend in ein Schrigbild mit dem Verzerrungsverhilt-
nis A = 1 und dem Verzerrungswinkel ¢ = 60° zu iiberfiihren.



Durchdringungen von gekrii Flichen 93
a
¢ '3
v
vl b
Y 12
¢ v
.‘Q ) "
Abb. 5.29 Abb. 5.30
Sy
s’ \
v &
%
X2
X2
N
Abb. 5.31 Abb. 5.32



94

V. Darstellende Geometrie

4.

Gegeben sind der Drehkegel @, mit dem in =, liegenden Basiskreis &, und der
Drehkegel @, mit dem in x, liegenden Basiskreis k;. Die Spitzen 8, von @, und
8, von @, verbinde man durch eine Gerade g. Durch g lege man eine Schar von
Hilfsebenen, von denen jede die Kegelflichen &, und @, innerhalb eines gewissen
Intervalles nach je zwei Erzeugenden schneidet (Abb. 5.32). Die sich hierbei er-
gebenden Punkte sind Punkte der Schnittkurve der Flichen @, und ®,. Unter
Einbeziehung der Gr gen, in denen die Hilfsebenen einen der Kegel beriihren,
verschaffe man sich eine hinreichende Zahl von Punkten, die das Zeichnen der
Schnittkurve ermdglichen. Der Verschnitt der beiden Flichen ist unter Ein-
arbeitung der Sichtbarkeit darzustellen.

Bemerkung: Das hier skizzierte Verfahren bezeichnet man als Pendeleb rfahren.
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Arbeitsstufen der Problemanalyse

Kontrollfragen

1. Man charakterisiere die Modellmethode und crldutere diese an Beispielen.

2. Es ist der Unterschied zwischen einer Menge von Dingen und einem System zu
verdeutlichen.

3. Man erldutere an Beispielen die Aufgabe der Analyse, Synthese und Erkennung
von Systemen.

4. Welche Kriterien muB ein allgemeines Verfahren erfiillen, um ein Algorithmus
genannt zu werden?

5. In welchem Sinne ist ein Algorithmus ein Alphabetoperator? Man erlidutere diesen
Begriff an Beispielen.

6. Man stelle konkrete Algorithmen durch FluBdiagramme dar.
7. Es ist ein FluBdiagramm graphentheoretisch zu beschreiben.
8. Man charakterisiere die Arbeitsstufen der Problemanalyse.

Aufgaben

1. Abb. 6.1 zeigt das als Wheatstonesche Briicke bekannte elektrische Netzwerk
mit der Stromquelle £ und den Widerstinden a, b, ¢, d, e. Die Stromquelle habe
die elektromotorische Kraft Uy. Der Widerstand der von 4 iiber die Stromquelle E
nach C fiihrenden Leitung sei f. Zu berechnen ist die Stromstirke I, des iiber den
Zweig BD flieBenden Stromes.

Abb. 6.1

Lésung: Grundlage fiir die mathematische Mariellwrung sind die Kirchhoffschen Satze der
Stromverzweigung. Mit den in Abb. 6.1 verwend ichnungen ist der Spannungs-
abfall in den die Widerstiinde a, b, ¢ usw. enthaltenden Zweigen nach dem Ohmschen Gesetz
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U, = al,, Uy = bly, U, = cI, usw. Mit Hilfe des K punkt- und des Masch
gewinnt man das folgende lineare Gleichung fiir die Stromstérken:
Knotenpunktsatz bei
| -1, -1 +1, =0,
B I, — I, -1, =0,
c I, + I, —I, =0,
Maschensatz fir (1)
ABDA al, —dlg + el, =0,
BCDB by —cl, —el, =0,

ABCEA  al, + bl, + I, = U,.

. Fir die Koeffizientendeterminante findet man leicht den Wert
d=cfla+b+0c+d) +ea+b)o+d+fa+d)b+0e) +adb + 0
+ be(a + d). (2)

A verschwindet ni¢ht, wenn wenigstens drei der Widerstinde g, b, ¢, d ungleich Null sind.
Nach der Cramerschen Regel ist dann

bd —
I,=—U’(A—Ml. 3)

. In dem Netzwerk der Aufgabe 1 sei e = f = 0, und die Widerstinde c, d werden
als veridnderlich angenommen. Dann kann dieses als ein System & interpretiert
werden, das von den Parametern a, b abhingt und auf die einstellbaren Ein-
gangsgroBen ¢, d mit dem iiber die Briicke BD flieBenden Strom der Stirke I, als
Output reagiert (Abb. 6.2).

1 7an |
o 02

Die Analyse von & hat die Bestimmung von I, als Funktion von ¢, d und der
Systemparameter a, b zum Ziel. Bei der Syntheseaufgabe wird I, fiir eine gewisse
Menge M von Werten der EingangsgroBen vorgegeben, und die Parameter a, b
von & sind so zu bestimmen, daB dieses Input-Output-Verhalten durch das
System realisiert wird.

Man analysiere das System & und 16se die Syntheseaufgabe fiir den Fall, daB
¢ = d und die Briicke BD stromlos ist.

Lésung: Auf Grund von (3) und (2) ist

I = Uy(bd — ac)
* " ad(d + ) + be(a + d)
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Fir ¢ = d folgt daraus
I — Uy(d — a)
* ab+e) bt

80 daB I, = 0 genau dann gilt, wenn @ = b ist.

. Das Netzwerk der Aufgabe 1 sei mit einem festen und bekannten Widerstand &
.gegeben, so daB dieses im Hinblick auf Abb. 6.2 ein nur noch von dem Parametera
abhingendes System &(a) darstellt.
Eine Aufgabe der Systemerkennung liegt vor, wenn a fiir ein konkretes System
aus Beobachtungen des Input-Output-Verhaltens bestimmt werden soll. Man
interpretiere in diesem Sinne die bekannte Methode der Widerstandsmessung mit
der Wheatstoneschen Briickenschaltung.

Losung: Abb. 6.3 zelgt die Versuchsanordnung, wobei man sich die Wlderﬂtnnde c,
durch Abschnitte eines zwischen 4 und C P M:
realisiert denke, an dem ein Kontakt D verschoben werden kann, der iiber ein Galvano-
meter mit B verbunden ist. Zeigt dieses in einer bestimmten Lage von D Stromlosigkeit
der Briicke an, so folgt aus (3)

d

a=5b.—.
¢

Bekanntlich ist aber das Verhiltnis der Widerstandswerte d, ¢ gleich dem der entsprechen-
den Lingen I3 und J, der Abschnitte des Drahtes bei der Null ige des Instrumentes, so
daB

Abb. 6.3

. Bei der Aufstellung des Systems (1) war auf die lineare Unabhingigkeit der mit
Hilfe der Kirchhoffschen Siitze gebildeten Gleichungen zu achten. Beispielsweise
hitte die Anwendung des Knotenpunktsatzes auf D die Beziehung

—I.+1;+1,=0

geliefert, die man aus den Gleichungen bei 4, B, C linear kombinieren kann.

In der Elektrotechnik benutzt man das folgende Verfahren, welches gegeniiber
dem Vorgehen in Aufgabe 1 die Berechnung elektrischer Netzwerke wesentlich
vereinfacht und mit GewiBheit zu linear unabhingigen Gleichungen fiihrt.

1. Schritt: Man wihlt eine Masche zur Anwendung des Kirchhoffschen Satzes
aus und unterbricht diese an einer beliebigen Stelle. In dieser Weise fihrt man
solange fort, wie noch geschlossene Maschen in dem Netzwerk vorhanden sind.
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2. Schritt: In der k-ten der so ausgezeichneten Maschen fiilhrt man einen
Maschenumlaufstrom y; ein. Hiernach liBt sich jeder Zweigstrom additiv aus
Umlaufstrémen zusam: tzen.

3. Schritt: Man wendet den Kirchhoffschen Satz auf jede der ausgezeichneten
Maschen an, indem der Spannungsabfall in jedem Zweig mit Hilfe der Umlauf-
strome ausgedriickt wird. Auf diese Weise ergibt sich fiir die' Maschenumlauf-
strome ein lineares Gleichungssystem, welches ebenso viele Gleichungen wie
Unbekannte enthilt und dessen Koeffizientendeterminante von Null verschieden
ist.

4. Schritt: Nach Besti g der Umlaufstréme ermittelt man aus diesen
eindeutig die Zweigstrome.

a) Men lése Aufgabe 1 nach dem angegebenen Verfahren.
b) Man untersuche, ob dieses Verfahren einen Algorithmus darstellt.

™
-

Abb. 8.4

Lésung:

a) 1. Schritt: Nach dem Verfahren lassen sich etwa die in Abb. 8.4 mit I, II, IIT mar-
kierten Maschen auszeichnen, deren letzte die elektromotorische Kraft enthdlt und im
dbrigen durch 4, D, C, A bestimmt ist.

2. Schntt In I, II, III werden Maschenumlaufstrome y,, y;, ¥, mit den durch Pfeile an-
geg Ri ingefihrt (Abb. 6.4).

3. Schritt: Die Anwendung des Kirchhoffschen Maschensatzes auf I, II, III liefert fol-
gendes lineare Gleich y fiir die Sp gen U, Uy, ...:

@M U~ Us+ U, =0, }

am Uy—-U,—U,=0, 4)
(III) U, + Ug+ Uy = U,.
Zwischen den Zweig- und Masch laufstrd bestehen folgende Beziehung (vgl.
Abb. 6.1):
I, = Iy=4y, I, =y,
s =M% [ 4 3 4 s ®)

ILo=y— 9 It=—t+9 lai=-un+ty,,
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80 daB nach (4)

(@+d+ey —ey; —dy; =0,
—eyt+tb+tctey —eyy = 0, (6)

—dy e+ +d+Nu="U,
ist. Fiir die Koeffizientendeterminante ergibt sich der Wert (2). Zur Bestumn\mg von y,

h

und y, werden die in der Cr:
D, berechnet. Man findet
D, = Ugec +d(b + ¢ +e¢), D= Uyed + cla + d + ¢)].
4. Schritt: Fiir I, folgt mit y, und y, gemiB (5) wieder Ausdruck (3).
b) Das oben beschriebene Verfahren bestimmt zu einem Netzwerk, das abstrakt als ein
spezieller Gmph G charakterisiert werden kann, ein lineares Gleichungssystem L. Dieses
wollen wir im Sinne der FuBnote 1, MfL Bd. 9, S. 17, als Output zum Input @ auffassen.
Solange uber die sukzessive Auswahl der Maschen kel.ne Fesﬂegung erlolgt, ist das Ver-
fahren streng g kein Algorith — Dieei Outputs sind
natiirlich die Werte der Zweigstrome in einem solchen Netzwerk Die (zu be]ahende) Frage,
ob diese in algorithmischer Weise von L werden k soll hier
nicht untersucht werden.

Regel auf den Zihlerd D, bzw.

y

B,
B ¢ M(ry) c
7

A a a Az Abb. 6.5
N 0 X

. Abb. 8.5 veranschaulicht in einem kartesischen Koordinatensystem einen
Gelenkmechanismus, der von P. L. CEBYSEV in seinen grundlegenden Arbeiten
zur Approxnmatlonstheone untersucht wurde. Dieser besteht aus drei drehbar
mit der verbund Stiben A,B,, B,B, und A4,B,, deren Lingen gemiB
Abb. 6.5 gleich b und 2¢ sind. Die Drehpunkte 4,, 4, liegen auf der z-Achse im
Abstand a vom Ursprung.

a) Man bestimme die Bahnkurve des Punktes M und charakterisiere diese
Aufgabe im Sinne einer Systemanalyse.

b) Der Mechanismus ist ein von den Parametern a, b, ¢ abhingendes System.
Es wird gefordert, a, b, ¢ 80 zu bestimmen, daB M bei einer Bewegung iiber einem
gewissen Intervall der :¢~Achse mog]lchst wenig von einer Parallelen zu dieser

bweicht (Geradfiihrung ). Man interpretiere diese Aufgabe im

Sinne der Systemsynthese.

Lésung: a) Fir die Koordinaten der Punkte B,, B, findet man
Z =z —c-COBY, Y=y —c-giny,

Z,=z+o0-c8y, Yy =y+c-siny,
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wenn z, y die Koordinaten von M bedeuten. Die Bindungen von B,, B, driicken sich in den
Gleichungen

(@ +af + oyt =0t und (g —a)F+y?="b
aus, so daB
(4 a? +y* + ¢ —2((z +a)cosy + y-siny) =
(@ — 0P + 9t + ¢ + 2z — @) cos y + y - sin y) = b2
ist. Aus diesen linearen Gleichungen fiir cos y und sin y folgt

cosy=2—:o-(z’+y’+a’—b’+c’), siny=ﬁ(z‘+y'—a’+c‘—bz)
und demit
dalcly® = y¥a® + y® + a® — b® + %) + 2%z + ¥t — a® + ¢ — b?)?
oder — geordnet ns.ch.Pobenzen von z —
A+ Ay 42— a® o~ bY)
+atyt — et — B 2 £t — B 4 )]
+ yHY? + 0 — b2 + ) — dalcy? = 0.
Wir fiihren noch die Gr8en
z:=2a' und r:=y® —a® 4 ¢ — b )
ein und erhalten dann
22 4 (2r + 92) 2* + (r* + 2¢% + 4y%®) z + y¥r® + 4dy’a?(y? — %) = 0. 8)

Die betrachteten Gelenk hani stellen eine Klasse von Systemen dar, deren jedes
durch bestimmte Werte der Parameter a, b, ¢ charakterisiert wird und entsprechend mit
8(a, b, c) bezeiohnet; sei. 8(a, b, ¢) besitzt einen Freiheitsgrad, was etwa in der Bestimmtheit
der Lage des Mechanismis nach Wahl des Winkels y seinen Ausdruck findet. Damit er-
‘weisen sich auch die Koordinaten von M als Funktionen von y, und man kann 8(a, b, c)
als ein System interpretieren, das auf den Input y mit den Outputs z, y reagiert.

Die Analyse des Systems besteht in der Bestimmung der Abhingigkeit dieser GréBen von y
und den Parametern a, b, ¢: .

z=2z(y;a,b,0),. y=yly;iabo). (9)

Bei fixierten a, b, ¢ ist (8) beziiglich y eine Parameterdarstellung der Bahnkurve von 3f im
Sinne der Dl.fferentmlgeomotne Diese wurde bei der Losung der Aufgabe mit Ricksicht
auf eine spiits g in Form der algebraischen Kurve (8) gegeben.

b) Uber einem gewiuen Intervall der z- bzw. z-Achse soll (8) angenshert mit y = y,
= const erfiillt sein. Die Syntheseaufgabe besteht darin, die Parameter a, b, ¢ 80 zu bestim-
men, daB dieses Verhalten mogliohst gut realisiert wird.

Wir werdenr diese Fragestellung im Rahmen der Aufgaben zur Approximationstheorie
prézisieren und eine Methode entwickeln, neben @, b, ¢ auch die Linge des Intervalls fiir
einen gegebenen Wert y, zu berechnen.

. Man zeige, daB mit dem Euklidischen Algorithmus tatsichlich der groBte ge-

meinsame Teiler zweier positiver ganzer Zahlen bestimmt wird.
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7.* Bei der Abarbeitung des Euklidischen Algorithmus fiir zwei natiirliche Zahlen
z = y > 1 sei in dieser Bezeichnungsweise von MfL Bd. 9, 1.3., (r:= 1)
z=qy +ro
Y= + 1,
To = @1 + T2y
Tr=gar + 1,

Te2 = Qb1 + 7k
Te-1 = QenTe> n+0,
8o daB I:="k + 1 die Anzahl der Schritte (Zyklen) bis zum Abbruch des Ver-
fahrens bedeutet. Fiir die Abschitzung dieser GroBe, d. h. die Beurteilung des
Rechenaufwandes, ist die Theorie der Fibonaccischen Zahlen u, hilfreich. Diese
werden rekursiv durch
u =1, Uy =1, Up 1= Up_y + Upy (n>2)
definiert.
a) Man zeige, daB fiir 7 = 1(1)k
Y = UinTiag +wiri und Y = Uy (k=1)
gilt.

b) Mit & := —;- (1 +V5) gilt fiir die Fibonaccischen Zahlen die Abschtzung

a-t 1
— & "Su, £ —«

13 V5

n+l-
",

Man beweise mit deren Hilfe I < % log, y.

8. Es sei » > 1 eine natiirliche Zahl. Man formuliere einen Algorith zur Be-
stimmung aller Primzahlen p < = in ihrer natiirlichen Reihenfolge.

G Abb. 6.6

9. a) Die Rollen eines Differentialflaschenzuges haben die Radien R und r. Es sei
F, der Betrag der angehiingten Last, F, der Betrag der wirkenden Kraft (Abb.6.6).
Man besti F, im Glei hgewichtszustand.
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10.

11.

b) Der Differentialflaschenzug kann im Gleichgewichtszustand als ein von den
Parametern R, r abhiingendes System aufgefaBt werden, welches die Eingangs-
groBe F, in den Output F, transformiert. Es sei r vorgegeben. Man 16se folgende

Syntheseaufgabe: Wie ist R zu wihlen, wenn im Gleichgewichtsfall F, = 1 F,
betragen soll? 10
c) Man lsse folgende Aufgabe der Systemerkennung: An einem Differential-

flaschenzug ergibt F; = ‘ZLO F, Gleichgewicht. Welches Verhiltnis r : R zwischen
den Rollenradien R, 7 besteht?

Abb. 6.7 zeigt einen stabformigen Triger der Linge ! aus homogenem Material.
In den Punkten 4 und B greifen Krifte mit den Betriigen F, und Fjp in der in der
Abbildung gezeigten Weise an. Der Betrag des Eigengewichtes des Trigers sei F.
Mit [ als Langeneinheit kann man den Triger i Gleichgewichtszustand als ein
von dem Parameter F abhingendes System auffassen, welches die Eingangs-
groBen F, und Fp in die AusgangsgroBe z transformiert.

——
X _ i
A _.10 5
— —— - —  — —-0 — - ——
g <5
F;  Abb. 6.7

a) Man ermittle im Sinne einer Systemanalyse fiir beliebige Inputs F,, Fp die
Entfernung = des Punktes C von A. Welches Resultat wird fiir z erhalten,
wenn F gegeniiber F, und Fp vernachlissigbar klein ist?

b) Man bestimme F so, dafl z = % ist bei gegebenem Fgund F, = 0.

Betrachtet wird der schrige Wurf. Bei der mathematischen Modellierung in
dem kartesischen Horizontal (z), Vertikal (y)-Koordinatensystem der Abb. 6.8
bleiben der Luftwiderstand und weitere weniger bedeutsame Einfliisse unbe-
riicksichtigt. Die Bewegungsrichtung zur Zeit ¢ =0 sei durch den Winkel
(0° < x < 90°) gegeben; v, ist die Anfangsgeschwindigkeit.

a) Zu gegebenem o« und v, ist die Wurfweite W zu bestimmen.

Bemerkung: Bei der Losung der Aufgabe sollte man von der Zerlegung der Bewegung in
eine gleichformige Bewegung in z-Richtung und einen Fallanteil ausgehen und beachten,
daB diese sich iberlagernden Komponenten allein .mit Hilfe der Flugzeit koordiniert
werden kénnen. Man vergleiche damit den Aufwand, der sich ergibt, wenn zunichst die
Bahnkurve als algebraische Gleichung in z und y bestimmt wird.

Die Zerlegung von Sachaufgaben in Teilprobleme mit leicht iiberschaubarer Kopplung
(,,Modularisierung* mit dinnen ,,interfaces*‘) ist von DIJRSTRA als ein methodisches
Prinzip hervorgehoben worden.
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b) Man berechne W fiir v, = 800 ms~, « = 50° und diskutiere das Ergebnis
hinsichtlich der Versuchsresultate, die sich bei diesen Anfangsbedingungen fiir
ein GeschoB vom Kaliber 38 cm und ein Gewehrprojektil ergeben: SchuBweiten
von 34000 m bzw. 3200 m.

c¢) Die Erfahrung zeigt, daB bei einem KugelstoBer die KorpergroBe fiir die Er-
reichung groBer StoBweiten W bedeutsam ist. Man verifiziere das durch Berech-
nung von W. Dabei soll das Koordinatensystem der Abb. 6.9 zugrunde gelegt
und die Bemerkung zu a) beachtet werden.

y y
v 1]
(o o
0 x a x
-h
Abb. 6.8 Abb. 6.9

d)* Bei einem trainierten Sportler kénnen % und v, niherungsweise als konstant
angesehen werden. Wie miiSte der Winkel « gewihlt werden, wenn W maximal
sein soll? Man zeige, daB dann 30° < xy < 45° fiir den Winkel «, gilt. Welchen
Winkel «, erhdlt man fir 2 = 2,2m und vy = 10 ms~1? Welche StoBweite
ergibt sich?

s $ 74 4

Z i - ) .

4  strémungs- "—? Strémungs - 3

richtung ; richtung
4
ls
A B l A

‘Uj by, ¥ s
Abb. 6.10 Abb. 6.11

12.-Betrachtet wird ein Abschnitt eines hinreichend tiefen Flusses mit parallel

verlaufenden Ufern. Vom Punkt 4 aus startet ein Schiffsmodell mit konstanter
Geschwindigkeit # in Richtung zum gegeniiberliegenden Punkt B am anderen
Ufer. Infolge der Stromung des Flusses wird das Schiffsmodell gleichzeitig strom-
abwirts gefiihrt. Die Breite des Flusses sei b (Abb. 6.10).
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13.

14

a) Wie weit vom Punkt B entfernt wird das Schiffsmodell stromabwirts das
gegeniiberliegende Ufer erreichen, wenn angenommen wird, da8 die Stromungs-
geschwindigkeit in jedem Punkt der Wasseroberfliche konstant vom Betrag ¢,
ist? \

b) Denrealen Verhiltnissen besser angepaBt ist die Annahme, daB die Strémungs-
geschwindigkeit an den Ufern Null ist, nach der Strommitte hin zunimmt und in
der Strommitte den maximalen Wert vp,,, erreicht. Das Schiffsmodell wird sich
daher auf einer Bahn bewegen, wie sie in Abb. 6.11 dargestellt ist. Um diese an-
genihert zu ermitteln, machen wir den Ansatz

r=ut, y = agf® + ayt? + at + ao.
Man bestimme die Koeffizienten a, a,, a,, a3 aus den Randbedingungen an den
Ufern und mit Beachtung, daB der Betrag der FlieBgeschwindigkeit in der FluB-
nitte vp,, ist. Wie weit vom Punkt B entfernt wird das Schiffsmodell stromab-
wirts das gegeniiberliegende Ufer erreichen?

¢) Wie wire in a) v, als Betrag der mittleren Geschwindigkeit der in b) betrach-
teten Strémung zu definieren?

Wir betrachten eine Sammellinse als Input-Output-System. Systemparameter
sei die Brennweite f, EingangsgroBe die Gegenstandsweite g, AusgangsgroBe die
Bildweite b.

a) Als Aufgabe der Systemerkennung kann man den Systemparameter f nach
folgender Methode ermitteln: Die zu vorgegebenen Gegenstandsweiten g;
gemessenen Bildweiten b, werden auf den Achsen eines kartesischen g, b-Koordi-
natensystems abgetragen, und entsprechende Punkte werden geradlinig ver-
bunden. Man begriinde mit Hilfe der Abbildungsgleichung fiir Linsen, da8 sich
die geradlinigen Verbindungen im Punkt P(f, f) schneiden miissen.

b) Durch geeignete Skalierung der Achsen des g, b-Koordinatensystems und der
Geraden mit der Gleichung g = b 1dBt sich ein Rechenblatt (Nomogramm) ent-
wickeln, welches mit Hilfe eines Lineals die graphische Losung von Analyse-,
Svnthese- und Erkennungsaufgaben fiir das betrachtete System erméglicht. Man
entwickle unter Beachtung des Ergebnisses von a) ein solches Nomogramm.

Wir betrachten zwei den Raum ausfiillende Substanzen, die durch eine Ebene
getrennt sind, als ein System &(n,, n,). Die hervorgehobenen Parameter n;, n,
bedeuten die Brechungsindizes der beiden Materialien. Ein unter dem Winkel «,
aus dem Medium mit dem Brechungsindex #, einfallender Lichtstrahl wird beim
Austritt in das andere an der Trennebene gebrochen. Der Brechungswinkel «,
kann als AusgangsgriBe des Systems €(n,, n,) zum Input «, gedeutet werden.
a) Welches physikalische Gesetz ist Grundlage fiir die Losung der Analyse-,
Synthese- und Erkennungsaufgebe?

b) Erfolgt der Ubergang vom optisch dichteren Medium in das optisch diinnere
(n, > m,), 8o kann Totalreflexion eintreten. Man bestimme den sogenannten
Grenzwinkel der Totalreflexion und erliutere das Arbeiten mit einem Refrakto-
meter im Sinne einer Systemerkennung.
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Datenverarbeitung in Digitalrechnern

Kontrollfragen

. Man vergleiche das Zusammenwirken der Funktionsgruppen eines Digital-

rechners bei der Abarbeitung eines Algorithmus mit dem Vorgehen eines Men-
schen, der dabei neben konventionellen Informationsspeichern (Tafelwerke)
einen Taschenrechner benutzt.

. Man interpretiere die Darstellung von Zahlen in Positionssystemen als Beispiel fiir

die Darstellung von Informationen durch Worter iiber einem Alphabet.

. Die Informationstriger der Rechentechnik sind im allgemeinen bistabil. Was

1aBt sich daraus fiir die Speicherung von Zahlinformationen folgern?

. Was ist Codierung? Wann nennt man einen Code decodierbar?
. Man gebe Beispiele fiir codierende Abbildungen an und untersuche diese auf

Decodierbarkeit.

6.. Man konstruiere zu einigen Codierungen den jeweiligen Codebaum.

<

. Man definiere den Begriff der Booleschen Funktion.
. Was sind normalisierte (normierte) Zahldarstellungen? Man begriinde ihre Ver-

wendung mit der Struktur der Zahlspeicher in einem Rechner und der technischen
Realisierung arithmetischer Operationen.

Aufgaben

. Man vergleiche die Anzahl der Ziffern bei der Darstellung einer natiirlichen

Zahl im Dualsystem und einem g-adischen Positionssystem (g = 2).
Lésung: Die Anzahl der Ziffern bei der Darstellung von z ¢ N in einem g-adischen System
sei k(g, n) + 1. Dann ist gk(¢." die héchste Potenz von g, die in » enthalten ist. Der GroBen-
ordnung nach gilt duher n ~ gktg.n) und folglich
k(g, n) ~ l"—"~
Ing

Far groBe Werte von = stellt der Quotient

_ k2.n) ~ l_n_g~
1o)== kg,n) In2
etwa das Verhiltnis der zu betrachtenden Ziffernanzahlen dar. Man findet z. B. ¢(10) ~ 3,3.

. In MfL Bd. 9, 2.4., wird mit Bezug auf Tabelle 2.4 die Codierung der Dezimal-

ziffern im DreiexzeBcode als ein Problem der Informationsverarbeitung dar-
gestellt. Man entwerfe dazu ein binires Schaltsystem und stelle dieses mit den
allgemeinen Schaltkreissymbolen dar.

Lésung: Es sind vier Boolesche Funktionen auf der Menge der in Tabelle 2.4 angegebenen
‘Worter des Eins-aus-zehn-Code zu realisieren. Das ist ein spezielles Syntheseproblem fiir
ein bindres Schaltsystem mit zehn Ein- und vier Ausgingen. Die Nummern der Zeilen, bei
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denen in der Spalte von y; L erscheint, seien iy (j = 0, 1, 2, 3, 4). Die Alternative
Tiae ¥ Zie V Biyy V Tiay V Ty *)

liefert bei Belegung mit dem Codewort der i-ten Zeile, i = 0(1)9, den dort ausgewiesenen
yp-Bindrwert. In der Tat: Ist ¢ = ij; fir ein gewisses j = 0(1)4, 80 ist i, mit L belegt,
und (*) nimmt den Wert L an; wenn ¢ = i fir alle j = 0(1)4 ist, sind sémtliche Variable
in (*) mit O belegt. Auf diese Weise ergibt sich die in Tabelle 6.1 dargestellte Zuordnung,
und das gewiinschte Input-Output-Verhalten wird durch die Schaltung der Abb. 6.12

realisiert.
Tabelle 6.1
Yk Alternative (*)
% VB VI VIV,
n Ty VTGV TV T, VT,
Y TyV TV IV TV Ty
Ys TyVI3VIZ VIV,
Yo+
—p .
" ﬁ_ﬁg Yo
i H
ay—— Lo
X 4 L
’ F B—»
I [
Xy |
Pl
As i
o)
Xg l—v
" |
X t=E=h ), asbex
!

3. Bei der Decodierung ziffernweise bindr verschliisselter Dezimalzahlen sind
0,L-Tetraden als Inputs in zehn Output-Signale zu verwandeln, die zusammen ein
Wort des Eins-aus-zehn-Codes ergeben. Man entwerfe fiir den DreiexzeBcode
eine Decodierungsschaltung.

Lésung: Die Tabelle 2.4 in MfL Bd. 9, 2.4., ist als Darstell von zehn Schaltfunkti
23, k = 0(1)9, in vier Verdnderlichen y,, y,, ¥», ¥s von rechts nach links zu lesen. Da L in
jeder Spalte der Funktionswerte nur einmal erscheint, empfiehlt sich die Benutzung der
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kanonischen alternativen Normalform. Dabei mag man sich die Booleschen anktlonen £
Dann

auch auf nioht in der Tabelle erachei

de 0, L-Tetraden durch 0.‘... g

tionen

4.

werden diese durch die in Tabelle 6.2 angegeb El

Die Sohaltung der Abb. 6.13 realisiert das gewiinschte Input-Output-Verhalun. -

Tabelle 6.2

Z

Darstellung durch

Elementarkonjunktionen

z,
£
Zy
Z3
£
5
Zs
z7
zy
Zy

yo’\!ll"gx"ga
!Io'\!h’\y:"!la
.'Io’\!lx’\y:"!la
!!o"!:"!n"{s
Yo AU AYsAYs
yo"!lx"l/l""/s
yo"!ll"!h’\!la
.'Io"!/l"!h"!/s
go’\gl’\y:’\!/:
YorhAYz A Ys

Jo
W
123
¥

Xo

J\D§_‘
|24

— X3
| ) X
—] X

Abb. 6.13



108 VI. Numerische Mathematik und Rechentechnik

4. In einem g-adischen Positionssystem (g = 2) sei G die Menge der normahsnerten
Gleitkommazahlen

+0,2.2,...7, - g1 1) *)
mit

—k<sj=sl, klecN*
und der Normalisierung (MfL Bd. 9, 2.5.1.)

12, =91, 0=z <g—1 fir =21y

Man untersuche die Verteilung der normalisierten Gleitkommazahlen. Aus

Symmetriegriinden geniigt es, die Menge @, der positiven Zahlen von G zu

betrachten.

Speziell sind folgende Fragen zu beantworten:

a) Welche ist die groBte bzw. kleinste Zahl in G, ?

b) Wie viele normalisierte Gleitkommazahlen enthdlt ein Skalenintervall
Lo g

c) Sind die Zahlen von G, in einem Skalenintervall & t verteilt, und

wie gro8 ist gegebenerifalls der Abstand a,ufemanderfolgender Elemente?

d) Wie viele Elemente enthilt.G@,?

Losung: a) Die groBte Zahl in G, ist %)
0g =g tog—tgi =g =1 (T4 4o+ )

—g - gLz
Py

L gitgt
= — 1.
1 9" )

Die kleinste Zahl in @, ist

0,100... 0. g% = g-(k+1),
b) Im Intervall [ g-*, ¢/[[ haben alle Elemente von @, den Skalenfaktor g; die kleinste und
groBte Mantisse ist 0,100...0 bzw. 0, g — —1g—1...9 — 1 (vgl a)).

Die Anzahl der Elemente von @, im Skalenintervall ist gleich der Anzahl der verschiedenen
Belegungen von ¢ Stellen mit den g Ziffernsymbolen des Positionssystems, wobei die erste
Ziffer nicht O sein darf. Auf diese Weise ergeben sich g'~'(g — 1) normalisierte Gleit-
kommazahlen. Die Mantissen derselben gewinnt man ausgehend von 0,100...0 durch
sukzessive Addition von 0,00...01. Speziell ist

0,100...0 + [g*-}(g — 1) — 1] - 0,00...01 = (g* — 1) - 0,00...01,
was mit dem Skalenfaktor g/ die groBte Zahl von G, im Intervall [[g#, g/([ liefert, namlich
(g* — 1)-0,00...01 - g7 = (1,00...0 — 0,00...01) - g =0,g — 1g — 1...g — 1-gf.

1) Als Elemente von G werden sowohl die Zahlworter der halblogarithmischen Darstell
(*) als auch die diesen henden Zahlen bezeich

HFirl<a<g ac€ N bedeutet hier ¢ die a entsprechende Ziffer in dem g-adisohen
Positionssystem.

g
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Das Skalenintervall (g1, g/([ enthiilt also g*'(y — 1) Elemente von G,, und weiter gilt:
c) Die in [g1, ¢/[[ liegenden Zahlen von @, sind équidistant mit dem Abstand g/~ ver-
teilt. Auch gf hat von der groBten in diesem Intervall gelegenen Zahl aus @, diesen Abstand,
da

ggt — 1) + gt =g
ist.
d) Es gibt k& + I + 1 Skalenintervalle und damit nach b)

(k+1+1)g"Yg —1)
Elemente in G,. Man vergleiche dazu die Aufgaben 14 und 15.

. Fiir die Speicherung der in Aufgabe 4 betrachteten normalisierten Gleitkomma-
zahlen ist natiirlich die Einschrinkung, daB die erste Ziffer der Mantisse von
Null verschieden sein soll, nicht erforderlich. Wird sie aufgehoben, sogewinnt man
die G umfassende Menge M der Maschinenzahlen. Die Gesamtheit der positiven
Elemente von M werde mit M, bezeichnet. Man zeige:

a) M ist echte Obermenge von G und 0 € M.

b) Ist z € M und z, 0, soist z € G.

c) Esseize M, und z =0,2y2,...%¢- ¢, "k < j<lLey=2,=---=2,=0,
o1 F O fiir 0 < ¢ < ¢, esne Darstellung von z. Unter diesen Voraussetzungen
gilt z € G, genau dann, wenn —k < j — 8 ist.

d) Offensichtlich gehéren die in einem Skalenintervall [g/2, ¢/, —k <j <,
liegenden Elemente von M, zu G,. Die Zahlen in M,\@, sind dquidistant mit
dem Abstand g—*+9 verteilt.

Lésung: a) bis c) ist klar.
d) Es sei z € M, \\G,; Z bedeute die aus z als Element von M, zu gewinnende normalisierte
Zahldarstellung. Ist also

2z = 0,00...0z,,,...2¢ - g/, -k=j=1,
so gilt
% = 0,3441...700...0 - gi-*.
——
& Nullen

Nach c) folgt aus j — s = —¥k, daB z € @, ist. Es kann somit j — 8 < —k angenommen
werden. .
Nunseih = 0so bestimmt, daBj — h = —k, alsoh = j + kist. Dann gilt h < s und

z = 0,00...0z,,, ... 200...0 - gI-* = 0,00...0z,,,...2,00...0 - g%
h Nullen
Damit erweist sich z als eine positive Zahl, die sich mit dem Exponententeil g~* und einer
Mantisse darstellen 1iBt, deren erste Ziffer verschwindet. Umgekehrt gehoren alle diese
Zahlen zu M, \ G,. Aus den Betrachtungen zu Aufgabe 4 c) folgt nun sofort, daB die Ele-

mente von M, \ G, dquidistant mit dem Abstand g—(+% verteilt sind. Die kleinste dieser
Zahlen ist

0,00...01 - g% = g—(k+0),
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Die groBte dieser Zahlen
0,09 —1g — 1...g — 1. gk = g-ks1) _ g(ks)
hat von der kleinsten Zahl in @, ebenfalls den Abstand g-(¥+.

. Reelle Zahlen sind als Eingabedaten oder Resul von Rechnungen im allge-
meinen keine Maschi hlen, mii vielmehr zum Zwecke ihrer Weiter-
verarbeitung oder Speicherung durch b hbarte El te von M ersetzt

werden. Das damit verbundene Approximationsproblem lautet:

Fiir gegebenes = € R ist y* € M so zu bestimmen, daB

|z — y*| = min |z — y| *

veM

ist.
Zur Losung von (*) betrachte man den folgenden Algorithmus: Es sei z == 0.
1. Schritt: |z| in der Form [z| = 2’ - g/ darstellen, wobei 2’ = 0,2,2,...7;...
und z; & O ist.
2. Schritt: Die g-adische Darstellung von 2’ = 2’ + — g“ bilden.
3. Schritt: Abschneiden aller Ziffern, die auf die ¢-te Zlfier nach dem Komma
folgen, fiihrt auf 2",
4. Schritt: rd (z) :=sign (z) - 2"’ - ¢
Im vierten Schritt wird dem Eingangsdatum z ein der Rundung im Rechen-

¢ hoehildet.

autc g Funktionswert rd (#) zugeordnet.

Man zeige: Ist d (z) € G, dann 16st y* = rd (x) das Approximationsproblem (*).
Lésung: Fir d@eq gilt

5 o, ;g v _ 1 s
e — 1 @) = Jlel — 29| =}’ — = @ -t =2 |d

lg! =

0,00...08ee — ly—‘
o 2
¢ Stellen
Da |z| im Intervall (g, g'] liegt, ist der Abstand aufeinanderfolgender Maschi hl

nach Aufgabe 4c), 5 gleich gi~*. Daraus folgt, daB z durch eine nuchstgelegene Maschinen-
zahl approximiert wird.

1 1
i < t _ gt gl = —gf-t.
g '9 20 '9 29

. Wenn fiir die nach dem Algorithmus der Aufgabe 6 bestimmte Zahl d () ¢ @

gilt, bedeutet das fiir den Exponenten j < —k oder j > I. Man spricht dann von
E’vpcmentenmderlauf bzw. -iiberlauf. Letzterer wird s.ngezelgt und fithrt zum
Abbruch einer Rechnung durch den Automaten. Bei Expc terlauf wird
durch die niichstgelegene Zahl aus M approximiert.

Man zeige, daB dazu der folgende Algorithmus geeignet ist :

Es sei |z] = 0,2,73...2, - g%, 2, +0,j < —k.

0. Schritt: k so bestimmen, daB j + & = —k, also b = —(k + §).

1. Schritt: |z| in der Form |z| = z’g~* darstellen; dabei ist

z' = 0,00...02,2;...2,

——
A Nullen
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2.Schritt: 2"’ =2’ + %g" in g-adischer Darstellung bilden.

3. Schritt: z'”’ entsteht aus '’ durch Abschneiden aller Ziffern, die auf die ¢-te
Ziffer nach dem Komma folgen.

4. Schritt: rd (z):= sign (x) - £’ - g% 16st das in Aufgabe 6 formulierte
Approximationsproblem (*).
Lésung:

|z —rd (@) = lle] — =g ¥ = |2 — 2| g = |2 _%r, — | g

—|0,00...0000 — L gt
—— 2
t Stellen
Auf Grund von Aufgabe 5d) folgt daraus die Behauptung.

- é%r‘r‘ = %g—(nn,

8. In den folgenden Aufgaben zur Konvertierung und Rekonvertierung verwende
man die Ziffern des Dezimalsystems. Weiter entsprechen 10, 11,...,15 die
Ziffern A, B, ..., F (MfL Bd. 9, 2.2.).

a) Man ermittle fiir die Dezimalzahl 3387 die Darstellung im Oktalsystem
(g = 8) und gewinne unmittelbar die Dualdarstellung und aus dieser wiederum
unmittelbar die Darstellung im Hexadezimalsystem (g = 16).

b) Gegeben ist die Zahl 317B7 in Duodezimaldarstellung (g = 12). Gesucht ist
die entsprechende Darstellung im Hexadezimalsystem.

c) Man ermittle fiir den Dezimalbruch m = 0,125 die entsprechende Darstellung
im g-adischen Positionssystem, wenn g = 2, 5, 8, 12, 16 ist.

d) Gegeben sind der periodische Bruch 0,C in Hexadezimaldarstellung und der
periodische Bruch 0,2A in 1ladischer Darstellung. Gesucht ist jeweils die ent-
sprechende Darstellung im Dezimalsystem.

9. Eine kanonische alternative Normalform wird wie folgt schrittweise semantisch
dquivalent umgeformt?):

(BT AZ)V (AL V(B AT, (1)
. dgeem x; A (2, V Fy) V (% A F), (2)
dqeem z, v (F; A &), ’ (3)
dqsem (2, v &) A (7y v %), 4)
dqsem z, v 7,. (6)

Man zeichne zu jedem der Ausdriicke (1) bis (5) die zugehérige Reihen-Parallel-
schaltung. Man stelle jeweils fiir die Ubergéinge von einem zum folgenden Aus-
druck fest, welche Regel zur Umformung benutzt wurde, und verfolge die schritt-
weise Vereinfachung auch in den Schaltungen.

1) Amdrﬁoke henBen semantisch iquivalent, wenn die ihnen entsprechenden Booleschen
F wertverlaufsgleich sind (vgl. MfL Bd. 9, 2.4.2.). Als Relationszeichen wird ,,dgsem**
verwendet.
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10. Gegeben sind die.in Abb. 6.14 und Abb. 6.15 dargestellten Schaltungen. Fiir

Xy
X,—’— x
Xg——
A3

jede Schaltung ist zu priifen, ob sie vereinfacht werden kann, ohne daB das
Outputverhalten geandert wird.

__D_

L —

Abb. 6.14 Abb. 6.15

11.

12.

13.

Gegeben ist die in Abb. 6.16 dargestellte Reihen-Parallelschaltung von Kon-
takten. Die Schaltung soll ohne Anderung des Outputs so weit wie méglich
vereinfacht werden.

il 2.

i %2 %
X

7

Abb. 6.16
)

Anleitung: Man forme die der Schaltung entsprechende alternative Normalform nach
den Regeln des Aussagenkalkils semantisch #quivalent in den Ausdruck (%, v %)
A (g v 5) oder Zy A 23 v 7, A Fy um.

Es soll ein Examensautomat konstruiert werden. Jeder zu Priifende hat vier
Fragen zu beantworten. Fiir jede Frage sind zwei Antworten vorgegeben, wobei
jedoch nur eine der beiden zutrifft. Entsprechend stehen zur Beantwortung jeder
Frage zwei Schalter zur Verfiigung. Das Testat wird erteilt, wenn fiir wenigstens
drei Fragen die richtige Entscheidung getroffen wurde. Als Signal fiir den be-
standenen Test soll eine Lampe aufleuchten.

a) Man ermittle eine Reihen-Parallelschaltung fiir den Examensautomaten.

b) Unter Verwendung von Briickenschaltungen soll die Reihenparallelschaltung
vereinfacht werden.

Fiir das Einschalten der StraBenbeleuchtung einer Stadt soll ‘eine Reihen-
Parallelschaltung entwickelt werden. An » Schaltstellen sind Schalter angebracht.
Jeder Schalter wird automatisch betiitigt, wenn an der betreffenden Stelle eine
















































































































































































































































