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Vorwort zur zweiten Auflage

Fiir den Autor ist es immer sehr erfreulich, wenn sein Buch schnellen Absatz findet.
Dies zeigt den richtig eingeschitzten Bedarf und das Interesse der Nutzer. Er kann
sicher sein, daf es auch gelesen und im Fall eines Lehrbuches auch benutzt wird.
Vieles Lesen und Benutzen fordern dann naturgemaB auch zunichst verborgene
Maingel ans Licht und erzeugen Hinweise zur Verbesserung. Solche erhielt ich mit
groBem Dank fiir den numerischen Teil von den Herren Prof. PrL (Berlin) und
Zmerke (Halle) sowie fiir den Teil Mikroelektronik von den Herren Prof. GERDES

(Rostock) und SoaMIDT (Dresden).
Der Abschnitt iiber Tasch hner wurde nach den inzwischen selbst gewonnenen
Erfahrungen in der Ausbildung erginzt und geindert. Hier unterstii mich Herr

Dr. WiNKLER (Dresden). Die Tasch h vertreten durch den Typ SR 1, haben
nun ihren Platzin der Schule ab Klasse 7. In der Lehrerausbildung muB8ihr Einsatz von
hoherer Warte aus beleuchtet werden. Insbesondere gilt das fur die Eigenarten des
Rech mit begrenzter Stell hl und fiir Tasch h Itatanzeigen, die
oft von dem intern verwendeten Zahlsystem und der internen Stellenanzahl abwei-
chen. Letzteres gilt sogar bei Kleincomputern und deren Programmiersprachen.
Seit dem Erscheinen der ersten Auflage ist die Entwicklung auch beziiglich des

Einsatzes von Klei putern (KC 85/1 vom VEB Kombinat Robotron und KC 85/2
vom VEB Kombinat Mikroelektronik) in der Lehrerausbildung und sogar in Schulen
in groBen Schritten vorangel Das Umsetzen der Prog in die BASIC-

Version der genannten Computer ist sehr einfach. Lediglich bei den FOR-TO-NEXT-
Zyklen ist zu beachten, daB die KC — ahnlich wie z. B. auch Commodore — den
Zyklustest nachgestellt durchfiihren und daB Variablennamen nur aus zwei Zeichen
bestehen diirfen.

Zum Buch sind von der Zentralstelle fiir Rationalisierte Lehrmittel (ZRL) Erfurt
des Ministeriums fiir Volksbildung zwei Foliensitze und eine Programmkassette
fiir den KC 85/1 beziehbar.

Dresden, Sommer 1987 I. 0. KERNER



Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

Um der Bedeutung der Numerischen Mathematik und des algorithmischen Aspekts
in der Mathematik einerseits und der Entwicklung der Mikroelektronik sowre der
damit zunehmenden Verbreitung der Tasch hner und Vid puter -
seits Rechnung zu tragen, erteilten die Herausgeber der Studienbiicherei, Reihe
,,Mathematik fiir Lehrer*, den Auftrag, einen Band des vorgelegten Titels abzufassen.
Mathematiklehrer wissen aus der tiglichen Praxis, daB der Taschenrechner schon
nicht mehr im Mathematikunterricht lgnonert werden kann. Der 8. Pidagogische
KongreB 1978 hat zu der in di g entstehenden auch ok i-
schen Problematik Stellung genommen und in den Grundziigen die kiinftigen Schritte
fixiert. In einer Gruppe von Schulen des Bezirkes Dresden wurden methodisch-
didaktische Schulversuche zum Einsatz von Taschenrechnern in 7. Klassen durch-
gefiihrt, und wi haftliche Untersuchungen im Auftrag der Akademie der Pad-
agogischen Wissenschaften zum ,,Fiir-und-Wider” und zum ,,Wann-Wo-Wie* liefen
an bzw. wurden verstirkt fortgesetzt. Eine resultierende MaBnahme ist dieses Buch,
denn bei einer sorgfiltig abgewogenen Einfiihrung und Nutzung der Taschenrechner
in der Schule (ab 1984 in den EOS und ab 1985 in den POS) muB8 man wohl mit der
Information der Lehrer und erst recht der zukiinftigen Lehrer beginnen.

Unter Kleinstrechnern im Sinne des Titels verstehen wir Tisch- und Taschenrechner,
wobei der Kreis bis auf die progra.mmlerba.ren Heim- oder Videocomputer ausgedehnt
wurde. de die letztg erlauben im Einsatzbereich der Numerischen
Mathematik besondere Moglichkeiten der Demonstration. Dariiber hinaus kénnen
sinnvoll die verschiedensten Probleme aus der ingenieurtechnischen oder 6konomi-
schen Praxis oder auch aus anderen Gebieten bearbeitet werden. Da im wesentlichen
Rechner des Typs ,,HC 900“ bzw. ,,Z 9001 vom VEB Kombinat Mikroelektronik
bzw. VEB Kombinat Robotron und ZX Spectrum von Sinclair Research Ltd. in den
Darstellungen zugrunde gelegt wurden, hoffen wir auch auf eine Nutzung des Buches
auBerhalb der Volksbildung in Industrie, Forschung und Verwaltung — iiberall dort,
wo diese niitzlichen Geriite vorhanden sind. Derartige Kleinstrechentechnik erlaubt es,
viele Aufgaben rascher und billiger zu bearbeiten, als es im Verkehr mit einem Rechen-
zentrum, welches groBere Computer betreibt, moglich wire. Das unvermeidliche
Hin und Her bei der Programmentwicklung und Programmkorrektur mit der Ein-
ordnung in den Stapelbetrieb verursacht selbst bei einem Rechenzentrum im eigenen
Betrieb oft tagelange und mitunter auch wochenlange Bearbeitungszyklen sogar fiir
kleine Programme. Abhilfe wird erst zukiinftig durch Datenendstellen und Dialog-
terminale geschaffen werden. Jetzt aber ist es durch Kleinstrechentechnik schon
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moglich, sofort am Arbeitsplatz, in der Werkstatt oder sogar im freien Feld ein
Programm zu erstellen und auch fehlerfrei zu machen, was je nach Problem eine
Arbeit von Minuten oder wenigen Stunden ist. Die Kleinstrechentechnik hat sich auf
diese Weise schon einen groBen Freundes- und Nutzerkreis erworben und auch die
Rechenzentren von vielen Miniproblemen befreit. Die Programmierung erfolgt in
BASIC, ist also leider noch sehr hi ientiert. Das mindert die Universalitit
der im Buch enthaltenen Beispielprogramme, die bei einer mehr problemorientierten,
wenn auch einfachen Sprache gréBer wire. Kleinstrechentechnik- mit problemorien-
tierter Programmiersprache ist dringend erforderlich und wiirde eine effektivere
Nutzung der Geréte ermoglichen.

Es kann nun gewi8 nicht in kurzer Frist jede Schule mit einem Klassensatz Ta-
schenrechner oder jedes mathematische Kabinett bzw. jeder Fachunterrichtsraum
mit einem programmierbaren Tischrechner ausgestattet werden, ebensowenig wie
es sehr bald Schulcomputer oder Terminalanschliisse an Rechenzentren in den
Schulen geben wird. Die jetzigen Lehrerstudenten und Absolventen werden aber rund
40 Jahre im Beruf stehen. Das heiBt, ihr berufliches Wirken reicht betrichtlich in
das niichste Jahrtausend hinein. Dies gilt um so mehr, wenn man bedenkt, daB sie
dabei junge Menschen auf deren Titigkeit im Arbeits- und Produktionsproze8 vor-
bereiten.

Im gegenwiirtigen Zeitpunkt konzentrieren wir uns auf die Lehreraus- und Weiter-
bildung. Die genannten Gerite finden sich deshalb an Universititen und Hochschulen
und werden selbstverstindlich such fiir die Ausbildung und Forschung anderer
Disziplinen und Wi haft tat

Im vorliegenden Buch wird besonders der dynamische algorithmische Aspekt der
Numerischen Mathematik hervorgehoben. Es werden Losungsverfahren vorgestellt
und gegeneinander beziiglich der Effektivitit abgewogen. Wegen der notwendigen
Beschrinkung des Umfangs muBte auf eine ausfiihrliche Behandlung der analytischen
oder besser funktionalanalytischen Seite verzichtet werden. Der kunitlge Lehrer
soll durch dieses Hervorheben der numerischen Verfahrenstechnik
auch in der Schulmathematik nach Ansatzstellen zur Vermittlung elner slgonth-
mischen Denk- und Arbeitsweise zu fahnden. In der Tat gibt es diese iiberaus zahl-
reich in allen Gebieten. Es sei hier nur auf die Méglichkeiten zur Klarung der Schiiler-
fragen verwiesen: Wir berechnet man Quadratwurzeln, Kubikwurzeln oder héhere
Waurzeln? Wie sind die Zahlenwerte in Logarithmen- und Funktionentafeln gefunden
worden? Wie sind = und e auf so viele Stellen berechnet worden? Die Stoffauswahl
aus der Numerischen Mathematik fiir den Inhalt dieses Buches wurde vom giiltigen
Lehrprogramm fiir die Mathematik-Fachlehrerausbildung bestimmt. Entsprechend
dem Titel sind Kapitel zur Kleinstrechentechnik hinzugefiigt. Diese reichen von
einer Klassifizierung der Taschenrechnertypen iiber Hinweise, wie man mit einfa-
cheren Geriten doch noch niherungsweise und mit relativ wenigen Tastungen zu
den Werten einfacher transzendenter Funktionen kommt (Logarithmus, Exponen-
tialfunktion, Winkelfunktionen, Arcusfunktionen) und wie in mikroelektronischen
Geriiten intern schnell, d. h. mit 2 bis 3 Divisions- oder Multiplikationszeiten, diese
Werte berechnet werden, bis zu Informationen iiber die physikalisch-technische Seite
der Mikroelektronik.

8 gt
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Der Taschenrechner im Mathematikunterricht konnte diesen revolutionierend ver-
andern. Er ist in einfachen Formen sogar schon recht friih einsetzbar. Spielend er-
kennt der Schiiler die Wirkung einfacher und el tarer arithmetischer Gesetze
wie die der Kommutativitit, der Assoziativitit und der Distributivitit. Er wird
vertraut mit der Dezimalbruchdarstellung der Zahlenwerte. Die Ubungsphasen kén-
nen bereichert werden mit dem, was wirklich geiibt werden soll, da belastende arith-
metische Kleinarbeit vom Taschenrechner erledlgt wird. Auch die Abschnitte iiber
Tafelarbeit, Rechenstab und logarithmiscl h konnten gekiirzt, eventuell
sogar gestrichen werden. Der Wegfa.ll von Tafeln und Rechenschiebern kompensiert
teilweise die Kosten eines Taschenrechners. Behandelte Aufgaben werden wirklich-
keitsniher. Es konnen auch , krumme* Eingangsdaten verwendet werden. Rechen-
gang und Resultate brauchen nicht mehr ,,aufzugehen®, was bisher das einzige Mittel
der Aufgabenkonstrukteure war, die eigentlich unwesentliche arithmetische Arbeit
zu reduzieren. Damit entfillt fiir den Schiiler das unsachliche Kriterium ,,aufgegan-
gen“ fiir die Korrektheit seiner Losung.

Ich méchte nur noch zu einem Argument der Skeptiker, Warner und Pessimisten
Stellung nehmen, welches lautet: ,Mit dem Einsatz der Taschenrechner wird die
ohnehin in weiten Kreisen der Bevdlkerung sehr gering entwickelte Fihigkeit zu
arithmetischer Arbeit noch mehr verkiimmern. Man wird abhéngig von einem Hilfs-
mittel. Versagt dieses oder ist nicht zur Hand, so kann man iiberhaupt nicht mehr
selbst rechnen. An diesem Argument ist im letzten Teil etwas Wahres. Ich bin
aber mit vielen Fachkollegen der Meinung, daB mit den Taschenrechnern die Be-

itschaft zum Rech vielmeh h wird, da die wegen der arithmetischen
Arbeit abschreckende’ Wirkung vieler Probleme verblaft.

Bei der Herstellung und Abf; ng des Textes habe ich viel Unterstiitzung und
Hilfe erhalten. Vor allem danke ich Herrn Prof. Dr. W. ENGEL, Rostock, fiir die
grundlegende Anregung sowie Herrn Prof. Dr. G. Magss, Rostock, und Herrn Prof.
Dr. M. ScuNEIDER, Karl-Marx-Stadt, fiir zahlreiche Ratschlige und verbessernde
Hinweise. Herrn Prof. Dr. H. GERDES, Rostock, danke ich fiir die Durchsicht des
Abschnitts iiber Mikroelektronik. Meinen Kollegen von der Pédagogischen Hoch-
schule Dresden, insbesondere Herrn Dr. H. BaucH, Frau Dr. E. Staai (fiir die
Durchsicht des Abschnittes Statistik) sowie beziiglich schulpraktischer und schul-
methodischer Informationen Herrn Dr. S. SCHNEIDER, habe ich fiir Hinweise und
Diskussionen zu mathematischen Teilfragen herzlich zu danken.

Die Herstellung des Typoskripts besorgten fleiBig und mit personlichem Engage-
ment Frau W. Scamipr, Frau E. FoRgER und meine Frau. Auch ihnen sei fiir diese
nicht immer leichte, 6fteren Anderungen unterworfene Arbeit herzlich gedankt.
Ebensolcher Dank gebiihrt fiir das Anfertigen vieler Zeichnungen den Mitarbeitern
Frau M. Scamipr, Herrn G. MokroNowsKI und Frau H. TANNER. SchlieBlich ist den
Mitarbeitern des Verlages, vertreten in Frau B. Mar, fiir die verstindnisvolle Zu-
sammenarbeit und den Mitarbeitern der Druckerei fiir die sorgfiltige Arbeit im
ProzeB der Herstellung aufrichtig zu danken.

Dresden, im Dezember 1986 Imuo O. KERNER
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1. Einfihrung

1.1.  Algorithmisches Denken in der Schulmathematik

Bei der Durchsicht der Mathematiklehrbiicher und Lehrpline fiir Schulen bemerkt
man bald eine Bevorzugung der iunktlonalen (und zwar in expliziter Formelgestalt)
und formelméBig: hiinge, und d folge wird auch diese Denkweise
entwickelt und gefomlert Nach einer langen ,,euklidischen® Periode im Schulmathe-
matikunterricht wurde diese nach einer Forderung von FELIXx KLEIN um 1900 durch
Einfiihrung und Forderung des funktionalen Denkens abgelost. Entsprechend der
stiirmischen Entwicklung der Mathematik im 18. und 19. Jahrhundert, insbesondere
der Analysis, war das auch eine zwingende und folgerichtige Entscheidung. Jetzt
aber stehen wir offenbar wiederum an der Schwelle einer Anderung — oder besser
Erginzung — des mathematischen Denkens und eben auch der Schulmathematik.
Diese legt in jungen Menschen den Grundstein ihrer mathematischen Bildung, und
fiir sehr groBe Teile der Bevilkerung vermittelt lediglich die Schule einen Einblick
in die Mathematik als ein Ergebnis menschlicher Geistes- und Denkgeschichte iiber-
haupt.

Es ist Anliegen und Aufgabe der Schule, den jungen Menschen in verschiedenen
ausgewihiten Wi gebieten die Ergebni hlichen Forschens und h
licher Arbeit bleibend und nachhaltig zu vermitteln, um sie fiir das Leben vorzu-
bereiten und ihnen ein Weltbild zu geben, welches der Realitit nach dem gegenwiir-
tigen Erkenntnisstand mdoglichst gut entspricht.

In Gesellschaftswi haften und Naturwissenschaften folgt man sehr genau
dieser Richtlinie. Beispielsweise haben sich die Lehrinhalte der Biologie um die
Mikrobiologie, der Physik und Chemie um Kernphysik, Raketentechnik und hoch-
polymere Kunststoffe erweitert. )

Auch in der Mathematik hat man Reformen im Schulstoff durchgefiihrt. Beispiels-
weise wurde eine Umstellung des Grundwissens auf die Mengenlehre vorg
Das entsprach véllig einem modernen Stand der mathematischen Wissenschaft und
spiegelte sich in gleichartigen Prozessen in anderen Lindern wider.

1.1.1.  Algebraische Gleichungen

Durch die Entwicklung von Hochleistungsgeriten fiir die praktische numerische
Arbeit (elektronischen Rechengeriiten oder Datenverarbeitungsanlagen) im Wechsel

spiel zwischen Anforderung und Angebot hat sich auch eine Riickkopplung auf die
Mathematik selbst ergeben. Wihrend man in der Schule jedenfalls oft zufrieden ist,
wenn man fiir eine Aufgabenklasse eine ,,Losungsformel* entwickelt hat, in welche
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dann aktuelle Aufgabenparameter lediglich einzusetzen sind, werden in programm-
gesteuerten Automaten ,Rechenverfahren“ oder Algorithmen abgearbeitet. Ein
typisches Beispiel fiir das Formeldenken ist die Vermittlung der Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen:

#+pr+q=0,
2
x1,2=—%:l:l/%—q mit p%®—4¢ =0.

Im Lehrplan werden natiirlich Durchfiihren und Uben der Herleitungen und der
Beweise zur Festigung exakter mathematisch logischer Denkprozesse gefordert.
In der Praxis bleibt aber lediglich die Formel im Gedéchtnis.

Viele mathematische und vor allem auch wirklichkeitsnahe Probleme entziehen
sich jedoch einer formelmédBigen Behandlung oder Lésung. Das kann man sogar
— und jedem Schiiler verstindlich — bereits am Problem der Gleichungsauflésung
zeigen. Die lineare Gleichung

ar +b=0, a=+0,

hat eine beinahe triviale Losung. Dies wird auch schon in der 6. Klasse gelehrt.
Fiir die quadratische Gleichung ist die Lésungsformel oben angegeben. Sie ist im
Stoffplan der 9. Klasse enthalten. Fiir die kubische Gleichung

B tat+br4+c=0
und die Gleichung vierten Grades
A tad b2+ ex+d=0

gibt es noch Losungsformeln, allerdings keine, in die man einfach die Koeffizienten
einsetzt, sondern es sind Formelsitze, die in mehreren Schritten und mit Fallunter-
scheidungen abzuarbeiten sind. Sie bilden auch keinen Bestandteil der Schulmathe-
matik mehr ([29], S. 260). Fiir die allgemeine Gleichung fiinften oder héheren Grades
weill man seit GarLois (1831) und fast gleichzeitig durch ABEL, daf sie durch ,,Wurzel-
ziehen formelmiBig* nicht 16sbar sind. Sie besitzen aber im konkreten Fall Losungen,
wie es nach dem Fundamentalsatz von GAuss (1799) bekannt ist. Man kann sie auch
berechnen, aber eben i. a. nicht durch eine Formel, sondern durch einen Algorithmus,
der i. a. Naherungswerte ergibt. Man braucht also gar nicht zur hoheren Analysis wie
Integralen und Differentialgleichungen zu greifen, wenn man die Notwendigkeit
von mathematischen Verfahren den Formeln gegeniiberstellen will.

Mit der Berechnung von Niherungswerten, dem Abschitzen verbliebener Rest-
fehler und dem Verhalten der Berechnungsalgorithmen befaBt sich die Numerische
Mathematik. Durch die Existenz von Rechenautomaten kann man auch real die tat-
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sichliche Rechnung ohne ermiidende langwierige, oft fehlerbehaftete menschliche
Arbelt durchfiihren, und durch die Existenz kleiner leistungsstarker mikroelektro-
Taschen- und Tischrechner kann man diese Rechnungen selbst daheim, im
Schu]zlmmer oder am Arbeitsplatz ohne oft langdauernde Konsultationen, kono-
he und verwaltungstechnische Vorbereitungen, viel Hin und Her und Warte-
zeiten bei einem Rechenzentrum erledigen bzw. vorfiihren.

1.1.2.  QUICKSORT und Sortieren durch Mischen

Abgesehen von den numerischen Algorithmen, deren Herleitung und Vorfithrung
natiirlich die Entwicklung einer algorithmischen Denkweise bei jungen Menschen
unterstiitzt, gibt es auch viele nichtnumerische Aufgaben, die im téglichen Leben
eine mehr oder minder groBe Bedeutung besitzen, deren Behandlung aber in der
Schulmathematik unterbleibt, weil es fiir sie keine Losungsformeln dern Lo-
sungsalgorithmen gibt, wobei auch die zur Verfiigung stehende Zeit eine Rolle spielt.
Ein solches Problem und Standardbeispiel ist das Sortieren der Elemente einer
Menge nach einem vergleichbaren Merkmal (in einer Ordnungsrelation), im einfach-
sten Fall von Zahlen. Sortiert wird iiberall. Mit sortierten Mengen kommt man stiindig
in Beriihrung: Telefonbuch, Kont n, Materialk hlen, KFZ-Ni n
Patientennummern, Kundennummer beim Postzeitungsvertrieb, bei der Energie-
versorgung, Personalkennzahlen u.v.m. Die Aufgabenstellung des Sortierens ist
jedem Schiiler verstandlich, wird sie doch fiir sehr kleine Mengen schon im Vorschul-
alter trainiert, und auch bei wenig Interesse fiir Mathematik werden Kartenspiele
mit darin enthaltenen Sortiervorgingen fleiBig und mit Ausdauer geiibt. Einen ein-
fachen Sortieralgorithmus, z. B. auf der Basis der Auswahl des Minimalelements,
auszudenken, zu formuli oder indest intuitiv auszufiihren gelingt wohl allen
Schiilern. Hier kann man ansetzen und den Aufwand 4 untersuchen, der quadratisch
von der Anzahl » der Elemente abhingt:

A ~n?.
Von Interesse ist es dann, Sortieralgorithmen zu zeigen, die wesentlich weniger Arbeit
verursachen, ndmlich z. B. QUICKSORT oder Sortieren durch Mischen mit dem
Aufwand (im Mittel)
A~nXlgn.
Zwei Beispiele an dieser Stelle geniigen zur Erliuterung dieser Verfahren.

QUICKSORT (quick (engl.) = schnell, Schnellsortieren)

— Von einer gegeb zu sorti den El folge wird das erste als ,,Trennelement*
und alle and: El werden davor (wenn sie kleiner oder gleich sind)
oder dahinter (wenn sie groBer sind) angeordnet. Das Tr ) t steht dann an der

richtigen Stelle.
— Mit den beiden nun entstandenen Teilfolgen, welche durch das Trennelement getrennt
sind, wird ebenso verfahren.
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— Eine Teilfolge aus nur einem Element ist natirlich fertig sortiert.
— Eine Teilfolge aus zwei Elementen benétigt zum Sortieren nur noch einen Vergleich.

8 12 5 14 3 10 4 7 16 6 11 2 13 1 6 9

5 3 7 6 21 68 12 14 10 15 11 13
3421'376681011 9141513
2 1 E[ t 2 60 xl? 9 oz on 15
1 2 3.4 5 66 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Die Trennelemente und in Quadram eingefaBt, und die Trennung der Teilfolgen wurde durch
krechte Striche g
Die Tragweite der Aufwandformel wird b ders bei groSem n deutlich:

n nt nlgn atnlgn
100 10000 200 50fach
1000 10¢ 3000 300fach
1000000 1012 6. 108 160000fach
Sortieren durch Mischen
Der Name des Verfah t #chst beim Schiiler Sct In und Verwund , da

er vom K.n,ttwnsplelen gewohnt lst daB durch Mischen gerade das Gegenteil des Sortlerens
imlich eine moglichst groBe Unordnung. Ahnlich ist es auch beim Betonmischen fiir
die Bestandteile Zement, , Sand und Wasser. Hier aber handelt es sich um einen gesteuerten

Mischvorgang zweier bereits sortierter Teilmengen, den man beaser durch das Wort ,,einord-

nen" kennzeichnen sollte.

— Von emer zu sortierenden El folge werden Zweierfolgen aus aufeinander-
folg: Element, gebildet und diese entsprechend jeweils einem Vergleich durch evtl.
Tauschen sortiert.

— Zwei benachbarte Teilfolgen werden gemischt.

— Wenn eine Folge der beiden zu mischenden ausgeschopft ist, kann der Rest der anderen
einfach iibernommen werden.

8:12'5:14 3:10'4:7 15:6|11:2 13:l| 6: 9
8 12: 5 14|3 10:4 7 6 15: 2 11 1 13: 6 9
5 8 12 14:3 4 7 10 2 6 11 15: 1 6 9 13
3 4 5 7 8 10 12 14: 1 2 6 6 9 11 13 15
1 2 3 4 5 6 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Der Mischvorgang (zweite Anweisung des Algorith bedarf vielleicht noch einer Erlaute-
rung. Im oblgen Zshlenfeld sind dle zu mischenden Partner eines Paares benachbarter Teil-
folgen durch einen Doppelpunkt getrennt. Die Paare selbst sind durch senkrechte Striche
voneinander getrennt.

Als Beispiel fiir das Mischen zweier Folgen betrachte man das Paar

5 8 12 14:3 4 7 10,

d. h. also den Ubergang von der dritten zur vierten Zeile im Schema. Man stelle sich die beiden
Teilfolgen als zwei Warteschlangen vor einem Tor vor, an dem jeweils das kleinere Element
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von den unmittelbar vor dem Tor stehenden eingelassen wird. Dann entstehen die folgenden
Arbeitsphasen:

T5 8 12 14
0. Schritt (Anfang)
134 710
T5 8 12 14
1. Sobritt 3
Sohri 1407 10
i
5 8 12 14
2. Schritt 3 4
17 10
. T8 12 14
3. Schritt 3 4 5
1710
. T1a
7. Schritt 3 4 5 7 8 10 12
J

Im 8. Schritt ist dann das Ende erreicht. Man erk auch die natiirliche Wirkung der dritten
Anweisung aus dem Algorithmus: Wenn alle El te einer Wartesohlange durch das Tor
getreten sind (hier nach dem 6. Schritt), kann der Rest der and Schlange einfach hindurch-
treten (hier die Elemente 12 und 14).

1.1.3. Damenproblem

Eine weitere wichtige algorithmisch l6sbare Aufgabenklasse ohne Einsatz der Nu-
merik ist das sog te ,,Aufgabenltsen” selbst. Ein sehr schones und einpriigsames
Beispiel dafiir ist das D problem oder Konigi problem aus der Theorie des
Schachspiels: Auf einem Schachbrett sind acht Kéniginnen so zu stellen, daB sie

sich g itig nicht schlagen! Wieviel solche Stellungen gibt es? Man weiB heute,
daB es 92 Stel]ungen gibt, von denen einige allerdings geometrisch quva.lent sind,
da sie durch Drehung und Spiegelung an verschied Achsen der hervor-

gehen. Diese Aufgabe wurde 1848 in einer Schachzeitung gestellt. GAuss befaBte
sich mit ihr und gab 72 Losungen an. Im Jahre 1850 wurde die Gesamtanzahl der
Lidsungen bekannt. Nach einem verhiltnismiBig einfachen Algorithmus kann man
alle Stellungen finden (man verwende die acht Bauern symbolisch als Damen):

0. In der Reijhe a stelle eine Dame auf al.
1. In der niéchsten Reihe (anfangs also b) stelle eine Dame auf das erste mogliche Freifeld
(nicht bedroht von den bereits stehenden Damen, anfangs also b3).

. Wiederhole Schritt 1, soweit man mit den Reihen kommt.

3. Wird Reihe h erfolgreich erreicht, so ist eine Stellung gefunden ; dann findet man die niichste
Stellung durch Aufsuchen des niichsten Freifeldes in Reihe h.

4. Gibt es in einer Reihe kein Freifeld mehr, so geht man eine Reihe zuriick und sucht dort
nach dem nichsten Freifeld.

5. Das Ende ist ereicht, wenn es in der Reihe a fiir die erste Dame kein Freifeld mehr gibt.

N

Nach diesem Algorithmus findet man in fiinf bis zehn Minuten die erste Stellung

a bcdef gh
15 86 3724
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durch manuelles Nacharbeiten der Schritte (Abb. 1.1 und 1.2). Der Algorithmus la8t
sich programmieren, und ein Rechenautomat findet in kiirzester Zeit alle 92 Stel-
lungen, so daB heute mit moderner Rechentechnik und algorithmischer Denkweise
leicht und schnell eine Aufgabe gelost werden kann, an der Gauss scheiterte. Dieser
Vergleich ist zwar dreist, aber durch die inhaltliche MaBlosigkeit der Formulierung
wird doch eine reale Tendenz deutlich. Moderne Technik steigert nicht nur in Physik,
Chemie, Biologie die wissenschaftlichen Potenzen, sondern auch in der Mathematik.

8 % 870

7 7 .

6 6 7%

5 5 .

4 . 4

3 . 3

2 2 .
1 1

abcde f gh ab cde f gh

Abb. 1.1, Erste Stellung der Damen  Abb. 1.2. Erste auffindbare Stellung
nach dem Algorithmus, bei der in  von acht Damen

Reihe f keine Dame mehr gestellt

werden kann

1.1.4. GroBter gemeinsamer Teiler, Euklidischer Algorithmus

Wo findet man heute in der Schulmathema®ik Ansitze zum algorithmischen Denken
oder direkt Algorithmen?

Neben der Tatsache, daB jedes Ausfiihren einer arithmetischen Operation bereits
das Abarbeiten eines Algorithmus ist und daB auch das Einsetzen von Parametern
und Ausfiihren von Formelrechnen einen Ablauf darstellt, sind Algorithmen vor-
wiegend in den Konstruktionsbeschreibungen der G trie zu finden. Die zeichne-
rische oder konstruktive Geometrie widersetzt sich naturgemi8 einer formelmiBigen
Behandlung. In anderen mathematischen Teilgebieten sind Algorithmen im Stoff-
plan der Schule nur spirlich vertreten. Es gibt aber ein historisch bedingtes Stan-
dardbeispiel, welches einen Einstieg erméglicht. Das ist der Euklidische Algorithmus
zur Bestimmung des groBten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen. Zur Losung
dieser Aufgabe gibt es keine Formel, sondern eben nur eine Arbeitsvorschrift, deren
Befolgung am Ende das gewiinschte Resultat liefert. Da dieser Algorithmus im
Mathematiklehrbuch Klasse 6, in MfL Bd. 1, S. 144, und MfL Bd. 9, S. 18, ausfiihr-
lich dargestellt ist, werden hier lediglich einige Ergéinzungen angefiigt, und zwar aus
der Sicht praktischer rechentechnischer Algorithmenabarbeitung. Ohne Formelan-
wendung kann man den Algorithmus verbal so formulieren:

0. Der gréBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen a und b werde mit GGT(a, b) oder
anb bezeichnet (die erste Schreibweise gibt ihn als Wert einer Funktion von zwei Para-
metern oder Argumenten an und die zweite als Wert einer Formel mit dem Operator ).
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1. Die gréBere beider Zahlen (der Dividend) werde modulo der kleineren (dem Divisor) zerlegt
und der Rest bestimmt (natiirlich ist der Rest kleiner als der Divisor).

2. Schritt 1 wird wiederholt, wobei der Divisor zum Dividenden und der Rest zum Divisor
gemacht wird.

3. Der ProzeB endet, sobald ein Rest verschwindet, d. h. sobald die fir die Modulooperation
notige Division aufgeht. Der letzte von Null verschiedene Rest ist dann der gesuchte Wert
von GGT(a, b) oder von a mb.

Zur rechentechnischen Realisierung i die vier arithmetischen Gr

schlecht. Man benétigt entweder eine sogenannte hlige Division (Op

Resultat ganzzahliger Anteil des gewéhnlichen Quotienten (in ALGOL 60 durch dss Zeichen -+ +

oder div dargestellt)) oder di