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Vorwort

Der vorliegende Band 11 der Studienbiicherei ,,Math tik fiir Lehrer* vermittelt
eine Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und iu die mathematische Stati-
stlk Dies sind Gebiete, deren Bedeutung fiir die verschiedensten Anwend - und

haftlichen Forschungsbereiche auBerordentlich groB ist und die deshalb
berelts Eingang in die Mathematikausbildung an erweiterten Oberschulen gefun-
den haben.

Dieses Buch ist entsprechend dem allgemeinen Anliegen der Reihe ,Mathematik
fiir Lehrer primir als Lehrbuch im Rah der Mathematiklehrerausbildung ge-
dacht. Dariiber hinaus diirfte es sich aber auch fiir Studenten a.nderer Fachrichtungen
eignen, die withrend ihres Studiums mit Wahrscheinlichkeit g und Statistil
oder mit Gebieten in Berithrung kommen, in denen wahrscheinlichkeitst} tiscl
Methoden oder statistische Verfahren verwendet werden. SchlieBlich soll mit diesem
Buch den im Schuldienst stehenden Lehrern ein verldBlicher und rationeller Zugang

zur Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematischen Statistik angeboten und auch
ein zweckmiBiger Ratgeber bei der Vorbereitung und Durchfiihrung von Lehrgingen
und Arbeitsgemeinschaften entsprechender Thematik in die Hand gegeben werden.

Von den insgesamt dreizehn Kapiteln dieses Buches dienen sieben der Darstellung
der Wahrscheinlichkeitstheorie; dabei enthalten dle ersten drei Kapitel den Stoff,
den man vielfach auch als Wahrscheinlichkeit ichnet, wihrend die
Kapitel 4 bis 7 der Behandlung von ZufallsgréBen gew:dmet, sind und mit Aussagen
zum Gesetz der groBen Zahlen und zum Zentralen Grenzwertsatz ihren Héhepunkt
erreichen. Im AnschluB an Kapitel 8 zur beschreibenden Statistik erfolgt in den Ka,pl-
teln 9 bis 11 die Behandlung der tlichen Fragestell der
Statistik; Schwerpunkte hierbei bilden Punkt- und Konﬁdenzschatzungen sowie
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Slgmﬁkanzwste. Das Kapitel 12 enthiilt elmge Tafeln und Tabellen; einerseits soll
damit ein zahlenmaBiger Uberblick fiir einige wichtige Wahrsoheinlichkei

teilungen gegeben werden, und andererseits werden lner fiir die praktische Durch-
fithrung von Konfldenzschatfmngen und Signifikanztests hiufig bendtigte Quantile
zu den Priifvert: gen der mathematischen Statistik zusammengestellt. Mit dem
Kapitel 13 wird ein kuizer AbriB8 der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-
geben. SchlieBlich ist auf das Literaturverzeichnis am SchluB des Buches hinzuweisen ;

man findet hiér auch einige Hinweise, die bei der A hl geeigneter Literatur be-
hilflich sein sollen (z. B. fiir die Anwendung statistischer Verfahren in der pwdago-
gischen Forschung oder fiir die Durch.fuhmng von Lehrgingen und Arbeitsg
sohaften zur Wahrscheinlichkeit 2).

Ich habe mich sehr darum bemiiht, die grundlegenden Begriffe und Aussagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie mathematisch exakt und dabei aber immer auch anschau-
lich ‘darzustellen. Die wesentliche Zielstellung der Kapitel zur mathematischen Sta-
tistik ist in der Erliuterung und Begriindung der prinzipiellen SchluBweisen dieser
Disziplin zu sehen. Die Darstellung ist dabei insgesamt so angelegt, daB die praktische
Anwendung kaum Schwierigkeiten bereiten diirfte. AuBerdem wurden hierfiir zahl-
reiche Beispiele aus den verschiedensten Gebieten ei beitet. Auf emenbesonderen
Aufgabenteil, der auch die volle Anwendungsbrelte der Wahrscheinlichkeitstheorie
und mathematischen Statistik zeigt, muBte aus Griinden des Umfanges verzichtet
werden. Der intereesierte Leser findet auch hierfiir entsprechende Hinweise im Litera-
turverzeichnis.

Ich méchte die Gelegenheit nutzen, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Pro-
fessor Dr. rer. nat. habil. P. H. MOLLER auf das herzlichste zu danken. Herr Professor
MULLER hat das gesamte Manuskript duBerst kritisch durchgesehen und mir zahlreiche
und stets sehr wertvolle Hinweise sowohl zur Anlage und Gliederung des Buches als
such bei der endgiiltigen Formulierung gegeben. Es ist mir des weiteren eine ange-
nehme Pflicht, den Herausgebern der Studienbiicherei ,,Mathematik fiir Lehrer* —
insbesondere ihrem federfiihrenden Herausgeber, Herrn Professor Dr. sc. nat.
W. ENGEL — und dem VEB Deutscher Verlag der Wi haften — iell Frl.
Dipl.-Math. E. ARNDT und der Lektorin dieses Buches, Frau Dipl.-Math. K. Bratz
— fiir angenehme Zusammenarbeit, Unterstiitzung und sachkundige Beratung zu
danken. Herzlich danken méchte ich ferner den Setzern des VEB Druckhaus ,,Maxim
Gorki‘ in Altenburg fiir die von ihnen geleistete sorgfaltige Arbeit. SchlieBlich habe
ich Frl. I. TrrrEL und meiner Frau zu danken beide haben mich bei der Fertig-
stellung des Manuskripts sehr unterstiitzt.

Ich hoffe, daB das Buch den Erwartungen entspricht. Hinweise aus dem Leser-
kreis nehme ‘ich gern entgegen.

Dresden, im Februar 1976 GERT MAIBAUM
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0. Einleitung

Das in di Buch behandelte Gebiet Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische
Statistik ist eine relativ j junge eigenstindi thematische Disziplin. Dabei besitzt
die Wahrscheinlicheitstheorie einerseits als selbstindige Theorie — mit wiederum
zahlrelohen Spezialdisziplinen. und Anwendungsgebieten — und andererseits als
Fu t der mathematischen Statistik besondere Bedeutung.

Die Wahrscheinlichkeststheorie liefert mathematische Modelle zur Beschreibung
von Erscheinungen, die zufilligen Einfliissen unterllegen, wobei das wesenthche An-
liegen die mathematische Erf: g von GesetzmiiBigkeiten der Zufall h
ist. Einem heutzutage iiblichen und bewihrten Vorgehen entsprechend wird “die
Wahrscheinlichkeitstheorie axiomatisch aufgebaut, und sie bedient sich in starkem
MaBe der Methoden und Ergebnisse der Analysis.

Die mathematische Statistik liefert auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie
Verfahren, mittels derer anhand stlchprobenn.rtlgen Datenmaterials Aufschliisse iiber
die jeweils zu untersuchende Grundg theit gewonnen werden konnen ; sie begriin-
det damit auch Methoden der A!ipa,saung eines zufillige Effekte beriicksichtigenden
mathematischen Modells an einen entsprechenden realen Vorgang auf Grund kon-
kreten Datenmaterials. Die Entwicklung leistungsstarker elektronischer Datenver-
arbeitungsanl, forderte erheblich die A.uvl dung von Verfahren der mathema-

B

tischen Statistik — dere der statistischen Analyseverfahren (hierzu zihlen
beispielsweise die Korrelati lyse, die R\:s i lyse, die Varianzanalyse
und die Faktorenanalyse) — in den verschied Bereichen der Praxis.

In den letzten Jahrzehnten wurden zahlreiche Disziplinen entwickelt, die sich mit
speziellen Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie und mit der Anwendung
wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden und statistischer Verfahren in verschie-
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denen Natur- und Gesellschaftswissenschaften — u. a. auch in der Piddagogik und
Payohologle —, in der Medizin, Techmk und Okonomie befassen. Hierzu zihlen z. B.
theorie, Zuverlissig rie, Erneuerungstheone, Spieltheorie, Ent-
heidungstheorie, Informationstheorie, Ergodentheorie, Versuchspl g, Bio-
metrie, sba.tlstmche Qualitdtskontrolle, Monte-Carlo-Smmhtlon AuBerdem bedient
man sich auch in der Militdrwissenschaft, im Rahmen der Operationsforschung, der
Entscheidungsfindung bei volkswirtschaftlichen Prozessen und in der Kybernetik
zunehmend und mit Erfolg wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden.

Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik, einschlieSlich deren
Spezialdisziplinen und Anwendungsbereiche — also alle Wlssenschuftsgeblete die smh

tlich mit der mathematischen Behandlung von Zufall h b
tigen — werden in neuerer Zeit unter dem Namen Stockastik (6 cmilo; = das Ziel,
die MutmaBung; griech.) zusammengefat.

Hervorzuheben ist neben den reinen Anwendungszwecken der Wahrschemhch-
keitstheorie (z. B. bei der Untersuehung der Zuverlissigkeit von Syst:
der Zuverlissigkeit der einzel B te, bei der Dimensionierung von Be-
dienungseinrichtungen oder bei der Durchfiihrung von Qualititskontrollen im Rah-
men von Massenproduktionen) vor allem auch die Bedeutung dieser Disziplin unmit-
telbar im Bereich der Ndturwissenschaften; mit den Begriffsbildungen und Metho-
den der Wahrscheinlichkeitstheorie gelang es, zahlreiche Erschemnngen (z. B.
Probleme, die mit der Bewegung von El tarteilchen zusa i die
Mendelschen Gesetze in der Biologie, die Gasgesetze in der Chemie und Phymk) in
einer der objektiven Realitit mathematisch noch besser angepaften Form zu be-
schreiben, die bereits vorliegenden Resultate auf neue, und zwar sehr aufschluB-
reiche Weise zu interpretieren und dariiber hinaus auch zu neuen erkenntnisreichen
Aussagen zu gelangen.

Der praktischen Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie und der mathemati-
schen Statistik liegt die Uberzeugung zugrunde, daB sich der Grad der Unbestimmt-
heit des Eintretens zufallsbedingter Ereignisse in objektiver Weise durch jeweils
eine Zahl — die Wahrscheinlichkeit — erfassen 1aBt. Hierbei wird weiterhin — in
Ubereinstimmung mit der objektiven Realitit — davon ausgegangen, daB den zufalls-
abhiingigen Erscheinungen ebenso wie den deterministisch ablaufenden Vorgiingen
GesetzmiiBigkeiten innewohnen, daB also Zufall nicht totale Regellosigkeit oder Chaos
bedeutet. In di Zusa hang ist noch darauf aufmerksam zu machen, da8
sich der mathematische Wahrscheinlichkeitsbegriff, der also die Wahrscheinlichkeit
eineg zufilligen Ereignisses in objektiver Weise und quantitativ erfaBt, von dem in
der Umgangssprache verwendeten Begriff des Wahrscheinlichen, der ist stark
subjektive Ziige trigt und mit dem oftmals auch nur qualitative Aussagen beab-

ichtigt werden, unterscheidet. Dabei zeigt sich allerdings, daB sich subjektive Vor-
stellungen von der Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses mit zunehmendem
Erfahrungsschatz mehr und mehr den objektiven, mit dem mathematischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff erfaBten Verhiltnissen angleichen.
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Wir wenden uns nun dem systematischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie
zu. Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie erfolgt im Rahmen von sieben
Kapiteln; dabei enthalten d.le ersten drel Knpltel den Stoff, den man gewdhnlich
auch als Wahrscheinlichkeit.




1. Zuféllige Ereignisse

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit zufilligen Ereignissen, das sind Ereig-
nisse, die unter gegebenen Bedingungen eintreten kénnen, aber nicht eintreten miis-
sen; wir werden sie auffassen als Ergebnisse von zufilligen Versuchen, das sind Ver-
suche, deren Ausgang im Rahmen verschiedener Mdglichkeiten ungewi ist. Neben
der ausfithrlicheren Erliuterung dieser und einiger weiterer Begriffe behandeln wir
in Kapitel 1 Operats wschen zufilligen Ereigni. SchlieBlich lernen wir den
fiir den axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie wichtigen Begriff des
Ereignisfeldes kennen ; dabei gehen wir auch auf den Zusammenhang zwischen Ereig-
nisfeldern, Booleschen Algebren und speziell Mengenalgebren ein.

1.1.  Zufillige Versuche

Unter einem zufilligen Versuch verstehen wir einen Versuch, dessen Ausgang im
Rahmen verschiedener Moglichkeiten ungewiB ist und der sich unter Einhaltung der
den Versuch kennzeichnenden éuBeren Bedingungen beliebig oft (zumindest gedank-
lich) wiederholen 1iB8t.

Beispiele.

1. Das Werfen einer Miinze ist ein zufélliger Versuch. Die moglichen Ausgiinge
dieses Versuches sind durch ,,Zahl oben* und ,,Wappen oben‘ gekennzeichnet.

2. Das (einmalige) Wiirfeln mit einem Spielwiirfel ist ein zufilliger Versuch. Die
moglichen Ausgiinge dieses Versuches sind durch die gewiirfelte Augenzahl gekenn-
zeichnet.
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3. Das n-malige Wiirfeln mit einem Spielwiirfel kann als ein zufilliger Versuch
angesehen werden. Wenn man sich nur fiir die Anzahl der dabei auftretenden Sechsen
interessiert, hat dieser Versuch n 4 1 Ausgiinge. (Die Anzahl der Sechsen ist eine
sogenannte diskrete ZufallsgriBe, die die n + 1 Werte 0, 1, 2, ..., #n annehmen kann.)

4. Die Entnahme einer Stichprobe von » Stiick aus einer Grundgesamtheit (z. B.
der Tagesproduktion eines Betriebes) von N Stiick, die M fehlerhafte Teile enthilt,
kann als ein zufilliger Versuch aufgefaBt werden; dabei werde die Stichprobe auf
einmal entnommen (Stichprobe ohne Zuriicklegen), und jedes der insgesamt N Teile
habe die gleithe Chance, bei der Entnahme der Stichprobe mit entnommen zu wer-
den. Interessiert man sich nur fiir die Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichprobe,
80 hat dieser Versuch n + 1 Ausgiinge, falls M = = gilt. (Die Anzahl der fehlerhaften
Teile ist ebenfalls eine diskrete ZufallsgrBe, deren sog te Wahrscheinlichkeit
verteilung in der statistischen Qualititskontrolle eine groSe Rolle spielt.)

5. Jede Messung (z. B. einer Linge, eines Winkels, einer Zeit, einer physikalischen
GroBe) kann als zufilliger Versuch angesehen werden. Einerseits werden solche Mes-
sungen am gleichen Objekt infolge der Unzulinglichkeiten des Beobachters bei
Wiederholung i. a. unterschiedlich ausfallen, andererseits werden Messungen an
mehreren gleichartigen Objekten infolge der immer vorhandenen Unterschiedlichkeit
von solchen Objekten ebenfalls zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren.

Bei einem zufilligen Versuch gibt es also Einfliisse, die bei der Beschreibung des
Versuches — also bei der Aufziihlung der den Versuch kennzeichnenden Bedingungen
— nicht beriicksichtigt sind und dazu fiihren, daB das Ergebnis dieses Versuch
im Rahmen verschiedener Moglichkeiten ungewiB ist.

In der obigen Erklirung des zufilligen Versuches haben wir auch betont, da8
zufiillige Versuche — zumindest gedanklich — beliebig oft wiederholbar sein miissen.
Diese Voraussetzung erlaubt das Studium von solchen GesetzmiBigkeiten, die erst
durch eine groBe Anzahl von unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wieder-
holungen eines ent: henden zufilligen Versuches erkennbar werden. (Diesen
Sachverhalt driickt man gelegenthch auch dadurch a.us, daB man sagt, die im Hin-
blick auf solche GesetzmiBigkeiten zu untersuchenden Erschei sind Massen-
erscheinungen.) Das Studium der GesetzmiBigkeiten bei zufa.lhgen Erscheinungen
lﬂtd&ﬂ W +1inh Anli g del' wa." heinlichkeitath rie.

1.2, Zufillige Ereignisse

Als zufdlliges Ereignis bezeich wir ein Ergebnis eines zufilligen Versuches. Es
ist also dadurch charakterisiert, daB es unter den Bedingungen, die den betrachteten
zufélligen Versuch kennzeichnen, eintreten kann, aber nicht eintreten mus.
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Ein zufilliges Ereignis beschreiben wir gewdhnlich durch die Schilderung der
Situation, bei der es eintritt. Wir bezeichnen i. a. zufillige Ereignisse mit groSen
lateinischen Buchstaben, die wir gegebenenfalls noch mit Indizes versehen.

Beispiele. Wir beziehen uns auf die Beispiele aus 1.1.
1. 4 ... Das Wappen erscheint oben.
2. A, ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich k (k = 1, 2, ..., 8).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist eine gerade Zahl.
3. A; ... Die Anzahl der gewiirfelten Sechsen ist gleich k (¢ =0, 1, 2, ..., n).
4. A, ... Die Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichprobe ist gleich &
(k=0,1,2,...,n).
6. A ... Die zu messende GroBe liegt innerhalb der Toleranzgrenzen.

In die Betrachtungen iiber zufillige Ereignisse wollen wir Ereignisse einbeziehen,
die als Grenzfiille zufilliger Ereignisse angesehen werden ko : sichere Ereignisse
und unmégliche Ereignisse.

Sichere Ereignisse sind dadurch charakterisiert, daB sie unter den Bedingungen,
die den betrachteten zufilligen Versuch kennzeichnen, eintreten miissen; unmagliche
Ereignisse sind dadurch charakterisiert, daB sie nicht eintreten konnen.

Sichere Ereignisse werden wir einheitlich mit 2 (lies: GroB8-Omega) bezeichnen,
unmégliche Ereignisse mit & (also mit dem Symbol der leeren Menge).

Beispiel. Der zuféllige Versuch bestehe im einmaligen Wiirfeln mit zwei Spiel-
wiirfeln. Ein sicheres Ereignis besteht z. B. darin, daB die Summe der oben erschei-
nenden Augenzahlen < 12 ist; ein unmégliches Ereignis besteht z. B. darin, daB
die Summe der Augenzahlen < 2 ist.

Oftmals lassen sich zuféllige Ereignisse durch Teilmengen auf der Zahlengeraden
oder in der Ebene veranschaulichen.

Beispiele.

1. Der zufillige Versuch bestehe im Drehen eines Gliicksrades, an dem ein Zeiger
befestigt ist. Die unendlich vielen denkbaren Versuchsausgiinge sind die Stellungen,
die der Zeiger beim Stehenbleiben des Rades haben kann. Jede dieser Stellungen
kann durch die WinkelgroBe ¢ gekennzeichnet werden, die durch die positive z-Achse
und den Zeiger gebildet wird (Abb. 1). Dadurch kann jedes im Zusammenhang mit
diesem zufilligen Versuch stehende Ereignis A durch eine Menge 4 von Winkel-
groBen @ beschrieben werden, und zwar durch die Menge derjenigen Winkelgroen ¢,
die fiir das betrachtete Ereignis A ,giinstig sind, giinstig in dem Sinne, daB8 das
Ereignis 4 genau dann eintritt, wenn die Stellung des Zeigers beim Stehenbleiben
des Gliicksrades durch eine WinkelgroBe ¢ aus der Menge 4 gekennzeichnet wird.
Besteht z. B. das Ereignis 4 darin, daB der Zeiger im dritten Quadranten stehenbleibt,
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so_ordnen wir diesem Ereignis auf der ¢-Achse das Intervall von = bis %n zu, also

die Menge 4 = {qz:n S¢=s %} (vgl. Abb. 1).

/% /% |7 ['6 |

Abb. 2

2. Der zufillige Versuch bestehe im SchieBen auf eine Scheibe mit zehn konzen-
trisch angeordneten Kreisen mit den Radien 7, > r, > -« > 1, > 0 (vgl. Abb. 2).
Jedes im Zusammenhang mit diesem Versuch stehende zufillige Ereignis 4 liBt
sich durch die Menge 4 aller fiir das betrachtete Ereignis ,,giinstigen* Punkte in der
z, y-Ebene beschreiben, giinstig in dem Sinne, daB A genau dann eintritt, wenn
das Auftreffen des Schusses auf einen Punkt aus 4 erfolgt. Besteht z. B. das Ereignis
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A darin, daB der abgegebene SchuB ein Treffer ist, so wird also 4 durch die Menge
=@yt +y=n
beschrieben. Die Menge
B=(zy):rd<2z*+y=n
stellt das Ereignis B dar, das genau dann eintritt, wean der SchuB in den von den
Kreisen mit den Radien r; und ry; begrenzten Kreisring trifft, d. h., wenn eine ,,2*
geschossen wurde.

Dariiber hinaus veranschaulicht man sich gern auch bei allgemei Iberl
zufillige Ereignisse durch Punktmengen in der Ebene. Wir werden auf den engen
Zusammenhang zwischen zufilligen Ereignissen und Mengen spiter etwas genauer
eingehen (vgl. 1.5.).

Nachfolgend wollen wir eine Relation zwischen zufa.lhgen Emlgmssen definieren,
mit der sich dann auch die Gleichheit zufilliger Ereig in math her Form
fassen liiit. Dabei stellen wir uns immer vor, da8 die betrachteten zufilligen Ereig-
nisse zu einem bestimmten zufilligen Versuch gehéren.

Definition 1. Wenn mit dem Eintreten des zufilligen Ereignisses 4 stets auch
das Eintreten des zufilligen Ereignisses B verbunden ist, échreiben wir

ASB
(lies: A zieht B nach sich, A impliziert B, A st ein Teil von B), vgl. Abb. 3.

A B8

ASB8  Abb.3

Wir benutzen also hier ein Symbol der Mengenlehre (vgl. MfLL Band 1, 1.5.);
Abb, 3 soll an den entsprechenden Sachverhalt bei Mengen erinnern. (Man kann'
nimlich einem zu einem zufilligen Versuch gehtrenden System von Ereignissen
ein System von Teilmengen einer Grundmenge so zuordnen, da8 genau dann die Rela-
tion 4 < B fiir zufillige Ereignisse 4 und B besteht, wenn die dem Ereignis 4 zuge-
ordnete Menge eine Teilmenge der dem Ereignis B zugeordneten Menge ist. Ins-
besondere ist dabei dem sicheren Ereignis die Grundmenge und dem unméglichen
Ereignis die leere Menge zugeordnet (vgl. 1.5.).)
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Beispiel. Wiirfeln mit einem Spielwiirfel.
A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 8 (4 = {8)),
B... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (B = {2, 4, 6})
Man bestitigt mit Definition 1 sofort, daB fiir jedes zufillige Ereignis 4 die folgen-
den Aussagen gelten: ’
0cd ASA AcQ. (1)

}=>Ag3.

Wenn mit dem Ereignis A stets auch das Ereignis B eintritt und B das Ereignis C
impliziert, zieht offenbar das Ereignis 4 auch das Ereignis C nach sich, in Formeln:

ASB, BSC=>4cC. (2)
Wir kommen nun zur Definition der Gleichheit zufilliger Ereignisse.

Definition 2. Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBen gleich (4 = B), wenn
sowohl das Ereignis A das Ereignis B nach sich zieht (4 S B) als auch umgekehrt
das Ereignis B das Ereignis 4 nach sich zieht (B & 4).

Diese Definition beinhaltet, daB zwei zufillige Ereignisse genau dann als gleich
angesehen werden, wenn bei jeder Wiederholung stets beide Ereignisse eintreten
oder beide Ereignisse nicht eintreten.

Sind zwei zufillige Ereignisse 4 und B nicht gleich, so driicken wir dies durch
A =+ Baus.

SchlieBlich weisen wir darauf hin, daB die Relation & wegen (1) und (2) reflexiv
und transitiv und wegen Definition 2 antisymmetrisch ist, d. h., daB die Relation S
eine teilweise Ordnung ist (vgl. MfL Band 1, 1.5.). Anstelle von 4 & B schreiben
wir auch B 2 4.

1.3.  Operationen zwischen zufilligen Ereignissen

Wir behandeln in diesem Abschnitt Operationen zwischen zufélligen Ereignissen,
deren Verwendung sehr zweckmiiBig ist und oft zu einer recht iibersichtlichen For-
mulierung von Sachverhalten fiihrt. Dabei treten Operationssymbole auf, die bereits
bei der Behandlung der Mengenlehre vorkamen (vgl M.fL Band 1, 1.4.). Wir weisen
darauf hin, daB bei Ersetzung der vorke Ereignisse durch Mengen aus
den nachfolgenden Aussag (uber Ereig ) stets wahre Aussagen der Mengen-
lehre entstehen; umgekehrt erh&lt man aus entsprechenden Aussagen der Mengen-
lehre bei Ersetzung der vor den Mengen durch zufillige Ereignisse stets
wahre Aussagen iiber zufillige Erelgmsse (Die Begrundung h:erfur liefert ein Satz
iiber die Isomorphie zwischen Ereignisfeldern und Mengenalg, vn, den wir in Ab-
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schnitt 1.5. behandeln.) Die bei den folgenden Definitionen fiir die Operationen
zwischen zufilligen Ereignissen angegebenen Abbildungen sollen an die Definitionen
der entsprechenden Operationen bei Mengen erinnern. Alle Beispiele in diesem Ab-
schnitt beziehen sich der Einfachheit halber auf den zufilligen Versuch, der im ein-
maligen Wiirfeln mit einem Spielwiirfel besteht.

1.3.1. Summe von Ereignissen
Definition 1. S8ind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse A und B eintritt, mit
"ZAuB
(lies: A oder B, Summe von A und B, A vereinigt mit B), vgl. Abb. 4.

A Q 8

. AuvB Abb. 4

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.

A ' ...Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2, 4, 6}).

B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist = 3 (B =1{3,4,5,6)).

A u B.... Die gewiirfelte Augenzahl ist == 1 (AuB=1(2,3,4,5,6)).
Die folgenden Aussagen sind leicht zu bestitigen:

Av@=A, AvA=A4, AuvQ=2Q, (1)
AZS AuB, BC AuB, (2)
AuB=Bud (Kommutativgesetz), (3)
Au(BuC)= (4 uB)uC (Assoziativgesetz). (4)

Auf Grund der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes kann man dle Summe von 7 (= 2)
zufélligen Erelgmssen in folgender Weise definieren.

Definition 2. Sind A4,, 4,, ..., 4, zufillige Ereigni 8o bezeich wir das
Ereignis, das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse 4; (¢ = 1, 2,
..., 1) eintritt, mit

Ayuvdyu-vd,
oder auch mit

"
U 4;.

(=1
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In weiterer Verallgemeinerung dazu bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann
intritt, wenn mindestens ein Ereignis der (unendlichen) Folge 4,, 4,, ... von Ereig-
nissen 4, (§ = 1,2, ...) eintritt, mit

Ayudyu-e

oder auch mit

U 4;.
=1

1.3.2. Produkt von Ereignissen

Definition 3. 8iid 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeich wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn sowohl 4 als auch B eintritt, mit

AnB
(lies: 4 und B, Produkt von A und B, A geschnitten mit B), vgl. Abb. 5.
A Q 8

@D

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = {2, 4, 6}).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist < 3 (B=1(1,2)).

A n B... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 2 (4 n B = {2}).

Abb. 5

Die folgenden Aussagen sind wiederum leicht zu bestéitigen:

An@ =8, And=A4, AnQ=A4, ()]
AnBZ A, AnBS B, (6)
AnB = BnA (Kommutativgesetz), (U]
An(BnC)=(4nB)nC (Assoziativgesetz). (8)
Auf Grund der G""'O‘ it des Auwniuﬁvo tzes konnen wir das Produkt von

7 (= 2) zufiilligen Ereigni in folgender Weise defini

Definition 4. Sind A,, A,, ..., A, zufillige Ereigni 80 bezeich wir das
Ereignis, das genau dann eintritt, wenn jedes der Erelgmme 4;¢=12,..,n)
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eintritt, mit
Ay ndgn--nd,
oder auch mit
.
N4;.
=1
In weiterer Verallgemeinerung dazu bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann
eintritt, wenn jedes der Ereignisse der (unendlichen) Folge 4,, 4,, ... von Ereignissen
A; (5 = 1,2,...) eintritt, mit
A ndgn e
oder auch mit
-3
) A‘ .

fm1

Wir wollen hier noch zwei Begriffe einfiihren, auf die wir spiiter zuriickkommen.

Definition 5. Zwei zufillige Ereignisse A und B heiBen unvereinbar, wenn
AnB=g
gilt. (4 n B = @ bedeutet inhaltlich, daB das gemei Eintreten der Ereigni
A und B unmoglich ist. Man sagt dann auch, da8 sich 4 und B ausschlieBen oder
daB 4 und B disjunkt sind, vgl. Abb. 6.)

Q

&S @

Definition 6. Eine Menge {4,, 4,, ..., 4,, ...} von zufilligen Ereignissen 4; # 0
heiBt ein vollstindiges System von Ereignissen, wenn
Aody=0 G+h,
AyvAdyu e vd uee =9

AnB-g Abb. 6

gilt.

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel. )

4; ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich ¢ (+ = 1, 2, 3, 4, 5, 6).
(4,, 45, Ay, Ay, A5, A,) ist ein vollstéindiges System von Ereigni
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Betrachten wir allgemein einen zufilligen Versuch, als dessen Ausgang genau
eines der zufilligen Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,, ... eintritt, so bildet die Menge dieser
Versuchsausgiinge ein vollstindiges System von Ereignissen.

1.3.3. Entgegengesetztes oder komplementires Ereignis

Definition 7. Ist A ein zufilliges Ereignis, so bezeichnen wir das Ereignis, das
genau dann eintritt, wenn A nicht eintritt, mit 4 und nennen es das zu A4 enigegen-
tzte oder komp ddre Ereignis (vgl. Abb. 7).

Q

mm.A Abb.7

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

4 ... Die gewiirfslte Augenzahl ist < 3 (4=11,2,3)).

A ... Die gewiirfelte Augenzahlist >3 (4 = (4, 5, 6}).

Offensichtlich bestehen fiir ein beliebiges Ereignis A die Beziehungen

AuA=Q und And=0. (9)

Ist also A ein zufilliges Ereignis, das weder unméglich noch sicher ist (d. h. 4 + @,
4 + Q), so ist die Menge (4, 4} ein vollstindiges System von Ereignissen.

Ferner bestiitigt man ittelbar die Giiltigkeit der Ausssagen

=0, 0=0, (A)=A. (10)
Wir stellen einige wéitere Aussagen zusammen, die unschwer zu beweisen sind :
ASB=>BcdAd, (1)
—— - - L4 Lad —
AnB=AuB, allgemeiner: N 4;=U 4;, (12)
(=1 =]
D— o —
AUB =4 n B, allgemeiner: U 4; = N'4;. (13)

=1 i=1
AbschlieBend hierzu geben wir Zerlegungsformeln fiir die Summe zweier zufilliger
Ereignisse in paarweise unvereinbare Ereignisse an (vgl. dazu Abb, 8).

AuB=Au(Bn4d), (14)
AuB=Bu(4nB), (18)
AuB=(AnB)u(AnB)u(4nB). (16)

Den einfachen Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Q Q
“

1.3.4. Differenz von Ereignissen

Definition 8. Sind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn das Ereignis 4, aber nicht das Ereignis B eintritt, mit
AN\B
(lies: 4 und nicht B, Differenz von A und B, A minus B), vgl. Abb. 9.
A Q B

.. A\8 Abb.9

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2,4, 6)).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist < 3 (B=11,2,3)).
AN\ B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 4 oder 8 (4 \ B = {4, 6)).
B\ A4 ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 1oder 3 (B\ 4 = (1, 3}).

Da die Operation \ auf Grund der Beziehung
ANB=An B (17)

durch die Operationen n und - ausgedriickt werden kann, konnen wir auf weitere
Ausfiihrungen verzichten. Wir weisen nur darauf hin, da8 fiir die Operation \
das K¢ tativgesetz offensichtlich nicht gilt (vgl. obiges Beispiel).

1.3.5. Symmetrische Differenz von Ereignissen

Definition 9. 8ind 4 und B zufiillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn 4 oder B, nicht aber beide Ereignisse eintreten, mit

AAB
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(lies: genau eines der Ereignisse A und B, symmetrische Differenz von A und B), vgl.
Abb. 10.

EE..AaB Abb. 10

Da die Operation A auf Grund der Beziehung
AAB=(ANBu(B\A)=AnB)u(Bnd) (18)
durch die Operationen n, u und - ausgedriickt werden kann, verzichten wir auch

hier auf weitere Erérterungen; wir weisen nur noch auf die Giiltigkeit des Kommu-
tativgesetzes fiir die Operation A hin.

1.4.  Das Ereignisfeld

Ein Ereignisfeld ist eine Menge von zufiilligen Ereignissen, die — grob gesprochen —
auBer den im Zusammenhang mit einem zufilligen Versuch unmittelbar interessie-
renden Ereignissen auch alle diejenigen enthiilt, die sich darch Anwendung der be-
handelten Operationen hieraus ergeben. Die genaue Festlegung dieses Begriffes be-
inhaltet die folgende Definition.

Definition 1. Eine Menge ¥ von zufilligen Ereignissen heiBt em Erewma/dd
(oder auch: eine Ereignisalgebra), wenn es folgende Eigenschaften b

1. Das sichere Ereignis gehort zu %: 2 € 9[.

2. Mit zwei zufilligen Ereignissen enthilt % auch deren Summe:

' A€U,BcU>AuBEN

3. Mit jedem zufélligen Ereignis enthiilt % auch das dazu komplementéire Ereignis:

deu=>d e
Enthilt % unendlich viele Elemente, so habe % auch die folgende Eigenschaft:
4, Mit jeder Folge von zufilligen Ereignissen enthilt % auch deren Summe:

L]
A;eA(E=12..)=>U4d;eN.
=1
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Aus den in Definition 1 g ten Eigenschaften ergeben sich leicht weitere Eigen-
schaften.

Folgerung 1. Es sei ¥ ein Ereignisfeld. Dann besitzt W zusdtzlich folgende Eigen-
schaften:

1. Das unmogliche Ereignis gehort zu %: @ € A.

2. Mst zwes zufdlligen Ereignissen enthilt N auch deren Produki, deren Differenz
und deren symmetrische Differenz:

AeN,BeA=>AnBec A, ANBecH, AABcH.

3. Mit jeder Folge von zufdlligen Ereignissen enthilt % auch deren Produkt:

AeU(E=12.)>N4 €.

Beweis.
1. Esgilt 3 = @ (vgl. 13. (10)). Mit den Eigenschaften 1 und 3 des Ereignisfeldes folgt damit
fewn

2. Es gelten die folgenden Gleichungen:
AnB=AuE (vgl. 1.3. (12)),

A\B=A4nB . (vgl. 1.3. (17)),
AAB=(AnB)u(Bn ) (vgl 13.(18)).

Sind 4 und B Elemente des Ereigniafeldes ¥, so lolgt auf Grund der Eigenschaften 2 und 3 d.u
Ereignisfeldes zunkichst A n B € % und hi (wied unter Verwendung der Eigenschaft:
und 3)

AN B€¥ und 4 ABe¥.

o« o __
3. Es gilt N 4; = U] (vgl. 1.3. (12)). Sind 4, (s = 1, 2, ...) Elemente des Ereigniafeldes %,
=1 f=1
so folgt wegen der Eigenschaft 3 des Ereignisfeldes 4; € % (i = 1, 2, ...). Unter Beachtung der
Y
Eigenschaft 4 erhilt man (J 4; € % und hieraus — wiederum wegen der Eigenschaft 3 — schlieB-
i=1

o o
lich U 4; € ¥, d. h. wegen der anft b Beziehung N 4; € ¥,
=1 fe=1

Ein Ereignisfeld ist somit eine Menge von zufiilligen Ereignissen mit der Eigen-
schaft, daB Anwendungen der in 1.3. eingefiihrten Operationen auf Elemente dieser
Menge nicht aus dieser Menge hinausfiihren, also immer wieder Elemente dieser
Menge liefern.

Wir beschlieBen diesen Absohnitt mit der Definition des sog ten atomaren
Ereignisses und mit einer Bemerkung zur mathematischen Struktur des Ereignis-
feldes.
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Definition 2. Es sei ¥ ein Ereignisfeld. Ein Ereignis 4 € % heiBt atomares Eresg-
nis (beziiglich %), wenn es kein Ereignis B € %, B & ﬂ B+ .Agibt,s0daB BS 4
gilt. Anderenfalls heiBt 4 ein tztes Eres

Folgerung 2. Die folgenden Aussagen sind dgqusvalent:

1. A € A ist esn atomares Ereignis.

2. A € A ist nicht in der Form A =BuC mit B€ A,C€ %, B + A, C <+ A dar-
stellbar.

3. A € U iat so beschaffen, dap fiir jedes B € A entweder A n B =0 oder A S B
gilt.

Von der mathematischen Struktur her ist ein Ereignisfeld eine Boolesche Algebra. Bevor wir
dies begriinden, erinnern wir an die Definition einer Booleschen Algebra.

Definition 3. Es sei M eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen + und - (d. h. Funktionen,
die je zwei Elementen z € M, y € M in M gelegene Elemente z + y und z - y zuordnen) gegeben
sind. M heiBt eine Boolesche Algebra, wenn die folgenden Aussagen erfiillt sind (fir beliebige
Elemente z, y, z aus M):

lL.z+y=y+z, z-y=y-z (Kommutativgesetze),
2.z24+(y+2)=(+y)+z z-(y-z2)=(x-y -2 (Assoziativgesetze),
2z4+(z-y)=2 z-(z+y)=2 (Absorptionsgesetze),
42+ (Y 2)=(@+y)-(z+2) (Distributivgesetz).

5. Es existieren Elemente o und ¢ in M mitz-0 =0 und z 4 ¢ =e.

6. Zu jedem x € M existiert ein 2’ € M (das sogenannte Komplement von z) mit z-2’ = o
undz 4 2’ =e.

Folgerung 3. Jedes Ereignisfeld ist eine Boolesche Algebra.

Beweis. Als Verkniipfung -+ verwenden wir die Operation v, als Verlk fung - die Opera-
tion n auf einem Ereignisfeld ¥. Dann gelten die oben angegabenen Gesotze 1 bis 4. Als nentrales
Element hinsichtlich der Addition (+) verwenden wir das dgliche Ereignis , als neutrales
Element der Multiplikation (- ) d.u slchero Erelgnla. und schlieBlich verwenden wir als Komple-
ment von 4 € I das zu 4 g ige kom is A. Diese Elemente besitzen die in
der Definition geforderten En chaften und liegen sii tlich in %. Damit ist % also eine Boole-
sche Algebra.

1.5.  Ereignisfelder und Mengenalgebren

Wir gehen nun auf den engen Zusammenhang zwischen zufélligen Ereignissen und
Mengen — genauer: zwischen Ereignisfeldern und Mengenalgebren — ein. Dazu
erinnern wir an die Definition einer Mengenalgebra.
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Definition 1. Ein System % von Teilmengen einer Grundmenge £ heiit eine
Mengenalgebra (iiber 2), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:
1. Die Grundmenge £ gehért zu %: 2 € A,
2. Mit zwei Teilmengen enthilt- % auch deren Vereinigung:
AU, BecUA=>AuBeN.
3. Mit jeder Teilmenge enthilt % auch das Kompl t dieser Teilmenge beziig
lich der Grundmenge:
AcU=>A6eY,
Ist auBerdem die nachfolgende Bedingung 4 erfiillt, so heiBt % eine o-Algebra
von Teilmengen von 2; das Paar [, %) HeiBt dann ein mepbarer Raum.
4. Mit jeder Folge von Teilmengen enthilt % auch deren Vereinigung:

A;eA(3=12,..)>U 4;eN.
=1

Folgerung 1. Jede M lgebra ist esne Boolesche Algebra.

Beweis. Verlauft analog dem Beweis von Folgerung 3 (1.4.).

Den angekiindigten Z; h zwischen Er feldern und Meng

3

algebren liefert der- folgende Satz von M. H. STONE.

Satz 1. Zu jeder Ereignisalgebra lift sich eine tsomorphe Mengenalgebra angeben.

Auf den Beweis dieses sehr tief liegenden Sat ii wir verzichten; wir wollen
aber den Inhalt des Satzes noch etwas erliutern. B

Ist % ein Ereignisfeld, so existieren also eine Grundmenge £ und eine Algebra %
von Teilmengen dieser Menge 2 mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine eineindeutige Abbildung von ¥ auf .

2. Dem sicheren Ereignis Q ist die Grundmenge { zugeordnet, dem unméglichen
Ereignis ist die leere Menge zugeordnet.

3. Bezeichnen wir mit ¢ die dem Ereignis C € % zugeordnete Menge (€ ), s0 ist
der Summe der Ereignisse 4 und B (d. h. dem Ereignis 4 v B) die Vereinigung der
Mengen A und B (d. h. die Teilmenge 4 u B von {2) zugeordnet, dem Produkt der
Ereignisse 4 und B (d. h. dem Ereignis 4 n B) ist der Durchschnitt der Mengen 4
und B (d. h. d1e Teilmenge A n B von {3) zugeordnet, und dem Ereignis 4 ist die
Kompl ge von A beziiglich £ (d. h. die Teilmenge 4 von $3) zugeordnet.

4. Ist. mit dem Emtreten des Erelgmsses A (€ ¥) stets auch das Eintreten des Er-

ignisses B (€ %) verbunden (d. h., gilt A S B), so ist 4 eine Teilmenge von B (d. h.,
esgilt 4 < B).

Wir konnen also anstelle eines Ereignisfeldes % stets die nach obigem Satz existie-

rende isomorphe Mengenalgebra & betrachten und .wissen, wie sich die Operationen
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zwischen zufilligen Ereigni als Operationen zwischen den zugeordneten Mengen
susdriicken. (Dieses haben wir iibrigens schon durch Verwendung gleicher Ope-
rationssymbole vorweggenommen. Damit ist auch klar, daB Rechenregeln fiir das
Operieren mit zufilligen Ereignissen immer auch Rechenregeln fiir das Op
mit Mengen beinhalten und umgekehrt.) Bei den weiteren Darlegungen werden wir
auf Grund des Satzes von M. H. STONE oftmals nicht von einem Ereignisfeld aus-
gehen, sondern von der dazu isomorphen Mengenalgebra. Dabei werden wir stets
voraussetzen, daB es sich um eine o-Algebra handelt. AuBerdem wollen wir die
Schreibweise dahingehend vereinfachen, daf wir Ereign.isfeld \md zugoordneto
o-Algebra mit dem gleichen Symbol % bezeich D h i wir
Ereignisse und zugeordnete Mengen mit dem gleichen Symbol insbesondere be-
zeichnen wir die dem sicheren Ereignis Q zugeordnete Gru.ndmenge ebenfal’ls mit Q
(deren Elementﬁ man iibrigens oft als el tare Er ich

it Betrachtungen wird also entweder ein Ereignis-
feld 91 oder ein meBbarer Raum [Q, %] sein.
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In diesem Kapitel wenden wir uns nun dem Wahrscheinlichkestsbegriff zu, dem zen-
tnlen \md grundlegenden Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie und auch der
Statistik. Wir werden dabei den Wahrscheinlichkeitsbegriff —
einem in der modernen Mathematik h iiblichen Vorgehen entsprechend —
durch Aziome charakterisieren (Abschnitt 2 4) Bei der Aufstellung des Axiomen-
systems gehen wir von gemeinsamen Eigenschaften der relativen Hdufigkeit (Ab-
schnitt 2.1.) und des sogenannten klassischen Wahracheinlichkestsbegriffes (Abschnitt
2.2. und 2.3.) aus. Dem klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff liegt die — allerdings
nicht universell anwendbare — s ate klassische Definition der Wahrscheinlich
kest zugrunde, nach der die Wahracheinlichkeit eines zufa.lhgen Ereignisses- gleich
dem Quotienten aus der Anzahl der fiir das betrachtete Ereignis ,giinstigen* Ver-
suchsausgiinge und der Gesamtanzahl der moglichen Versuchsausginge ist; dabei
heiBt in einem solchen Zusa hang ein Versuchsausgang giinstig fiir ein Ereignis,
wenn das Auftreten dieses Versuchsausganges das Eintreten des betrachteten Ereig-
nisses nach sich zieht. Die Betrachtungen zur relativen Héufigkeit sollen uns ins-
besondere davon iiberzeugen, da8 sich der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens
eines zufilligen Ereignisses stets und in objektiver Form durch eine Zahl — also
quantitativ — erfassen liBt. In diesem Zusammenhang weisen wir darauf hin, da8
der in der Umgangssprache verwendete Wa,hrscheinlichkeitsbegriff hiufig subjektive
Ziige aufweist; man beabsichtigt luerbel oftmals auch nur, eine qualitative Aussage
hinsichtlich des eig, Uberzeugtseins vom Eintreten einer bestimmten Situation
zu geben.
Mit Wahrscheinlichkeiten wurde schon gerechnet, bevor ein axiomatischer Aufbau
der Wahrscheinlichkeiterechnung vorlag (z. B. im Rahmen der Bevolkerungs-
statistik, bei Versicherungsproblemen und auch bei Gliicksspielen). Die stiirmische
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Entwicklung der Technik und der Naturwissenschaften seit Beginn unseres Jahr-

hunderts stellte jedoch an die Wahrscheinlichkei hnung erhhte An.fonierungen
Hieraus ergab sich die Notwend.lgkelt die Wahrscheinlichleit — und
damit die mathemati Statistik — als eine streng begriindete mathematische

Disziplin aufzubauen. Die Lésung dieses Problems — es handelt sich dabei um eines
der 23 von dem beriihmten deutschen Mathematiker D. HmLBERT (1862—1943)
auf dem 2. Internationalen Mathematikerkongre8 in Paris (1900) genannten groBen
Probleme der Mathematik — gelang dem bedeutenden sowjetischen Mathematiker
A. N. KoLMogorov (geb. 1903) A.N. KorMoaorov verdffentlichte 1933 einen
axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der zur Grundlage aller
derzeit vorhandener moderner Lehrbiicher iiber Wahrscheinlichkeitstheorie geworden
ist.

Es ist interessant, daB D. HILBERT in seinem Vortrag im Jahre 1900 in Paris die
Wahrscheinlichkeitsrechnung als ein Kapitel der Physik ansah, in dem mathematische
Methoden eine iibemgende Rolle spielen. Erst durch die axiomatische Begriindung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die damit verbundene K.lnrstellung der Grund-
begriffe durch A. N. KoLMocorov fiigt sich die Wahrscheinlichkeit g har-
monisch und als vollwertige Spezialdisziplin in das Gebdude der Mathematik ein.

21.  Relative Haufigkeit

Es bezeichne A ein zufilliges Ereignis, das im Zusammenhang mit irgendeinem
zufilligen Versuch steht. (Zum Beispiel kann A das Wiirfeln einer ,,6 beim ein-
maligen Wiirfeln mit einem Spielwiirfel sein.) Wir wiederholen diesen Versuch #-mal
unabhingig voneinander uad zihlen, wie oft in diesen Versuchen das Ereignis 4
eingetreten ist. Ist A insgesamt m-mal eingetreten, so heiBt m die absolute Haufighkest

von A4, und ™ heiBt die relative Hdufigkeit von A in diesen n Versuchen.
n

Allgemein wollen wir die absolute Haufigkeit von 4 in n Versuchen mit H,(4)
und die relative Haufigkeit von A in n Versuchen mit A,(4) bezeichnen. Als Werte
fiir die absolute Hiufigkeit H,(4) eines Ereignisses 4 in n Versuchen kommen die
n + 1 Zahlen 0,1,2,...,n — 1,7 in Frage, als Werte fiir die relative Hiufigkeit

ha(d) die Zahlen 0, i % ey 2 : 1 1. Welchen Wert die absolute bzw. relative
Hiufigkeit bei einer kon.krewn Versuchsreihe annehmen wird, kann nicht mit Sicher-
heit vorausgesagt werden; die absolute bzw. relative Hiiufigkeit sind vom Zufall
abhiingige GroBen, sogenannte ZufallsgroBen. (Wir werden sie spiiter als diskrete
ZufallsgroBen einordnen und die zugehérige Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
stimmen.)
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Nachfolgend stellen wir einige Eigenschaften der relativen Hiiufigkeit zusammen,
deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen.

Folgerung 1.

LOSh(d) 1.

ha(Q) = 1.

ha(A v B) = hy(d) + ho(B) fir A n B = .
. hy(9) =

h-(I) =1—h,(4).

ha(4 U B) = hy(4) + ha(B) — ha(4 n B).

. Aus A S B folgt hy(4) < ho(B).

Wir bemerken im Zusammenhang mit den Eigenschaften 2 und 4, daB aus

he(4) = 1 bzw. h,(4) = O nicht darauf geschlossen werden kann, daB A ein sicheres
bzw. unmdgliches Ereignis ist.

N o @

Die Zuordnung A — h,(A) (n feste natiirliche Zn.h.l) konnen wir als eine Funktion
auffassen, die jedem zufiilligen Ereignis 4, das im Z hang mit dem betrach
teten zufiilligen Versuch steht, eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl zuordnet,
wobei die tlichen Eigenschaften dieser Funktion in der Folgerung 1 zum Aus-
druck k Der Definitionsbereich dieser Funktion ist also eine Menge von
zufilligen Ereignissen; wir wollen dabei stets annehmen, da8 es sich um ein Ereignis-
feld handelt.

Im Zusammenhang mit Folgerung 1 ist auf einen fiir die Vorgeh ise bei der axi isch
Charskterisierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes wichtigen Sachverhalt sufmerk 70 mach
Jede auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige Funktion /, die die Eigenschaften 1 bis 3 be-
sitzt, besitzt auch die Eigenschaften 4 bis 7. Wir wollen dies hier nur an einem Beispiel demon-
strieren; wir zeigen, daB aus den Eigenschaften 2 und 3 die Eigenschaft 5 folgt: Esgilt A n 4 = @
und nach Eigenschaft 3 demzufolge f(4 v A) = f(4) + f(4). Wegen 4 v A = Q gilt nach Eigen-
schaft 2 die Beziehung f(4 u 4) = 1. Also gilt 1 = f(4) + (), d. h., es gilt {(4) = 1 — }(A).

Wir wollen uns nun mit der Frage befassen, inwieweit die relative Hiufigkeit eines
Erelgmsses (in einer Serie von n unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wieder-
holungen ein und desselben Versuches) eine geeignete MaBzahl fiir den Grad der
Unbestimmtheit des Eintretens dieses Ereignisses ist. Zur Bestimmung eines kon-
kreten Wertes der relativen Hiufigkeit muB man erst einmal eine solche Versuchs-
reihe wirklich durchfiihren, zum anderen wird sich bei Wiederholung einer solchen
Versuchsreihe i. a. ein anderer Wert ergeben. Wenn man aber lange Reihen von unab-
hingigen Wiederholungen ein und desselben Versuches durchfiihrt und jeweils die
relative Hiufigkeit des betrachteten zufilligen Erelgmases ermittelt, stellt man
immer wieder fest, daB sich diese Zahlen nur wenig i terscheiden, d. h.,
daB die relative Hiufigkeit eine gewisse Stabilitit zeigt. Die relativen Hu.uﬁgkelten
des Ereignisses 4 schwanken also i. a. nur wenig um einen gewissen Wert, den wir
aber hiufig nicht kennen. Diesen Wert wollen wir als Wahrscheinlichkest des Ereig-
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nisses 4 bezeiohnen, wobei wir uns dariiber im klaren sein miissen, daB8 wir auf diesem

Wege die Wahrscheinlichkeit eines Ereigni nicht berech ko sondern
immer nur einen Schitzwert fiir diese Zahl erhalten. Wir gewinnen aber hier die Uber-
zeugung, daB sich der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens eines zufilligen Er-

eignisses durch eine Zahl in objektiver Weise charakterisieren liBt.

Beispiel. Wir entneh dieses Beispiel der Literatur. Bedeutende Wi haft-
ler, z. B. der Graf DE Bur¥oN (1707—1788, Begriinder einer wahrscheinlichkeits-
theoretischen Methode zur angem'iherten Bestimmung der Zahl #x) und K. PEaR-
sox (1857 1936, Begmnder einer beriihmten Schule auf dem Gebiet der mathe-

hen Statistik in E: d) haben den Effekt der Stabilisierung der relativen
Hiiufigkeit u.a. auch am Bewplel des Miinzwurfes studiert. Es bezeiohne 4 das
Ereignis ,,Zahl oben*.

Anzshl der Absolute Hiufigkeit von 4: Relative Hiufigkeit von 4:
A
Minzwiirfe: n | Hy(4) hy(d) = "( )
DE Burron 4040 2048  (2020) 0,6080
K. PransoN 12000 6019  (6000) 0,5016
K. PEARsSON 24000 12012 (12000) 0,5005

Wir erwarten, daB etwa in der Hilfte aller Miinzwiirfe das Ereignis A eintritt.
In der dritten Spalte der obigen Tabelle haben wir die erwarteten Anzahlen in
Klammern angegeben. Die Tabelle zeigt deutlich, da8 unsere Erwartung um so
besser erfiillt ist, je groBer die Anzahl der ausgefiihrten Miinzwiirfe ist.

Schlielich wollen wir uns noch mit der Frage beschiftigen, ob nicht fiir fede
konkrete Versuchsreihe die Folge (hy(4)) der relativen Hiufigkeiten A (4) eines
Ereignisses A fiir n — oo gegen einen g men G t h(4) konvergiert.
(Wiire dies der Fall, so kénnte man die Wahracheinlichlkeit eines zufilligen Ereig-
nisses einfach als Grenzwert der Folge der relativen Hiufigkeiten definieren.) Dies
ist aber nicht so. Einerseits ist es ja immer nur méglich, eine endliche Folge relativer
Hiufigkeiten zu erzeugen, so daB man niemals entscheiden kann, ob Konvergenz
der ermittelten Folge relativer Hiufigkeiten vorliegt, Konvergenz verstanden im
Sinne der Konvergenz von Zahlenfolgen. LiBt man einmal diesen Umstand auBer
acht, so kann man sich andererseits auch vorstellen, da8 eine Konvergenz der Folge
(ha(A4)) nicht bestehen muB. Wire lim A,(4) = h(4), so existierte also zu jedem

N—+00
& > 0 eine natiirliche Zahl n,, so daB |k,(A4) — k(A)| < & fiir alle n = n, gilt. Zuriick-
greifend auf obiges Beispiel kann man sich aber vorstellen, da8 auch in sehr langen
Versuchsreihen kein einziges Mal das Ereignis ,,Zahl oben* eintritt, so da8 die Un-
gleichung |h,(4) — k(4)] < & bei geniigend kleiner Zahl & > 0 nicht fiir alle » von
einem gewissen Index n, an gilt. (Allerdings erscheint uns ein solcher Fall sehr ,,un-
wahrscheinlich.)




34 2. Wahrscheinliohkeit

Eine prizise mathematische Formulierung des Stabilisierungseffektes der relativen
Haufigkeit erfolgt spiiter auf einem anderen Wege bei der Behandlung des Geset:
der groBen Zahlen.

2.2 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Schon lange vor der axiomatischen Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrech

wurde mit Wahrscheinlichkeiten gerechnet. Die dieser Wahrscheinlichkeitsrech
zugrunde liegende Definition der Wahrscheinlicheit wird heute als klassische Defi-
nition der Wahrscheinlichkeit bezeichnet; wir wollen sie in diesem Abschnitt be-
handeln. ’

Ausgangspunkt ist ein zufsl].lger Versuch mit endlich vielen Versuchsausgiingen,
wobei jeder Versuch schmoglich sein soll, d. h., wobei die Versuchsaus-
giinge hinsichtlich des Grades der Unbestimmtheit des Eint nicht unterscheid

bar sein sollen. Jedes mit dem betrachteten zufilligen Versuch im Zusammenhang
stehende zufillige Ereignis A liBt sich durch Aufzihlung derjenigen Versuchsaus-
giinge kennzelchnen, die fiir dieses Ereignis giinstig sind, d. h., die das Eintreten des
Ereignisses A bewirken. Bezeichnen wlr mit g(4) deren Anmhl und mit k(< o0)

die Gesamt: hl der Versuch 80 vermittelt das Verhiltnis von g(4)
zu k eine Vorstellung iiber den Grad der Sicherheit des Eintretens des zufilligen
Ereignisses 4. Im Rah der sog ten klassischen Definition der Wahrsches:

lichkeit wird nun dieser Quotient Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereignisses 4

genanpt und mit P(4) bezeichnet:

y(A) Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuchsausging, )
& G t hl der Versuchsausging '
Bemerkung. Hiufig findet man in der Literatur Formulierungen, die sich von

dieser nur dadurch unterscheiden, da8 anstelle des Wortes ,,Versuchsausgang

eines der Worter ,,Moglichkeit oder ,,Fall* gebraucht wird. Die Formel (1) geht
auf den franzésischen Mathematiker P. S. LAPLACE (1749—1827) zuriick; das der

Formel (1) zugrunde liegende Prinzip nennt man oft das Laplacesche Prinzip der

gleichmoglichen Falle.

Beispiel. In einem Behilter befinden sich 160 Stanzteile, unter diesen sind 21
nicht maBgerecht. Der zufiillige Versuch bestehe in der Entnahme eines Stanzteiles,
wobei jedes Stanzteil die gleiche Chance habe, entnommen zu werden. Wir berechnen
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das in dieser Weise zufiillig entnommene Stanzteil
maBgerecht ist (Ereignis 4).

Anzahl der Versuchsausgiinge: k = 150,

Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuch inge: g(4) = 160—21 = 129,

P(4) =

)
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Damit ergibt sich
P4) = —=————086—-86%

Die Anwend der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit ist nur im
Rahmen bestimmter zufilliger Versuche zulidssig. Wir wollen uns iiberlegen, wie
sich die Voraussetzungen iiber die zufilligen Versuche in (zusitzlichen) Eigenschaften
der Ereignisfelder widerspiegeln. Bezeichnen wir mit % das Ereignisfeld, zugehorig
zu einem zufilligen Versuch mit den endlich vielen gleichméglichen Versuchsaus-
gingen A,, 4,,..., 4;, so sind diese als atomare Ereignisse dieses Ereignisfeldes

fzuf Jedes beliebige zufiillige Ereignis A € ¥, 4, 4 @, liBt sich als Summe
derjenigen atomaren Ereignisse 4; ausdriicken, die 4 nach sich ziehen, d. h., fiir die
A4; < A gilt. Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4 ist — neben der Gesamt-
anzahl & der atomaren Ereignisse — nur die Anzahl der atomaren Ereignisse 4;, die
A nach sich ziehen, entscheidend. Damit ist auch klar, da8 mittels (1) jedem zufilligen
Ereignis 4 € % in eindeutiger Weise eine reelle Zahl zugeordnet ist, d. h., dag mittels
(1) auf ¥ eine reellwertige Funktion erkliirt ist. Insbesondere gilt wegen

g(dy) = g(dy) = - =g(ds) =1
die Beziehung
1
P(A,) = P(4,) =+ = P(4,) = n (2)
d. h., die V. der Gleichméglichkeit der Versuchsausgiinge A4; sPlegelt

sich n.lso in der Glelchwa.hrscheml.lchkelt. der atomaren Ereignisse 4; (§ = 1, 2, ..., k)
wider.

Nachfolgend stellen wir einige Eigenschaften und Rechenregeln fiir den klassisch
Wabhrscheinlichkeitsbegriff — und damit fiir die durch (1) auf % gegebene Funktion
A - P(A) — zusammen, deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen (vgl. 2.1., Folge-
rung 1).

‘Folgerung 1.

LOSPA) 1.

2. P(Q) =1.

3. P(AuB)=P(d) + P(B) firAnB=0.
4. P@) =0.

5. P(4) = 1 — P(A).

6. P(4 uB) = P(4) + P(B) — P(A n B).
7. dus A S B folgt P(4) < P(B).

In Ergiinzung der Eigenschaften 2 und 4 weisen wir darauf hin, daB aus P(4) = 1 bzw. P(4) =0
hier 4 = Q2 bzw. A = 9 folgt. Ein zufilliges Emngml A hat &Im  genau dann die Wahrscheinlich-
keit Eins bzw. Null, wenn es ein sich bzw. h ist.
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AuBerdem ist darauf hi isen, daB es genigt, die Aussagen 1 bis 3 zu beweisen, da — wie
bereits in Abschnitt 2.1. ausgefiihrt wurde — jede auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige
Funktion, die die Eigenschaften 1 bis 3 besitzt, auch die Eigenschaften 4 bis 7 besitzt.

Der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit kommt deshalb besondere Be-
deutung zu, weil man auf dieser Grundlage Wahrscheinlichkeiten berech kann.
Die Berechnung interessierender Wahrscheinlichkeiten, d. h., die Berechnung der
Anzahl der méglichen Fille und der Anzahl der jeweils giinstigen Fiille erfolgt dabei
i. a. mit Methoden der Kombinatorik (vgl. MfL Band 1, 3.6.). Dies ist nicht immer
80 ganz einfach.

Beispiele.

1. Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit einem Tip im Tele-Lotto
(,,0 aus 35) zu gewinnen (Ereignis @); d. h., mit einem Tip einen Dreier (Ereignis D),
einen Vierer (Ereignis V) oder einen Fiinfer (Ereignis F) zu erzielen. Es ist

35 35-.34.33-32.31
k= = — = 324632,
( 5) 1.2.3.4.5
5\ /30 5-4 30.29
D) = = — . —— = 4350
oD} (3)( 2) 1.271.2
5\ (30 5 30
V)= =—.— = 150,
=) () =13
5\ /30!
F) = =1.1=1.
o = (5) (o)
Damit erhalten wir
P(D) = g(ﬁ = 4350 ~ 0,0134 (Wahrscheinlichkeit eines Dreiers),
k 324632
P(V)= g(_V) = 150 ~ 0,0005 (Wahrscheinlichkeit eines Vierers),
k 324632
P(F) = M = ! ~ 0,000003 (Wahrscheinlichkeit eines Fiinfers).

k324632

Nun gilt @ = D u V u F, wobei die Ereignisse D, V und F paarweise unvereinbar
sind. Also gilt P(@) = P(D) + P(V) + P(F) (vgl. Folgerung 1, Aussage 3), und
wir erhalten schlieBlich P(G) ~ 0,014 (Wahrscheinlichkeit eings Gewinns).

2. Aus einer groBen Menge von Personen (z. B. aus der Menge der derzeitigen
Dresdner Einwohner) werden n Personen zufiillig ausgewihlt (zufillig in dem Sinne,
daB jede Person die gleiche Chance habe, ausgewihlt zu werden) und deren Geburts-
tage notiert. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB unter
diesen n Personen mindestens zwei den gleichen Geburtstag haben (Ereignis A4).



2.2. Klaassieche Definition 37

Bei der Lﬁsung dieser Aufgabe setzen wir zusitzlich voraus, daB Personen, die am
29. Februar eines Schaltjahres geboren worden sind, nicht ausgewihlt werden, so

daB insgesamt nur mit 385 Tagen gerechnet werden muB. AuBerdem nehmen wir an,
daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine zufillig ausgewiihlte Person an einem
bestimmten Tag (z. B. am 1. Januar) Geburtstag hat, fiir alle 365 Tage gleich, also

gleich —3—;—5 ist.

Wir ermitteln zuerst die Anzahl k der moglichen Versuchsausgiinge, wobei ein
moglicher Versuchsausgang darin besteht, aus 365 Tagen n (nicht notwendig ver-
schiedene) Tage auszuwihlen. Die Anzahl solcher Méglichkeiten ist (unter Beriick-
sichtigung der Reihenfolge) k = 365 - 365 ... 365 = 365%. (Fur n > 4 ist k = 365"
iibrigens gréBer als eine Billion.) ™ 7 raroren

Zur Berechnung der gesucht Wn“ heinlichkeit miiSten wir nun die Anzahl
g(A) der fiir 4 giinsti 2 Versuct ermitteln. Es erwemt, sich als wesentlich

giinstiger, zuerst die Anzahl g(4) der fur A giinstigen Ver iinge zu berech

Das Ereignis 4 besteht darin, daB unter den n ausgewihlten Personen nicht min-
destens zwei den gleichen Geburtstag haben, d. h. darin, daB jede der n Personen
an einem von a.llen n,nderen Geburtstagen verschied Tag Geburtstag hat. Die

Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuchsausginge ist (wiederum unter Beriicksichtigung
der Reihenfolge)

9(d) = 365 - 364 - (365 — (n — 1)) = (365) oal.
n

» Faktoren
Daraus erhalten wir
(365
P(4) = V(A) _\=» )
k 366"

woraus sich nach einer obigen Formel (vgl. Folgerung 1, Aussage 5) die gesucht
Wabhrscheinlichkeit ergibt:
(385
n!

365"

In der folgenden Tabelle geben wir fiir verschiedene n die Wahrscheinlichkeit dafiir,
an, daB unter # Personen mindestens zwei den gleichen Geburtstag haben:

Pd)=1—PA)=1—

m | 10 20 2 2 2% 30 40 5
P4)| 012 o041 048 051 054 071 08 097
(Fiir n > 366 ergibt sich natiirlich P(4) = 1.)
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2.3. Geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit

Die in Abechnitt 2.2. angegebene Formel (1) zur Berechnung von Wahrscheinlich
keiten zufilliger Ereignisse ist nur dann anwendbar, wenn der betrachtete zufiillige
Versuch endlich viele Versuchsausginge besitzt, die alle gleichméglich sind. Es gibt
nun eine Reihe von zufilligen Versuchen, die zwar diese Bedingungen nicht erfiillen,
bei denen man aber in ebenso natiirlicher Weise eine Formel zur Berechnung inter-
essierender Wahrscheinlichkeiten angeben kann. Immer dann, wenn sich der zufillige
Versuch modellmiBig als ,,zufilliges** Werfen eines Punktes auf irgendeinen Grund-
bereich E des n-dimensionsalen euklidischen Raumes interpretieren liBt, wobei das
Wort ;,zufallig* so zu verstehen ist, daB

1. der geworfene Punkt auf jeden beliebigen Punkt aus E fallen kann und

2. Ereignissen 4 und B, denen Teilbereiche gleichen MaBes (z. B. Intervalle gleicher
Liinge, Punktmengen in der Ebene gleichen Flicheninhalts, Korper im dreidimen-

sionalen Raum gleichen Vol ) entsprechen, auch die gleiche Wahrscheinlich-
keit zukommt,
bemch.net man die Wahrscheinlichkeit eines mit einem solchen Versuch im Zusam-
g stehenden Ereigni A nach der Formel
P4) = m(4) _ MaB des dem Ereignis 4 entsprechenden Teilbereiches von F W
m(E) MaB des Grundbereiches B

(geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit), vgl. Abb. 11.

A £

Abb. 11

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereigni ist also unabhiingig von der speziellen
Gestalt und der Lage des das Ereignis darstellenden Teilbereiches, sie ist proportional
dem MaB (d. h. proportional der Linge, dem Flicheninhalt, dem Volumen) dieses
Teilbereiches. Anders formuliert ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses also
gleich dem Verhiiltnis der MaBe des fiir das Ereignis giinstigen Teilbereiches und
des Grundbereiches. In dieser Formulierung der geometrischen Definition der Wahr-
scheinlichkeit zeigt sich deutlich die Verwandtschaft zur klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit. Das der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit zugrunde
liegende Laplacesche Prinzip der gleichméglichen Fille kommt in der geometrischen
Definition der Wahrscheinlichkeit dadurch zum Ausdruck, daB8 Ereignissen, denen
maBgleiche Teilbereiche entsprechen, die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt.
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Beispiel. Zwei Personen vereinbaren, sich an einem bestimmten Ort zwischen 0
und 1 Uhr zu treffen. Jede der Personen wiihlt den Zeitpunkt der Ankunft unabhiin-
gig von der anderen. Beide Personen versprechen aber, mit Sicherheit zwischen 0 und
1 Uhr am vereinbarten Ort einzutreffen ; genauere Angaben hinsichtlich der Ankunfts-
zeit kénnen beide Personen nicht machen. Sie verabreden nun, daB jede der beiden
Personen auf die andere nétigertfalls 156 Minuten wartet, danach aber geht. Wir fragen
nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich die beiden Personen treffen. Zur Be-
rechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit legen wir die geometrische Definition
der Wahrscheinlichkeit zugrunde.

Die Ankunftszeiten der zwei Personen bezeichnen wir mit  bzw. y (z. B. beide
in Minuten und Bruchteilen von Minuten nach 0 Uhr) und stellen sie als

y
60

Abb. 12
0 15 30 45 x

Punkte in der Ebene dar (Abb. 12). Das Ereignis 4, das darin besteht, daB sich die
beiden Personen treffen, wird durch die Menge {(z,y):0 <z < 60,0 <y < 60,
|# — y| < 15} beschrieben. Der Abb. 12 entnehmen wir unmittelbar

45 - 46
G
und erhalten somit fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(A4) = M= 1— (i)’- 1.
m(E) 4 16
(Die Wahrscheinlichkeit des Treffens bei 15 Minuten Wartezeit ist also etwas kleiner
als 0,5. Wir iiberlassen es dem Leser nachzurechnen, daB z. B. die Wahrscheinlich-
keit des Treffens bei 30 Minuten Wartezeit gleich 0,75 ist. AuBerdem kann sich der
Leser leicht eine allgemeine Beziehung zwischen der Wahracheinlichkeit des Treffens
und der Wartezeit herleiten.)

Wir weisen darauf hin, daB zufilligen Ereignissen, denen ein Teilbereich entspricht,
der eine kleinere Dimension als der Grundbereich besitzt (z. B. ein Punkt auf der Zahlen-
geraden, eine Gerade in der Ebene, eine Ebene im Raum), die Wahrscheinlichkeit
Null zukommt.

m(4) =60.60 — 2. m(E) = 60 - 60
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Die geometrisohe Definiti der Wahrscheinlichkeit gab in fritherer Zeit AnlaB zu allerlei Mi8-
Inﬁmmnndknt&m,mﬁhrﬁehﬂwmmmmAbbhnmgdﬂWAhr
heinlichkeit als wi haftliche Diszipli t wurde dies mit dem Hinweis

.uf Au!gnben deren Lém.ng von der Loau.nglmothodo Abhi.ng;g ist, d. h., die bei unterschiedlichen

ngs fnhren Dernmhehlerfﬂrhngtubermohtm
a,.L .‘ des trischen W heinlichkeitabegrifes, sondern in der
ungentigenden Pﬂzmnmng du;mnllgqn Aufgab llung. Wir bri hierzu ein Beispiel,
das in der Li » belannt ist; es "— wie viele andere &hn-

liche Beispiele — von dam ﬁ\nzhuohan Mathematiker J. BERTRAND (1822—1800).

Aufgabe. In einem Kreis wird ,,zuféllig* (,,auf gut Glick*) eine Sehne gezogen. Wie gro8 ist
die WAhnohomllchkut dafiir, daB deren Dnge die Liinge der Seite eines dem Kreis einbeschrie-
benen g itigen Dreiecks bertrifft (Ereignis 4)?

Ldsung 1. Wir geben eine Richtung der Sehne vor und betrachten einen Durch senk-
recht zu dieser Richtung (vgl. Abb 13). Das Ereignis 4 tritt genau dann ein, wenn die Sehne den

Dnmhmwurzwmchm? und?rmﬁt.Alsogﬂt

Abb. 13 Abb. 14

Ldsung 2. Wir geben einen Endpunkt der Sehne auf dem Kreis vor, ziehen die Tangente an
den Kreis in diesem Punkt und zeichnen ein gleichseitiges Dreieck in den Kreis ein (vgl. Abb. 14).
Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn die Sehne in den mittleren Winkelraum fillt. Also gilt

n
_m4)_ 3 _ 1
P(A)_mw) — =

Lésung 3. Die Linge der Sehne ergibt sich in eindeutiger Weise aus der Lage des Mittel-
punktes der Sehne. Ist ¢ der Abstand des Mittelpunktes der Sehne vom Mittelpunkt des Kreises
und bezeichnet ! die Liinge der Sehne, so gilt I = 2 }r3 — g? (vgl. Abb. 16)DuEtﬂgmnAmtt
genau dann ein, wenn ! 2> r Y_(— Lange der Seite eines dem Kreis einbesch

g 4

Dreiecks) gilt,d. h..wenn ¢ < ; gilt. Also gilt

G-
bl KL
Py = A _\2 =%.

mE) ra
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OR

In der Aufgab llung ist nicht festgelegt, was unter dem ,,zufélligen** Ziehen einer Sehne
zu verstehen ist. Bei den angegebenen Léosungen wurde dies jeweils unterschiedlich aufgefaBt.
In der Lésung 1 wird modellméBig vom zufilligen Werfen eines Punktes auf ein Intervall der
Linge 2r ausgegangen, in der L3sung 2 vom zufiilligen Werfen eines Punktes auf ein Intervall der
Linge » und in der Loeung 3 vom zufilligen Werfen eines Punktes auf eine Kreisfliche mit dem
Radius r, wobei hier das Wort ,.mmhg jeweils so zu verstehen m, wie in der geometrischen
Definition der Wahrschei gegeben. Die drei angegeb g smdalno 11 t
nicht Losungen der obigen Aufgab dern L& dreier and und der ver-
schiedener Aufgaben; die Aufgabe selbst ist in der mgegebonan Form — also ohne Priizisierung
dessen, was unter dem zufélligen Ziehen einer Sehne zu verstehen ist — nicht ldsbar.

2.4. Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkelt

In Abschnitt 2.1. zogen wir aus den Uberlegungen zum Stabilisierungseffekt bei
der relativen Hiufigkeit den SchluB, daB sich der Grad der Unbestimmtheit des Ein-
tretens eines zufiilligen Ereignisses 4 in objektiver Weise durch eine Zahl — genannt
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, bezeichnet mit P(4) — charakterisieren ligt.
In den Abschnitten 2.2. und 2. 3 haben wir — bei Erfiilltsein gewisser (und zwar
doch recht einschriinkender) itzlicher Eigenschaften uber den zufilligen Versuch
— Formeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkeit 1. Eine in jedem Fall
anwendbare Formel zur Berech.nu.ng von thrschemhchkelten glbt es nicht und kann
es auch gar nicht geben. Dem weiteren Aufbau der Wahrscheinlichkei h
wollen wir deshalb einige Annahmen — Axiome — zugrunde legen, die in Elgensclmf—
ten und Rechenregeln iiber den Wahrscheinlichkeitsbegriff zum Ausdruck kommen,
die wir ohne Beweis als giiltig anerkennen. Dabei-gehen wir natiirlich von unseren
gesamten bisherigen Erfahrungen mit dem Wahmchemhchkeltsbegnff aus, d. h
also, wir heben das Axic ystem der Wahrscheinlichkei ung aus
samen Eigenschaften der relativen Hiufigkeit, des klassischen und desg gec
Wahrscheinlichkeitsbegriffes ab.

Zur Formulierung des Axic yst der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehen
wir von einem Ereignisfeld % aus. Wir sagen, daB auf % eine Wahkrachesnlichkest

&
trianh
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(oder ein Wahrscheinlichkeitsmaf) P definiert ist, wenn P eine Funktion mit den in den
nachfolgenden Axiomen angegeb Eigenschaften ist.

Axiom 1. Jedem zufdlligen Ereignis A € U ist in eindeutiger Weise eine Zahl P(4),
die te Wah ""‘"vonA,_,, "‘wobet

0<PU4)<1

gilt.

Mit Axiom 1 wird also Definitions- und Wertebereich der Funktion P festgelegt;
P igt eine auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige Funktion mit Werten zwi-
schen Null und Eins. Axiom 1 beinhaltet auch, daB jedes zufillige Ereignis eine wohl-

te Wahrscheinlichkeit besitzt

Axiom 2. Die Wahrscheinlichkest des sicheren Ereignisses ist gleich Eins:
P(Q) =1 (Normierungsaxiom).

Das sichere Ereignis ist definitionsgemi8 stets ein El t des Ereignisfeldes ¥,
d. h., ein El t des Definitionsbereiches der Funktion P. Das Axiom 2 besagt,
daB der Wert der Funktion P fiir das Argument 2 gleich Eins ist.

Axlom 3. Die Wahrscheinlichkest dafiir, dap von zwei unvereinbaren zufilligen
Ere;, des betrachteten Ereignisfeldes eines eintritt, ist gleich der Summe der
Wahrschesnlichkesten dieser Ereignisse:

A€A, BeW AnB=0= P4uB)=Pd) + PB)

(Additionsaxiom).

Wir bemerken hierzu, da8 ein Erei ignisfeld def gemifl mit den zufa.lhgen
Ereignissen 4 und B stets auch 4 v B enthilt, d. h., duB mit 4 und B auch 4 v B
zum Definitionsbereich der Funktion P gehort.

Unter alleiniger Verwendung von Axiom 3 kann man mit dem Prinzip der voll-
stindigen Induktion die folgende Aussage beweisen.

Folgerung 1. Die Wahrschesnlichkeit dafiir, daf von n (= 2) paarweise unverein-

baren zufilligen Ereignissen des. betrachteten Erewma]ddu eines eintritt, sst gleich der
S der Wahrscheinlichkesiten dieser Ereigni.

A;€AG=12..,n), }=>1,,(L-'J A’)=Z~,P(A’).
,n) j=1

AinAdy=0G+kik=12.. jor

Eine entsprechende Rechenregel fiir die Wahrscheinlichkeit der S bziihl
bar-unendlich vieler paarweise unvereinbarer zufilliger Ereignisse lit sich mit
Axiom 3 nicht beweisen; wir unterstellen aber dem allgemeinen Wahrscheinlichkeit:
begriff zweckmiBig auch die Giiltigkeit einer solchen Rechenregel.
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Axiom 4. Die Wahrscheinlichkest dafiir, daf von abzihlbar-unendlich vielen paar-

wesse unvereinbaren zufilligen Ereignissen des betrachteten Ereignisfeldes eines eintritt
18t gleich der S der Wahrscheinlichkeiten dieser Eresg
A;eA(G=12..), hod fad
P A;) = 3 P(4)).
AinA, =06 +kik=12..) Y A ,‘_‘:; 4

Wir weisen hier darauf hin, da8 ein Ereignisfeld definitionsgemi8 mit den Ereig-
-3

nissen 4;(j =1,2,...) stets auch U 4; enthiilt, d.h., daB mit 4;(j =1,2,...)
o j=1

auch U 4; zum Definitionsbereich der Funktion P gehort. (Uberhaupt ist der Be-

griff des Ereignisfeldes so festgelegt, daB alle in den Axiomen und den daraus ableit-
baren A gen des Abschnittes 2.5. vorke Ereigni zum Ereignisfeld,
d. h., zum Definitionsbereich der Funktion P gehéren.)

Die im Axiom 4 zum Ausdruck ki de Eigenschaft bezeichnet man als 0-Additivitiit des
‘Wahrscheinlichkeit: Bes P. Sie beinhaltet eine Stetigkeitsei haft in folgendem Sinne.

Satz 1. Es sei (4;) esne Folge zufdlliger Eresgnisse A;€ U (j = 1,2, ...).

©0
a) Gilt A, S A, S ~--,ao.'dP( UA,) = lim P(4)).
j=1
b) Gilt 4, 2 4, 2 ,aoutP(ﬁ A,) = lim P(4;).
Wir beweisen diesen Satz hier nicht, lmmmentleren ihn aber noch etwas. Ist (4;) eine Folge
von Teilmengen (einer Grundmenge £2), so sind Folgen mit 4, S 4,5 bzw A p4 =

im Smno des mengenalgebraischen Limes konvergent, und es gilt lim 4, = UA, bzw. lim 4,
L el | e
= n 4;. Die im Satz enthal Aussagen bed: dann die Gnltngkelt von P(hm A,)
j=1
= lim P(4;). Dies ist zur Stetigkeit von P dquivalent.
j>oo

Die Axiome 1 bis 3 beinhalten Aussagen, die im Fall der Anwendbarkeit der klassi-
schen Definition der Wahrscheinlichkeit beweisbar sind (vgl. 2.2., Folgerung 1,
Aussagen 1 bis 3). Ebenso sind entsprechende Aussagen fiir die Funktion A,, die jedem
zufilligen Ereignis 4 € U die relative Hiufigkeit des Eintretens von 4 in n unab-
hingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrachteten Versuches
zuordnet, giiltig (vgl. 2.1., Folgerung 1, Aussagen 1 bis 3). Die dariiber hinaus bei
der relativen Hiufigkeit und beim klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff festge-
stellten gemeinsamen Eigenschaften formulieren wir nicht als Axiome fiir den all-
gemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriff, weil sie sich bereits aus den Axiomen 1 bis 3
herleiten lassen (vgl. 2.5.). Auch fordern wir nicht, daB A ein sicheres Ereignis ist,
wenn P(4) = 1 gilt, da diese Aussage schon im Rahmen der geometrischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit nicht wahr ist (vgl. 2.3.). In diesem Zusammenhang fiih-
ren wir zwei Begriffe ein.
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Definition 1. Gilt P(4) =1 bzw. P(4) =0, so heifit das zufillige Ereignis
A (€ %) ein fast sicheres Ereignis bzw. ein fast unmogliches Eresgnis.

AbschlieBend geben wir noch die Definitionen zweier in der Wahrscheinlichkeits-
theorie hiiufig benutzter Begriffe.

Definition 2. Ist ¥ ein Ereignisfeld und P eine Wahrscheinlichkeit auf ¥, so
*heiBt das Paar [%, P] ein Wahracheinlichkeitsfeld.

Bei der axiomatischen Einfiihrung des Wahracheinlichkeitsbegriffes kann man
wegen des in Abschnitt 1.5. festgestellten engen Zusammenhangs zwischen Ereignis-
feldern und meBbaren Riumen auch von einem meBbaren Raum [Q, %] ausgehen.
Man nennt dann eine auf der o-Algebra % von Teilmengen der Grundmenge 2 defi-
nierte Funktion P ein WahrscheinlichkeitsmaB, wenn sie die in den Axiomen 1 bis 4

zum Ausdruck ke den Eigenschaften hat.

Definition 3. Ist [, %] ein meBbarer Raum und P ein WahrscheinlichkeitsmaB8
auf %, so heiBt das Tripel (2, ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bei wahrscheinlichkeitstheoretisct Unt hungen geht man heutzutage
generell von einem Wahrsoheinlichkeitsraum aus.

2.5.  Rechengesetze fir Wahrschelinlichkeiten

Wir formulieren und beweisen in diesem Abschnitt Aussagen fiir das Rech mit
Wahrscheinlichkeiten, die sich unmittelbar aus den Axiomen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ergeben und den Eigenschaften 4 bis 7 in Folgerung 1 der Abschnitte
2.1. und 2.2. entsprechen. Dabei stellen wir uns vor, daB ein Wahrscheinlichkeitsfeld
[%, P] vorliegt, d. h., daB ein Ereignisfeld % vorliegt, auf dem eine den Axiomen 1
bis 4 geniigende Funktion P definiert ist. (Ebensogut kénnen wir natiirlich auch
von einem Wahrscheinlichkeitsraum [£2, %, P] ausgehen, d.h. von einer Grund-
menge Q, einer o-Algebra von Teilmengen von £ und einer auf ¥ definierten Funk-

tion P, die die in den Axiomen 1 bis 4 zum Ausdruck ke den Eig haften
hat.)
Satz 1. Die Wahrscheinlichkeit des unméoglichen Ereignisses st gleich Null,
P(2) =0. 1

Beweis. Es gilt & ¢ % (vgl. 1.4., Folgerung 1, Aussage 1), d. h., das unmégliche
Ereignis gehért also zum Definitionsbereich von P. Wegen @ n @ = @ gilt nach
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Axiom 3
P(B u B) = P(@) + P(8) = 2P(D).
Da Qud =9 git, gilt P(@ uP) = P(@) und somit P(@) = 2P(P), woraus sich
(1) ergibt.
Satz 2. Fiir jedes zufillige Ereignis A € % gilt
P(d) = 1= P(4). @
Beweis. Mit A € A gilt 4 € A (vgl. 1.4., Definition 1), d. h., mit 4 gehért auch 4
zum Definitionsbereich von P. Nun gelten die Aussagen A n 4 = Qund A vd = Q

(vgl. 1.3. (9)). Mit den Axiomen 3 und 2 folgt hieraus P(4 v 4) = P(4) + P(4)
und P(4 v 4) = 1, woraus sich 1 = P(4) + P(4) und damit (2) ergibt.

Satz 3. Fiir beliebige zufillige Ereignisse A € W und B € ¥ gilt

P(4 v B) = P(4) + P(B) — P(4 n B). @)
Beweis. Es bestehen die folgenden Gleichungen .

AuB=Au(Bnd) (vgl. 1.3. (14)),

AuB=Bu(4dnB) (vgl. 1.3. (18)),

AuB=(AnB)u(Bnd)u(4dnB) (vgl 13.(16));

dabei sind die jeweils rechts stehenden S den paarweise unvereinbar (vgl.
Abb. 8). Anwendung von Axiom 3 und der im Anschlu8 daran angegebenen Folge-
rung ergibt

P(A u B) = P(A) + P(B n 4),

P(A uB)= P(B)+ P(A n B),

P(AuB)=P(An B)+ P(BnAd)+ P(4 nB).
Bilden wir nun die Differenz zwischen der Summe der ersten beiden Gleichungen
und der dritten Gleichung, so entsteht gerade (3).

B A Q

EB.8~Z  Abb. 16

Satz 4. Wenn mit dem Einireten des zufilligen Ereignisses A € A stets auch das
Eintreten des zufilligen Ereigni. B € A verbunden ist (d. h., wenn A S B gilt),
dann gilt P(4) < P(B).
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Beweis. Es gilt (vgl. Abb. 16)
B=AuyBnAd) mit An(Bnd)=29.

Mit Axiom 3 erhilt man P(B) = P(4) + P(B n 4). Nach Axiom 1gilt P(B n 4) =0,
womit P(B) = P(4) folgt.

Satz B. Ist die Menge {4,, A,, ..., Ay, ...} ein vollstindiges System von zufilligen
Ereignissen, so gilt
ZP(AH) =1.
»
Beweis. Es gilt also voraussetzungsgemi8 (vgl. 1.3., Definition 6)
U4, =9, Ajnd,=0 (G*k).

Die Anwendung der im AnschluB an Axiom 3 angegebenen Folgerung bzw. Axiom 4
liefert unter Beachtung von Axiom 2 die Aussage dieses Satzes.



3. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir fithren in diesem Kapitel den Begriff der bedingten Wahrschesnlichkest ein (Ab-
sohnitt 3.1.) und gewinnen daraus eine Formel zur Berechnung der Wahrscheinlich
keit des Produkts zufilliger Ereignisse (Multiplikationssatz, Abschnitt 3.2.). Hierauf
aufbauend behandeln wir in Abschnitt 3.3. den fiir die gesamte Wahrscheinlich-
keitsrechnung auBerordentlich wichtigen Begriff der Unabhdngigkeit zufdliger
Ereignisse. SoplieBlich befassen wir uns mit zwei bei zahlreichen praktischen Frage-
stellungen niitzlichen Formeln, der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (Ab-
schnitt 3.4.) und der Bayesschen Formel (Abschnitt 3.5.). Dabei werden wir jeweils
ein Beispiel betrachten, in dem eine fiir die Anwendbarkeit dieser Formeln typische
Situation vorliegt.

3.1.  Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

Wir gehen von einem zufilligen Versuch aus, den wir uns mathematisch durch ein
Wahrscheinlichkeitsfeld (¥, P] erfaBt denken, d. h. durch ein Ereignisfeld % und
eine darauf definierte Wahrscheinlichkeit P. Die Zahl P(4) gibt also die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses 4 € % im Rahmen der Bedingungen an, die den betrachteten
zufilligen Versuch kennzeichnen. Nehmen wir gedanklich zu diesen Bedingungen
noch die Bedingung ,,Das zufillige Ereignis B € % ist eingetreten* hinzu, so wird
der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens des Ereignisses 4 nunmehr durch eine
im allgemeinen von P(A) verschiedene Zahl beschrieben. Diese Zahl werden wir
spiiter mit P(4|B) bezeichnen und (bedingte) Wahrscheinlichkeit von 4 unter der
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Bedi g B Die mathematische Definition der (bedingten) Wahrschein-
lichkeit von A unter der Bedingung B wollen wir dabei natiirlich so vornehmen, da8
sie den oben erliiuterten inhaltlichen Vorstellungen von diesem Begriff entspricht.
Dazu stellen wir einige Voriiberlegungen hinsichtlich der relativen Haufigkeit und
des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes an.

Ist in % unabhingig voneinander durchgefuhrben Wiederhol des betrach-
teten zufilligen Versuches m-mal das Ereignis B und i-mal das Ereignis 4 n B
eingetreten, so gilt fiir die relative Hiufigkeit h,.(A|B) des Eintretens von 4 in den
m Versuchen, in denen B eingetreten ist, die Bezi

1
M) = = =2 = ",:_’(;f’ . ()
-

Hat der betrachtete zufillige Versuch & (< oo) Versuchsausgiinge und sind diese
gleichméglich, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(4|B) des Ereignisses A unter der
Bedingung, da8 das Ereignis B eingetreten ist, nach der klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit die Bezieh

g(4 n B)

P —40B __k __PUnB) ®
9(B) 9(B) P(B)
k

wobei — wie frither — mit g(C) die Anzahl der Versuchsausgiinge bezeichnet ist, die

das Eintreten des Ereignisses C' bewirken.
Die Beziehungen (1) und (2) sind die Grundlage fiir die folgende allgemeine Defi-

nition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition 1. Es seien ¥ ein Ereignisfeld, P eine Wahrscheinlichkeit auf % und
B € 9 ein zufilliges Ereignis positiver Wahrscheinlichkeit (P(B) > 0). Dann heiBt

P(A n B)
P(B)

die (bedsngte) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € A unter der Bedingung (oder
auch: unter der Hypothese) B oder kurz die bedingte Wahrscheinlichkest von A beziig-
lich B (vgl. Abb. 17). : :

Beispiel. Ein Masohi tem bestehe aus drei hintereinand rdnet
Maschinen I, IT und ITI; es fullt genau dann aus, wenn eine der Maschmen ausfillt,
wobei wir annehmen, da8 irgendzwei Maschinen nicht gleichzeitig ausfallen kénnen.

P(A|B) = 3)
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei Ausfall des Maschineusystems die Ursache
an der Maschine I'liegt, sei gleich p (0 < p < 1), fiir die Maschine IT gleich g (g = 0,
P + g < 1) und fiir die Maschine III gleich 1 — (p + g), vgl. Abb. 18.

A

AnB 8 Q

Es sei nun das Maschinensystem ausgefallen, und es sei bereits vergeblich nach
einem Fehler an der Maschine I gesucht worden. Wir berech die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die Ursache des Ausfalls an der Maschine II liegt. Dazu fiihren
wir die folgenden Ereignisse ein:

A ... Die Ursache des Ausfalls liegt an der Maschine II.

B ... Die Ursache des Ausfalls liegt nicht an der Maschine I.

Es ist also P(4|B) zu bestimmen. Nach (3) gilt P(4|B) = M Nun ist A & B

und folglich 4 n B = A. Damit gilt P(B)
P B) = 2A4)
P(B)

Mit P(4) = g und P(B) =1 — P(B) = 1 — p erhalten wir

P(A|B) = ﬁ

(vgl. nochmals Abb. 18).

Wir geben einige unmittelbare Folgerungen aus (3) an, die die ZweckmaBigkeit
der Definition 1 weiter begriinden.
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Folgerung 1. Wenn mitdem Einireten des zufilligen Ereignisses B € %, P(B) > 0,

stets auch das Bintrelen des zufalligen Ereignisses A € % verb

gilt P(A|B) = 1.

ist (B S A), 0

Folgerung 2. 8ind A € ¥ und B € A unvereinbare zufdllige Ereignisse (4 n B = 0)

und gilt P(B) > 0, 50 ist P(A|B) =

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) von 4 beziiglich B kann kleiner, groBer
und auch gleich der (unbedmgtcn) ‘Wahrscheinlichkeit P(A) sein. (Mit dem Fall

der Gleichheit werden wir uns in Abschnitt 3.3. g

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.

B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (P(B) = % = %-)

a) A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht gréfer als 3:
(P(A) = %= %) P(4|B) = % < P(4).

b) 4 ... Die gewiirfelt.e Augenzahl ist gleich 2, 3 oder 4:
(P(A) —-= %) P(A|B) = % > P(4).

c) A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 1 oder 2:

(P(A) - % - %) PU|B) = L — Pa).

)

Wir weisen auch darauf hin, daB die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) von 4
beziiglich B genau zu unterscheiden ist von der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|4)
von B beziiglich A und auch von der Wahrscheinlichkeit P(4 n B) des gemeinsamen

Eintretens der Ereignisse 4 und B.

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.
A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht griBer als 4.
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 3, 5 oder 6.

1

P(4 0 B) =%, P(4)B) = %. P(BI4) = .

Die Zuordnung
4~ P(A|B), A €¥,

(4)
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fiir ein festes Ereignis B € % positiver Wahrscheinlichkeit (P(B) > 0) ist eine auf dem
Ereignisfeld % definierte Fun]mon Wir bezeichnen diese Funktion mit Py; es gilt
also
P(A n B)
P(B) *
Der nachfolgende Satz — d Beweis wir dem Leser sehr empfehlen — enthilt
tliche Eigenschaften der Funktion Pj.

Satz 1. Es seien [%, P) ein Wahkrscheinlichkestsfeld und B € U ein zufilliges Ereignis

s Wahrschesnlichkeit. Die durch (4) definierte Funkiion Pp besitzt alle die

E;gmchaﬂen, die in den Azi 1 bis 4 (Abschnitt 2.4.) zum Ausdruck kommen,
dh[uP‘]ml ‘"e"lW...lu Y oinlichkestateld. .

Wegen der Giiltigkeit von Satz 1 besitzt dann die bedingte Wahrscheinlichkeit Py
auch alle die Eigenschaften, die fiir die (unbedingte) Wn heinlichkeit P b
wurden (vgl. 2.5., Siitze 1 bis 5).

SchlieBlich weisen wir darauf hin, daB sich die (u.nbedmgba) ‘Wahrscheinlichkeit
als bedingte Wahrscheinlichkeit beziiglioh des sich igni interpreti
liBt; es gilt nimlich fiir jedes zufillige Emlgms Ae¥

pajg) = 2409 _P4) _ P(4). ®)

Py(4) = P(4]B) =

3.2.  Multiplikationssatz fiir Wahrscheinlichkelten

Wir bef: uns in di Abschnitt mit der Berechnung der Wahrscheinlichkeit
des Produkts zweier zufilliger Ereignisse 4 und B. Dabei setzen wir voraus, daB 4
und B positive Wahrscheinlichkeit besit: (Anderenfalls gilt wegen A n B S A
bzw. 4 n B S B die Beziehung P(4 n B) = 0 (vgl. 2.5., Satz 4), so daB dann jede
weitere Untersuchung unnétig ist.) Die Wahrscheinlichkeit P(4 n B) trat in Ab-
schnitt 3.1. bei der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit auf. Durch Auf-
16sung der Gleichung (3) aus 3.1. erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 1 (Multiplikationssatz). Es seten A und B zufillige Ereignisse mit positiven
Wahrscheinlichkeiten. Dann gilt

P(4 n B) = P(4|B) P(B) = P(B|A) P(4). ()
Die Wahrscheinlichkeit des Produkts zweier zufilliger Ereignisse mit poemven
Wshrschemhchkenen ist also gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit des einen Er-

L"Il.du 4. Er' ‘mdder( l):)wl hoinlinh
kelt des a.nderen
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Aus (1) ergibt sich unmittelbar die folgende interessante Beziehung, die wir spiiter
noch benétigen: .

P(4|B) _ P(B|4)
P4)  P@B)’

Die Anwendung der Formel (1) zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit des g
samen Eintretens zweier Ereignisse setzt natiirlich insbesondere voraus, daB man die
in (1) vorkommende bedingte Wahrscheinlichkeit kennt. In konkreten Aufgaben-
stellungen ist es oftmals moglich, bedingte Wahrscheinlichkeiten durch Uberlegungen
zu gewinnen, die auf der inhaltlichen Bedeutung des Begriffes der bedingten Wahr-
scheinlichkeit beruhen.

Beispiel. In einer Schachtel befinden sich zehn Sicherungen, darunter sind vier
defekt. Es werden nacheinander zwei Sicherungen entnommen, wobei vor der zweiten
Entnahme die zuerst entnommene Sicherung nicht zuriickgelegt wird und bei jeder
Entnahme jede der in der Schachtel befindlichen Sicherungen die gleiche Chance
habe, entnommen zu werden. Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die
beiden entnommenen Sicherungen funktionsfihig sind (Ereignis 4). Dazu fithren
wir folgende Ereignisse ein:

4, ... Die bei der i-ten Entnahme gezogene Sicherung ist funktionsfihig (¥ = 1, 2).

Dann gilt 4 = 4, n A, und also P(4) = P(4, n A,). Wir verwenden zur Berechnung
dieser Wahrscheinlichkeit die Formel (1) in der Form

2

P(4, n 4,) = P(4,) P(4,|4,).
Es gilt (unter Verwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit)

6 3 5
P(A1)=1—0‘=€» P(4,|4,) = ?

Damit wird

(Man kann dieses Ergebnis auch direkt mittels der klassischen Definition der Wahr-

(6 (4)

2/ \0, 6-5 1.2 1

inli i lten: = 2 e

scheinlichkeit erhalten: P(4) (IO) 12 105-3 )
2

Wir geben schlieBlich noch: eine entsprechende Formel fiir die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit eines Produkts von n (= 2) zufilligen Ereignissen an.
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Satz 2. Es seien A,, 4,, ..., A, zufdllige Ereignisse mit
PA,ndygn--ndy,)>0.
Dann gilt
P(A, n Ay 0+ 0 Ay) = P(4,) - P(44]4,) -+ P(A|4; 0 Ay 0 -+ 0 Ausy). (3)

Den Beweis dieser Aussage iiberlassen wir dem Leser; er ist mit dem Prinzip der
vollstindigen Induktion auf der Grundlage von Satz 1 zu fiihren.

3.3.  Unabhingigkeit zufilliger Ereignisse

Es seien 4 und B zufillige Ereignisse mit positiven Wahrscheinlichkeiten. Bei der
Behandlung dér bedingten Wahrscheinlichkeit haben wir darauf hingewiesen, da8
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) auch gleich der (unbedingten) Wahrschein-
lichkeit P(A) sein kann (P(A|B) P(A)) Die Hinzunahme der Bedingung ,,Ereig-
nis B ist eingetreten* zu den Bedingungen, die den betrachteten zufilligen Versuch
kennzeichnen, hat also in diesem Fall keinen EinfluB auf die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4, d. h., das Ereignis 4 ist in diesem Sinne vom Ereignis B unabhéngig.
Nun folgt aus P(4|B) = P(A) die Beziehung P(B|4) = P(B) (vgl. 3.1. (2)), d. h.,
ist 4 im obigen Sinne unabhingig von B, so ist auch B — im gleichen Sinne — unab-
hiingig von 4, und es gilt P(4 n B) = P(A4) P(B) (vgl. 3.1., Satz 1). Diese Beziehung
verwenden wir zur mathematischen Definition der Unabhiingigkeit zweier zufélliger
Ereignisse.

Definition 1. Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBen (voneinander) unab-
hingig (auch: stochastisch unabhingig), wenn

. P(4 n B) = P(A) - P(B) )

gilt, d. h., wenn die Wahrscheinlichkeit des Produkta der Ereignisse gleich dem Pro-
dukt der Wn heinlichkeiten der Ereig ist.

Bemerkung. Wir haben in dieser Definition die eingangs angegebene Einschréin-
kung, da8 A4 und B positive Wahrscheinlichkeit besitzen, weggel Zwei zufiillige
Ereignisse, von denen mindestens eines die W&hrschemhchkelt Null hat, werden
also gemiB Definition 1 als voneinander unabhiingig angesehen, da dann (1) stets

erfiillt ist.

Die Begriffe ,, inbar** und bhangig' bei zufiilligen Ereignissen sind genan zu unter-
heiden. Die U inbarkeit zweier Ereij g A\mdB" tet, daB 4 n B = @ gilt, und hat
zur Folge, .daB P(4 n B) =0 gilt. Die Unabhingigkeit hi bedeutet, daB P(4 n B)
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= P(4) - P(B) gilt. Folglich sind zwei unvereinbare Ereignise positiver Wahracheinlichkeit
nicht voneinander unabhéngig.

Folgerung 1. Sind die Ereignisse A und B voneinander unabhdngig, so sind es
auch die Ereignisse A und B, A und B und auch die Ereignisse A und B.

Beweis. Es geniigi zu zeigen, daB8 aus der Unabhingigkeit von 4 und B die
Unabhangigkeit von 4 und B folgt; das Weitere ist damit klar. Es seien also 4 und
B unabhiingig, d.h., es gelte P(4 n B) = P(4) - P(B). AusB=(4nB)u(d nB)
und (4 nB)n (4 n B) =@ folgt nach Axiom 3 die Beziehung P(B) = P(4 n B)
+ P(4 n B). Mit P(4 n B) = P(A) - P(B) erhalten wir daraus

P(4 n B) = P(B) — P(4) - P(B) = (1 — P(4)) P(B) = P(d) - P(B),
d. h., 4 und B sind voneinander unabhingig

Das nachfolgende Beispiel soll nicht nur den Begriff der Unabhiingigkeit zweier
Ereignisse illustrieren, sondern auch die Erweiterung der Definition der Unabhiingig-
keit auf den Fall von mehr als zwei Ereignissen vorbereiten.

Beispiel. Wir wiirfeln einmal mit zwei Wiirfeln — die Wiirfel denken wir uns
numeriert — und betrachten die folgenden Ereignisse:

A ... Die mit Wiirfel 1 gewiirfelte Augenzahl ist ungerade.

B ... Die mit dem Wiirfel 2 gewiirfelte Augenzahl ist gerade.

C ... Die gewiirfelten Augenzahlen sind beide gerade oder beide ungernde
Neh.men wir an, daB alle 36 moglichen Ergebnisse des einmaligen Wiirfelns mit zwei
Wiirfeln gleichwahrscheinlich sind, so erhalten wir (mittels der klassischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit)

18 1
P(4) = P(B) = P — =
(4) = P(B) = P(C) = oo = &,
PAnB)=PAnC)=PBnC) ==L
- - T 36 4
Die Ereignisse 4, B und C sind also paarweise voneinander unabhingig. Es gilt

aber z. B. P(C|4 n B) = 0 % P(C), d. h., das Ereignis C ist nicht unabhingig vom’
Ereignis ‘A n B. Man wird also die Ereignisse 4, B und C nicht als vollstindig von-
einander unabhiingig bezeichnen.

Dehmtlon 2 Dle zufilligen Ereignisse 4,, 4, ..., 4, heiBen vollstindig (unter-
der) bhingig (auch: stochastisch bhingig), wenn fiir ]ede natiirliche Zahl
k<n und behebl.ge patiirliche Zahlen 4y, ..., mit 1 < §; < - < §; < n die Be-

ziehung
P(4; 0+ nd;) = P(4;) - P(4,) 2
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gilt. Die zufilligen Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,, ... einer nnendlicilen Folge heiBen
vollstindig unabhiingig, wenn fiir jede natiirliche Zahl » die Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,
vollstindig unabhiingig sind.

Folgerung2 Sind die Ereignisse A,, Ay, ..., A, vollstindig unabhdngig, so sind
ste auch paarweise unabhingig.

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus Definition 2. Wie obiges Beispiel zeigt,
ist aber die Umkehrung falsch, d. h., aus der paarweisen Unabhiingigkeit folgt nicht
die vollstindige Unabhingigkeit.

Zum AbschluB wollen wir einen Satz angeben, der i te Einsichten dber Wahrscheinlich
keitafelder und auch dber den Begriff der Unabhingigkeit vermittelt.

Satz 1 (Borel-Cantellisches Lemma). Es seien [¥, P) ein Wahracheinlichkeitsfeld und (4,)nen
eine Folge zufilliger Ereignisse A, € W. Mit A, bezeichnen wir das zufdllige Ereignis, das genau dann
eintritt, wenn unendlich viele Eresgnisse der Folge (Agz)ney einireten.

a) GWEP(A.)< 00, 80 18t P(Aes) = 0, d. h., mit Wahracheinlichkeit 1 treten hochstens endlich
viele Ent;;soue der Folge (Ay)aey in.

b) Gile L‘ P(A,) = oo und sind die Ereignisse A,, A,, ... paarweise voneinander unabhingig,
s0 gilt P(A,,) =1

Dieser Satz, den wir nicht beweisen wollen, spielt beim Beweis von Verschirfungen des Gesetzes

der groBen Zahlen eine wesentliche Rolle. Wir wollen aber weni, begriinden, da8 die Aussag
des Satzes fiberhaupt sinnvoll ist, d. h., daB A, € ¥ gilt. Dies folgt wegen der Elgennchnﬁon eines

Ereignisfeldes (vgl. 1.4., Definition 1 und Folgerung 1) auf(}mndderBezlehnng A = n UA.
N0 kmn
(Sind 4,, 4,, ... Teil einer Grundmenge 2, 80 ist Ao :_ﬁ UA, der sogenannte Limes
N0 ke=n
superior der Folge (4,)aey; ©8 gilt genau dann z € Ao, wenn z Element unendlich vieler Teil-
mengen A, ist.) .

3.4.  Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit dient zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeit P(B) eines zufilligen Ereignisses B aus den Wahrscheinlichkeiten P(4;)
eines vollstindigen Systems (4,, 4, ..., 4,) von Ereignissen 4; (vgl. 1.3., Defini-
tion 6) und den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A4;) des Ereignisses B beziiglich
4,0=1,2,...,n)

Satz 1. Es sesen [%, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld und (4,, A,, ..., A,) eine Menge
von paarweise unvereinbaren zufilligen Ereignissen A; € U positiver Wahrscheinlich-
keit (s = 1,2, ..., n), deren Summe das sichere Ereignis ist. Dann gilt fiir jedes zufallige
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Ereignis B€ %
P(B) =.2-. P(B|4;) P(4;) )
(Formel der totalen Wahrscheinlichkeit).

Bemerkung. Die Formel (1) heiBt Formel der tota.len odu' auch voll'h.nd.lgon ‘Wahrschein-

lichkeit, weil man damit aus bedingten Wah eines Enre i B die (unbe-
dingte) Wahracheinlichki it von B berech kmn.dlemd:uemmemenhmgnuohclstotde
llstindige Wahrscheinlichkeit bezeich

7 /Y
m Abb. 19

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen iiber die Ereignisse A4,, 4,,..., 4
tritt das Ereignis B mit genau einem dieser Ereignisse ein. Das Ereignis B ist
also darstellbar als Summe der » paarweise unvereinbaren Ereignisse B n 4;,
i=1,2,...,n (vgl. Abb. 19):

L]
B=y(Bn4).
=1
Hieraus folgt (vgl. dazu 2.4., Folgerung 1)
P(B) = J P(B n 4,).
i=1
Anwendung des Multiplikationssatzes (vgl. 3.2., Satz 1) liefert schlieBlich
"
P(B) =} P(B|4;) P(4;),
=1

d. h., es gilt (1).

Beispiel. Wir betrachten ein einfaches Modell eines Nachrichteniibertragungs-
systems, bestehend aus einer Nachrichtenquelle, einem gestorten Kanal und einem
Empfiinger (vgl. Abb. 20). Die Quelle sendet genau eines der Signale z,, 2y, ..., 7,
aus, dieses wird iiber den Kanal iibertragen und dabei zu einem der Signale
Y1, Y1, ++1» Ym, und dieses Signal wird vom Empfinger empfangen. Die Quelle sei
dabei durch die Wahrscheinlichkeit p; > 0 des Auftretens der Signale z; (§ = 1, 2,
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..., n) beschrieben; der gestorte Kanal sei durch die Wahrscheinlichkeiten p;; fiir
den Ubergang des Signals z; in das Signal y, (s =1,2,...,7; j = 1,2, ..., m) be-
schrieben. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeiten ¢; des Auftretens der
Signale y; j = 1, 2, ..., m) im Empfénger.

Im |gestorter Kanol Enpldngat]
fx) (x—=y) ty Abb. 20

Wir fithren die folgenden Ereignisse ein:
A; ... Die Quelle sendet das Signal z; (s = 1,2, ..., n).
B, ... Der Empfinger empfiingt das Signal y; (j = 1, 2, ..., m).

Dann gilt 4;n 4, =0 (8 + %), 4, vA4,u - ud, = Q. AuBerdem sind die Zahlen

= P(4;) gegeben und > 0 (§ = 1, 2, ..., n); ferner sind die Zahlen p;; = P(B;|4;)
$=1,2,..,n;j=1,2,,..,m) gegeben. Fiir g = P(B,) erhalten wir damit auf
Grund der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B) = 5 P(B|4) PU), w0 ;=5 pipi (=12, m).

Fassen wir noch die Zahlen p,, p,, ..., p, zur einzeiligen Matrix p und die Zahlen
P11s -+ Pam.Zur Matrix P zusammen, so gilt also fiir die einzeilige Matrix ¢ der Zahlen
1, sy --+» Gm die Bezlel;\mg g = pP, wobei sich die Multiplikation auf der rechten
Seite dieser Gleichung als M;lti;lil:ation zweier Matrizen versteht.
Zahlenbeispiel.n =m = 3,3 = (0,5, 0,3, 0,2)
07 02 0,1
P= (0,3 0,6 0,2)
T \o3 o o7

(Zum Beispiel geht also das Signal z, mit Wahrscheinlichkeit 0,3 in y, und mit Wahr-
scheinlichkeit 0,7 in y, iiber.) Damit ergibt sich q= _pf = (0,5, 0,25, 0,25).

3.5.  Bayessche Formel

Die Bayessohe Formel dient zur Berech der bedingten Wahrscheinlichkeit
P(A,|B) der Ereignisse 4, emol vol.latandxgen Systems (4,, 4,, ..., 4,} von Ereig-
nissen beziiglich eines Erei B positiver Wahrscheinlichkeit (k =12,..n)
aus den Wahrscheinlichkeiten P(4;) und den bedingten Wahrschemhohkelten
P(B|4;)(s=1,2,...,n).
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Satz 1. Es seien [¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsfeld, (4,, A,, ..., A,} eine Menge
von paarweise unvereinbaren zufdlligen Ereigns. A; € A positiver Wahrscheinlich
keit (1 = 1,2,...,n), deren Summe das sichere Ereignis ist, und B € % ein zufdlliges
Ereignis positiver Wahrschesnlichkest. Dann gilt

P(BIA:) P(4y)

- P(44|B) = k= 1,2,...,%)

E P(B|A,)|P(4;)
(Bagessche Formel).
Beweis. Es gilt (vgl. 3.2. (2))
P(44B) _ P(Bl4y)
P(4y) P(B)
Hieraus folgt

P(4|B) =

k=1,2,...,n).

P(B|4s) P(4s)
P(B)

Da die Voraussetzungen zur Anwendung der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit
erfiillt gind (vgl. 3.4., Satz 1), erhalten wir damit

P(B|4,) P(4))
‘z'; P(B|4;) P(4))

(k=1,2,...,n).

P(44B) = (k=1,2,..,m),

d. h., es gilt (1).

Beispiel. Wir setzen das Beispiel aus dem Abschnitt 3.4. fort und interessieren
uns jetzt fiir die Wahrscheinlichkeit ry,, daB das Signal z, gesendet wurde, wenn das
Slgnsl Y empfangen wurde. (Man bezeichnet diese Wahrscheinlichkeiten oft als

RiickschluBwahrscheinlichkeiten.) Es gilt mit obigen Bezeichnungen
ri = P(A,|B,). Mittels der Bayesschen Formel erhslten wir

P(B)|4:) P(4y) _ P12
ra = P(4, B)=—=——
w = P(44|By P(B,) o
k=1,2,...,n;5=12,...,m),
wobei die Zahlen g; durch ¢, = 2 Pipi G = 1,2, ..., m) gegeben sind.

Zahlenbeispiel. Wir verwenden die Angaben des Zahlenbeispiels aus dem Ab-
sohnitt 3.4. und erhalten

0,70 0,18 0,12
(’!t)l-}.s.s= 040 060 O .

020 024 0,66
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(Zum Beispiel gilt r,, — 2252 % = 0,24, d. h., mit Wahrscheinlichkeit 0,24
9s »
wurde das Signal z, gesendet wenn das Signal y, empfangen wurde.)
Wir wollen die B tung der Bayesschen Formel noch etwas begriinden. Dabei

kénnen wir davon ausgehen, daB ein zufilliger Versuch betrachtet wird, bei dem
jeweils genau eines der Ereignisse 4,, 4,, ..., 4, eintritt. Wir stellen uns vor, dag8
eine direkte Beobachtung des Versuches hinsichtlich des Eintretens der Ereignisse
A,, A4,, ..., A, nicht moghch)st daB aber die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereig;
bekannt smd oder Schitzwerte fiir diese Wahrscheinlichkeiten vorliegen. (In diesem
h ichnet man die Wahrscheinlichkeiten P(4;) (s = 1,2, ...,n)
Auch als a-pmm Wahrscheinlichkeiten.) Beobachtet man nun bei Durchfuhru.ng des
Versuches das Eintreten des Ereignisses B, so ist man bestrebt, diese Information
bei der Entscheidungsfindung dariiber, welches der Ereignisse 4,, 4,, ..., 4, in
diesem Versuch eingetreten ist, zu verwenden. Dazu wird man die bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(A4,|B) der Erelgmsse Ay k=1, 2 o n) bezughoh B nach
der Bayesschen Formel berech (Ind Zusa ichnet man die
Wahrscheinlichkeiten P(4,|B) (k= 1,2,...,n) auch als apoatenon - Wahrschein-
lichkeiten.) Eine mogliche und dabei recht nahehegende Entscheidungsregel best/eht
darin, da8 man bei Vorliegen des Ereig B dasjenige der Ereig
A, (k=1,2,...,n) als eingetreten ansieht, das unter der Hypothese ,Ereignis B
ist eingetret.en“ die groBte Wahrscheinlichkeit hat; man wiihlt also dasjenige Ereig-
nis unter den Ereignissen 4, (k¢ = 1, 2, ..., n) aus, das unter der Beobachtung von B
die groBte Wahrscheinlichkeit hat. Selbstverstindlich ist diese Entscheidung mit
einem Fehler behaftet; es ist aber mdoglich, die Wahrscheinlichkeit einer Fehl-
techeidung geben. Dieses Entscheidungsprinzip liegt vielen Uberlegungen
besonders in der mathematischen Statistik zugrunde; es geht auf TH. BAYES (gest.
1763), einen englischen Geistlichen, zuriick, wurde aber erst nach einer Neuformulie-
rung durch P. S. LapLackE bekannt und verwendungsfihig.

Beispiel. Wenden wir das geschilderte Entscheidungsprinzip auf das oben be-
trachtete Modell eines Nachrichteniibertragungssystems an, so bedeutet dies, da8
wir bei empfungenem Slgnnl v; da.s;emge Signal z, als gesendetes Signal ansehen, fiir
dasdieRii hluBwahr lichkeit r;, im Vergleich zu denZahlenry, (k = 1,2,...,n)
maximal ist, d. h., das die groBte Wahrscheinlichkeit hat, gesendet worden zu sein.
Fiir das Zahlenbeispiel bedeutet dies; daB bei empfangenem y, auf z,, bei empfan-
genem y, auf 2, und bei empfangenem Signal y, auf z, entschieden wird. (Diese drei
Entscheidungen sind mit Fehlern behaftet; die Wahrscheinlichkeit einer Fehlent-
scheidung beim SchluB von y, auf , betriigt 0,3, die beim SchluB von y, auf z, betriigt
0,4 und die beim SchluB von y; auf z, betrigt 0,44.)
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Der Begriff der ZufallsgriBe ist von zentraler Bedeutung in der Wahrscheinlichkeits-
theorie und deren Anwendungen. Mittels ZufallsgroBen werden zahlenmiiBig erfaB-
bare Merkmale bei zufiilligen Erscheinungen beschrieben. So werden z. B. die Anzahl
der AusschuBteile in eirfer Stichprobe aus der Tagesproduktion eines Betriebes, die
Anzahl der von einer radioaktiven Substanz in einer bestimmten Zeit emittierten
a-Teilchen, die Lebensdauer einer Gliihlampe oder das Ergebnis irgendeines MeBvor-
ganges in der Technik durch ZufallsgroBen beschrieben. Hiufig dient die Durch-
fiihrung eines zufilligen Versuches dazu, einen zahlenmiiBigen Wert einer Zufalls-
groBe zu ermitteln. Es liegt in der Natur der Sache, daB bei Wiederholungen des
zufilligen Versuches verschiedene Werte der Zn.fu.llsgroBe beobachtet werden konnen.
Fiir die wahrscheinlichkeitstk ti K hnung einer ZufallsgréBe reicht
nun die Angabe der Menge der denkbaren Werte nicht aus; man benétigt vielmehr
die Wahrscheinlichkeiten von solchen zufiilligen Ereignissen, die mit der betrachteten
ZufallsgroBe im Zusammenhang stehen, z. B. die Wahracheinlichkeiten, mit denen
die ZufallsgroBe bestimmte Werte oder Werte aus bestimmten Intervallen annimmt.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit sogenannten diskreten Zufallsgrofen be-

sohiiftigen, deren gemeinsames K ichen darin besteht, daB sie endlich oder
abzihlbar-unendlich viele Werte annehmen konnen; in Kn.pitel 6 befassen wir uns
mit ten stetigen Zufall aﬂen, deren denkbare Werte ein Intervall ausfiillen.

Diesen Batmohtungen wollen wir die allgemeine Definition der Zufallsgréfe —.
die Bezug nimmt auf den Begnﬂ des Wahrscheinlichkeitsraumes — ‘und die Deﬁ.
nition der Verteslungsfunktion einer ZufallsgroBe voranstellen.
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44.  Aligemeine Definition der ZufallsgréBe

Die folgenden Abschnitte enthalten zu den hier allgemein eingefiihrten Begriffen
viele Beispiele und Motivati so daB sich bald ein gewisses Vertrautsein mit
diesen Begriffen ergeben wird.

Definition 1. Es sei [2, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine auf 2 definierte
reellwertige Funktion X (w € 2 — X(w) € R) heiBt eine Zufallsgrope (iiber [2, ¥, P]),
wenn fiir jede reelle Zahl

(w € 2: X(w) <2} €A

gilt.

Um MiBverstindnissen vorzubeugen, die sich aus der Bezeichnung ,,ZufallsgroBe“
ergeben konnten, sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB eine ZufallsgroSe X
(iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum [£2, %, P]) eine Funktion ist, d. h., daB durch
Angabe der unabhiingigen Veridnderlichen w (€ £2) der Wert X(w) (€ R) der Zufalls-
groBe X eindeutig festgelegt ist. Die Zufilligkeit liegt allein in der Auswahl der unab-
hiingigen Veriinderlichen » € Q, und diese Auswahl erfolgt gemid8 dem Wahrschein-
lichkeitsmaB8 P. Wir wollen nun die Definition 1 weiter erliutern. Dabei schreiben
wir anstelle von {w € 2: X(w) < z} kurz (X < z), entsprechend schreiben wir anstelle
von {w € 2:a < X < b} bzw. (w € 2: X(w) =¢} kurz (@ £ X < b) bzw. (X =¢).
Die Definition 1 besagt dann, da8 bei einer ZufallsgroBe X jede der Mengen (X < z),
z € R, zur o-Algebra % von Teilmengen der Menge 2 gehort, d. h., daB jede dieser
Mengen zum Definitionsbereich von P gehért. (Hieraus ergibt sich unschwer, daBauch
jede der Mengen (¢ < X < b) und (X = ¢) zum Definitionsbereich von P gehért.)
Damit ist es sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit dafiir zu sprechen, daB eine Zu-
fallsgroBe X einen Wert kleiner als z (2 € R) annimmt. Fiir diese Wahrscheinlich-
keit, d. h. fiir P({w € 2: X(w) < z}), schreiben wir kurz P(X < z).

Definition 2. Es seien [, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zu-
fallsgréBe iiber [2, A, P). Die durch
Fy(z)=PX<2z), zcR, (1)
definierte Funktion Fy heiBt Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe X.

Der Wert der Verteilungsfunktion F, einer ZufallsgréBe X an der Stelle z ist also
definitionsgemaB gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ZufallsgroBe X einen
Wert annimmt, der kleiner als z ist. ’

Mittels der Verteilungsfunktion einer Zu.fa]]sgroBe kann man die Wahrscheinlich-

keiten praktisch aller mit dieser ZufallsgréBe im Zi g stehenden zufélli-
gen Ereignisse ausdriicken. So gilt z. B.
Pla £ X <b) = Fy(b) — Fxla); @

den Nachweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Auf der Grundlage der Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie Iassen sich die im
folgenden Batz aufgefiihrten Eigenschaften einer Verteilungsfunktion F beweisen.

Satz 1. Es ses F die Verteslungsfunktion einer Zufallsgrofe. Dann gilt:
i. Firallez ¢ Rist 0 < F(z) < 1.

2. F ist monoton nichi-fallend (z, < zy => F(z,) < F(z,)).

3. F st linkssestig stetrg (lim F(z) = F(z,)).

4. lim F(z) = 0, lim F(z) = 1.

2+—c 2—++00

Beweis. Es bezeichne X eine ZufallsgroBe mit der Verteilungstunktion F.

1. Da F(z) die Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses angibt, gilt 0 < F(z) <1
(vgl. 2.4., Axiom 1),

2. Aus 2, < z, folgt (X <2;) & (X <a,) und hieraus (vgl. 2.5, Satz' 4) P(X < z,)
S P(X < z,),d. h. F(z;) S F(zy).

3. Iat (zy) eine Folge reeller Zahlen z, < a mit lu:nz.—a, 80 gilt (X < z,) & (X < Zpqq)
und U(X<z.) (X < a). Hieraus folgt (vgl. 2.4., Snu 1) P(X < a) —hmP(X<Z.). d.h.
F(u)=hm1"(z.),womtd.|e kaseitige Stetigkeit von F bewi ist. >

4. Dte"‘ i der b G te folgt aus der Monotonie und der B ink
vonF(An-ngenlnnd2),nn.ﬂndsmglltoﬂenbuOShmF(z)§lml"(z‘)§1 Elgsnngta.lno

2—++00
ru zeigen, daB lim F(—») = 0 und lim F(n) = 1 gﬂt,woboxndeengodﬂmﬂthohonZ&hlen

00 00
durchliuft. Dazu betrachten wir die paarweise unvereinbaren Ereignisse 4; = (j — 1 < X < j),
#=0,+£1, £2,...). Dann gilt (vgl. 2.4., Axiome 2 und 4)

1=P@Q)= P(’_QQA,) =i_§wp(4,) —lm 3 P(4)).

00 jm—n+1
Wegen (2) gilt
P4) = P(j — 1S X < ) = FG) — FG — 1)
und folglich
.
lim L‘ P(A,) = hm Z' (FG) — F(§ — 1)) = lim (F(n) — F(—n)).
o0 jm—ntl -—nt1 w00
Insgesamt gilt also lim F(n) — limF(—n) =1
0 Py
Da die Differenz zweier zwischen Null und Eins gelegener Zahlen nur dann den Wert Eins haben
kann, wenn der Minuend gleich Eins und der Subtrahend gleich Null ist, folgt hieraus lim F(n) = 1
und lim F( n) = 0, womit nun alles bewiesen ist. Wir stellen nur nooh fest, da8 s:;:m Eigen-
haften. 2 und 4 ittelbar.die Eigenschaft 1 folgt.
Bemerkung. Die in Satz 1 angegebenen Eigenschaften sind in dem Sinne charakteristisch,

daB es zu jeder Funktion F, die dieee Eigenschaften hat, eine ZufallsgrdBe X gibt, deren Ver-
teilungsfunktion Fy mit der Funktion F ibereinstimmt.
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SchlieBlich weisen wir noch auf die Giiltigkeit der Gleichung
P(X = ¢) = Fx(c + 0) — Fx(c) (3)

hin; dabei bezeichnet Fy(c + 0) den rechtsseitigen Grenzwert der Verteilungs-
funktion Fy der ZufallsgroBe X an der Stelle c. Ist also ¢ ein Stetigkeitspunkt der
Verteilungsfunktion von X, so nimmt X den Wert ¢ mit der Wahrscheinlichkeit
Null an, d. h., das Ereignis (X = c) ist ein fast unmogliches Ereignis.

Mit (3) besta.tlgt man dann leicht die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:

Pla < X < b) = Fx(b) — Fxla + 0), 0]
Pla < X S b) = Fx(b + 0) — Fx(a +0), ®)
P(a < X <b) = Fx(b + 0) — Fx(a), )

die im Verein mit (1) zeigen, wie man mittels der Verteilungsfunktion Fy die Wahr-
heinlichkeit dafiir berechnet, da8 die ZufallsgroBe X einen Wert aus einem beliebig
vorgegebenen Intervall annimmt.

Wir wollen nun kurz Funktionen von ZufallsgroBen behandeln. Zuvor beschif-
tigen wir uns mit der Gleichheit von ZufallsgroBen. ZufallsgroBen sind Funktionen,
und damit ist die Gleichheit zweier ZufallsgroBen eigentlich bereits definiert. In der
Wahrscheinlichkeitstheorie ist es aber zweckmiBig und iiblich, einen etwas alige-
meineren Glelch.heltsbegnff zugrunde zu legen, der die Besonderheit des gemeinsamen

Definitionsb (= Grundmenge eines Wahrscheinlichkeit: ) in ange-
paBter Weise beriicksichtigt.
Definition 3. Zwei iiber einem gemei Wahrsoheinliohkeit: [Q, %, P]
definierte ZufallsgroBen X und Y heiBen gleich (symbolisch: X = ¥), wenn
Pl(w € 9: X(w) = F(w))) =1 "

gilt, d. h., wenn das Ereignis (X = Y) ein fast sicheres Ereignis ist.

Satz 2. Es seien [Q2, ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Zufallsgrofe (iiber
[Q, ¥, P)) und g eine auf der reellen Aduc definierte recllwertige stetige Funktion. Dann
vst die durch

(X)) () = 9(X (), weR (8)
definierte Funktion g(X) ebenfalls eine Zufallsgrope (iiber [2, %, P]).

Auf den Beweis dieses Satzes verzichten wir; wir wollen aber noch fiir einige
spezielle Funktionen g die Verteilungsfunktion von Y = g(X) durch die Ve:tel.l\mgs
funktion von X ausdriicken.
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Satz 3. Es ses X eine Zujallsgrofe mit der Verteslungsfunkiion Fy.
1. Pir Y =aX 4 b (a == O reell, b reell) gilt

Fy(@) = Fy (’” : b) fir a>0, )

F,(z):l—F,(’_" ) fir a<O. (10)

2. Fir Y = Xdgilt

_fo fir z <0,
Frie) = {F,(V;) — Fe(~Vz +0) fir z>o0. an
3. Fir Y = |X| gilt ’
o fir z=0,
Frle) = {F,(z) — Fy(—z4+0) fir z>0. a2

Beweis. Es werden die Gleichungen (1) bis (6) verwendet.
1. Esgei a > 0. Dann gilt

Fy@®) =P(Y <2)=P@X +b<2)=
d. h. (9). Im Fall ¢ < 0 erhilt man

(=)

Fy(z)nP(aX+b<.z)=P( "")=1—P( _’_b)-x—rx(’_"
a a a

d. h. (10).

2. Fir z < 0 gilt Fy(z) = P(X?* < z) = 0. Fiir z > 0 erhiilt man
Fy(@) = P(X* < ) = P(1X| < Vz) = P(— Yz < X < Vz) = Fe(Vz) — Fx(— ¥z +0),
d. h. (11).

3. Fir z < 0 gilt Fy(z) = P(|X| < z) = 0. Fiar 2 > 0 erhilt man

Fy(z) = P(X| < 2) = P(—z < X < 2) = Fx(z) — Fx(—2z +0),
d. h. (12).

Unsere allgemeinen Bet; “_c iiber ZufallsgréBen wollen wir mit einem Hin-
weis darauf abschheﬂen, daB bei einer ZufallsgroBe der zugrunde hegende Wahrschein-
lichkeitsraum oftmals gar nicht explizit auftritt. Wesentlich bei wahrscheinlichkeit:
theoretischen Unt: hungen von ZufallsgréBen in Anwendnngxfillen sind die
‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen der betrachteten ZufallsgréBen, die durch die Ver-
teilungsfunktionen gekennzeichnet sind.

SohlieBlich weisen wir darauf hin, da8 in manchen Lehrbiichern die Verteilungs-
funktion Fy einer ZufallsgroBe X nicht — wie hier mittels Definition 2 — durch
Fr(z) = P(X < z), sondern durch Fy(x) = P(X < z) eingefiihrt wird.
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4.2.  Definition der diskreten ZufallsgréBe

Definition 1. Eine ZufallsgroBe heiBt diskret, wenn sie endlich oder abzéhlbar-
unendlich viele Werte annehmen kann, d. h., wenn der Wertebereich eine hochst:
abzihlbare Menge ist.

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen wir eine diskrete
ZufallsgroBe X dann als gegeben ansehen, wenn die verschied Werte z, der
ZufallsgrBe X und die sogenannten Einzelwahrscheinlichkesten py = P(X = z;),
mit denen die ZufallsgroBe X diese Werte annimmt, gegeben sind. Dabei fiihrt man
in konkreten Fillen zweckmiBig nur solche Werte z; an, fiir die die zugehdrige
Einzelwahrscheinlichkeit p, positiv ist; wir wollen dies aber nicht streng vereinbaren,
da sich dadurch bei theoretischen Betracht unnétige Erschwernisse ergeben.

Man kennzeichnet eine dmkrebe Zuin,llsgroﬂe X, die die Werte z; mit den Wahr-

heinlichkeiten p, annimmt, gern durch die sogenannte Verteslungstabelle

FEESES
X: » Pe=PX =gz), (1)
P | Pa| Ps | -

die man — falls méglich — auch graphisch darstellt (vgl. Abb. 21).

P(Xex)
“ P2
"l
A
? Tbon,  Abb. 21
X, X2 XJ X‘ v Xn x
DaB durch die Verteilungstabelle die Verteilungsfunktion der betrachteten Zu-

fallsgréBe tatsichlich festgelegt ist, zeigt u. a. der folgende Satz

Satz 1. Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Verteilungstabelle (1). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

Lp20, Yp=1
3
2. Fe(z) = J' P, wobei die S tion iiber alle diejensgen k zu erstrecken ist, fiir
Em<z

die z, < z gilt.
3. Die Verteilungsfunktion Fy ist eine Treppenfunktion, die an den Stellen z,
Spriinge der Hohe p, besitzt.



(] 4. Diskrete Zufallsgrogen

Den einfachen Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser; er ergibt sich
unmittelbar aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und durch Zuriick-
gehen auf die Definition der Verteilungsfunktion.

Wir haben in der Definition 1 den Fall, da8 die ZufallsgréBe X nur einen einzigen
Wert z, annehmen kann — diesen Wert nimmt sie dann mit der Wahrscheinlichkeit 1
an — nicht ausgeschlossen. Die zu dieser ZufallsgroBe X gehorige Verteilungstabelle
und die Verteilungsfunktion haben die folgenden einfachen Formen:

1 0 fir z<az,
: y PX=zx)=1; F, = =
x 1 ( %) x(®) {1 fir >z,

(vgl. Abb. 22).

y=Fyix)

Abb. 22

[ ]

Man sagt auch, daB X eine Einqmnldverteilfmg (im Punkt z,) besitzt. Una.bhingig

vom Versuch b t also eine einpunktverteilte ZufallsgroBe immer ein und
denselben Wert. Dieser Fall kann als Grenzfall des Zufilligen angesehen werden.
Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel

Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Schiitze ein Ziel trifft, betrage
bei jedem SchuB 0,4. Es wird vereinbart, da8 nur im Fall des Nichttreffens mit dem
ersten SchuB ein zweites Mal geschossen wird. Wird auch dann das Ziel nicht ge-
troffen, so wird ein drittes und gegebenenfalls — im Fall des Nichttreffens beim
dritten SchuB — ein viertes Mal geschossen. Unabhiingig davon, ob der vierte Schu
ein Treffer ist oder nicht, wird danach kein weiteres Mal geschossen. Mit X be-
zeichnen wir die Anzahl der Schiisse, die von dem Schiitzen abgegeben werden;
X ist eine diskrete ZufallsgroBe. Mogliche Werte dieser ZufallsgroBe sind die Zahlen
1,2,3 und 4. Wir berechnen nun die Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(X = k)
fiir k = 1, 2, 3, 4. Dazu fiihren wir die folgenden Ereignisse ein:

A; ... Der i-te SchuB ist ein Treffer (i = 1, 2, 3, 4).

Es gilt P(4;) = 0,4 und P(4;) = 0,6. AuBerdem sind die Ereignisse 4,, 4,, 4,, 4,
vollstindig unabhiingig (vgl. 3.3., Definition 2). So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses ,,Treffer mit dem dritten Schu* gleich der Wahrscheinlichkeit diesea
Ereignisses unter der Bedingung, da8 die vorangegangenen Schiisse Treffer waren;
bei dieser Uberlegung spielt also keine Rolle, daB beispielsweise im Fall eines Tref-
fers mit dem ersten SchuB gar keine weiteren Schiisse abgegeben werden.
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Wir driicken ‘nun die Ereignisse (X = 1), (X = 2), (X = 3) und (X = 4) durch
die Ereignisse 4,, Ay, A3, A, aus:
X=1)=4,
X=2=4 041.
(X=3)=4,nd,nA4,,
(X=4)=I,n3',nZ..
" Es zeigt. sich also, daB wir hierzu das Ereignis 4, nicht benétigen.

Unter Beachtung der Unabhiingigkeit der Ereignisse 4,, 4,, 45, 4, erhalten wir
damit '

m=P(X = 1) = P(4,) = 04,

P = P(X = 2) = P(4, n 4,) = P(4,) P(4,) = 0,6 - 04 = 0,24,

ps = P(X = 3) = P(4, n 4, n 4,) = P(4,) P(4,) P(4,)
=06-06-04 =0,144,

po= P(X = 4) = P(4, n 4y n 4;) = P(4,) P(4,) P(4,)
=0,6-0,6-06 = 0,216. '

(Die Berechnung von p, hiitt | wir uns einfacher machen konnen, da die Ereignisse
(X=1), (X=2), (X=3), (X=4) ein vollstindiges System von Ereignissen
bilden und somit p, + py + Py + p, = 1 gilt.)

P(Xex)

04 04

a3 )

0z Q26 06
Qs

q1

Abb. 23

o 1 2

Die Verteilungstabelle der ZufallsgrBe X hat also folgendes Aussehen (vgl.
auch Abb. 23):

1 2 3 4
0,4 10,240,144 | 0,216
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Fiir die Verteilungsfunktion Fy ergibt sich

0 fir 251,
P =04 fir 1<zs<2,
Frz)=PX <z)={ p, +py =064 fir 2<z<3,

P+ Py + Py = 0,784 fir 3<zs<4,

PtPtpto=1 fir z>4
(vgl. auch Abb. 24).

a9 L yaFy(x)

0784

Q6L
a

as qs

ar Abb. 24

43.  Charakteristiken diskreter ZufallsgréBen

Hiiufig ist man gar nicht so sehr an der vollstindigen Kenntnis aller Einzelwahrschein-
lichkeiten einer diskreten ZufallsgroBSe interessiert; vielmehr interessiert man sich

fiir gewmse KenngréBen. — auch Charakteristiken g —, die ebenfalls einen
gewissen AufschluB iiber die ZufallsgréBe und deren Wahrsoheinlichkeitsverteil
liefern. Wir behandeln in di Abschnitt den Erwartungswert und die Stmuung

bei diskreten ZufallsgroBen. Erwartungswert und Streuung gehoren zu den sogenann-
ten Momenten einer ZufallsgroSe.

Definition 1. Es sei X eine diskrete ZufallsgriBe, die die Werte z, mit den Wahr-
soheinlichkeiten p, annimmt. Dann heiBt die durch

EX =§Z|»Pn (1)

definierte Zahl EX Erwartungswert der Zufallsgrofe X ; dabei ist vorausgesetzt, daB
die in (1) auf der rechten Seite stehende Reihe absolut konvergiert, d. h., daB
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2. 1%l Pe < oo gilt. (Diese Voraussetzung ist in dem Fall, da8 X nur endlich viele
E

Werte besitzt, trivialerweise erfiillt, so daB jeder diskreten ZufallsgréBe mit endlich
vielen Werten gemiB (1) ein Erwartungswert zugeordnet ist.)

Der Erwartungswert einer diskreten ZufallsgroBe ist also der gewogene Mittelwert
aller Werte z; von X, wobei als Gewicht eines jeden Wertes z; die zugehorige Einzel-
wahrscheinlichkeit p, verwendet wird. (Die bei einem gewogenen Mittelwert noch
iibliche Division durch die Summe aller Gewichte tritt hier nicht explizit auf, da diese
Summe gleich Eins ist.)

Man haulicht sich gern die Verteil get belle einer disk ZufallsgroBe, diedie Wertez,
mit den W heinlichkeiten p; anni als ein System von Punktmassen, das an denStellen zp
Massen p; besitzt (und folglich die Gesamtmasse Eins hat). Bei dieser Veranschaulichung ent-
spricht dem Erwartungswert der ZufallsgroBe der Schwerpunkt des Punktmassensystems.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 4.2. betrachtete
ZufallsgroBe X den Erwartungswert: '

EX =) 'zp,=1.04+42.024 4 3.0,144 4 4.0,216 = 2,176.
E

Wie auch das Beispiel zeigt, ist der Erwartungswert i. a. kein Wert der betrachteten
ZufallsgroBe. Selbst dann, wenn der Erwartungswert ein Wert der ZufallsgroBe ist,
wird er i. a. nicht einer derjenigen Werte der ZufallsgroBe sein, die im Vergleich
zu den anderen die groBte Wahrscheinlichkeit haben — solche Werte nennt man
iibrigens Modalwerte — und den man deshalb am meisten erwarten .wiirde. Der
Grund fiir die Benennung von EX als Erwartungswert ist darin zu sehen, da8 das
arithmetische Mittel von beobachteten Werten der ZufallsgroBe ungefiihr gleich dem
Erwartungswert ist, wobei dies um so besser erfiillt ist, je groBer die Anzahl der bei
der Mittelbildung verwendeten beobachteten Werte ist (vgl. 7.4.).

Die folgenden Bitze enthalten Aussagen, die fiir das Rechnen mit Erwartungs-
werten niitzlich sind.

Satz 1. Es seien X eine diskrete Zufallsgrope mit dem Erwartungswert EX und a
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

E(@X +b) =aEX +b. (2)

Beweis. Nimmt die ZufallsgréSe X die Werte z; mit den Wahrscheinlichkeiten
Px an, 8o nimmt die ZufallsgroBe ¥ = aX + b die Werte y, = ax; + b mit den Wahr-
scheinlichkeiten p, an. Also gilt

EY=E(“x+b)=¥ykpk=2(Mk+b)l’k=a§%ﬁ+b{:1’p

Mit EX = 3 2;p, und J p, = 1 folgt hieraus die Behauptung.
) [
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Insbesondere gilt also (@ = 1,5 = —EX)
E(X — EX) =0; (3)

den Ubergang von der ZufallsgréBe X zur ZufallsgréBe X — EX nennt man Zen-
irieren.

Satz 2. Es seien X eine diskrete Zufallsgrofe, die die Werte z mit den Wahrschein-
lichkeiten p, annimmt, und g eine auf der reellen Achse definserte reellwertige stetige
Funlktion. Konvergiert die Reihe ) g(z) pp absolut (d.h., gilt }; |g(zy)| px < 00),
s0 gilt E ¥

Ey(X) = %‘ 9(@4) Pe- 4)

Den Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser. Fiir g(z) = z gilt der Satz 2 auf
Grund von Definition 1. Fiir g(z) = (z — c)! bzw. g(z) = |z — ¢|’ (j beliebige natiir-
liche Zahl, ¢ beliebige reelle Zahl) ergibt sich mit (4)

EX —cf = { (o — oY px (5)
bzw.
E|X —cf = ‘F 2 — clf P, (8)

sofern die auf der rechten Seite von (6) stehende Reihe konvergent ist.

ZufallsgréBen mit gleichem Erwartungswert konnen sich noch sehr wesentlich in
den Verteilungstabellen unterscheiden, da der Erwartungswert u. a. keinerlei Aus-
kunft dariiber gibt, wie stark die einzelnen Werte der ZufallsgréBe vom Erwartungs-
wert abweichen. Die gebriiuchlichste MaBzahl fiir die Abweichung der Werte von dem
durch den Erwartungswert beschrieb durchschnittlichen Wert der ZufallsgrBe
ist die sogenannte Streuung.

Definition 2. Es sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert EX,
die die Werte z, mit den Wahrscheinlichkeiten p, = P(X = z,) annimmt. Dann
heiBt die durch

DX = E(X — EX)? =} (z; — EX)*p, (7)
k

definierte Zahl DX Streuung (auch Dispersion oder Varianz) der ZufallsgroBe X,
wobei die Konvergenz der auf der rechten Seite von (7) stehenden Reihe (d. h. also
X (zx — EX) p, < 00) vorausgesetzt wird. (Diese Voraussetzung ist wiederum in
s .

dem Fall, daB X nur endlich viele Werte besitzt, trivialerweise erfiillt, so da8 jeder
diskreten Zufallsgré8e mit endlich vielen Werten gemi8 (7) eine Streuung zugeordnet
ist.) Die Zahl

o = VDX ®

heiBt dann Standardabweichung der ZufallsgroBe X.
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Die Streuung einer diskreten ZufallsgroBe X ist also der gewogene Mittelwert
der Quadrate der Abweichungen der Werte z; von X vom Erwartungswert EX d.leser
ZufallsgroBe, wobeials Gewichte wiederum die Einzelwahrscheinlichkeiten ver
werden, mit denen diese Werte auftreten.

Veranschaulicht man sich eine diskrete Zufallsgrofe X (Erwartungswert EX, Streuung D*X)
als ein System von Punktmassen (lmt dem Schwerpunkt EX), so entepricht der Streuung D3X
das Tréghei t dieses Syst: iiglich einer Achse duroh den Schwerpunkt.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschni 4.2, betrachtete
ZufallsgroBe X die Streuung und die Standardabweichung; dabei verwenden wir
EX = 2,176:

DX = 3 (m — EX)'p, = (1 — 2,176)2. 0,4 + (2 — 2,176)3 . 0,24
k
+ (3 — 2,176)2. 0,144 + (4 — 2,176)3 - 0,216 ~ 2,267,

ox = VDX ~ V2,257 ~ 1,603.

Die im folgenden Satz enthaltene Formel empfiehlt sich hiufig zur Berechnung
der Streuung.

Satz 3. Es ses X eine diskrete Zufallsgrofe mit Erwartungswert EX und Streuung

DAX, die die Werte z, mst den Wahrscheinlichkesten py smmé. Dann existiert EX3,
und es gilt
DX = %‘ 2 — (%‘ z,,p,,)’ = EX? — (EX). (9)

Beweis. Unter Verwendung von (7), (1) und J p, = 1 ergibt sich
®
DX = %' (@ — EX) p, = %' (24* — 2, EX + (EX)") p;
= %‘ =Py — 2(EX)‘12 TP + (EX)’A:.—,' P = %‘ =Py — (%' zkpk)’;

das Weitere ergibt sich daraus mit (4), wenn dort g(x) = a* gesetzt wird.

Veranschaulicht man sich eine diskrete ZufallsgréBe als om Syntem von Punktmassen mit der
Gesamtmasse Eins, so gibt Satz 3 den in der Mechanik und als Stei hen Satz
bezeichneten Sachverhalt wieder, nach dem das Trigheit: t eines solchen Syst: von
Punktmassen beziiglich einer Achse durch den Nullpunkt gleich der S; aus dem Triigheit:
moment beziiglich einer Achse durch den Schwerpunkt und dem Quadrat des Abstandes des
Schwerpunktes vom Nullpunkt ist. Aus diesem Grunde bezeichnet man in der Wahrscheinlich-
keitstheorie die Aussage des Satzes 3 auch als Satz von STEmNER.

Wir bringen nun eine Aussage, die unseren inhaltlichen Vorstellungen vom Begritf
der Streuung gut entspricht.
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Satz 4. Die Streuung einer diskreten ZufallsgroPe ist genav dann gleich Null, wenn
die Zufallsgrope eine Einpunkiverteilung besstzt.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser; er ergibt sich unmittelbar aus (7).

Fiir das Rechnen mit Str ist der folgende Satz niitzlich.

)

Satz 5. Es seien X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Streuung DAX und a und b
beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

D¥aX + b) = a*D*X. (10)
Beweis. Mit (7) und (2) ergibt sich
D*aX +b) = E(aX + b — E(@X + b))* = E@@X + b —aEX —b)* .
= E(a%X — EX ) = a*B(X — EX)* = a?D*X.
Insbesondere gelten also die Gleichungen

DY— X) = DX (11)
und
X
D ——|=1. (12)
()
Den Ubergang von der ZufallsgroBe X zur ZufallsgroBe ;X nennt man Normieren.
]i‘iirdieZuf«.llsgnliliesZ=ﬂ gilt also EZ = 0 und D*Z = 1; den Ubergang
X—& VDX
von X zu ———— nennt man Standardisieren.
VD'X
Die soe behandelten Charakteristiken — Erwartungswert und Streunung — gehéren zu den
ten M ten. Wir bri hfolgend die Definition der M

Definition 3. Es seien X eine diskrete Zu!nllagroﬂe die die Werte z;, mit den Wahrsoheinlich-
keiten p, annimmt, j eine natiirliche Zahl und c eine beliebige reelle Zahl. Dann heiBt die Zahl

pile) = B(X —o)i = 2 (2 — c)ipe (13)

bzw.
oyle) =E|X —clf = {7 | — olipy (14)

gewdhnliches bzw. absolutes Moment j-ter Ordnung beziglich ¢, wobei die absolute Konvergenz der
in (13) rechts stehenden Reihe (d. h. also die Konvergenz der in (14) rechts stehenden Reihe)
vorausgesetzt ist. Fir ¢ = 0 spricht man dabei von An]anqmwmaum fiir ¢ = EX von zenéralen
M ten (wobei die Exi von EX g ist).
Man sieht sofort, daB die Gleichungen 4x,(0) = EX, u,(EX) = 0, u3(0) = EX?, xy(0) =

und uy(EX) = DAX = oy(EX) bestehen. Die Gleichung (9) besagt, daB uy(EX) = uy(0) — [1,(0)*
gilt. .
Wir wollen hier noch eine Ungleichung fiber zweite M( te angeben und b
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Satz 6. Es ses X eine diskrete Zujallagrofie mit der Strewung DX und ¢ eine beliebige reelle Zahl.
Dann gilt
DX S pale); (15)

dabes steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn ¢ = EX gesetzt wird.
Beweis. Wir verwenden (13), (1), X' p; = 1, (9) und erhalten
E
tfe) = B(X —c)* = 1;2 (T —cfpe = {.‘ (@4* — 2czp + ) i
={,‘z.'p,—%{‘z,p,+c‘{'p,=EX’—2cEX+c‘
— EX — (EX) + (EX) — 2cEX + o* = DX + (EX — o = D°X,
worsaus sich die Aussage von Satz 8 ergibt.
Satz 6 zeigt, daB die 8 n.nmdenM ten zweiter Ordnung das klei ist. Der Leser
leiche diese Aussage mit, der entap Aussage iiber Trigheit
Der folgende, ohne Beweis ;ngegebene Satz enthilt einige weitere Auugen iiber Momonoe.
wobelwfnrdxegowo} lich g te j-ter Ordnung die B g m; ver -
14(0)), fir die gewdhnli tralen M te j-ter Ordnung d.wBemm.hnnng wy (g
= p,(Ei)) und fiir die absoluten Anfmglmomentn j-ter Ord.mmg die Bezeichnung f; (8; = «,(0)).
Satz 7. Es gelten die folgenden Aussagen:
1. my; = Py, allgemeiner py(c) = oy;(c). ,
2. Ezulurtﬁ,,nmdurtauhﬂ,[ur0< 1< j, und es gilt die Uukmngﬁ,sw?,
3. = ):( —1)i=t ( mmyf—t + (—1)i"1(f —)mf  (§=2,3,..).
(Firj—2lu[ertdmp, my — my?, d. h. die Gleichung (9).)
Von Bedeutung fu.r die Bourtoxlung einer Wahmhmnhchkmhnrtmlnng sind formr dlo durch

die folg g ten, aus den M
Definition 4. Es sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit positiver S ung. Dann heiBit
= %x V; . e ..
v=ox = oy Variationskoeffiziens, (16)
E(X — EX)* .
(—') £ - Schiefe, n
or /™)
_BX-BX} ,
——UX.——:*—E—:‘) Ezzep; (18)
dabei ist die Exil der vork den M te und in (16) EX = 0 vorausgesetzt.

Der Variationskoeffizient ist ein auf den Erwutnnguwort bezogenu Slnnlmgmﬁ Die
Schiefe erweist sich als eine MaBzahl fir die An_y trie einer W
wobelmna"‘“, Be X mit der Verteil ktion F als sy trisch (beziigli lu)bemml:n-
net wird, wenn eine Zahl a existiert, so da P(X < a — z) = P(X > a + 2), d. h. F(a — z)
=1 —F(a+z+0)ﬁr]edonelleZahlzg|lc SchlieBlich wird der ExzeB als eine MaBzahl far
die A g einer Wi teilung von der (in 5.4. behandelten) Normalvertei-
lung verwendet. (Far die Normalverteilung gilt n = 0.)
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4.4.  Die diskrete gleichmaBige Vertellung

In diesem und den folgenden Abschnitten behandeln wir einige spezielle Wahrschein-
lichkeitsverteilungen diskreter ZufallsgroSen.

Definition 1. Eine diskrete Zuiallsgroﬂe X mit den Werten z,, z,, ..., z, heiBt
gleichmdpig verteslt, wenn

=PX=m) A=% (k=1,2,...,n) It

gilt. Man sagt dann auch, daB X eine diskrete gleickmipige Verteilung (auf den Werten
Zy, Xy, ..., Ty) besitzt.
1

Eine diskrete gleichmiiBig verteilte ZufallsgroBe ist also dadurch gekennzeichnet,
daB sie nur endlich viele Werte annehmen kann und alle diese Werte die gleiche
Wahraoheinlichkeit haben. (Eine gleichmiiBige Verteilung auf abzihlbar-unendlich
vielen Werten kann es offenbar nicht geben.)

In Anwendungsfillen wird man eine Zufallsgré8e mit endlich vielen Werten dann
als gleichmiBig verteilt ansehen, wenn die ZufallsgréBe — anschaulich gesprochen
— keinen ihrer Werte bevorzugt. 8o wird man z. B. annehmen, daB beim Wiirfeln
die Augenzahl eine (auf den Zahlen 1 bis 6) gleichmiiBig verteilte ZufallsgréBe ist
und daB die beim Tele-Lotto ermlttelben Zahlen eine gleichmiBige Verteilung be-
sitzen.

Fiir den Erwartungswert EX einer auf den Werten 2, zy, ..., 2, gleichmiBig
verteilten Zufn.llsgroﬂe ergibt snch.(,vgl 4.3. (1))

EX = — Z s 2
N k=i
also das arithmetische Mittel der Werte; fiir die Streuung gilt (vgl. 4.3. (9))
., ) 3
D’X:l):‘;c,’—(-l—z‘z.). 3)
N kel N ket

4.5.  Die Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung, die groBe praktische Bedeutung
besitzt. AuBerdem stellt sie ein geeignetes Hilfsmittel bei der Untersuchung von
GesetzmiBigkeiten zufalliger Erscheinungen dar, die fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie und fiir ihre praktische Anwendung von fund taler Bedeutung sind.
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Definition 1. Es seien n eine beliebige natiirliche Zahl und p ~ei::\e zwischen Null
und Eins gelegene Zahl. Eine Zufallsgré8e X, die die Werte 0, 1, 2, ..., » annimmt,
heiBt binomialverteilt mit den Parametern n und p, wenn

P =p = (}) # - prt ®

fir £ =0,1,2,...,n gilt. Man sagt dann auch, daB X eine Binomialverteilung mit
den Parametern n und p besitzt.

Bevor wir die Binomislverteilung etwas genauer untersuchen, wollen wir uns mit
dem Vorkommen der Binomialverteilung beschiiftigen. Ausgangspunkt ist ein zufil-
liges Ereignis 4, das im Ergebnis ei.es bestimmten zufilligen Versuches mit der Wahr-
scheinlichkeit P(4) = p auftritt. Die (zufillige) Anzahl H,(4) des Auftretens von
A in n unabhingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrachteten
zufiilligen Versuches ist eine diskrete Zufallsgrofe mit den » + 1 Werten 0, 1, 2, ..., n.
Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiten ~

o= P(H(A) =¥ fir £=0,1,2,..,n

bercchnen. Das Ereignis (Ho(a) = k) tritt genau dann ein, wenn in der beschriebe-
nen Versuchsserie k-mal das Ereignis 4 und (n — k)-mal das Ereignis 4 eintritt.
Jede solche Ereignisfolge besitzt wegen der Unabhiingigkeit der einzelnen Ver-

suche die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)*—%. Da es (:) Ergebnisfolgen gibt, bei denen

k-mal 4 und (n — k)-mal 4 vorkommt, ergibt sich
P =1 = (}) 0 — @

Die — als ZufallsgroBe aufgefaBte — absolute Hiufigkeit des Eintretens des Ereig-
nisses A (P(A) =p) in # unabhangigen Wiederholungen des zugrunde liegenden
Versuches besitzt also eine Binomialverteilung mit den Parametern » und p (vgl.
hierzu 2.1.).
Um die Abhingigkeit der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k) einer mit den
Parametern # und p binomialverteilten ZufallsgroBe von diesen Parametern hervor-
heben, benutzt man gelegentlich fiir diese Zahlen die Bezeiochnung b(k; », p),

bk; n, p) = (’,:) 1 —py-*. ®

Der Name Binomialverteilung beruht darauf, daB die Einzelwahrscheinlichkeiten
b(k;n,p) fir ¥=0,1,2,...,,n die 8 den der Binomialentwicklung von

[(1 — p) + )" sind, womit auch die Beziehung Z-‘ b(k; n, p) = 1 klar ist.
k=0
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Die Binomialverteilung geht auf JAKoB BERNOULLI (1654—1705), einen der ersten Bearbeiter
der Theorie der Wahrscheinlichkeit zuriick. JAkoB BERNOULLI und sein ebenso berithmter
Bruder JoEANN BERNOULLI (1667 —1748) gehéren zu den bedeutendsten Schiilern von G. W. Le1B-
NIz (1646—1716); JaKoB BERNOULLI lehrte von 1687 bis zu seinem Tode an der Universitit

Basel. Vonlhm die ,,An jeotandi‘ (p 1713 veréffentlicht), eines der ersten Bicher
iiber Wahracheinlichk g; sie enthilt wesentliche Aussagen insbesondere auch zur
Bummmlvamllung Die Bmommlverbellung findet man deshalb auch hﬂuﬁg unwr dem Nunen
Bernoulls noch hiiufiger ist die B h des oben beschri

(unabhingige Wlodarholungen ein und desselben Versuches) als Bernoullisches Sdmna

Beispiel. In einem Betrieb werden Stanzteile hergestellt. Der Hersteller ver-
sichert, daB der Anteil der maBgerechten Stanzteile mindestens 909, betriigt. Es
werden nun der laufenden Produktion 20 Stanzteile entnommen; unter diesen be-
finden sich nur 15 maBgerechte Teile. Wir wollen uns mit der Frage beschiftigen,
ob man berechtigt ist, die Angaben des Herstellers hinsichtlich des Anteils der ma8-
gerechten Stanzteile auf Grund der Stichprobe in Zweifel zu ziehen. Dazu betrachten
wir die ZufallsgroBe X, die die (zufillige) Anzahl der nicht maBgerechten Stanzteile
in einer Stichprobe vom Umfang n = 20 angibt. Nehmen wir — entsprechend der
Angabe des Herstellers — an, da die Wahrscheinlichkeit fiir das Produzi eines
nicht maBgerechten Stanzteiles gleich 0,10 (= 10%,) ist, so besitzt die ZufallsgroB8e X
eine Binomialverteilung mit den Parametern n = 20 und p = 0,10. Die Einzel-
wahrscheinlichkeiten P(X .= k) dieser ZufallsgroBe X sind also nach der Formel

P(X = k) = b(k; 20, 0,10) = (2:) 0,10(1 — 0,10)~*

(k=0,1,2, ..., 20) zu berechnen; wir erhalten die Verteilungstabelle

0 1 2 | 3| 4 5| 6 7
0,122 0,270] 0,285 | 0,190 0,090( 0,032 | 0,009 | 0,002

und- P(X = k) < 0,0006 fiir £ = 8, 9, ..., 20 (vgl. Tafel 1 (12.1.) und Abb. 26). Es
zeigt sich damit, daB das oben geschilderte Stichprobenergebnis (6 nicht maBge-
rechte Stanzteile in der Stichprobe von 20 Teilen) unter der Annahme p = 0,10
eine Wahrscheinliohkeit besitzt, die etwa gleich 0,03 = 39, ist. Also wird man auf
Grund dieser Stichprobe die Angaben des Herstellers doch ernsthaft in Zweifel ziehen.
— Will man die Wahrscheinlichkeit p fiir das Produzieren eines nicht maBgerechten
Stanzteiles auf Grund der Stichprobe — also unabhiingig von den Angaben des Her-
stellers — schéitzen, so wird man als Schiitzwert 9 die relative Hiufigkeit des Auf-
tretens nicht msﬂgemchter Teile in der Stichprobe verwenden, d. h., man wird die

Zahl p = % = — = 269, verwenden. (Man iiberlegt sich leicht, daB $ diejenige
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Zahl ist, fiir die die Funktion p — b(6; 20, p) das Maximum annimmt, d. h., da8 p
diejenige Wahrscheinlichkeit p ist, bei der die erhaltene Stichprobe die groSte
Wahrscheinliohkeit hat.)

PfXex)
® 27010285
9 0190
o 1972 wo
1992 go09 9002 0000 pgp, 25
0o 1 2z 3 ¢ 5 6 7 §x

Die groBe praktische Bedeutung der Binomialverteilung zeigt sich schon in diesem
Beispiel. Allgemein konnen wir namlich feststellen, daB die zufillige Anzahl der
AusschuBteile (oder der durch irgendeine andere Eigenschaft ausgezeichneten Teile)
in einer Stichprobe vom Umfang n aus einer laufenden Produktion, deren Ausschu8-
anteil 100 p %, betrigt, eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p be-
gitzt. Auch die zufiillige Anzahl der AusschuBteile in einer Stichprobe vom Umfang n
aus einer endlichen Grundgesamtheit (z. B der Tagesprodukt.mn eines Betriebes)
mit einem AusschuBanteil von 100 p %, besitzt eine B; Iverteilung mit den Para-
metern n und p, wenn die Entnahme der einzelnen Teile hinterei der durchgefiihrt
wird und vor jeder Entnahme das vorher entnommene Teil wieder zuriickgelegt
wird. (Man nennt eine so entnommene Stichprobe eine Stichprobe mit Zuriicklegen.
Es ist zu beachten, daB bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen die zufillige Anzahl
der AusschuBteile keine Biomialverteilung besitzt, sondern eine sogenannte hyper-
geometrische Verteilung; mit dieser Verteilung befassen wir uns im néichsten Ab-
sohnitt.)

Fiir die praktische Berechnung von Einzelwahrscheinlichkeiten binomialver-
teilter ZufallsgroBen sind die im folgenden Satz angegeb Aussagen wichtig.

Satz 1. Es gelten die Gleichungen

b(k; n, p) = b(n — k;n, 1 — p), 4
—k

bk + 1;n,p) = k—+l 'l"—b(k i, P), (5)
k 1

bk — 1;n, p) = %”b(k;u. . 6)

n—k+l‘
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Die Beweise fiir die angegebenen Formeln sind durch Benutzung der Definition
des Binomislkoeffizienten und natiirlich unter Verwendung von (3) einfach zu erbrin-
gen. Formel (4) zeigt, daB man sich bei Vertafelungen auf den Fall 0 < » < 0,6
beschrinken kann; die Formeln (6) und (6) sind Formeln zur rekursiven Berechnung
von b(k + 1; n, p) und b(k — 1; n, p) aus b(k; n, p). Ansonsten ist zu beachten, dag
die Berechnung von b(k; n, p) besonders fiir groBe » und kleine p auf Schwierig-
keiten st68t; wir werden spiiter gerade fiir diese Fille geeignete Niherungsformeln
kennenlernen.

Wir wenden uns nun der Bestimmung von Erwartungswert und Streuung bino-
mialverteilter Zufallsgro8en zu.

Satz 2. Es ses X eine mit den Parametern n und p binomialverteslée Zufallsgrofe.
Dann gilt

EX =mnp, ™

DX = np(1 — p), ®

or =Vl —p). ©

Beweis. Wir beweisen nur (7); die Formel (8) ergibt sich durch analoge Rech-
nungen, und (9) ergibt sich sofort aus (8). Fiir den Erwartungswert ergibt sich

Ex=.§'ok-1’<X=k)=.§k( )p*(l—m--* zk( )p*(l—m- -+

k=1

t - :
= (” 1 l) Pl — p)*~ti =nplp +(1 — p)*~! = np.

Wir nehmen zur Kenntnis, daB — in Ubereinsti g mit inhaltlichen
Vorstellungen — der Erwnmmgswert. der absoluten Hn.uﬁgkelt H,(A) des Eintretens
von 4 in n bhiingigen Wiederhol eines Versuches gleich dem Produkt

aus der Versuchsanzahl #» und der Wahrschemhchkelt P(A) dieses Em:gmsses ist
und daB die Streuung fiir p = 0 und p = 1glewhNu]lundfurp=; maximal ist.
Der folgende Satz gibt Auskunft @iber den Variationskoeffizienten v, die Schiefe y und den Ex-
208 7 einer Binomialverteilung.
Satz 3. Es sei X eine mit den P etern n und p bi salverteilte Zujallagrofe. Dann gilé

Y= I/l;p, (10)
np
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1—-2p
Y=, (11)
Ynp(1 — p)
_1—6p(l —p) 12
T Twi—m )

Auf den Beweis von (11) und (12) verzichten wir, (10) ist auf Grund von (7) und (9) klar. Wir
bemerken noch, da8 im Fall p = -;— die Schiefe y gleich Null ist. In diesem Fall gilt P(X = k)

= P(X = n — k), waa zur Symmetrie der Binomialverteilung mit den Parametern n und p = 1
dquivalent ist. 2

Zum AbschluB der Betrachtungen iiber die Binomialverteilung wollen wir einen
grundlegenden Zusammenhang zwischen der relativen Haufigkeit eines Ereignisses
in n Versuchen (vgl. 2.1.) und der Wahrscheinlichkeit dieses Ereigni fdeck

Satz 4. Es sei A ein zufilliges Ereignis, das im Ablauf eines bestimmien Versuches
mist der Wahracheinlichkest P(A) auftritt. Weiter bezeichne hy(A) die (als Zufallsgrofe
aufgefapte) relative Hdiufigkest des Einiretens von A in n unabhdngsg voneinander
durchgefiihrten Wiederholungen dieses Versuches. Dann gilé

Ehy(4) = P(4), (13)
DW(4) >0 fiir n—>oo. (14)

Beweis. Wir bezeichnen mit H,(4) die (als ZufallsgroBe aufgefaBte) absolute
Hiiufigkeit des Eintretens von 4 in einem Bernoullischen Schema. Nach obigen
Uberlegungen ist H,(4) binomialverteilt mit den Parametern » und p = P(4).
Auf Grund von (7) und (8) gilt also EH,(4) = np und D3H,(4) = np(1 — p).
Zwischen der absoluten Haufigkeit H,(A4) und der relativen Hiufigkeit k,(4) besteht
Hy4)

n

der Zusa hang hy(4) =

a=-—1—~\mdb=0)
n

. Hieraus ergibt sich (vgl. 4.3. (2) und (10) mit

Ehd)=E (M) =L ey =L np=p=rPu,
n n n

1

DYh,(d) = D* (M) — 1w =Lapt—p =212, 0o
n n' n n

Die Beziehungen (13) und (14) zeigen, daB zwischen der axiomatisch eingefiihrten
‘Wabhrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses und den praktisch ermittelbaren
relativen Hiufigkeiten dieses Ereignisses sehr enge Beziehungen bestehen. Die Giiltig-
keit der angegebenen Beziehungen ist bereits ein ausreichendes Motiv dafiir, ‘die
Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses durch relative Hiufigkeiten zu
schiitzen, wobei dieser Schitzwert einen um so besseren Naherungswert fiir die Wahr-
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scheinlichkeit darstellen wird, je groBer die Anzahl der durchgefiihrten Versuche ist.
Diese Moglichkeit des sinnvollen Schitzens von Wahrscheinlichkeiten macht die
‘Wahrscheinlichkeitstheorie zu einer praktisch anwendungsfihigen mathematischen
Disziplin.

4.6.  Die hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung ist eine diskrete Verteilung, die groBe praktische
Bedeutung vor allem in der statistischen Qualitiitskontrolle besitzt.

Definition 1. Es seien N, M und » natiirliche Zahlen mit M < N und n < N.
Eine ZufallsgroBe X, die die natiirlichen Zahlen k mitk < n,k < M,n —k <N —M
(das sind also die Zahlen k¥ = max (0, — (N — M)), ..., min (M, n)) als Werte
besitzt, heiBt hypergeometrisch verteilt, wenn

PX =} =(7‘!) (s )
(=)

gilt. Man sagt dann auch, daB X eine hypergeometrische Verteilung besitzt.

Wir haben bereits im vorigen Abschnitt darauf hingewiesen, daB die hypergeo-
metrische Verteilung im Zusammenhang mit Stichproben ohne Zuriicklegen auftritt ;
wir wollen dies hier genauer ausfiihren.

Ein Warenposten umfaBt N Teile, unter denen sich M AusschuBteile (oder durch
irgendeine andere Eigenschaft ichnete Teile) befinden. Wir entnehmen dem
Wi et zufb.lhg heinander und ohne Zuriicklegen oder — was auf dasselbe
hinausliuft — auf einmal n Teile; dabei bedeutet ,,zufillig*, daB die mogllchen Stich-
proben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben sollen. Bezeichnen wir mit X
die als ZufallsgroBe aufgefaBte Anzahl der AusschuBteile in einer solchen Stichprobe,
80 ist' eine natiirliche Zahl k offenbar genau dann ein Wert von X, wenn k < n,
k<M und n — k < N — M gilt. Fiir die Berechnung der Einzelwahrscheinlich-
keiten P(X = k) stellen wir fest, daB das Ereignis (X = k) genau dann eintritt, wenn
von den M vorhandenen AusschuBteilen k¥ Teile in der Stichprobe enthalten sind —

hierfiir gibt es (M)

& Moglichkeiten — und wenn von den N — M fehlerfreien Teilen

N —
n — k Teile in der Stichprobe enthalten sind — hierfiir gibt es ( e :’) Méglich-
keiten. Da es insg t (1:) Méglichkeiten gibt, aus N Teilen n Teile auszuwihlen,
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ergibt sich unter Verwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit (vgl.
2.2. (1)) fiir P(X = k) gerade die Gleichung (1), d. h., X ist hypergeometrisch ver-
teilt. ‘Wir weisen noch darauf hin, daB die (zufiillige) Anzahl der AusschuBteile in
einer Stichprobe mit Zuriicklegen binomialverteilt ist mit den Parametern n und
M

P=%-

Beispiel. Es sei N = 100, M = 5 und n = 10. Es bezeichne X die (zufillige)
Anzahl der AusschuBteile in einer Stichprobe

a) mit Zuriicklegen,

b) ohne Zuriicklegen.
Wir herechnen jeweils die Wahrscheinlichkeit P(X = 1).

) P(X = 1) = b(1; 10, 0,05) = (110) 0,06(1 — 0,05)° = 0,32.

Ol _(E)
1/\10—-1 1/\9
b)PX =1)= 100 =" ~ 0,34.
(o) ()
Es liegt die Vermutung sehr nahe, daB sich die jeweiligen Einzelwahrscheinlichkei-
tender hypergeometrischen Verteilung und der Binomialverteilung dann nicht wesent~
lich unterscheiden werden, wenn der Stichprobenumfang n klein gegeniiber dem
Umfa.ng N des Warenpostens ist (n < N). In diesem Fall hat z. B. das Nlchtzu.ruok-
legen eines entnommenen AusschuBteiles auf die Wahrscheinlichkeit: ung fiir
die niichste Entnahme keinen wesentlichen Einflu8. (In diesem memenhnng ist
die folgende A int t: Die Wahrscheinlichkeit der Entnahme eines Aus-
schuBteiles ist such bei der Btwhprobe ohne Zuriicklegen fiir die einzelnen Entnahmen

gleich ; sie betrigt p = 17,)

Der folgende Satz bestiitigt die oben angegebene Vermutung.
Satz 1. Es gilt [ﬂ.lr kE=012,...,n

M\ (N - M
b, %ﬂ:)p‘u—pr*- @
n
— = pm=oonst

Auf die Darstellung des nicht schwierigen Beweises verzichten wir. Wir entnehmen
8atz 1, daB man im Fall » < N die Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k) einer
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hypergeometrisch verteilten ZufallsgréBe X durch die Einzelwahrscheinlichkeit:

b(k; n, p) einer binomialverteilten ZufallsgriBe ersetzen kann, wobei p = % zu
setzen ist.

SchlieBlich geben wir Erwartungswert und Streuung einer hypergeometrisch ver-
teilten ZufallsgroBe an.

M
Satz 2. Es sei X eine hypergeometrisch verteslte Zufallsgrofe. Dann gilt mit p = —

N

EX =np, ' 3
N —

DX = nplt — ) —7- @

Den Nachweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser. Wir vergleichen noch Erwar-
tungswert und Streuung der (zufilligen) Anzahl der AusschuBteile bei einer Stich-
probe ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung) mit den entsprechenden
Parametern bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen (Binomialverteilung, vgl. 4.5.
(7) und (8)). Wie man sieht, sind die Erwartungswerte bei den beiden Methoden der
Stichprobenentnahme gleich. Hingegen ist die Streuung bei der Stichprobe ohne

N —
Zuriicklegen kleiner als bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen (np(1 — p) - ';
<np(l — p) fiir 1 <n < N); der Unterschied ist aber bei groBem N gering

-n

(l.i.m np(l — p) N o1— np(l — p)), wie dies auch auf Grund von Satz 1 zu erwar-
N—+o0 -

ten war.

4.7.  Die Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist eine diskrete Verteilung auf abzihlbar-unendlich vielen
Werten; sie spielt als G rteilung der Binomialverteilung eine wichtige Rolle,
insbesondere bei der zahlenmiiBigen Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeit
b(k; n, p) fiir groBe n und kleine p.
Definition 1. Es sei 4 eine beliebige positive Zahl. Eine ZufallsgroBe X, die die
Werte 0, 1, 2, ... annehmen kann, heiBt poissonverteilt mit dem Parameter A, wenn
2k
—_ _—— gk
PX=k=17¢ )

fiir k= 0, 1, 2, ... gilt. Man sagt dann auch, daB X eine Poissonverteilung mit dem
Parameter A besitzt.
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DaB durch (1) tateichlich eine Wahrscheinlichkeit definiert ist, ergibt sich unmittel-

%0 Ak
bar unter Verwendung der Reih twicklung der Exp tialfunktion ¢! = 2
: r=0 k

— o0 <4<oo. Un dis Abhiingigkeit der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X — k)
einer mit dem Parameter 4 poissonverteilten ZufallsgroBe X von diesem Parameter A
hervorzuheben, benutzt man fiir diese Zahlen gelegentlich die Bezeichnung p(k; 1),

A
Plki2) = 7re” @)
Dw Pomlonvorhllung gnht auf S.D.PomsoN (1781—1840) zuriick, einen auBerordentlich
P tik dnalenNmmtuhlmo.hmBagnﬂendumﬂnmn-
tik verbund: ut(zB;' hes Integral, Poi h i in der Potentialthearie).

Wir geben nun Erwartungswert und Streuung einer mit dem Parameter 4 poisson-
verteilten ZufallsgroBe an; dabei wird auch die Rolle des Parameters 4 klar.

Satz 1. Es sei X eine mit dem Parameter A > 0 poissonverteilte Zufallsgrope. Dann

EX =1, @)
DX =2. 4y
Beweis. Wir beweisen hier nur (3); der Leser beweise (4) zur Ubung. Es gilt
o 2k
EX="‘:'2.p.=§kp(k;l)f—-Zk~k —2'0 —'6“
- = lt_l y R 'y
=l,§",(k—l lz—e = Jele~d = A.
Weiteren AufschluB dber den EinfluB des P ters A bei der Poil ilung gibt der
folgende Satz. .
8atz 2. Es sei X eine mit dem Parameter A > 0 poi ilte Zujallogrofe. Dann gilé
y= % (Variationskosffizient), )
1
-— (Schiefe), Q
4 i (Schiefe), )
0= % (Bzze). @

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Binomialverteilung
und der Poissonverteilung her.
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Satz 3 (Grenzwertsatz von PoissoN). Es gilt fiir k =0, 1,2, ...

lim (:) PpEl — p)*t = i—: e-t, (8)

n—>00

Ap=A=const

Beweis, Mitp = 2 gilt
n

Nt — gt = MA= Dok D A AN A
(k)p‘u Pt = “(1 )(1 )

n-n-n n n

L]
Hieraus ergibt sich fiir n — 00, p — 0, np = A = const mit hm(l— -1—) =e!
unmittelbar (8). n

Der Satz 3 zeigt, daB man die Einzelwahrscheinlichkeit: b(k;n,p) einer mit den
Parametern n und p binomislverteilten ZufallsgréBe im Fall einer groBen Zahl n
und einer kleinen Zahl p durch die Einzelwahrscheinlichkeiten p(k; 1) einer mit dem
Parameter 4 = np poissonverteilten ZufallsgroBe ersetzen kann; fiir 2> 1 und

p < 1gilt also
b(k;n, p) ~ p(k; ) mit 2 =mnp. ©)

Da die Zahlen b(k; n, p) besonders fiir den Fall n > 1, p £ 1 schwer zu berechnen
gind, ist (9) fiir die zahlenmiBige Ermittlung von Einzelwahrscheinlichkeiten der

Binomialverteilung sehr niitzlich. Fiir die Berechnung der Einzelwahrscheinlich-

keiten der Poissonverteilung — die man auch bei der Anwendung von (9) benétigt
— sind die im nachfolgenden Satz angegeb Rekursionsformeln geeignet.

Satz 4. Es gelten die Beziehungen

a
Pk +1;2) =k—+—1PU$,l). k=0, (10)
M= L= Spkin,  EZ L. ()

Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus (2).

Die Einzelwahrscheinlichkeiten der .Poissonverteilung findet man fiir- miBig
groBe 2 in Tafeln (vgl. Tafel 2 (12.2.), dort A < 20); fiir groBere 2 werden wir spiter
Niiherungsformeln kennenlernen.

Wir beschiiftigen uns nun mit der Frage, welche in Anwendungsfiillen auftretenden
ZufallsgroBen eine Poissonverteilung besitzen.

LBt sich eine ZufallsgroBe X modellméBig als Anzahl des Eintretens eines zu-
filligen Ereignisses 4 in einer langen Serie unabhiingiger Versuche interpretieren,
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bei denen das Ereignis 4 stets eine kleine Wahrscheinlichkeit hat, so kann X niihe-
rungsweise als poissonverteilt angesehen werden. Die mathematische Begriind
hierfiir ist darin zu sehen, da8 die (zufillige) Anzahl des Eintretens eines Ereig

A in n unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen ein und desselb
Versuches eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p besitzt und da8 im
Falln> 1und p < £ 1 die Aussage (9) gllt (Wegen P < 1 wird die Pomsonverteﬂung
oft auch als Verteilung der selt Erei hnet, eine offenbar wenig gliick-
liche Bezeichnung.) ) Den Parameter A setzt man dabei zweckmiiBig gleich dem
arithmetischen Mittel von beobachteten Werten der ZufallsgroBe (vgl. hierzu (3)
und 4.3., Bemerkung vor Satz 1). AbschlieBend hierzu nennen wir einige konkrete
Beispiele von ZufallsgroBen, die unter Bezug auf die oben geschilderte Modellvor-
mll\mg als poissonverteilt a.ngenommen werden konnen die (zufa.ll.lge) Anzahl der
in einer Telefonzentrale withrend einer bestimmt. it ankc den An-
rufe, die Anzahl der Fadenbriiche in einer Spinnerei bei emer bestimmten Garnsorte
innerhalb eines vorgegeb Zeitabschnittes, die Anzahl der Atome einer radio-
aktiven Substanz, die in einem vorgegebenen Zeitn.bschnitt zerfallen.

-]

‘Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel. Eine Ladung Saatgut wird in Pidckchen verkauft. Jedes Piickchen ent-
hélt (rund) 1000 S korner. Von friih Priifungen sei bekannt, daB (etwa)

0,6% der Korner nicht der Soite des Saatgut héren. Wir berechnen die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB in einem (zufillig a,usgewnhlten) Piickchen mehr als fiinf
nicht der Sorte des Saatgutes angehsrige Samenkérner sind (Ereignis B).

Dazu bezeichne X die (zufillige) Anzahl der nicht der Sorte des Saatgutes ange-
hérenden Kérner in einem Pickchen. Den Angaben entsprechend wird angenommer,
daB X binomialverteilt ist mit den Parametern n = 1000 und p = 0,005. Es gilt
dann

P(B)=P(X>5)=1—P(X§5)=1—£‘P(X=k)
k=0

1]
=1— % b(k; 1000, 0,006).

=0
Wir verwenden (9) mit 2 = np = 1000 - 0,005 = 5 und erhalten
5
PB)y~1— ) p(k;5) ~ 1 — 0,616 = 0,384
=0
(vgl._Ta,fel 2 (12.2.)).
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In diesem Kapitel wollen wir uns mit stetigen Zufa.llsgroﬂen befassen, deren gemein-
sames K ichen darin besteht, daB der Wertebereich ein Intervall ist (wobei auch
die Menge R zugelassen ist). Bei stetigen ZufallsgroBen interessiert man sich ins-
besondere dafiir, daB die betrachtete ZufallsgroBe Werte aus einem beliebig vor-

gegebenen Intervall anmmmt Dabel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine stetige
ZufallsgrdBe irgendei ten Wert annimmt, stets gleich Null, so daB sich
die Wahrscheinlichkeitsvert ilung einer stetigen ZufallsgroBe nicht durch die Angabe
der Einzelwahrscheinlichkeiten charakterisieren li8t. Stetige ZufallsgroBen sind
nun dadurch gekennzeichnet, daB sich die Wahrgoheinlichkeit fiir das Hineinfall
der ZufallsgroBe in ein beliebiges Intervall als Flicheninhalt zwischen der z-Achse
und der sog ten Wahrscheinlichkeitsdichte iiber dem betrachteten Intervall
ergibt. Dies fiihrt also zur Verwendung des Integralbegriffes und insbeéondere auch
zur Verwendung uneigentlicher Integrale (vgl. MfL Band 5, 4.).

Bei der Lektiire des Kapitels 5 beachte der Leser die Analogie bei Definitionen,
Formeln und Aussagen zu entsprechenden Definiti Formeln und Aussagen in
Kapitel 4; sie unterscheiden sich oftmals nur darin, daB anstelle des Summen--
zeichens ein Integral und anstelle der Einzelwahrscheinlichkeit das Differential
der Verteilungsfunktion ateht. .

Unter Einsatz einer nllgememen MaB- und Integrationstheorie kann mn k Imd m'»ige
ZufallsgrdBen gemei deln. Auf diesem Wege lassen sich i d
lichkeiten, Erw-.rmng-wort Streuung und héhere Momente einheitlich durch geelgnm Integrale
dAﬂtAlIen wobel sich im disk bzw. stetigen Fall natiirlich die in diesem Buch mgegobonen

i In und A ben. Den hieran interessierten Leser verweisen wir auf
du Schrifttum (vgl. das hmmrvemwhms am SchluB des Buches). '
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5.1.  Definition der stetigen ZufallsgréBe
Definition 1. Eine ZufallsgréBe X heiBt stetig, wenn es eine auf der Menge R
der reellen Zahlen definierte nichtnegative und — zumindest stiickweise — stetige
Funktion fy gibt, so da8
b
PosX <b)= [ fxle)de )
[

fiir alle reellen Zahlen @ und b mit a < b gilt (vgl. Abb. 26).

Fxlxp) =PX<xy)

Plas X5b)
yafylx)

Abb. 26

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung konnen wir eine stetige Zu-
fallsgroBe X dann als gegeben ansehen, wenn wir die Funktion fr kennen. Die Funk-
tion"fr heiBt Wahrscheinlichkeitsdichte (auch: Verteilungsdichte, Dichte oder Dichte-
funktion) der ZufallsgroBe X. DaB durch die Dichtefunktion die Verteilungsfunktion
der betrachteten ZufallsgriBe tatsichlich festgelegt ist, zeigt u. a. der folgende Satz
(vgl. 4.2, Satz 1).

Satz 1. Es sei X eine stetige ' Zufallsgroe mit der Dichtefunkiion fx. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

1. fx(z) = Ofirallexz € R, flx(z)dx= 1.

2. Fr(z) = ff,(c) dt (vgl. Abb. 27).

3. Die VW‘W’!@‘U’M’IBI‘M& Fy ist eine stetige Funktion, die an allen Stetigkeits-
stellen von fy differenzierbar ist, wobes Fy'(x) = fr(x) gilt.

y Felxg) =PIX <x,)
1

VE,{b)-Fyla)=PlakX % b)

yaFylx)

Abb. 27
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Den Beweis iiberlassen wir auch hier dem Leser; dabei ist zu beachten, daf fiir
eine stetige ZufallsgroBe X und fiir eine beliebige reelle Zahl ¢
PX=c)= f;,(z) dz=0
gilt (vgl. 4.1. (3)). )
Wir bringen nun ein Beispiel.
Beispiel. Wir betrachten die durch

2 2 a+b
— (1 - - fii Sz sb
fz) = b—a( b—a| 2 I) ur a=r=0
0 sonst
gegebene Funktion f (vgl. Abb. 28).
y
b
-y= f(x)
= %L Y = Abb 28

Diese Funktion ist nichtnegativ, und es gilt f f(z)dz = 1 (vgl. hierzu Abb. 28).

Besitat eine stetige ZufallsgrBe X diese Funktion f als Dichtefunktion (fy = f),
8o gilt z. B.

P(x_s_a)=o,P(agxg"’;b) (‘”‘"gxsa) %
P(X 2b)=1.
Fiir die zugehdrige Verteilungsfunktion F' dieser ZufallsgroBe ergibt sich
0 fir z<a,
2("’_ )' fiir aszg“;"’,
Fz) = P(X <2)= f fo dt =
1-2(””)' e 2 X2 <2<,
b—a 2
1 fir z=0%

(vgl. Abb. 29).
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Die durch die Wahracheinlichkeitadichte f bzw. durch die Verteilungsfunktion F!

gekennzeichnete Wahrscheinlichkeit ung bezeichnet man als Dreieckver-
teslung.
y y=Fix)
1 }
b
T Abb. 29
a N 1,'2 x

AbschlieBend geben wir fiir einige spezielle Funktionen g den Zusammenhang zwi-
schen der Wahrsoheinlichkeitadichte fy einer stetigen Zufallsgrde X und der Wahr-
scheinlichkeitedichte fy der Zufallsgroie Y = g(X) an.

Satz 2. Es sei X eine stetige Zufallsgrofe mit der Dichtefunktion fx.

1. Die Zufallsgrofe ¥ = aX + b (a & 0, b reell) besitzt die Dichtefunktion

z —

frz) = ﬁ /x(
2. Die Zufallsgréfe ¥ — X besitat die Dichtefunktion fy,

b), —oo <z <oo. (2)
a

0 fir 2<0,
) = l’—(—-)——(—-)" vz ;Vg ) o a >0. ®
3. Die Zufallsgrofe Y = |X| besstzt die Dichtefunktion fp,

_fo fir z<0,
i) = {Mz) +fr—2) fir z>0.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unschwer mit dem Satz 3 aus Abschnitt 4.1.
i Verwendung der Aussage 3 des Satzes 1.

4)

5.2,  Charakteristiken stetiger ZufallsgréBen

Wir behandeln in diesem Abschnitt Erwartungswert und Streuung als wichtige
Charakteristiken stetiger ZufallsgroBen. Der Leser beachte dabei die Analogien zu
den entsprechenden Definitionen und Aussagen in Abschnitt 4.3. iiber die Charak-
teristiken diskreter ZufallsgroBen.
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Definition 1. Es sei X eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahracheinlichkeits-
dichte fy. Dann heiit die durch

EX = [efya)de 0

definierte Zahl EX Erwartungswert der ZufallsgroBe X ; dabei ist vorausgesetzt, daB
das in (1) auf der rechten Seite stehende Integral absolut kdnvergiert, d. h., da8

12l 12(2) 42 < oo gilt.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 5.1. betrachtet
ZufallsgrdBe X den Erwartungswert: ’
S b‘) e

E'X=fz[x(z)dz=fz-%(1— 2 >

b—a

-f (i)
+f el e Lt

Die folgenden Siitze sind fiir das Rechnen mit Erwartungswerten niitzlich.

Satz 1. Es seien X eine stetige Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX und a = 0
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

E(@X + b) =aEX +b. (2)
Beweis. Besitzt die ZufallsgroBe X die Wahrscheinlichkeitsdichte x- 80 besitzt
die ZufallsgroBe: Y = aX + b die Wahrscheinliohkeitsdichte fy, fy(z) = 'x( )
(vgl B.1., Satz 2, Aussage l) Damit erhalten wir unter Verwendung von (1) und
fJ:«) d=1

EY = E(@X +b) fz[y(x)da: f”/,("'_b)d,e

a

= [+ 0ix0dt=a [ifcdt +b ] fely &t = aBX +5.
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-

(Beim Nachrechnen fithre man eine Fallunterscheidung hinsichtlich des Vorzeichens
von g durch!)
Insbesondere gilt also auch fiir eine stetige ZufallsgroBe X die Beziehung

E(X — EX)=0. ®

Batz 2. Bs seien X eine stetige Zufallsgrofe mit der Wahrscheinlichkestsdichte fr
und g esne auf der reellen Achse definierte reelwertige stetige Funktion. Konvergiert

das Integral fg(z) fx(z) dz absolut (d. h., gilt f|g(z)1 fxlz) dz < oo), %0 gilt

Eg(X) = f 9(z) fr(@) de. @

Auf die Darstellung des (iibrigens nicht so ganz einfachen) Bewei icht,
wir, Wir bemerken aber, daB fiir g(z) = z der Satz 2 auf Grund von Deﬁmtmn 1 gilt.
Die Berechnung des Erwartungswertes Eg(X) ohne Verwendung von BSatz 2
o .

hiitte mit der Formel Eg(X) = f Yfax)(¥) dy zu erlolgen, was also erst einmal die

Er der Wahrscheinlichkeitadichte for, der Zufn.l]agroﬂe g(X) erfordert (vgl.
Beweis zu Sstz 1). Dies ist. bei Verwendung von (4) nicht erforderlich, wodurch sich
die Berechnung von Eg(X) oft erheblich vereinfacht; hieraus ergibt sich die Be-
deutung von Satz 2.

Fiir g(z) = (z — c) bzw. g(z) = |z — c|f (j beliebige natiirliche Zahl, ¢ beliebige
reelle Zahl) ergibt sich nach (4)

BX — oy = [z — of frle) do ®)

BIX— o = [le — o o) e, b

sofern das auf der rechten Seite von (6) stehende Integral konvergent ist.

Definition 2. Es sei X eine stetige ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert EX
und der Wahrscheinlichkeitsdichte fr. Dann heit die durch

DX = E(X — EXp = fm(z — EXY fy(z) dz ™

definierte Zahl D*X Streuung (auch: Dispersion oder Varianz) der ZufallsgrdBe X,
wobei die Konvergenz des auf der rechten Seite von (7) stehenden Integrals voraus-
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gesetzt wird. Die Zahl
o =VD'X ®
heiBt Standardabweichung der ZufallsgroBe X.
Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 5.1. betrachtete
ZufallsgroBe X die Streuung; dabei verwend wirEX=";'b:

0o b
an=f(z—EX)*f,(z)dz=f(z_“+")'. 2 (1— 2

2 b—a b—a

z
2 2 1
= . 1 — — = — (b —a).
2[" b'—a( b—a)d‘ 24( a)
0
Die folgenden Biitze gind fiir die Berechnung der Streuung niitzlich.

Batz 3. Es ses X eine stetige Zufallsgrofe mit Erwartungswert EX, Streuung D’X
und Wahrschesnlichkestsdichte fx. Dann existiert EX3, und es gilt

DX = [y(e) e — ( [eteto) az)' = EX* — (EXP. ®

Der Beweis dieses Satzes verliuft analog dem Beweis von Satz 8 (4.3.). (Formal
hat man ' durch f » 23 durch  und p, durch fy(z) dz zu ersetzen.)
E -»

Satz 4. Es seien X eine stebige Zufallsgrofe mit der Stréuung DX und a #+ 0
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

DAaX + b) = a?DAX. (10)
Der fiir Satz 5 (4.3.) gegebene Beweis ist auch hier giiltig.
Insbesondere gelten also auch fiir stetige ZufallsgroBe X die Beziehungen

DY— X) = D'X (11)
D (V%) =1. (12)

Wie bei diskreten ZufallsgroBen verwendet man auch bei stetigen ZufallsgroBen fiir
den Ubergang von X zu X — EX den Begriff Zentrieren, fiir den Ubergang von X
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den Begriff Normieren und fir den Ubergang von X zu %

}/x

den Begriff Standardisteren.

AbcohlieBend weisen wir darauf hin, daB Erwartungswert und Streuung — wie bei diskreten
ZufallsgréBen — spezielle Momente sind, die wir in der nachfolgenden Definition charakteri-
sieren.

Definition 3. Es seien X eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeitadichte fr,
4 eine natirliche Zahl und ¢ eine reelle Zahl, Dann heift

Bile) = B(X — off = [ (z — o [z() d= (13)

oyle) = B |X —cff = f lz — clf fx(z) dz 14)

gewdhnliches bzw MM Moment j-ter Ordnung bezuglich ¢, wobei die Konvergenz dee in (14)
rechts stehend ist. Fir ¢ = 0 spricht man dabei von Anfangsmomenten,
fir ¢ = £X von zenmkn Momenten (wobei die Existenz von EX vorausgesetzt ist).

Die im Anschlu8 an Definition 3 (4.3.) angegebenen A iber Momente gelten auch fir
stetige ZufallsgrdBen. Ebenso sind die aus den Momenten abgvlemtm KenngrdBen Variations-
koeffiziens, Schiefe und Ezzef fir stetige ZufallsgroBen definiert wie fir disk ZufallsgrdBen

(vgl. 4.3., Definition 4).

5.3.  Die stetige gleichmiBige Verteilung

In diesem und den folgenden Abschnitten behandeln wir einige spezielle Wahrschein-
lichkeitsverteil tetiger ZufallsgroBen.

) )

<

1 y=kix
b-a

Abb. 30

a x

Definition 1. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt gleichmdpsg verteilt (iiber dem
Intervall fa, b]), a < b), wenn die Wahrscheinlichkeitadichte fy die Form

1 " .
fl) = —a fir a <20, o
0 sonst
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine gleschmdpige Verteilung (iiber dem Intervall
[a, b]) oder eine Rechteckverteslung besitzt (vgl. Abb. 30).
Fiir die Verteilungsfunktion Fy ergibt sich

0 fir z<a

2
Fie) =P <2)= [t == fr asosb @
-0 —a
1 fir z=b
(vgl. Abb. 31).
y y=Fild
1 |
Abb. 31
a

Fiir den Erwartungswert EX ergibt sich

o »
EX= ztx<=)dz=fbjaae=“j". ®
fiir die Streuung D*X erhiilt man .
© e b
—[z— =f(e—2E8) L g =2
D’X_f(z EX)’Ix(z)dx_f(z . ) o= @

Eine gleichmaBige Verteilung liegt fiir eine stetige ZufallsgréBe genau dann vor,
wenn sie in Teilintervalle gleicher Liinge ihres Wertebereiches (= Intervall) mit
gleicher Wahrscheinlichkeit hineinfdllt. In Anwendungsfillen wird man also eine
Zufallsgro8e dann als gleichmiiBig verteilt h wenn sie — grob gesprochen —
unter Teilintervallen (ihres Wertebereiches) gleicher Linge keines bevorzugt.

5.4.  Die Normalverteilung-

Die Normalverteilung ist diejenige Verteilung stetiger ZufallsgroBen, die in den An-
dungen der Wahrsoheinlichkeitstheorie sehr hiiufig benutzt wird. Bevor wir aber

hierauf niiher eingehen, wollen wir die Normalverteilung durch die zugehérige Wahr-

scheinlichkeitadichte charakterisieren und ausfiihrlich untersachen.
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Definition 1. Es seien u eine reelle und o eine positive Zahl. Eine stetige Zufalls-
groBe X heiBt normalverteslt mit den Parametern u und o® oder N(u, o%)-verteslé, wenn
die Wahrscheinlichkeitedichte fy die Form

_ls—m
e ¥, —o0<z<o00, (1)

fx(z) ==
o

hat. Man sagt dann auch, daB X eine Normalverteilung mst den Parametern u und o*
oder eine N(u, o%)- Verteilung besitzt (vgl. Abb. 32).

y
1
250
“y=fylx)
— Abb. 32
p-0 u o x

Der Nachweis, da8 durch (1) tatsichlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert
ist, beruht hauptsichlich auf der Gleich

fetdt=Yn (vgl MIL Band 5, 4.3.4. (7).

Fir die Wahrscheinlichkeitsdichte einer N(u,o%)-verteilten ZufallsgréBe ver-
det man allgemein die Bezeichnung @, wobei die Abhiingigkeit von x und ¢* in
der Form )

_lz—w® .
ozipot)=—e >, —c0<z<00 (2)
zum Ausdruck gebracht wird.
Den Einflu8 der Parameter x und ¢* auf Lage und Gestalt der durch (2) gegebenen
Kurve erkennt man bereits aus Abh. 32; die Kurve verliuft symmetrisch zu
der durch # = 4 gegebenen Geraden, sie begitzt an den Stellen 4 — o und x + o

Wendepunkte und hat bei 2 = u ein Maximum mit dem Funktionswert

[
Fiir die Verteilungsfunktion Fy einer N(u, o%)-verteilten ZufallsgroBe X gilt

—n"

Frle) = V%: f T . ®)
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Die in (3) unter dem Integralzeichen stehende Funktion ist nicht geschlossen inte-
grierbar; man kann aber mit geeigneten Verfahren der praktischen Mathematik
fiir jedes z einen Naherungswert zu obigem Integral geforderter Genauigkeit angeben.

Fiir die Verteilungsfunktion einer N(u, o%)-verteilten ZufallsgréBe verwendet man
allgemein die Bezeichnung ®, wobei — analog (2) — die Abhingigkeit von 4 und ¢*
in der Form

: . 1 [t
D(z; u, 0%) = | @(t; 4, o) dt = — 20* ¢ 4
(2; u, o*) ~) olt; u, 0% },zw_: (4

zum Ausdruck gebracht wird.
Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die wahrecheinlichkeitstheoretische Bedeu-
tung der Parameter 4 und o*

Satz 1. Es ses X eine mit den Parametern u und o® normalverieilte Zujallsgrofe.
Dann gilt

DX =8, ®
o _&
Beweis. Mitt = ~—F und [ ¢ * dt = }2n ergibt sich
o . x
f £ 1 ~ _u;p)'
EX = z[(z)dx=f (2; 4, 0% dz = —— | ze " dx

1 .8 1 -t
= te 2dttpu-—|e 2dt=np.
Tz’-‘—m VE—«:
Damit und mit

f:'e'%a—_-fa‘%a:}’ﬁ

erhiilt man

DX = [ (¢ — BX) fx(e) dz = [ (z — p)* p(a; , o) do

~ _a—m® 2o e
=t f(z—-,u)’e = d:r:=i the Tt =o0
0 Vg—

Vams
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‘Uber hdhere Momente der Normalverteilung und @iber aus den Momenten abgeleitete Kenn-
groBen gibt der folgende Satz Auskunft. :

Satz 2. Es ses X eine N(u, 0%)-verteilte Zufallsgrofe. Dann gilt

papn = E(X —EX)¥1 =0, k=1,2,..., ™
py=EX —EX)¥™=1-3...2k—1)o%, k=12,..., 8)
0= % (Variationskoeffizient), ®)
y=0 (Schiefe), (10)
n=0 (Bxzep), (11)

wobes in (9) u + 0 vorausgesetzt ist.

Den nicht schwierigen Beweis dieser Formeln mag der Leser selbst durchfhren. Wir erginzen,
daB eine mit den Parametern u und o* normalvemllm Zuhllsgrﬁﬂe symmetrisch zu z == 4 ist,
und wir stellen also fest, da8 alle auf x4 b M der Ordnung und auch die
Schiefe gleich Null sind. Der ExzeB ist gerade so definiert, da8 diese KenngrdBe speziell fir die
Normalverteilung gleich Null wird (vgl. 4.3., SohluB).

Wir beschiiftigen uns nun mit der N(0, 1)-Verteilung. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
einer N(0, 1)-verteilten ZufallsgréBe wollen wir mit ¢, die zugehérige Verteilungs-
funktion mit @ bezeichnen. Es gilt also

#(z) = plz; 0,1) = V_IE- €7, —w<z< o0, (12)

1 -
¢(z)=¢(:::;0,l)=—fe Tdt, —oo<z<00 (13)
Vo=

(vgl. die Abbildungen 33 und 34).

Die Funktion @ (und iibrigens auch ¢) ist vertafelt (vgl. Tafel 3 (12.3.)); wegen
o(— 7) = p(2), —0 <z < 00, (14)
H(~z)=1—P(x), —00 <z < 00, (16)

kann man sich dabei auf nichtnegative Arg te z besohriinken.




98 5. Stetige ZafallsgroBen

Wir berechnen nun die W#hrscheinlichkeit dafiir, daB eine N(0, 1)-verteilte Zu-
fallsgroBe X Werte zwischen —k und +k annimmt (k natiirliche Zahl). Es gilt

P(X| <k)y=P(—k < X < k) = (k) — B(—k) = 20(k) — 1; (16)

dabei haben wir (16) und P(X = ¢) = 0 (X stetige ZufallsgréBe, ¢ reelle Zahl) ver-
wendet.

-

y=9ix)

M=

3 2 o0 T2 5y Abb.3

yeplx)
(y=p(x;u0?))

E 2 1 2 %
(u-30) (u-20) (u-0) (W) [(u+0) (L+26) (p+36}  Abb. 35

Fiir k = 1, 2, 3 erhalten wir also (vgl. Tafel 3 (12.3.) und Abb. 36)

P(X] < 1) ~ 0,683 = 68,3%, (17
P(X| < 2) ~ 0,956 = 95,6%, (18)
P(X| < 3) ~ 0,997 = 99,7%. (19)

Die Beziehung (19) driickt aus, daB es praktisch sicher ist, daB eine mit den Para-
metern # = 0 und ¢* = 1 normalverteilte ZufallsgréBe nur Werte zwischen —3 und
+3 annimmt. Der Leser beachte dabei, da8 fiir jedes beliebig vorgegebene Intervall
die Wahrscheinlichkeit des Hineinfallens bei einer N(0, 1)-verteilten ZufallsgriBe
positiv ist; es ist aber praktisch unméglich, daB eine solche ZufallsgréBe Werte aus
einem Intervall annimmt, das zum Intervall von —3 bis +3 disjunkt ist.

Wir zeigen nun, wie man die Werte ®(z; u, 0®) der Verteilungsfunktion einer
mit beliebigen Parametern x4 und o* normalverteilten ZufallsgréBe anhand der
Werte ®(z) der Verteilungsfunktion & einer mit den Parametern 4 = 0 und o® = 1
normalverteilten ZufallsgréBe berechnen kann.
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Satz 3. Fir jede reelle Zahl z gilt

1 —
w(zm.a')=;w(z—6”). (20)
Ploi o) = (f%") (21)
Beweis.
oy =l L L I 1 (e
w(z'l‘:a’)—mae = U.}/2_7¢‘ —:W(_d—')t

B(z;p, o) = [@(t; p, 0¥ &t = lf@('—_—"-)a = [ plu) du = qp(‘”;l‘),
[ g o

Hieraus ergibt sich leicht die folgende Aussage.

Stz 4. Ist X N(u, oY)verteilt, so ist >-—% N(0, 1)-verteilt.
[

Beweis.

Fx;,(2)=P(x:" <z)=P(X<=w+p)

= &(zo + p; p, 0% = ¢’(m+a¢) = P(z).

(Wir beachten, daB wegen EX — 4 und D'X — o die ZufallsgroBo =—# gtets
o

den Erwartungswert Null und die Streuung Eins hat; die wesentliche Aussage des

Satzes 4 besteht darin, daB mit X auch — normalverteilt ist.)

Diese A statten es, in einfacher Weise unter Verwendung einer Tafel
fiir & die Wahrscheinliohkeit dafisr zu berechnen, daB eine mit den Parametern u
und o* normalverteilte ZufallsgroBe X einen Wert aus einem beliebigen Intervall
annimmt. Es gilt

P(a<X<b)=¢(b%/‘_)—¢(;'“)- (22)

¢
Insbesondere erhalten wir fiir eine beliebige natiirliche Zahl &
P(X — | < ko) = B(k) — B(—k) = 20(k) — 1 (23)



100 . 5. Btetige ZufallsgrdBen

(vgl. (18)), woraus sich fiir k = 1, 2, 3 mit (17), (18) und (19)

P(X — p| < o) ~ 0,683 = 68,3%, @4
P(IX — p| < 20) ~ 0,955 = 95,6%, (25)
P(IX — p| < 30) ~ 0,997 = 99,7% (29)

ergibt. Es ist also praktisch sicher, daB eine N(u, 0%)-verteilte ZufallsgroBe nur Werte
zwischen y — 3¢ und 4 + 3¢ annimmt, d. h., die vom Erwartungswert u einen Ab-
stand haben, der kleiner ist als das Dreifache der Standardabweichung ¢. Diese Regel
heiBt 3g-Regel (vgl: Abb. 35).

Wir wollen nun auf des Vorkommen der Normalverteilung eingehen. Bei vielen in
praktischen Problemstellungen auftretenden ZufallsgroBen zeigt sich (z. B. anhand
von beobachtéten Werten der speziell betrachteten ZufallsgroBe), daB die Wahr-
soheinlichkeitsverteilung sehr gut durch eine Normalverteilung beschrieben werden
kann. Ein i ichen solcher ZufallsgroBen besteht hiufig darin,
daB sie sich durch addmve Uberlagerung einer groBen Anzahl weitgehend vonein-
ander unabhingiger zufilliger Effekte ergeben, wobei jeder dieser Effekte nur einen
im Verhiltnis zur Summe der anderen unbedeutenden Einfluf auf die betrachtete
ZufallsgriBe besitzt. Auf die mathematische Begriindung dafiir, daﬂ solche Zufalls-
groBen in guter Niherung als normalverteilt angesehen werden k gehen wir
spiter ein (vgl. 7.8.). Hier wollen wir nur mitteilen, daB Beobachtungsfehler bei
Merotgangen (z. B. bei Lnngenmemungen) und auch zahlenmiBig erfaBbare Eigen-
schaften eines Produkts bei einer Serienfertigung (z. B. die Druckfestigkeit bei
Betonwiirfeln oder der Inhalt von automatisch gefiillten Flaschen) oftmals als normal-
verteilte ZufallsgroBen angesehen werden.

Beispiel. Auf einer Metallhobelmaschine werden Platten hergestellt, deren
Dicke X untersucht wird. Es wird auf Grund von Erfnhmngen angenommen, daB
X normalverteilt ist und bei einer besti M instellung den Erwartungs-
wert FX =y = 10mm und die Streuung D*X = ¢* = (0,02 mm)’ besitzt. Eine
Platte ist maBgerecht und damit verwendungsfihig, wenn die Dicke zwischen
9,97 mm und 10,056 mm liegt. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine
Platte maBgerecht ist; dabei verwenden wir (22), (15) und Tafel 3 (12.3.):

1005 — 10\ _ o (9,97 — 10
0,02 0,02
= 9(2,5) — B(—1,6) = B(2,6) + B(1,5) — 10,927,

P(9,97 < X < 10,06) = 45(

In Anbetracht der vorgegebenen Toleranzgrenzen ist es infolge der Symmetrie der
Normalverteilung offenbar giinstiger, eine Maschi instellung mit 4 = 10,1 mm
zu wihlen. Bei unverinderter Streuung ¢® = (0,02 mm)? ergibt sich fiir die unter-

hte Wahrscheinlichkeit 0,955, was der Leser mit (25) unmittelbar bestiitigen kann,
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e

Wir wollen unsere Bet: ungen zur N Iverteilung mit einigen Bemerkungen zur Ge-
schichte dieser heute so viel ten und verwend Verteilung vorliufig abschlieBen. Als
Geburtsdatum der Normalverteilung kann man den 12. November 1733 ansehen; an diesem Tage
erschien eine kleine Schrift von A. pE Morvee (1667 —1754, ein aus Frankreich vertriebener und
in London eich mit Ratachligen fir Glickmpleler durch das Leben schlagenrhr hochbegabter

Mathematiker), in der die N 1 ung inschlieBlich Funktionsg — als Grenz-
verteilung der Bmomu]vemllung gelei wird Praktische A d ben sich erst
durch die i U h von P.S. Larrace (1749—1827 1812
erschien sein groBes Werk zur Wahrscheinlichkei hnung) und C.F. Gauss (1777—1855)

im Rahmen der Theorie der Beobachtungsfehler, wobei die Normalverteilung wiederentdeokt
wurda Im danuchapmhlgen Raum wnrd deshsalb das Bild der Wahrscheinlichkeitadichte der
Bsche Glock ve bezeichnet (vgl. Abb. 33). Das sogenannte GauB-

sche Fahlenntbgml
z
2 e
Gz) = — |e " dt 27)
123
[1
hingt mit der Verteilungsfunktion & der N(0, 1)-Verteilung durch die Gleichungen
Gz) =20(z 12) — 1, (28)
1 1 z
W lich zur Verbreitung der Normalverteilung trug der auf sehr.vielen Gebieten

tiitig gewesene belgische Wissenschaftler A. QUETELET (1786 —1874) bei, der als Entdecker der
Normnlvertmlnng fiir die Biometrie gilt und von dem wohl auch der Name ,.Nomnlvertellnng“
Diese Bezeich war fiir allerlei Fehldeutungen AnlaB, Es ist eines der Verdienste
von K leon (1887— 1930 der sich iibrigens intensiv mit der Geschichte der Normalverteilung
hat), festgestellt zu haben, daB es in der Natur durchaus auch ZufallsgrdBen gibt, die

nicht normalverteilt sind und daB dies nicht etwa anormal ist.

5.5.  Die Exponentialverteilung

Die Exp tialverteilung ist eine Vert: tetiger ZufallsgroBen, die in An-
wendungsfu.llen insbesondere bei der Beeohnelb\mg von zufallsabhingigen Zeiten und
Zeitdifferenzen auftritt. Mathematisch zeichnet sich die Exponentialverteilung
dadurch aus, daB sie sehr einfach zu handhaben ist.

Definition 1. Es sei « eine positive Zahl. Eine stetige ZufallsgréBe X heiBt
exponentialverteslt mit dem Parameter , wenn die Wahrscheinliohkeitedichte fr
die Form

fir 2 <0,
fx() =

{ae-“ fir >0 m
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine Ezponentialverteilung mit dem Parameler
besitzt (vgl. Abb. 36).
(Der Leser iiberlege sich, daB durch (1) tatsichlich eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung definiert wird, d. h. insbesondere, da8 f Jx(z) dz = 1 gilt.)

y=fy(x), =2
yetylx), oc=1

Abb. 38
x

Fiir die Verteilungsfunktion Fy einer mit dem Parameter « exponentialverteilten
ZufallsgroBe X gilt
0 fir 2 <0,
=0, 9
Fxlx) = f"(‘)d' { —e* fir 2=>0 @

(vgl. Abb. 37).

Wir geben nun Erwartungswert und Streuung einer mit dem Parameter a > 0
exponentn.lvertellten ZufallsgriBe an; dabei zeigt sich auch die wahrscheinlichkeits-

tische Bedeutung des P ters o.
y J[-&Ix}, as2
7
y=Fy(x), asl
0 " s Abb. 37
Satz 1. Es sei X eine mit dem Parameter & > 0 exp ialverteilte Zufallsgrofe.
Dann gilt
x=1, ®

(-3
1 ]
DX = (—) . @
-3
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Beweis. Wir beweisen nur (3); der Beweis von (4) verliduft entsprechend. Es gilt

'S b b
fzaz"'=-—ze"‘|+fe-"dx_=—be-‘°—-lr"+l.
° o 0 « «

Mit lim (— be=®) — h(—i e-"’) — 0 erhalten wir
b—s00 b—s00

1

EX fz/x(:) dz = f:mr“ dr = hmfzar" dz = g

—o0 b—+00 0
8ind also X, und X, exponentialverteilt mit den Parametern «; und a,, 8o bestehen
im Fall &; < &, die Ungleichungen EX;, > EX, und D*X, > DAX,. Diese Aussagen
stimmen gut iiberein mit der Vorstellung von der Exponentulvettel.lu.ng, die man an-
hand der Abb, 36 von der Exp tialverteilung g

Beuplol. ‘Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine mit dem Para-
meter « > 0 exponentialverteilte ZufallsgroBe X einen Wert annimmt, der kleiner
als der Erwartungswert ist. Mit (3) und (2) ergibt sich

B 1
P(X<Ex)=P(x<-1—)=F,(l)=1—e"7=1—e-l—o,ea.
(.3 o

Diese Wahrscheinlichkeit ist also unabhiingig von « und gréer als 0,5.

Zum AbschluB wollen wir einige in Anwendungsfillen auftretende ZufallsgréBSen
deren Wahrscheinlichkeitsverteilung hiufig durch eine Exponentialver-
teilung beschrieben wird: Zeitdauer von Telefongespriichen, Zeitdifferenz zwischen
dem Auftreten von Stérungen an einem Maschinenpark oder allgemeiner zwischen
dem Eintreffen von Kunden in einer Bedienungseinrichtung, Lebensdauer von
Schaltelementen und auch Lebewesen. Dabei wird man zweckmiiBig den Parameter
« gleich dem Reziproken des arithmetischen Mittels von beobachteten Werten der
jeweilig betrachteten ZufallsgroBe setzen (vgl. dazu (3) und 4.3., Bemerkung vor
Satz 1).

5.6.  x*, t- und F-Verteilung

In diesem Abschnitt stellen wir einige weitere Wahrscheinlichkei teilungen
sbemger ZufallsgroBen vor, die in der mathematischen Statistik eine Rolle spielen
und in diesem Zusammenhang als Priifverteslungen bezeichnet werden; es handelt
sich um die y3-Verteilung, die ¢-Verteilung und um die F-Verteilung. Dabei charak-
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terisieren wir jeweils die Verteilung durch die Wahrsoheinlichkeitadichte und ge-
ben Erwartungswert und Streuung an. Auf Beweise verzichten wir; der interessierte
Leser findet sie in der Literatur.

Fiir die praktische Durchfiihrung statistischer Verfahren benétigt man vielfach
zu vorgegebenem p (0 < p < 1) einen Wert z, der jeweiligen Zufallsgréfie X, fiir
den die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB X groBere Werte als z, annimmt, gleich
1— p ist (P(X > z,) = 1 — p). Bolche Werte z, heiBen Quantile der Ordnung p,
deren genaue Kennzeichnung anhand der Verteilungsfunktion Fr die folgende
Definition beinhaltet.

Definition 1. Es seien X eine stetige ZufallsgrBe (Wahrscheinlichkeitsdichte fr,
Verteilungsfunktion Fy) und p eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl. Dann
heiBt eine Zahl z, Quantil der Ordnung p, wenn

Fr(z) =p (1

gilt (vgl. Abb. 38). Ein Quantil der Ordnungp = -21 heift Median.

Abb. 38

*p

Fir die hfolgend behandelten Priifverteilungen sind in Kapitel 12 einige
Quantile mgegeben, beziiglich umiangrelcherer Tafeln sei auf das im Literaturver-
zeichnis angegebene Tafelwerk verwiesen.

5.6.1. Die y*-Vertellung

Definition 2. Es sei m eine natiirliche Zahl. Eine stetige ZufallsgréBe X heiBt
o-verteilt mit m Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fr die Form

0 fir z2<0,
1 -7

fxl@) =13 fir >0 (2)
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine y-Verteilung mit m Freiheitsgraden besitzt
(vgl. Abb. 39). Das Quantil der Ordnung p der 3*-Verteilung mit m Freiheitsgraden
bezeichnen wir mit z§,.,.

In (2) bedeutet I" die durch

I'(z) = fwt‘-‘c-‘ &, z2>0, ®)
()

definierte sogenannte vollstindige Gammafunktion.

|/«

y=ty(x) (m=6)

Abb. 39

" L L n "

0 2z 4 6 -8 0 2 u=x

Die Gammafunktion geht auf L. EvLER (1707—1783) zurfick, den woh! produktivsten Mathe-
matiker zumindest des 18. Jahrhunderts. Obwohl EvLEs 1736 ein Ange verlor \md 1166 voll-
stindig erblindete, verfaBte er insg 886 Manuskrip eine eind Anzahl
von Lehrbiichern.

Fiir unsere Belange geniigt es, die folgenden Aussagen iiber die Gammafunktion
zu kennen. Es gilt

T(2)=(Z—l)f(z—-l) fir z>1, )
ray=1, r(%) =Vx, ®)
sioh insbesond

IPm)=(m—1)! fir m=1,meN, ®

ergibt (vgl. MfL Band 5, 4.3.2.).

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber Erwartungswert und Streuung der y*-Ver-
teilung mit m Freiheitsgraden; dabei wird auch der EinfluB von m klar.

Satz 1. Es besitze X eine y3-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Dann gilt
EX =m, (U]
DX = 2m. ®)
Wir weisen noch darauf hin, daB die y*-Verteilung mit m = 2 Freiheitsgraden
‘eine Exponentidvomilu.ﬁg mit dem Parameter & = % ist (vgl 8.5.).
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Die y*-Verteilung steht in einem engen Zusamme zur Normalverteilung.

An dieser Stelle bringen wir dazu die folgende sp g

Satz 2. Es sei X eine N(0, 1)-verteslte Zufallsgrofe. Dann besitzt die Zufallsgrope
T = X1 eine y*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Beweis. Es gilt (vgl. 5.1., Satz 2, Aussage 2.)

far 250,
fria) = I;(D_t’_xﬁz_). far 2> 0.
2yz y
R

Mit fx(t) = @(t) = 7—15- ¢ £ und p(—*) = p(t) ergibt sich hieraus

1 z
fr(@) = ME) —1‘-!——2=1—l:r:?_1=_2 fir z> 0,
2V— V_ V— 7 1
2 I"(?)

womit die Aussage des Satzes bewiesen ist.

Die y*-Verteilang wurde 1876 von R. HELMERT entdeckt (als Verteilung der Summe von Qua-
draten unabhiingiger N(0, 1)-verteilter ZufallsgrdBen) und 1900 von K. PEARSON, dem Begriinder
einer sehr leistungafihigen Schule der mathematischen Statistik in England, wiedergefunden;
sie wird deehalb auch als Helmert- oder Helmert-Pearson-Verteilung bezeichnet.

5.6.2. Die t-Verteilung
Definition 3. Es sei m eine natiirliche Zahl. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt
t-verteslt mit m Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fy die Form
r (m ;— 1) .
fr(@) = . Py
Yam r(’f) (1 + E)T
2 m
hat. Man sagt dann auch, daB X eine ¢-Verteslung mit m Freiheitsgraden besitzt (vgl.

Abb. 40). Das Quantil der Ordnung p der ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden be-
zeichnen wir mit ¢,,,.

— o0 <z < 00, 9)

In (9) bedeutet I" wiederum das Symbol fiir die vollstindige Gammafunktion. Wir
bemerken, da8 die Dichte der ¢-Verteilung mit m Freiheitagraden eine gerade Funk-
tion ist (fz(— z) = fx(x) fiir alle € R), deren graphische Darstellung sich fiir groBe
m nicht tlich von der GauBschen Glockenkurve (vgl. Abb. 33) unterscheidet.
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Fiir m = 1 erhalten wir speziell die Dichtefunktion fz,
l
fx(z) = l+z’ — 00 <7< oo, (10)

(vgl. Abb. 40); die hierdurch bestimmte Wahrscheinlichkeitaverteilung nennt man
zu Ehren von A.-L. Cavony (1789—1857) auch Cauchy-Verteilung.

yatylx) m=1)
yabyle) (m=4)

) R 2 " s Abb. 40
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4x

Uber Erwartungswert und Streuung der i-Verteilung mit m Freiheitsgraden gibt
der folgende Satz Auskunft.

Satz 3. Es besitze X eine t-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Dann gilt

EX=0 (m=2), (11)
px=—"_ mz3. 12
m—2

Wir ergiinzen, daB eine #-verteilte ZufallsgroBe mit m Freibeitagraden nur M te der Ord-
nung k < m — 1 besitzt. Insbesondere besitzt also die C.nohy-vmﬂn.ng keinen Erwartungs-
wert.

Dno * Vertellung wurde von W. S Gosser, (1876 — 1937) der unter dem Pseudonym ,,Student*

tdeckt und ht (1908); aus diesem Grunde findet man dies-Verteilung auch
unter dem Nunen Student-Verteilung.

5.63. Dle F-Vertellung

Definition 4. Es seien m, und m, natiirliche Zahlen. Eine stetige ZufallsgroBe X
heiBt F-verteilt mit (my, my) Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fx
die Form

r "sz"-),,,l‘—;,,,.% T
. fir 2> 0
fx(®) = i B ¢
) 1‘("—;‘) 1‘("—;‘) (my -+ m2) F

0 fir 250
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine F-Verteilung mit (m,, m,) F’ralmtaarad.m
besitzt (vgl. Abb. 41) Das Quantil der Ordnung p der F-Verteilung mit (m,, m,)

Freiheiteg h Wir mit Fypy m,:p-

gg -yaty(x)  (my=10, m, =50}
a6
as

yafylxl (M= 4,my=2)

. " R R Abb. 41
] 1 2 x .
Batz 4. Es besitze X eine F-Verteilung mit (my, my) Freiheitsgraden. Dann gilt
EX=_—— (m 2 3), (14)
my — 2
Dix = 2l + ma — 2)
My(my — 2)* (my — 4)

Wir bemel:ken, daB der Erwartungswert nicht von m, abhingt und da8 EX s 1
fiir my > 1 gilt. AuBerdem ergéinzen wir, daB fiir my < 2 kein Erwartungswert und
fiir my < 4 keine Streuung existiert.

(my2 B). (16)

Die F-Verteilung geht auf R. A. FisaEe (1890 —1962) zurfick, einen der bekanntesten Vertreter
dc mt.hmnhmhm Statistik in England, der auBerdem auf dem Gebiet der mathematischen
1 e beitat hat.




6. Zufillige Vektoren

Zufillige Vektoren smd Vektonen, deren Komponenten ZufallsgréBen sind. Sie
di der mathemati h er zahlenmiiBig erfaBbarer Merkmale
bei einer zufilligen Erscheinung. So werden z. B. die Linge, Breite und Hohe eines
automatisch hergestellten Werkstiickes quaderformiger Gestalt oder KérpergroBSe
und Korpergewicht eines Menschen durch einen zufilligen Vektor beschrieben.

Nach der allgemeinen Definition und wahrscheinlichkeitsth ischen Kenn-
zeichnung eines zufilligen Vektors (Abschnitt 6.1.) behandeln wir in Abschnitt 6.2.
sogenannte diskrete zufdllige Vektoren — die Behandlung erfolgt dabei in Anlehnung
an die der diskreten ZufallsgréBen (vgl. 4.2. und 4.3.) —, und in Abschnitt 6.3.
beschiiftigen wir uns dann mit den sogenannten stetigen zufilligen Vekioren, wobei
wir hier an die Unt h iiber stetige ZufallsgroBen anschlieBen (vgl. 5.1.

)

und 5.2.). Von besonderem Interesae sind dabei jeweils Charakteristiken fiir die Er-
fassung der gegenseitigen Abhingigkeit, des Z hangs der Komponenban
eines zufilligen Vektors; wir behandeln insbesondere den s ten Korrel
koeffizienten zur Erfassung linearer Abhiingigkeit zwischen “awei ZufallsgréBen. In
Abschmtt 6.4. befagsen wir uns mit dem Begriff der Unabhdngigkeit von Zufalls-
groPen, einem zentralen Begriff der g ten Wahrscheinlichkeitstheorie. Dabei
leiten wir auch Konsequenzen der Unabhingigkeit her, die sich beim praktischen
Umgang mit unabhingigen ZufallsgréBen als sehr niitzlich erweisen. SchheBlmh
erfolgt in Abschnitt 6.5. die Charakterisierung der Wahrscheinlichkeit

fiir Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger stotlger Zufn.]ls-
groBen; die hier angegebenen Sitze benétigen wir insbesondere in der mathematischen
Statistik.
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6.1.  Allgemeine Definition des zufilligen Vektors

Bei der Darstellung dieses Abschnittes leh wir uns eng an den Abschnitt 4.1.
an; der Leser orientiere sich nétigenfalls noch einmal dort.

Definition 1. Es seien [€2, ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, X, ..., X,
(n = 2) ZufallsgroBen (iiber [$2, ¥, P]). Dann heiBt das n-Tupel (X,, X, ..., X,)ein
(n-dimensionaler) zufilliger Vektor (iiber [Q, %, P]).

Wir wollen uns nun der K ichnung der Wahrscheinlichkeit teil -emes
zufilligen Vektors zuwenden. Dazu selen ), Z3, +.., Ty beliebige reelle Za.h.len Da
die Grﬁ}en X, ZufallsgroBen sind, gilt (X, < z,) € A (k= 1,2,...,n). Nun ist %

L ]
eine g-Algebra, 8o daB insb dere die Beziehung N (X} < z;) € A besteht. Wegen
k=1

(0 € 2: X\(0) < 24, +voy Xa() < 73] = ﬁllw € 0: Xy(w) < )
.
= r.\ (X < )
k=1

folgt hieraus {w € 2: X (@) < 2y, ..., Xy(@) < z,} € A.

Kennzeichnen wir die Teilmenge {w € 2: X,(w) < ;, ..., Xa(®) < 2,} von Q kurz
durch (X, < x,, ..., X, < ,), 80 ist es also sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit des
zufiilligen Ereignisses (X, < 2, ..., Xy < z,) zu sprechen; fir diese Wahrschein-
liohkeit schreiben wir kurz P(X; < 2y, ..., X, < 2,).

Definition 2. Esseien [Q2, ¥, P]ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xl, Xy, e00y X)
ein zufilliger Vektor. Die durch
Fux x,..x.) (@ %y o0y ) = PXy <2, Xy < %y, .00y Xy < 7,) (1)
(@meR k=12, ...,7)

doflmerte Funktion qu..x, . helBt Verteshmqa/unktwn des zufdlligen Vektors
(X,, Xy, ..., X,)0derg Verteslungsfunldion der Zufallsgropen X,, X,, ..., X,

Die Verteilungsfunktion eines n-dimensionalen zufilligen Vektors ist also eine
mellwerhge Funktion von n reellwertigen Variablen. Mittels der Verteilungsfunktion
eines zufilligen Vektors kann mn die Wahrscheinlichkeiten praktisch aller mit dem
zufilligen Vektor im Z g stehenden zufilligen Ereignisse ausdriicken.
Bo gilt z. B. im Falln = 2

PasX<be=sY<d) = F(x,l’)(b d) — (X }')(b c) — F(X l’)(a: d) + F(x r)(a: c)
(vgl. Abb. 42). (2)
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Abb. 42

Im folgenden Satz stellen wir Ei, haften der Verteilungsfunktion .eines zu-
fiilligen Vektors zusammen. ‘

Satz 1. Es sei F die Verteilungsfunktion eines n-di ’ 2ufdlligen Vektors.
Dann gilt:

1. Firallez, ¢ R(k=1,2,...,7) 180 < F(z,,Zy, ..., 7,) S 1.

2. F ist in jeder Variablen x, monoton nicht-fallend.

3. F ist in jeder Variablen z, linksseitig stelig.

4. lim F(z), 2y, ..., 24) =0 (k = 1, 2, ..., n), lim F(z), 73, ..., 2,) = 1.

Tye— i+t

l'.-+en

Der Beweis verlduft entsprechend dem Beweis zu Satz 1 (4.1.); wir iiberlassen
ihn dem Leser.

Wie das folgende Beispiel zeigt, sind die in Satz 1 angegeb Aussagen nicht hinreichend
dafiir, daB eine Funktion F mit diesen Eigenschaften die Verteilungsfunktion eines zufilligen
Vektors ist.

Beispiel. Wir betrachten die durch

_ [0 far z4+y=0,
F("”)—‘{l fir z4y>0

bene Funktion F. Offenbar besitzt F alle in Satz 1 angegebenen Eigenschaften. Es gilt aber
F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0, 0) = 1—1—140 = —1;

wegen (2) kann also F nicht Ver gaf ion eines zweidi ionalen zufilligen Vektors sein.
lich ergiinzender Bedingungen, die sichern, daB eine Funktion von meh Veriind
lichen Verteilungsfunktion eines zufiilligen Vektors ist, verweisen wir auf die Literatur.

In der mathematischen Statistik werden wir uns oft mit Funktionen eines zufélligen
Vektors (X, Xj, ..., X,) beschiftigen, z. B. mit den Funktionen g(X,, X, ..., X,)
=X+ X + - + X, und g(X,, Xy, .0, X,) = X0+ X + -+ + X1 Da wir
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md.beil 4. nfﬁl‘diﬂwﬁ-:‘u Thainlinhbkait il 14k F Trds, m“r_

ist es wichtig, eine hinreichend groBe K]asae von Funktionen ¢ zu kennen,
fiir die die durch [g(X,, Xj, .. ,X.)] (@) = g(x,(a,),x.(m), voey Xo(w)) auf Q defi-
nierte Funktion g(X;, X,, ..., X,) eine ZufallsgroBe ist, also eine Wahrscheinlichkeita-
verteilung besitzt. Wir geben dazu ohne Beweis den folgenden Satz an:

Satz2. Es seien [Q,9, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Xy, Xy, ..., X,) ein
n-dimensionaler zuflliger Vektor (dber [Q, ¥, P]) und g eine auf der Menge aller
n-Tupel reeller Zahlen definierte reellwertige sletige Funkiion. Dann ist die durch

[9(Xy, Xy, ooy Xa)) (@) = v(xl(w)t Xy(@), oeey -(0)) (3)
auf Q definierte Funktion g(X,, X,, ..., X,) eine Zufallsgrope (iiber [Q2, ¥, P)).
Sperziell sind also fiir die durch

91, Ty, 0eey Ta) = 1 + Ty + -+ + Ty

9@, Zay ooy Ta) = 22+ Ty + o0 - 7!
oder

G(@yy Tyy ooey Ty) = Ty Ty *++ Ty
gegebenen Funktionen g die auf Q definierten Funktionen g(X,, X,, ..., X,) Zufalls-
groBen.

Nachfolgend beschrinken wir uns auf den Fall n = 2; wir beschiftigen uns also
speziell mit zweidimensionalen zufilligen Vektoren (X, ¥). Von Interesse ist oftmals
die Wahrscheinlichkeitaverteilung z. B. der ZufallsgroBe X im Rahmen des zufilligen
Vektors (X, ¥). Es gilt (vgl. 2.4., Satz 1)

Friz)=P(X <2)=PX <2 ¥ < o)
=lmP(X <z, Y <y) =lim Fizyz,y).
o y—+0

Definition 2. Die durch
Fx(z) = im Fiz y(2, y) (4
oo

b Verteilungsfunktion Fy heiBt Randwmdunga/unldwn von X der gemem-
samen Verteilung ‘von X und Y; die hierdurch g hnete Wahrschei
keitsverteilung heiBt Randverteilung von X der gemeumamen Verteilung von X und
Y. (Entsprechende Definition fiir die Randverteilungsfunktion Fy von Y der ge-
meinsamen Verteilung von X und Y.)

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, da8 man zu einem
n-dimensionalen zufilligen Vektor offenbar k Randverteilungen k-dimensionaler
zufilliger Vektoren betrachten kann (k =1, 2,...,n — 1),



6.2. Diskrete zufillige Vektoren 113

6.2.  Diskrete zufillige Vektoren

Definition 1. Ein zufilliger Vektor heiBt diskret, wenn er endlich oder abzéhlbar-
unendlich viele Werte annehmen kann.
In den weiteren Ausfiihrungen wollen wir uns auf den Fall eines zweidimensionalen

zufilligen Vektors beschriinken.
Vom Standpunkt der Wahrsoheinlichkeitsrechnung kénnen wir einen zweidimen-

sionalen zufilligen Vektor (X, Y) dann als gegeben msehen, wenn alle Werte (z;, yi)
des zufiilligen Vektors und die zugehérigen sogenannten Emulwahrodaemlocbbe\un

Pu=PX=z,Y=y), (1
mit denen der zufillige Vektor (X, Y) diese Werte annimmt, gegeben sind. Einen
zweidimensionalen zufilligen Vektor (X, ¥) kann man daher auch durch die so-
genannte Verteilungstabelle

Y
X n Y+ Ys

z *Pu P P P
EN D1 P P Ps.
(2)
Pa P2 Py - |P. =1

kennzelchnen (Die Bedeutung von p, und p; erkliren wir etwas spéter.) Fiir die
El " hainlichkait p‘. 8‘1

Pu 20, £Pu=1- (3)
Die Werte der Verteilungsfunktion Fy y, ergeben sich aus den Einzelwahrschein-
lichkeiten p;; gemi8

Fup(@,y)=PX<z,Y<y)=) PX=z,Y=y) —).7 Pus (4)

f;‘.<<‘v l h<'
wobei die Summation iiber alle § und k zu erstrecken ist, fiir die z; <z und y, <y

gilt.

Wir wollen nun die B.mdvertexlungen eines diskreten zufilligen Vektors (X, ¥)
kennzeichnen. Die Randverteilung von X ist eine diskrete Verteilung; X nimmt die
Werte z; mit den Wahrscheinlichkeiten

=§‘pn=§1’(x=z.-,Y=yr) (8)
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an. Ebenso ist die Randverteilung von Y eine diskrete Verteilung; ¥ nimmt die
Werte y, mit den Wahrscheinlichkeiten

Pe=Zru=IPEX =z Y=y 0)
an. In der Verteilungstabelle (2) haben wir die die Randverteilung von X bzw. ¥
den Zahlen p; bzw. p, in der letzten Spalte bzw. Zeile eingetragen.

Wir wollen uns nun mit einigen Charakteristiken bei zweidimensionalen diskreten
zufilligen Vektoren (X, Y) beschiftigen. Neben Erwartungswert und Streuung
der ZufallsgroBen X und Y — sofern diese GroBen existieren — interessiert ins-

besondere eine MafBzahl zur Erf: g der g iti Abhiingigkeit der Zufalls-
groBen X und Y. Wir behandeln hier “die sogenannte Kovarianz und — darauf suf-
— den ten Korrelationskoeffizienten. Zuvor notieren wir eine

Formel zur Berechnung des Erwartungswertes einer Funktion eines diskreten zufil-
ligen Vektors, woraus sich Formeln fiir den Erwartungswert und die Streuung einer
Summe von ZufallsgroBen ergeben.

Satz 1. Es seien (X, Y) esin diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (z;, yi) mit den
Wahrscheinlichkesten py annimmi, und g esne auf der Menge aller Paare reeller Zahlen
definierte recllwertige stetige Funktion. Konvergiert die Reihe z‘ 9(zi, Yi)Pir absolut
(d. b., gine 2 1921, 9)| Pix < 00), 30 gilk

Bg(X, ¥) = X' g(=i, y0) Pu ™M
.,
(vgl. 4.3., Satz 2).
Avuf die Darstellung des Beweises verzichten wir.
Fiir g(z, y) = = bzw. g(z, y) = y erhalten wir speziell
EX =} z;p;, bzw. EY =} ysps, (8)
; *
d. h. den Erwartungswert der Zufallsgréfe X bzw. ¥ im Rah der g
Verteilung der ZufallsgréBen X und Y, sofern die in (8) angegebenen Reihen absolut
konvergieren.
Unter entsprechender Vor tzung ergibt sich fiir g(z, y) = (z — EX)? bzw.

g(z, y) = (y — EY)® die Streuung der Zufallsgrofe X bzw. ¥ im Rahmen der
gemeinsamen Verteilung der ZufallsgréBen X und Y,

DX =) (x; — EX)*p;, bzw. DAY =) (yp — EY) p,. 9)
i ]

Wir wollen uns jetzt dem Fall g(z, y) = z + y zuwenden.
Satz 2. Es sei (X, Y) ein diskreter zuféliger Veldor. Dann gilt
E(X + Y)=EX + EY, (10)



6.2. Diskrete zufillige Vektoren 116

wobei die Existenz der auf der rechten Seite von (10) angegeb Erwartungswerte
vorausgesetzt ist.

Beweis. Die durch g(z,y) =z + y gegebene Funktion erfiillt alle in Satz 1
genannten Voraussetzungen. Also gilt (7) und damit

EX +7Y) =Zk.' (=i + 9x) P = Z: ZiPie +§.'M’u
ol i, il
=X zip;. + %‘ yps=EX + EY.
Die Giiltigkeit der folgenden Aussage ergibt sich hieraus unmittelbar mit dem Prin-
zip der vollstindigen Induktion.

Folgerung 1. Es seien X, X,, ..., X, diskrete Zu/Mgr&ﬂen mit den Erwartunga-
werten EX,, EX,, ..., EX,. Dann gdt

EX, + X; + - + X,) = EX, + EX, + - + £EX,. (11)

Wir bemerken, da8 man zur Berechnung des Erwartungswertes einer Summe
diskreter ZufallsgroBen nicht deren gememsame Verteilung bendtigt; dazu reicht
die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsve gen der einzel ZufallsgriBen aus.
Anders verhilt es sich bei der Streuung.

Satz 3. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor. Dann gilt
DMX + Y) = D*X + DY + 2(EXY — (EX) (EY)), (12)

wobet die Existenz der auf der rechten Seite von (12) angegebenen Grofen vorausgesetzt
st. ’

Beweis. Unter Verwendung von D3Z = EZ* — (EZ)* (vgl. 4.3., Satz 3) und
obiger Folgerung 1 erhalten wir

DX + ¥)=E(X + Y)*— (BX + V) .
= E(X* 4 2XY + Y% — (EX + EY)
= EX* 4 2EXY + EY* — (EX)* — 2(EX) (EY) — (EY)
= D*X + DY + 2(EXY — (EX) (EY)).

Definition 2. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (z;, y;)
mit den Wahrscheinlichkeiten p;; immt. Dann heiBt die durch

0¥ (X, ¥) = B(X ~ EX)(Y — BY) = 2 (z; — EX) (g — EY)pi  (13)

definierte Zahl Kovarianz von X und Y ; dabei ist neben der Existenz von EX und
EY die absolute Konvergenz der auf der rechten Seite von (13) stehenden Reihe
vorausgesetzt,
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erhabonm(la) zu beuheen,dnswegendnrsutlgkentdordumhg(z, y)=(z—EX)(y— EY)

die a i ktion (X — EX) (Y — EY) eine ZufallsgroBe ist
und daB fﬁ.r den Erwurhlnywm dieser Zuhlhgroﬂe auf Grund der Voraussetzungen in der
Definition 2 gemiB (7) die Beziehung

B ~ EX) (Y ~ ED) = £ (5~ BX) (4~ ED) 3t

gilt.
Man rechnet leicht nach, da8
oov (X, ¥Y) = EXY — (EX) (EY) (14)
gilt, so daB man (12) auch in der Form
DYX + Y) = DX + DY + 2c0v (X, ¥) (18)
hreiben kann. Offenbar gilt.cov (X, X) = D3X. Die (symmetrische) Matrix
(wirn ™) w
bezeichnet man als Kovars triz des zufilligen Vektors (X, ¥). Allgemein heiBt

die einem n-dimensionalen diskreten zufiilligen Vektor (X,, Xj, ..., X,) zugeordnete
Matrix (b;), by = cov (X;, X;) Kovarianzmatrix; in der Hn.nptdmgomla stehen dabei
die 8t gen der Komp ten des zufilligen Vektors (b; = cov (X;, X;) = DAX; i)

Definition 3. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (z;, yi)
mit den Wahrscheinlichkeiten p;; annimmt. Dann hei8t die durch

oov (X, ¥) 2(3.‘—Ex)(!h—EY)Pa

VD XYDY F > @ = B p, 1’2@. EY)p,

oX, ¥)= (17)

definierte Zahl Korrelationskoeffizient von X und Y ; dabei ist die absolute Konver-
genz der in (17) vorkommenden Reihen und D*X > 0, DAY > 0 vorausgesetzt.

Uber die Eigensohaften des Korrelationskoeffizienten gibt der folgende Satz
Auskunft,

Satz 4. Es ses (X, Y) ein diskreler zufalliger Vekior mit dem Korvelationskoeffi-
zienten o(X, Y).
1. Esgilt |o(X, Y)| < 1.

2. Es gilt |o(X, Y)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen a = 0 und b gibt, so daf
Y =aX + bgilt.



8.2. Diskrete zufillige Vektoren 117

Beweis. Wir betrachten die durch Standardisieren aus X und Y hervorgehenden Zufalls-

X —EX Y - EY
Ben X, = d ¥, = . Wi EX,= EY, =0 gilt
groBen X, oz o= oy Ween B o = 0 gil
X -EX\ ([Y—-E E(X — EX)(Y — EY)
Xy ¥o) = EX, Y, =F =
o7 Ko Yo) = BX T (m)(vy—r VDX VDT
=X, 7).

Mit DAX, = D*Y, = 1 erhalten wir damit (vgl. (15))
DNX, 4 Y,) = D*X, + D*Y, + 2 cov (X, ¥,) = 2(1 + elX, Y)). *
1. Da die Streuung einer ZufallsgroBe eine nichtnegative Zahl ist, folgt aus (*): 1 + ¢(X, ¥)
20,al0g(X, ) 2 ~1 und (X, ¥) < 1, d. h. jo(X, F)| S 1.

2. ) Gilt o(X, ¥) ="+1, so ist wegen (*) D¥X, F Y,) = 0. Die ZufallsgroBe X, F ¥,
besitzt also eine Einpunktverteilung (vgl. 4.3., Satz 4). Wegen

E(XyF Yo) =EX, FEY;=0F 0=0

folgt P(X, F Y, = 0) = 1,d. h,, es gilt ¥, = + X,, oder anders ausgedriickt, ea gilt ¥ = aX + b
mit

o=+12Y 4 y—prFEx. 12X
1754 VD'x

b) Gilt ¥ = aX + b(a, b reell), so gilt EY = aEX + b (vgl. 4.3., Satz 1), DAY = a?DAX
(vgl. 4.3., Satz 5) und damit

loov (X, ¥)| _ |B(X — EX) (aX + b — aBX — b)|

X, Y)| =
e, T VDX VDY VDX Ya'D'X
_lGlEX_EXp DX _
s|YDX YD’X DX

Damit ist S8atz 4 vollstindig bewiesen.

Der Satz 4 beinhaltet, daB der Korrelationskoeffizient eine zwischen —1 und 41
gelegene MaBzahl fiir die lineare Abhiingigkeit zweier ZufallsgroBen ist, wobei lineare
Abbhiingigkeit dann und nur dann vorliegt, wenn der Betrag des Korrelationskoeffi-
zienten gleich Eins ist. Auf den Fall p = 0 ke wir in Abschnitt 6.4. zuriick;
jedenfalls folgt aus ¢ = 0 nicht, daB zwischen den ZufallsgroBen X und Y keine
funktionale Abhingigkeit, also keine Beziehung der Form Y = g(X) bestehen kann.

Beisliiel. X nehme jeden der Werte —1, 0 und +1 mit der Wahrscheinlichkeit
%an. Dann gilt EX = 0 und D*X > 0. Wir setzen nun ¥ = X*; es gilt D*Y > 0.

Die ZufallsgréBe X - ¥ = X® nimmt dann auch jeden der Werte —1, 0 und +1 mit
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der Wahrscheinlichkeit % an, 80 daB EX® — 0 gilt. Damit wird (vgl. (14))

cov (X, ¥) = EXY — (EX) (EY) = EX* —0=0—0=0

und also o(X, ¥) = 0. wobei aber zwischen ¥ und X eine funktionale Abhiingigkeit
(und zwar ¥ = X3) besteht.

6.3.  Stetige zﬁfilllge Vektoren

Wir beschriinken uns auch hier auf die Betrachtung zweidi ionaler zufilliger
Vektoren ; dabei wird klar, wie der allgemeine Fall zu behandeln ist.

Definition 1. Ein zufilliger Vektor (X, Y) heiBt stetig, wenn es eine auf der Menge
aller Paare reeller Zahlen definierte nichtnegative stetige Funktion fx,y) gibt, so daB

b d .
PasXsbesY<d) = [fun (zy)dyde )

fﬁrnllereel]anZnhlena,b c,dmite < b, ¢ < d gilt.

Die Wahrscheinlichk ilung eines stetigen zufilligen Vektors (X, Y)ist durch
die Funktion fr,y, die als Wahrscheinlichkestadichte (auch: Verteilungsdichte,
Dichte oder Dichtefunktion) des zufilligen Vektors (X, ¥) oder als gemeinsame
Wahrscheinlichkestsdichte der ZufallsgroBen X und Y bezeichnet wird, festgelegt
Die Werte der Verteilungsfunktion Fx, v, ergeben sich anhand der Wahrscheinlich
keitedichte f.r,y, gemiB

Faml@ ) = [ [ fan(u, o) dvdu. @

Den Zusammenhang (2) zwischen Verteilungsfunktion Fr,y, und Wahrscheinlich-
keitedichte f,r,y, kann man auch in der Form
a.F(X.Y)(z» y)
oz oy
ausdriicken.
Wir befassen uns nun guniichst — der Behandlung der diskreten zufilligen Vek-

toren entsprechend — mit den Randverteilungen und interessieren uns danach fiir
spezielle Charakteristiken bei stetigen zufdlligen Vektoren; Definitionen und Aus-

= fa.r(® y) (3)
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sagen erweisen sich dabei weitgehend als analog zu entsprechenden Definitionen und
Aussagen in Abschnitt 6.2.

Die Randverteilung der ZufallsgréBe X im Rahmen des stetigen zufilligen Vektors
(X, Y) ist eine stetige Verteilung; wegen

Fy(z) = lim F(x n(@y) = f ff(x n(t y) dy dt

ist die Wshrschemhcbkentodmhte fx der ZufallsgréBe X — die in diesem Zusammen-
hang als Randverteilungsdichte bezeichnet wird — durch

@) = [ fanl@ y) dy @
gegeben. Ebenso ist die Randverteilung von Y eine stetige Verteilung; fiir die Rand-
verteilungedichte fy gilt

frle) = f fa.n(=, 9) de. ®)

‘Wir geben nun — ohne Beweis — eine Formel zur Berechnung des Erwartungs-
wertes einer Funktion eines stetigen zufilligen Vektors an.

Satz 1. Es seien (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlichkeits-
dichte fx,y) und g eine auf der Menge aller Paarz reeller Zahlen definierte reellwertige

stetige Funktion. Konvergiert das Integral f f 9(2, ¥) fx.v)(2, y) dz dy absolut (d. h.,
gile f f 0@ )| iz, ) da dy < o), s0 gt

B, =] f 9(%, 9) i@, y) dz dy ®)

(vgl. 6.2., Satz 2, und 6.2., Satz 1).

Erwartungswert und Streuung von X bzw. Y im Rahmen der gemeinsamen Ver-
teilung von X und Y ergeben sich hiermit unter Verwendung der entsprechenden
Randverteilungsdichten zu

EX = f, zfx(z)dz bzw. EY = f yivly) dy ™
und - i

DX = f(z — EXpfy(x)dz bzw. DAY = f“(y —EYpfy(y)dy,  (8)

wobei die absolute Konvergenz der auftretenden Integrale vorausgesetzt ist.
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Wir wollen uns nun der Berechnung des Erwartungswertes E(X 4 Y) im stetigen
Fall zuwenden.

Satz 2. Es ses (X, Y) ein stetiger zufilliger Vekior. Dann gilé
E(X + Y)=EX + EY, ()]
wobes die Ezistenz der auf der rechten Seite von (9) angegeb Erwartungswerte vo
geseizt st (vgl. 6.2., Satz 2).

Beweis. Die durch g(z,y) = z + y gegebene Funktion erfiillt alle im Satz 1
genannten Voraussetzungen. Also gilt (6) und damit

EX +7)= f f &+ 9 fare y) dzdy
= f(z f fx.p(@ ¥) dy) dz + fn(y fa;(x,n(z- Y) h) dy

= [afz(z)dz + [ yte(y) dy
=EX + EY.

Der Erwartungswert einer S von stetigen ZufallsgroBen ist also — wie bei
diskreten ZufallsgroBen — gleich der Summe der Erwartungswerte. Damit gilt die
Formel

DYX + Y¥) = D'X + D*Y + 2(EXY — (EX) (EY)) (10)
(vgl. 8.2., Satz 3) auch fiir stetige ZufallsgroBen X und Y, denn im Beweis zu Satz 3.

(6.2.) haben wir nur Rechenregeln fiir Erwartungswert und Streuung in Anspruch
genommen, die auch im stetigen Fall giiltig sind.

Unter Bezugnahme auf Satz 1 definieren wir — analog dem Vorgehen im diskreten
Fall —~ Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir den stetigen Fall.

Definition 2. Es sei (X, Y) ein stetiger zufélliger Vektor mit der Wahrsoheinlich-
keitedichte f.r,y). Dann heiBt die durch

cov (X, Y) = B(X —|EX) (Y — EY) = [ [(z— EX)(y — EY)fx.rz y) dedy

= (an
definierte Zahl Kovarianz von X und Y ; dabei ist neben der Existenz von EX und
EY die absolute Konvergenz des auf der rechten Seite von (11) stehenden Integrals
vorausgesetzt.
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Definition 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlich-
keitedichte f,r,y,. Dann heiBt die durch

cov (X, Y) J [@—EX) @ — ED) fuxfey) dedy

Rz ]/ [e-mxrtma]/ fu-rmnmma

(12)

definierte Zahl Korrelationskoeffizient von X und Y ; dabei ist die absolute Konver-
genz der in (12) vorkommenden Integrale vorausgesetzt.

olX, ¥

Dllchwouzutht(02)keme‘ iellen Eigenschaften disk ZufallsgrdBen, sond

nur R t und Stre varmdatwu\'lsn,dxemehfﬂrlﬁoﬁgu
anﬂhgrbﬂmgﬂlt:gnnd galundmAumgende-SAtul4(62).n«hfﬂrdeAl.lM|gotZu-
fallagrdBen,

Batz 3. Es ses (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit dem Korrelationskoeffizienten
olX, Y).

1. Es gikt |o(X, T)| S 1.

2. Es gilt |o(X, Y)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen'a == 0 und b gibt, so daf
Y =aX 4 bgilt.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Untersuchung der sogenannten zwei-
dimensionalen Normalverteilung, einer in den Anwendungen sehr hiufig verwendeten
Verteilung eines zweidi ionalen stetigen zufilligen Vektors.

Definition 4. Es seien y, und u, beliebige reelle Zahlen, 0, und g, beliebige
positive Zahlen und o eine beliebige Zahl mit |o| < 1. Ein zweidimensionaler stetiger
zufilliger Vektor (X, Y) heiBt normalverteilt (mit den Parametern u,, s, 0,3, 0,4, o),
wenn die Wahrsoheinlichkeitsdichte f,r,y, die Form

1 [e—m* (8=p) (9—ps) | (y—pa)*
! e -1 o ~% 0100 R ]

fx.nfz, y) = (13)

270104 VITQ’
(—oo<z<o00,— 00 <y < o0)

hat.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Bedeutung der Parameter einer zwei-
dimensionalen Normalverteilung (vgl. dazu Abschnitt 5.4.).

Batz 4. Es ses (X, Y) normalverteilt mit den Parametern p,, py, 0,3, 0,3, 0.

1. Die Randverteilung von X ist ¢ine N(u,, 0,%)-Verteilung.

2. Die Randverteslung von Y ist eine N(u,, 0,)-Verteilung.

3. Es gilt cov (X, Y) = goy0, und o(X, Y) = o.
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Beweis. Fir die Randverteilungsdichte fr, fx(z) = f/(x y)Z» y) dy ergibt sich unter Ver.
wendung der Substitution

;_L(V_?_l‘-._.‘,"’__l‘l)
Oy

Y1—¢* 4%
o _#
und mit [e 2 d¢ =25 die Beziehung
—0o0

‘ _la—wt ® o . _(z—m)®
2 o 2 24,*
Ir(®x) =-—2¢ v e dt=——e¢e i
20, 2n 0y

= p(z; py 01%),

d. h., Xutnnmulvarblltmtdnnl’maump, (= EX) uncla-,'(= DAX). Damitist klar, daB Y
normalverteilt ist mit den Parametern 4, (= EY) und o,? (= D*Y).
Fir die Kovarianz

o o0
oov (X, Y) = f [ (@ — EX) (y — EY) fix,y)(=, y) dzdy

erhilt man mit den Substituti s=z—“'\mdv—y—”‘dio“ ieh
oy

Tr(' o%)®
X, ¥) = " dv |du.
oov (X, ¥) ?al—q‘fu ([ )u

Fir das innere Integral ergibt sich mit der Substitution

t=

L o—ew
e

o £ » _£ _
und mit [¢ 3 dt = ¥27 und [ t¢ 3 d¢ =0 der Wert gu J2x; hiermit ergibt sich unter Beach-
~00 -00

o _*
tung von f Wl 3 du = ¥2x sohlieBlich

oov (X, ¥) = a',a -0 ¥2m . 127 = 10
und damit ¢(X, ¥) = ¢

Wir halten insbesondere fest, daB die Randverteilungen einer zweidimensionalen
Normalverteilung auch Normalverteilungen sind, SchlieBlich bemerken wir, da8 im
Fall ¢ = 0 die Beziehung

fx.r(@ y) = @(@; 1, 1) + QY3 s, 07) (14)
gilt, d h., daB im Fall p = 0 das Produkt der Randverteilungsdichten gleich der
Wahrscheinlichkeitedichte ist.

&
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6.4.  Unabhingigkeit von Zufallsgré8en

Der Begriff der Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen ist von zentraler' Bedeutung in
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Bevor wir die Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen
definieren, erinnern wir an die Definition der Unabhiingigkeit bei zufélligen Ereig-
nissen: Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBlen unabhiingig voneinander, wenn
P(A n B) = P(A4) P(B) gilt (vgl. 3.3., Definition 1). Entspnechend wird man zwei
ZufallsgréBen X und Y als voneinander unabhingi h wenn jedes mit
der ZufallsgroBe X im Z: tehend Erelgms A unabhiingig ist von
jedem mit der Zufallsgrofe Y im Zusar h tehenden Ereignis B, d. h. ins-
besondere, wenn fiir beliebiges z € R und belleblges y € R die Ereignisse (X < z)
und (Y < y) unsbhingig sind, also P(X <z, Y <y) = P(X < z) P(Y < y)gilt.

In der nachfolgenden Pefinition wird diese Beziehung dem Begriff der Unabhiingig-
keit von zwei ZufallsgroBen zugrunde gelegt, wobei zur Formulierung die gemein-
same Verteilungsfunktion der ZufallsgroBen X und Y und die Randverteilungs-
funktionen von X und Y herangezogen werden.

Definition 1. Es sei (X, Y) ein zufilliger Vektor mit der Verteilungsfunktion
F,X y) und den Ra.ndvertellungufun]monen Fy und Fy. Die ZufallsgréBen X und Y
‘ d. ) N (n’“ch 4, b, tearh ) § 7 .‘.,' wenn

~ Fan@y) = Frlz) Fy(!l) (1)

fiir alle reellen Zahlen z und y gilt.
Wir weisen darauf hin, da man in jedem Fall aus der gemeinsamen Verteilungs-
funktion der ZufallsgroSen X und Y die Randverteilungsfunkti dieser Zufalls-
groBen bestimmen kann (vgl. 6.1., Definition 2). Im Fall der Unabhiingigkeit von X

und Y ist auch das Umgekehrte moghch man kann aus den Randverteilungsfunk-
tionen gemiB (1) die gemeinsame Verteilungsfunktion berechnen.

Die folgenden beiden Sitze enthalten équivalente Formulierungen der Unabhiingig-
keit zweier ZufallsgréBen X und Y fiir den Fall, daB (X, Y) diskret bzw. stetig ver-
teilt ist; diese Formulierungen erfolgen anhand der Einzelwahrscheinlichkeiten
bzw. der Wahrscheinlichkeitsdichten und sind im konkreten Fall leicht nachpriifbar.

Satz 1. Es sei (X, Y) ein diskreter zufélliger Vektor, der die Werle (z;, ys) mit den
Wahrschesnlichkesten ;. annimmi. Die Zufallsgropen X und Y sind genau dann unab-
hingig voneinander, wenn

PX=2,Y=y)=P(X=22)PY =u),
d. h., wenn

Pir = PiPx (2)
filr alle s und k gils.




124 6. Zufkllige Vektoren

Beweis. a) Es seien X und Y unabhiingig voneinander. Dann gilt (1) und damit far jede
positive Zahl ¢ (vgl. 6.1. (2))

PrisX<zitenpsY<y+e
=Fup @+ ey + 8 — Fury @ + 6 9) — Fir,yy (@ ye + 9 + Fia,y) (2o vp)
= Fx(z; + &) Fy(ys + &) — Fx(z; + &) Fylyr) — Fxiz) Fy(yy + ) + Fx(z) Fy(yy)
= (Fx(@ + o) — Fx(@)) (Fy + 5 — Fylm))-

Fir s —+ 0 ergibt sich hieraus (vgl. 2.4., Satz 1, und 4.1. (3))
PX =z, Y=y) =pp=PX =2)P(Y =y) = pi.ps»

d. h., ea gilt (2).
b) Es gelte (2) fiir alle § und k. Dann gilt fiir beliebige reelle Zahlen z und y
Fixyfzy) =X pp = X pips = ( Z pi ) ( z Pn) = Fx(z) Fy(y),
. i<z im<z 1 k:

‘ <z | \kwa<y
En<y  En<y

d. h., es gilt (1).

Satz 2. Es ses (X, Y) ein stetiger zufdlliger Vekdor mit der Wahrscheinlichkestsdichte
fx.xy) und den Randverteslungsdichten fx und fy. Die Zufallsgrfen X und Y sind genau
dann unabhingig voneinander, wenn

fux.r(@ ) = fx(z) fr(y) 3
fiir alle reellen Zahlen z und y gilt:

Beweis. a) Es seien X und Y unabhingig voneinander. Dann gilt (1) und damit (vgl. 8.3., (3))

PFap®y) _ PFx(z) Fyly) _ dFx(z)dFy(y)
oz oy ox oy dz dy

hxy)z y) = =fx(z) fy),

.d. h., es gilt (3).
b) Es gelte (3) fiir alle z € R und y € R. Dann gilt

z ¥y z v
Faxfey) = [ [hxpiwv)dode = [ [ fx(u) fr(v) dv du

x 1
= ( J 1xtw) -iu) ( IR dv) = Fx(z) Fy(u),
d.h., es gilt (1). - -
Der folgende Satz beinhaltet einfach beweisbare K der Unabhiingig-

keit zweier ZufallsgréBen, die fiir das praktische Arbeiten mit unabhiingigen Zufalls-
groBen sehr niitzlich sind.

Satz 3. Bs ses (X, Y) ein diskreter bzw. stetiger zufalliger Vektor mst Z |Zye| P < 00

f [ 1ol fer(#,v) de dy < co. Dann gilt im Foll der Unabldngigheit der
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Zufallsgrofen X und Y :

1. EXY = (EX) (EY),
2. cov (X, ¥) =0,

3. o(X, ¥) =0,

4 DNX + Y) = DX + DY,

(Bei 3. und 4. ist die Existenz und Positivitit der Streuungen von X und Y voraus-
gesetzt.)

Beweis. Die Aussagen 2, 3 und 4 ergeben sich ittelbar aus der A ge 1 (fir den dis-
kreten Fall vgl. daza 6.2. (14), (17) und (15)). Es geniigt also, die Aussage 1 zu beweisen.

a) Es sei (X, Y) diskret. Dann gilt mit Satz 1 (vgl. auch 8.2. (7) fir g(z, y) = zy)
EXY = X zypip = X a9ipi.px = (E zm.) (2’.‘ m..) = (EX) (EY).
ok Lk ‘ k
b) Es sei (X, Y) stetig. Dann gilt mit Satz 2 (vgl. auch 6.3. (6) fiir g(z, y) = zy)

EXY = [ [ zyliz,yz y) dzdy = [ [ zyfx() fy(y) dxdy

- ( [tz dz)( Fotv dy) = (BX) (EY).

Aus der Unabhingigkeit der ZufallsgroBen X und Y folgt also, daB der Korrela-
tionskoeffizient o(X, Y) gleich Null ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht,
aus o(X, Y) = 0 folgt nicht die Unabhingigkeit von X und Y. (Vgl. hierzu das Bei-

spiel am SchluB von 6.2.; es gilt o(X, ¥) = 0, aber z. B. (X =1, ¥ = 1) = _;.
% %% = P(X = 1) P(Y = 1), s0 daB X und Y nicht unabhingig sind.)

Definition 2. Es sei (X, Y) ein (diskreter oder stetiger) zufilliger Vektor. Gilt
o(X, Y) = 0, so heiBen die ZufallsgroBen X und Y unkorreliert.

Bemerkenswert ist die folgende Aussage iiber die zweidi ionale Normalver-
teilung (vgl. 8.3., Definition 4), die sich ittelbar mit Satz 2 ergibt (vgl. auch 6.3.
(14)).

Satz 4. Es sei (X, Y) ein normalverteilter zufilliger Vektor. Sind die Zufallsgrofen
X und Y unkorreliert (o(X, Y) = @ = 0), s0 sind sie unabhdngig.

Die Aussage 4 aus Satz 3 1aBt sich ausdehnen auf den Fall einer beliebigen end-
lichen Anzahl paarweise unkorrelierter ZufallsgroBen.
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Satz b. Es seien X, X,, ..., X, paarweise unkorrelierte Zufallsgropen (o(X;, X;) =0
fiarj £ k;j,k=1,2,..., n). Dann gilt

DXX, + X, + - + X,) = DX, + DX, + - + DX, @
Beweu Mit b'Z EZ* — (EZ)%, cov (X, Y) = EXY — (EX) (EY) u.nd der Au-ngo d.lB
der Erwartungswert einer Summe von ZufallsgrdBen gleich der 8 g
dieser ZufallsgroBen ist, ergibt sich

2 (Ex) - (Zx) - (=(Zx))

(zx-+2zxx,) (f,‘Ex;)’
=1 -1
i<k

» . " L
=T EX2 +2 Y EX;X; — Y (EX;! — 2 J (EX)) (EX,)
i=1 j=1 i=1 jlem1
i<k j<k
" n
=.21(EX-" — (BX;?) + ?kEl(Ex;Xn — (EX)) (EX)))
- 1
2z
= Z‘D'xl + 2 2 cov (X;, X;).
= na
Gilt nun g(X;, X,) = O fir § + k, 60 ist cov (X;, X;) = 0 fir j = k, und es gilt also (4).
Wir wollen nun — in Erweiterung der Definition 1 — erkliren, was wir unter der
Unabhiingigkeit von n ZufallsgréBen verstehen (n natiirliche Zahl).

Definition 3. Es sei (X, X,,..., X,) ein n-dimensionaler zufilliger Vektor mit
der Verteilungsfunktion F(X. Xy X Die ZufallsgréBen X,, X,, «esy Xy heiBen
(untereinander vollstandig) gig (auch: stochastisch bhingig), wenn

Fu'.,x.,....x.)(zn Tyy ooy Tp) = Fx,(zl) . Fx,({":) Fx_(-”-) (5)

fiir alle reellen Zahlen z,, 7, ..., 2, gilt; dabei bezeichnet Fy, die Randv.erteilungs-
funktion von X; (§ = 1, 2, ..., n).

Aus der vollstindigen Unabhiingigkeit der ZufallsgréBen X, X, ..., X, folgt offen-
sichtlich deren paarweise Unabhingigkeit; die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht
(vgl. dazu auch das Beispiel in Abschnitt 3.3.).

Ist (X,, X, ..., X,) ein diskreter bzw. stetiger zufilliger Vektor, so ist zur voll-
stindigen Unabhingigkeit der ZufallsgréBen X, X, ..., X, eine der Formel (2)
bzw. (3) entsprechende Aussage éiquivalent.

Beim Arbeiten mit unabhiingigen Zufallsgri8en benétigt man zuweilen die folgende
— inhaltlich sehr einleuchtende — Aussage, die wir aber nicht beweisen wollen.
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Satz 6. Es seien X,, X,, ..., X, unabhingige Zufallsgrofen, g,, gs, ..., ga auf der
Menge der reellen Zahlen definterte reellwertige stetige Funktionen. Dann sind g,(X,),
91(Xs), ..., ga(X,) ebenfalls unabhingige Zufallsgrofen. _

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Erklirung, was wir unter einer Folge
‘I"IALL" . Z“fan g s vp._.l. .

Definition 4. Eine unendliche Folge X,, X,, ..., X,, ... von ZufallsgroBen heiBt
eine Folge unabhingiger Zufallsgrofen, wenn fiir jede natiirliche Zahl n = 2 die
ZufallsgroBen X, X,, ..., X, untereinander vollstindig unabhiingig sind.

6.5.  Verteilung.von Funktionen von ZufallsgréBen

In diesem Abschnitt wollen wir in der Hauptsache die Wahrscheinlichl verteil
von Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger Zuia.llsgrﬁﬂen
Wir begi mit speziellen Aussagen hierzu iiber die Binomialver-
teilung (vgl. 4.5.) und iiber die Poissonverteilung (vgl 4.7.).
Satz 1. Die ZufallsgroPen X und Y seien bhingig und bi \alverteilt mit den
Parametern n, und p bzw. ny und p. Dann ist Z = X+ Y binomialverteilt mit den
Parametern n, + ny und p.

Auf die Darstellung des nicht schwierigen Beweises verzichten wir; die Aussag
ist ohnehin klar, wenn man sich daran erinnert, daB die absolute Haufigkeit des Eintre-
tens eines zufilligen Ereignisses 4 mit der Wahrscheinlichkeit P(4) = p in # unab-
hiingigen Wiederholungen des zugrunde liegenden Versuches binomisalverteilt ist
mit den Parametern » und p (vgl. 4.5., insbesondere die Ausfilhrungen nach Defi-
nition 1),

Satz 2. Die Zufallsgrifen X und Y seien bhingig und pos. rieilt mit dem
Parameter A bzw. u. Dann st Z = X + YpouaonuertemmudemPammdefl+p

Beweis. Die Werte von Z sind die Zahlen 0, 1, 2, .... Es gilt fiir1 =0, 1, 2, ...

P(Z=l)=P(X+Y=l)=z"P(X=7‘,Y'=l—j)
j=0

1l 1
=,);;P(X=7')P(Y=l—j) =£'p(i;1)?(‘—i;#)

L) i et 1 (]
=) =t e = MuHt
P Ry ] ig(i) -

‘
_@ -;-l/l) e = p(l; A + ),
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d. h., Z ist poissonverteilt mit dem Parameter 4 + u; dabei haben wir Satz 1 (6.4.),
die Definition der Poissonverteilung (vgl. 4.7., Definition 1 und Formel (2)), die Defi-
nition des Binomialkoeffizienten und schlieBlich den binomischen Satz (vgl. MfL
Band 1, 3.5. (26)) verwendet.

‘Wir befassen uns nun mit stetigen ZufallsgroBen. Zuerst leiten wir eine Formel —
die sogenannte Faltungsformel — fiir die Wahrscheinlichkeitadichte zweier (nicht
twendig unabhiingiger) ZufallsgroBen her.

5

Batz 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufalliger Vektor mit der Wahrachesnlichkeitsdichie
fur.ry Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fg der Zufallsgrofe Z = X + Y durch

150 = [ fm(e, 2 — 9)da, — o0 <2< oo, W
gegeben. -
Beweis. Es gilt
Fyt)=P(Z<2)=PX+ Y <2)= f' [ tan(@ y) dz dy,
dabei ist das Integrationsgebiet

B=(@y):z+y<z={Ey):—c0<z<o00,—00<y<z—a2.
Hieraus ergibt sich (vgl. Abb. 43)

Fw =/ (_Z fan(v) dy) ds = z( [roi—a Je) da

=_i(_£/<x.n(z' t—2) d-'l‘) dt,

woraus
152) = [ fanl@ 2 — 2)dz
folgt. -

.. 8={xy)xey<z}
Abb. 43

Mit der Faltungsformel 1iBt sich die folgende inter te Aussage iiber die Nor-
malverteilung beweisen.
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Satz 4. Es sei (X, Y) ein normalverteilter zufilliger Veldor (Parameter u,, py, 0,3,
o3%, 0). Dann ist Z = X + Y normalverteilt (und zwarmudenParamdemp, + py und
0, + 0;® + 200,0,).

Wir fiihren den Beweis nicht vor; wir entnehmen aber dem Satz 4 insbesondere,
daB die Summe zweier unabhiingiger normalverteilter Zufallsgrofen wiederum nor-
malverteilt ist. Bemerkenswert ist die Giiltigkeit der Umkehrung dieser Aussage:
Ist die Summe zweier unabhingiger ZufallsgroBen normalverteilt, so sind auch die
Summanden normalverteilt. Diese recht tiefliegende Aussage stammt von dem
sohwedischen Mathematiker H. CRaMER (geb. 1893), der auch die mathematische

Statistik durch tliche Aussagen bereichert hat.
Im folgenden Satz k ich wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Sum-
me, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger stetiger ZufallsgriBen.
Satz 5. s seien X und Y bhingige stetige Zufallsgrofen mit den Wahrschein-
lichkeitsdichten fy bzw. fy. :

1. Die stetige Zujallsgréfe Z = X + Y besitzt die Wahrachesnlichkeitsdichte [,
15(2) = f fx(@) fr(z — 2)dz, — o0 <z<oo. @)

2. Die stetige Zufallsgrofe Z = X — ¥ besitet die Wabrscheindichkestodichte fs,
f2(2) =__£}x(z) frlz —2)dz, —o0<z<oo. @

3. Die stetige Zufallsgrofe Z = X - Y besitzt die Wahrscheinlichkestsdichte |,
cml 2
/‘(l)=f—’x(z)ly(—) dz, —o0o<z<oo. 4)
[ z
4. Die stetige Zufallsgrope Z = % besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte fz,

15@) = [ Ial fx(=2) fr(@) dz, — o0 <z < oo. ()

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage; die anderep Aussagen ergeben sich
prinzipiell in gleicher Weise.
Fiir die Dichte f; der Summe Z zweier stetiger ZufallsgréBen X und Y gilt die

Faltungsformel, fz(z) = f fx.v)(®, 2 — z) dv. Wegen der vorausgesetzten Unab-
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hingigkeit der ZufallsgroBen X und ¥ gilt
fan(® 2 — 2) = [x(2) fy(z — @)
(vgl. 8.4., Satz 2) und damit

fslz) = f fx(@) fr(z — 2) d.

Die in den folgenden Sitzen enthaltenen Aussagen ergeben sich durch Anwendung
der Aussagen des Satzes 5; wir benitigen sie spiter bei der Behandlung spezieller
Verfahren der mathematischen Statistik. Dabei treten die y*-, die ¢- und die F-Vertei-
lung auf (vgl. 5.8.), und es wird auch der bei diesen Verteilungen vorkommende
Begriff des Freiheitsgrades motiviert.

Satz 6. Die Zufallsgrofen X und Y seien unabhingsg und y3-verteslt mit m, bzw. my
Fresheitsgraden. Dann ist Z = X + Y y2-verteilt mit m; 4+ m, Freihestsgraden.

Beweis. Wir verwenden die Formel f;(z) = f”[x(z) Jy(z — z)dz. Da X und Y yi.verteilt
sind, gilt (vgl. 5.8., Definition 2) fx(z) = 0 fir z ;06 und fy(z — z) = 0 fiir z < z. Hieraus ergibt
sich einerseits fz(z) = 0 fir z < 0 und andererseits f;(z) = f[x(z) ty(z — z) dx fir z> 0.

)

Setzen wir hier die Dichten fy und /, ein, 8o erhalten wir

_- 1 - My _1 ‘—‘
I3(z) = e (z —z)% e I
2 r("h m.)

mtm  z m LT
=T, % 02 l(l—t)’ 1de.

1 @
S 3)
Verwenden wir ﬁo Beziehung

: I'(p) I'g)
,q) = [2-1(1 —tp-1dt = LR 0,¢>0),
B(p, q) ofv a—tp Totrg @>%2>0
die wir ohne Beweis mitteilen, 8o erhalten wir insgesamt
0 fir 250,

Iete) = ~m‘_r(mf ° fir 2> 0,

d. h., Z ist y*-verteilt mit m = m, -+ m, Freiheitegraden.
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Folgerung 1. Es seien X,, X, ..., X, unabhdngige N(0, 1)-verteilte Zufallsgrofen.
Dann ist Z = X, + X3 + -+ + X,3 yl-verteilt mit n Freshestsgraden.

Beweis. Nach Satz 2 (5.6.) sind die ZufallsgroBen X3 (k = 1, 2, ..., n) y3-verteilt
mit einem Freiheitsgrad ; auf Grund von Satz 6 (6.4.) sind sie auBerdem unabhiingig.
Alles Weitere ergibt sich dann aus Satz 6 mit dem Prinzip der vollstindigen Induk-
tion, wobei man noch zu beachten hat, da8 aus der (vollstindigen) Unabhiingigkeit
von X, ¥ und Z die Unabhiingigkeit von X + ¥ und Z folgt.

Satz 7. Ist X N(0, 1)-verteskt, Y y*-verteilt mit m Freiheitsgraden und sind X und ¥
unabhingig, dann ist Z = x t-verteilt mit m Fre;hzmpmden
Y

m

Beweis. Aus der Unabhiingigkeit vonX\md Y folgt dievon X und ¥ = l/ (vgl. 6.4., 8atz 8).
Mit Satz 5, Aussage 4, gilt also [,(z) = f 2| fx(z2) f§(z) dz.
—00
Wir berech ichst die W heinlichkeitadichte f¢. Es gilt far 2 > 0

Fo@)=PF <2) =P (l/:f < z) = P(Y < mz%) = Fy(mat)

dFg(z)

und damit (vgl. 6.1, Satz 1) fg(z) = X

= fy(ma*) 2mz; fir z < O gilt fg(x) = 0.
Damit erhalten wir

f2(2) = [ afx(zz) fy(ma®) 2ma dz
[']

o0
2

om . m2 ’;'. _met
= ze ™% % zdz
Vom 271‘(ﬂ)
2
0
- oo
ot —o(25m)
= a™e dz
m=1
o)
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m+1
Mit I ("‘—"2'1) - f ¢ & 'e™" & (vgl. 5.6.(3)) ergibt sich schlieBlich

0
I,m+l
1

f5(2) = Y;P(%).F?'

a.m,z-iyim.mummimwm

Satz 8. Die Zufallsgropen X und Y seien unabhdngig und yd-verteilt mit m, bzw. my

Freiheitsgraden. Dann ist Z = ‘Z—Th F-verteilt mit (my, my) Freihestagraden.

Beweis. Aus der Unabhingigkeit von X und ¥ folgtdinmx-iud Y=ml.(v;1.
6.4., Satz 6). Mit Satz 5, Aussage 4, gilt also

15() = [ |2l 2(a2) f3(2) d=.
Wegen [£(z) = mfz(m,z) und f§(z) = myfy(myz) (vgl. 5.1., Satz 2) folgt
I5z) = mymy j I2] fxrlmaz) fy (my) de.

Da X und Yz‘mbﬂtsind,gllt(vgl 5.6., Daﬁmtlon2)fx(mlu)=0fﬁrzz50./y(ﬂl|z) =0
fir 2 5 0. Hmmergibtmheineneluh(z) 0 fir z < 0 und andererseits fir

fa(z) = j fx(myzz) fy(myz) de.
Sotunmrhmd:echhun/;undlyem.loarhlunwu

- Lot -. _.-_.I
= [ e T e T TE
o)
0
” -. -~ ~
T Ll _,(--+-m)
m‘ L z e 2 dz
E)
Tt T ; mim
=T T . z P R e ds.

r(B)r(F) m+ma ;
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183

.
mtm,
mer("—"%')= ¢ £ "¢ &t (vgl. 5.8:(3)) ergibt sich sohlisBlich insgeasmt
[
0 fir 250,
mam) 3T =,
r -
=] DB mT ™ —t >,
R —

dh,Z= %’l%. ist, Fverteilt mit (m;, m;) Froiheitegraden.




7. Grenzwertsdtze

Die Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie neh einen zentralen Platz
in dieser mathematischen Disziplin ein und besitzen prinzipielle Bedeutung besonders
auch in der mathematischen Statistik; sie beinhalten Aumgen iber das Grenz-
verhalten von Folgen von ZufallsgroBen, wobei — den praktischen Bediirfnissen ent-
sprechend — Aussagen iiber die Verteilungsfunktion der Summe von n unabhiin-
gigen ZufallsgroBen fiir n — oo von besonderem Interesse sind.
Mit den Abschnitten 7.1. und 7.2. bereiten wir die Darstellung der Grenzwertsitze
der Wahrsoheinlichkeitstheorie vor. Dazu behandeln wir in Abschnitt 7.1. die soge-
te Cebydevsche Ungleichung, die als Hilfsmittel beim Beweis spezieller Grenz-
wertsiitze eine wesentliche Rolle spielt, und in Abschnitt 7.2. stellen wir die wich-
tigsten der in der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendeten K genzarten fiir
Folgen von ZufallsgréBen vor. Die Abschnitte 7.3. und 7.4. sind dem sogenannten
Gesetz der grofen Zahlen gewidmet Ein Gesetz der groBen Zahlen besteht — grob
gesprochen — in der Angabe hinreichender Bedingung: d.a.fur, daB das arithme-
tische Mittel einer Folge von ZufallsgroBen mit wachsend d hl gegen
eine Konstante strebt. Dabei vermittelt das in Abschnitt 7.3. behandelt
Bernoullische Gesetz der groPen Zahlen einen weiteren und genaueren Embhck in den
Zusammenhang zwischen der relativen Haufigkeit und der Wahracheinlichkeit eines
zufilligen Ereignisses; der Abschnitt 7.4. liefert einen Uberblick iiber allgemeinere
Fassungen des Gesetzes der groBen Zahlen. Die Abschnitte 7.5. und 7.6. sind dem
sogenannten Zeniralen Grenzwertsatz gewidmet. Ein Zentraler Grenzwertsatz be-
steht — grob gesprochen — in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, da8
die Verteilung der Summe einer Folge von ZufallsgroBen mit wachsender Summan-
denanzahl gegen die Normalverteilung strebt. Der in Abschnitt 7.5. dargestellte
sogenannte Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, der eine solche Aussage fiir eine
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Folge binomialverteilter ZufallsgroBen beinhaltet, ist die Grundlage fiir eine Nihe-
rungsformel zur praktischen Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, die mit der
Binomialverteilung (Parameter # >> 1) im Zusammenhang stehen. SchlieBlich infor-
miert Abschnitt 7.8. tiber allgemeinere Fassungen des Zentralen Grenzwertsatzes,
die in praktischen Anwendungen hiufig die Rechtfertigung dafiir liefern, eine Zu-
fallsgroBe niaherungsweise als normalverteilt anzusehen.

71.  Die Cebysevsche Ungleichung

Die Rolle der Streuung DX einer Zufallsgro8e X als MaBzahl fiir die Abweichung
der Werte dieser ZufallsgroBe von dem durch den Erwart rt EX beschrieb

o'

Zentrum wird — auch quantitativ — besonders deutlich an der Ungleich

P(1X — EX| 2%VD*X) = % 1)

die fiir jede natiirliche Zahl % gilt. Dariiber hinaus erweist sich diese Ungleichung
als sehr zweckmiiBig beim Beweis von Gesetzen der groSen Zahlen (vgl. Ab-
achmtt 7.3.). Wir leiten die Ungleichung (1), die man zu Ehren des bedeutenden
r hen Mathematikers P.L.CEBY3Ev (1821—1894) Cebydevsche Ungleichung
nennt, als Folgerung des nachstehenden Satzes her.

Satz 1. Es seten Y eine nichinegative Zufallsgrofe (d. h., es gelte P(Y = 0) = 1)
mit dem Erwartungswert EY und 8 eine beliebige positive Zahl. Dann gilt

PrzysSl @

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

P(r<a)21_1’76—y ®)

Beweis. Wir fithren den Beweis gei:rennt fiir diskrete und stetige ZufallsgroBen;
der Leser beachte aber die Analogien im Vorgehen.

a) Es sei Y eine diskrete ZufallsgroBe, die die Werte g, = 0 mit den th.rschom-
lichkeiten p, annimmt. Dann gilt

EY = Z!InPkZE.'thZiZ‘Pk—JP(YZJ),
N

woraus sofort (2) folgt.
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b) Es sei Y eine stetige ZufallsgroSe mit der Wahracheinlichkeitedichte fy. Dann
gilt wegen P(Y < 0) =

EY = [yty(y)dy = [ ylrly)dy = [ vivly) dy 2 8 [ frly) dy
—o ] L] L]

=P(Y 2 9),
woraus wiederum sofort (ﬁ) folgt.

Folgerung 1. Es seien X eine Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX und der
Streuung DX und e eine beliebige positive Zahl. Dann gilt die Cebysevsche Ungleichung

P(X —EX| 28 < P-'i @

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

P(X — EX|< &) = 1-%. (6)

Beweis. Wir setzen 4 — & und ¥ — |X — EX]%. Dann gilt P(¥ 2 0)=1,

4 > 0 und EY = E|X — EX* = D*X. Bei Anwendung von Satz 1 erhalten wir

P(X — EX]P = &) g%‘-. Beriicksichtigen wir weiterhin, da8 das Ereignis

(IX — EX|* = &%) gensu dann eintritt, wenn das Ereignis (|X — EX| = ¢) eintritt,
80 ist damit (4) bewiesen.

Bemerkungen.

1. Die Cebysevsche Ungleichung hat offensichtlich nur fiir solche ZufallsgroBen
einen 8inn, die eine (endliche) Streuung besitzen.

2. Die eingangs angegebene Form der Cebydevschen Ungleichung ergibt sich
aus (4) fiir e = kY D'X.

3. Die Ungleichungen (2) und (3) bzw. (4) und (5) gelten insbesondere fiird < EY
bzw. & < YD'X, sind aber in diesen Fillen trivial.

Im Fall s = 3YD°X besagt (5), daB fiir jede positive ZufallsgroBe X (mit endlicher
Streuung) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 X Werte annimmt, deren Abstand vom
Erwartungswert kleiner als das Dreifache der Standardabweich ist, mindest.

8 g
leich — ist,
gleio, °

P(IX —EX| < 3YD*X) 2 % ~ 0,89. (8)
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Es liegt in der Natur der Sache, daB eine so allgemeine Aussage wie die Ceby-
Sevache Ungleichung — die also von der Wahrscheinlichkeitsverteilung der betrach-
teten ZufallsgroBe nicht mehr in Ansprach nimmt als Erwartungswert und Streuung
— in Spezialfilllen sehr grob sein kann. 8o ergibt sich beispielsweise in dem Fall,
daB X normalverteilt ist, die Aussage P(]X — EX| < 3YDX ) ~ 0,997 (vgl 5.4.
(28)). Die Cebysevsche Ungleichung 1iBt sich aber — wie das folgende Beispiel zeigt
— ohne zusitzliche Voraussetzungen iiber die betrachtete Klasse von ZufallsgroSen
nicht verbessern.

Beispiel. Die ZufallsgroBe X besitze die Werte —k, k und 0 (dabei sei k eine
beliebige Zahl = 1), und es gelte

PX=—-k=PX =k =%, PX =0) = 1—%.
Denn gilt EX = 0, D'X=EX'=I¢’-$J=1unddamit

P(|X — EX| 2 kYD*X) = P(1X| 2 k) = P(X = —k) + P(X = k) =%.
In der Cebygevachen Ungleichung steht also in diesem Fall das Gleichheitezeichen.

AbschlieBend geben wir noch eine Verallgemeinerung der CebySevschen Ungleichung an, die
ol he Ungleich

Satz 2. Es seien X,, X,, ..., X, unabhingige Zufallagrofen mit (endlicher) Strexung und & eine
beliebige positive Zahl. Dann gilt

. R I px,
P ( mex | 2 (x,~ £x) zq 52— ™
1Skse|i=1 &
oder — in dazw dquicalenter Formulierung —
" [ ‘E‘D’x’
P(n (IZ(X¢—EX;)|<,3)21—J"—. ®)
ke \[{=1 &
isen die Kol he Ungleiohung nicht; wir bemerken nur, da8 sich fir & =

Wir b 8!
die CebySevsche Ungleichung ergibt.
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7.2,  Konvergenzarten in der Wahrscheinlichkeitstheorie -

Wir stellen in diesem Abschnitt eunge Konvergenzdefinitionen fiir Folgen von Zu-
fallsgréBen vor. Dabei bezeichnen wir mit (X,) stets eine Folge von Zuia.l]sgrol!en
und mit X eine weitere ZufallsgroBe iiber ein und d Iben Wahrscheinlichl
raum [Q, ¥, P).

Definition 1. Man sagt, die Folge (X,) k giert mst Wahrschesnlichkest Eins
(oder: konvergiert fast sicher) gegen X, wenn

P({w € 2:lim X (w) = X(m)}) =1 (1)
gilt. Hiorfiir schreiben wir kurs P (lim X, = X) = 1 und symbolisch X X
Die Konvergenz mit Wahrsoheinlichkeit Eins liegt also dann vor, wenn die Menge

aller der]emgen w € Q, fiir die die Zahlenfolge (X,(w)) gegen die Zahl X(w) kon-
rt, die Wahrscheinlichkeit Eins besitzt, d. h., wennduErelgms(l:.mX —X)

ein hst gicheres Ereignis ist. Damit entspricht die fast sichere Konvergenz in der

‘Wahrscheinlichkeitstheorie dem Wesen nach der gewdhnlichen Konvergenz einer
Funktionenfolge in der Analysis.

Eine i Charakterisierung der Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins liefert der
folgende Satz.

Sa.tzl.E:m’uX.—‘ibquMnn,mn/&rida, stive Zahl ¢ die Beziehung

o«
I.imP( U (@€ Q: | Xw) - X(w)| 2 l) =0 2)
>0 \k—n
3
Beweis. Es sei 8 > 0 beliebig. Wir fihren folgende Bezeichnungen ein:

Aye) = ( Xy — X| =), Byfe) =.§'A,, 0= (lim X, ~X),
Cale) = 00 By), D(e) = (lim sup | X, — X| Z¢).

Dann gilt Bpyy(e) S Bye), folglich Cpyy(e) S Cpe) und slso (vgl. 2.4., Satz 1)
lim P(Cy @)= P (51 c,(e)).

1. Es gelte X, —bx,dh P(C) = 1. ist Es ﬁC(¢)=ﬂ u.ndalaohmP(O.(c)) 0.
Mit P(B,,(c)) = P(Cy(e)) folgt lim P(B.(c)) =0,4d.h, eo gllt @).
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2. Es gelte (2), d.h, lim P(By(e)) = 0. Nun ist Die) S By(e) fir n = 1,2, .... Folglich gilt

P(D(z)) =0. Aus C S U D ( l) folgt damit P(C) =0, d.h., es gilt P(C) =1, was mit
X, Loy x glelehbedeutend ist.
Definition 2. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert in Wahrscheinlichkest (oder:
konvergiert stochastisch) gegen X, wenn fiir jede positive Zahl ¢
lim P(jo € 2: | X,(@) — X()| <el) =1 ®)
nr00

gilt. Hierfiir schreiben wir kurz lim P(IX, — X| < ¢) = 1 und symbolisch X, =+ X.
psoo

Die Beziehung (3) bedeutet, daB bei stochastischer Konvergenz von (X,) gegen
X die Abweichung von X, und X um mindestens ¢ — also das Ereignis (| X, —X| = ¢)
— eine Wahrscheinlichkeit besitzt, die mit n — oo gegen Null konvergiert; dabei
ist ¢ eine beliebige positive Zahl. Die Beziehung (3) besagt aber nicht, da8 es bei
festem w € 2 zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl n, gibt, so daB | X,(0w) — X(w)| <e
fiir alle n = n, gilt, d. h., daB lim X,(w) = X () gilt.

A—+00

Zwischen der fast sicheren Konvergenz und der stochastischen Konvergenz be-
steht der folgende Zusammenhang.
Satz 2. Konvergiert die Folge (X,) mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen X, so kon-
vergiert sie auch in Wahrscheinlichkeit gegen X, d. h., es gilt
X, x5 x, 2 X, @
Beweis. Wir verwenden die im Beweis zum Satz 1 eingefiihrten Bezeichnungen A,(e) und
By(e). Aus X, LN folgt mit Satz 1 lnn P(B (€)) = 0. Wegen A,(e) S By(e) ergibt sich
hieraus unmittelbar lim P(4,(¢)) =0, d h., es gilt lim P(X, — X|=¢) =0, was zu
llm P(X, — X| <e¢) :ml und damit zu X, 2, X aqm;n.lont ist.

Definition 3. Die Zufallsgrofen X, (» = 1,2, ...) und X mogen eine (endliche)
Strevung besitzen. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert im quadratischen Mittel
gegen X, wenn

lim E(X, — X)® =0 (6)
gilt. Hierfiir schreiben wir symbolisch X, Loy, ¥,
Die Konvergenz im quadratischen Mittel beinhaltet, daB hm D’(X X)=

gilt, d. h., daB die Folge der Streuungen D¥X, — X) gegen dle Streuung einer ein-
punktverteﬂten ZufallsgrsBe konvergiert (vgl. 4.3., Satz 4).
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Zwischen der Konvergenz im quadratischen Mittel und der stochastischen Kon-

heataht £nl Ao 7 hano
verg der folg g

Satz 3. Konvergiert die Folge (X,) im quadratischen Mittel gegen X, so konvergiert
sie auch stochastisch gegen X, d. h., es gilt

X, 2%, x o x, 5 X, ()

Beweis. Es sei ¢ > 0. Wir verwenden Satz 1 (7.1.) mit 8 = e und ¥ = |X, — X|*
und erhalten

P(X,~X| 2 o) = P(X, — Xpz oy s 2R 2 X0 FE 2 D

S’
Gilt X, 2%+ X, d. h. lim E(X, — X)* = 0, so folgt hieraus lim P(|X, — X| = ey
B—+00 A=+00
= 0 fiir jedes & > 0, d. h., es gilt X, — X.
Definition 4. Man sagt, die Folge (X,) & giert den Verteslungsfunkis nach

ol

(oder: konvergiert in Verteilung) gegen X, wenn zwischen den Verteilungsfunktionen
Fy_und Fy die Beziehung

lim Fy (z) = Fr(z) U]

an allen Stetigkeitsstellen z von Fy gilt. Hierfiir achreiben wir symbolisch X, A% x.

'Wir weisen ausdriicklich darauf hin, daB die Aussage (7) nicht fiir alle z gelten muB ;
sie darf verletzt sein fiir solche z, in denen die Verteilungsfunktion Fy der Zufalls-
groBe X unstetig ist. Wenn aber die Verteilungsfunktion Fy stetig ist — dies ist
z. B. dann der Fall, wenn die ZufallsgroBe X stetig ist —, so ist, die Konvergenz in
Verteilung von (X,) gegen X mit der gewohnlichen Konvergenz der Funktionenfolge
(Fx,) gegen die Funktion Fyr équivalent.

Farianh

1)
besteht der fol de 7
)

der Konv in Wahrscheinlichkeit und der Konvergenz in Verteilung

g

Satz 4. Konvergiert die Folge (X,) in Wahrscheinlichkeit gegen X, so konvergiert
sie auch in Verteilung gegen X, d. h., es gilt

X, X=X, X, (®)

Beweis. Es sei ¢ > 0 beliebig. Wir setzen 4, = (|X, — X| < s). Dann gilt voraussetzungs-
gemiB lim P(4,) = 1. Auf Grund der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (vgl. 3.4., Satz 1)

A=>00
erhilt man fir eine beliebige reelle Zahl z
Fr,(2) = P(X, < 2) = P(X, < z4,) P(4,) + P(X, < 2|4,) P(4,).
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Einerseits folgt hieraus Fy () < P(X, < 2|4,) P(4,) + P(A4,), woraus sich mit
P(Xy<2) 0 (1Xs — X <¢))
P(4,)
_ P(Xp<a)n(X< X, +e)n(X> X, —¢)
B P(4,)

P(X, < z|4,) =

PX <z+8)
P(4,)

A

und lim P(4,) = 0 die Aussage
lim sup Fy (z) = Fx(z + &)
ergibt; andererseits folgt
Fr(2) 2 P(X, < z|4,) P(4,) = P((X, < z) n (X, — X| < ¢)),

woraus sich mit
P(Xy<z)n(Xy~X|<e)+P(X, —X|26) 2PX<z—8)

und _

lim P(4,) = lim P(|X, — X| 2 ¢) =0
die Beziehung

lim inf Fx _(2) = Fx(z — ¢)
ergibt. e

Ist nun z eine Stetigkeitsstelle von Fy, so erhalten wir fir ¢ -0 die Ungleichungen
lim syp Fyxy(z) < Fx(z) und lim inf Fy (z) = Fx(z). Also gilt lim Fy () = Fy(z) an allen
N—+00 R0 N=>00

Stetigkeitsstellen von Fy, d. h., es gilt X, —» X,

Die Konvergenz in Verteilung erweist sich damit als die schwiichste unter den hier
definierten Konvergenzarten. Besitzt die ZufallsgréBe X eine Einpunktverteilang,
d. h., gibt es eine Zahl ¢ mit P(X = ¢) = 1, und konvergiert die Folge (X,) in Ver-
teilung gegen X, so konvergiert sie auch in Wahrscheinlichkeit gegen X. (Hierfiir
schreiben wir kurz X, <+ ¢ und sagen, daB die Folge (X,) stochastisch gegen ¢ kon-
vergiert.) Es gilt also der folgende Satz:

Satz 5. Es besitze X eine Einpunktverteilung. Eine Folge (X,) konvergiert genau
dann stochastisch gegen X, wenn sie den Verteilungsfunkiionen nach gegen X konver-
giert.

Beweis. Es sei X eine einpunktverteilte Zufallsgrofe, o. B. d. A. konnen wir
P(X = 0) = 1 annehmen. Auf Grund von Satz 4 ist nur noch zu zeigen, daB unter
dieser Voraussetzung aus der Konvergenz in Verteilung die stochastische Konver-
genz folgt.




142 7. Grenzwertsitze

Es gelte also

lim F, () = Fx(o) = { 9 hr =l

1 fir >0
an allen Stetigkeitsstellen von Fy, d. h., es gelte

smre={] G 150
Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt

P(X,| <&)=P(X, <¢&) — PX, < — &) = Fx_(e) — Fx(—e+0),
woraus fiir n — co auf Grund der Voraussetzungen

 LImP(X,|<e&)=1—0=1
N=+00

folgt. Dies bedeutet gerade die stochastische Konvergenz der Folge (X,) gegen 0.

73. Das Bernoullische und das Poissonscl&esetz
der groBen Zahlen

In di Abschnitt kommen wir nochmals auf den Zusa hang zwischen der
relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit zuriick. Das nachfolgend darge-
stellte Bernoullische Gesetz der groSen Zahlen kann als eine mathematische Formu-
lierung des in konkreten Fillen immer wieder zu beobachtenden Effekts der Stabili-
sierung der relativen Hiufigkeit (vgl. 2.1.) angesehen werden.

Es bezeichne A4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen Versuches
mit der Wahrscheinlichkeit P(4) = p eintritt; mit h,(A4) bezeichnen wir — wie
friiher (vgl. Abschnitt 4.5.) — die zufillige relative Hiufigkeit des Eintretens von 4

in einer Serie von # unabhiingigen Wiederholungen dieses zufiilligen Versuches.
Satz 1. Fiir jede positive Zahl ¢ gilt
lim P(lhy(4) — p| <) =1 (¢))
N—>00

oder — in dazu dquivalener Formulierung —
lim P(ha(4) — p| Z¢) =0, 2
Ling

d. h., die Folge (hy(A)) konvergiert stochastisch gegen p (Bernoullisches Gesetz der grofen
Zahlen, 1712).
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Beweis. Es gilt Bhy(4) =p (n=1,2,...) und Dh(d) = 2L =P Lo gy
n

n — oo (vgl. 4.6. (13) und (14)). Anwendung der (lebydevschen Ungleichung
(vgl. 7.1., Satz 2; anstelle von X ist h,(4) einzusetzen) liefert fiir beliebiges e > 0
die Ungleichung

(1 —p) 1
P(h) —pl 20 s 2B (g 4,w,),

woraus sich durch den Grenziibergang » — oo die Aussage (2) des Satzes ergibt.

Das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen besagt also, daB die Wahrscheinlich-
keit der Abweichung der relativen Haufigkeit %,(4) eines Ereignisses 4 von der
Wahrscheinlichkeit P(4) = p dieses Ereignisses um weniger als eine beliebig vor-
gegebene positive Zahl ¢ beliebig nahe an Eins liegt, wenn nur die Anzahl n der Wie-
derhol des betr zufilligen Versuches geniigend gro8 ist. Dies bedeutet,
daB bei genugend groBer Versuchsanzahl die Wahrscheinlichkeit einer nur gering-
fiigigen Abweichung zwischen relativer Haufigkeit und der Zahl p nahezu gleich
Eins ist. Insbesondere zeigt das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen, da8 jedes
zuféllige Ereignis positiver Wahrscheinlichkeit — wie klein diese auch sein mag —
in einer geniigend langen Versuchsreihe mit einer beliebig nahe an Eins gelegenen
Wahrscheinlichkeit mindestens-einmal vorkommt. Aus diesen Erliduterungen geht
auch hervor, wie es zur Bezeichnung der Aussage von Satz 1 als Gesetz der groBen
Zahlen kommt.

Wir wollen noch eine den Satz 1 enthaltende Aussage, das sogenannte Poissonsche
Gesetz der groBen Zahlen herleiten. Ausgangspunkt ist eine Serie von n unabhingigen
zufilligen Versuchen, in denen ein Ereignis 4 mit einer Wahrscheinlichkeit eintritt,
die — im Gegensatz zum vorher betrachteten Bernoullischen Versuchsschema —
von der Nummer des zufélligen Versuches abhiingt (Posssonsches Versuchsschema).
Mit p, bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit des Erelgmases A im k-ten Versuch.
Wir betrachten die ZufallsgroBen X,

hiot

X, — { 1, falls Ereignis 4 im k-ten Versuch eintritt, k=127

0, falls Ereignis 4 im k-ten Versuch eintritt,
Dann gilt P(X; = 1) = p,, P(X; = 0) = 1 — p,. Folglich bestehen die Gleichungen
EXy=1-pe+0-(1—p) =
und

DXy =(1—pPp + (0— 2 (1 — o) = el — p4).
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Bezeichnen wu' wwder mit h.(A) die zufillige relative Haufigkeit des Eintretens von
A in einem P h so gilt

hid) = T (X, + X, + - + X,

woraus (vgl. 4.3., S8atz 1, und 6.2., Folgerung 1)
EX + - +EXy _pt ot

n n

Bhd) = L B, + - + X)) =

und — wegen der Unabhiingigkeit der ZufallsgrBen X,, X,,..., X, — (vgl. 6.4.,
Satz 5)

DX, + - + DX,
nl

Pl —p) + - + (1 — ) (gl-»o ﬁi”‘_Hw)
nd in

Dihy(d) = o DX, + o+ Xy) =

folgt. A dung der Cebygevachen Ungleichung (vgl. 7.1., Satz 2; anstelle von X
ist hy(4) ei tzen) liefert ittelbar die Aussage des folgenden Sat

Satz 2. Filr jede positive Zahl & gilt
EmP(Ib.(A)—M <a)=l @)
oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

’_'+'_”.'"'&g,)=o @)

P (|h.(A> -

(Poissonsches Geseiz der grofen Zahlen).

Wir stellen einerseits fest, daB sich in dem Fall, daB die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4 in allen Versuchen gleich ist (p; = p fiir alle k), sich hieraus das Ber-
noullische Gesetz der groBen Zahlen ergibt; wir bemerken andererseits aber auch,
daB sich eine dem Bemonllmchen Gesetz der groBen Zahlen entsprechende Aussage
such bei weniger einschriink Vi tzungen ergibt. Uber weitere Verall-
gemeinerungen des Bernoullischen Gesetzes der groSen Zahlen gibt der folgende Ab-
schnitt Auskunft.
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7.4.  Allgemeine Fassung des Gesetzes der groBen Zahlen

Bei der Herleitung des Poissonschen Gesetzes der groen Zahlen gingen wir von einer
speziel.len Folge (X,) von ZufallsgréBen aus, betrachteten die Folge der arithmetischen

M.lttel (X 1 + X3 + -+ + X,) und untersuchten das Konvergenzverhalten dieser
Folge. Dxe Aussage des Satzes 2 (7.3.) 1aBt sich dann dahingehend formulieren, da8
die Folge (Y,) der zentrierten arithmetischen Mittel ¥,

R C R ART SR 8 &

LT k=1

stochastisch gegen Null konvergiert. Dieser Sachverhalt bildet den Hintergrund fiir
die folgende Definition.

Definition 1. Man sagt, daB eine Folge (X,) dem Geselz der grofen Zahlen geniigt,
wenn die Folge (Y,) der zentrierten arithmetischen Mittel ¥,,

Y_=lz"x,—1:(iz" x,):lz," (X — EXy)
R k=1 N k=1

7 k=)
stochastisch gegen Null konvergiert.

In dieser Formulierung ist also die Exi der vork den Erwartungswerte voraus-
gesetzt. Existieren diese nicht, so sagt man, die Folge (X;) geniigt dem Geutz der groSien Zahlen,

wenn es eine Zahlenfolge (a,) gibt, so daB die Folge (Y,), ¥, = i 2 X, — a,, stochastisch
gegen Null konvergiert. L

Das weitere Ziel besteht nun in der Angabe hinreichender Bedi gen dafiir, daB
eine Folge von ZufallsgroBen dem Gesetz der groBen Zahlen genugt

Wesentliche Aussagen in dieser Richtung stammen yon namhaften Vertretern der
von P.L.CEBYSEV begriindeten russischen Schule der Wahrscheinlichkeitstheorie,
die das Zentrum der theoretischen Forschung auf dem Geblet der Wa.hmcheml.lch-
keitstheorie zu Anfang unseres Jahrhunderts darstellte — »ndere von P. L. CE-
BY3BV und sei berithmten Schiiler A. A. MARgov (1856—1922) — und den
sowjetischen Mathematikern A.Ja. CHINSIN (1894-1959) und A. N. KoLMoGoOROV,
dem Begriinder der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz 1 (Markovsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X,) esne Folge von Zufalls-
gropen, die die Bedingung
»(£x)
lim 2=l [ =0 (Markovsche Bedingung) 2
n—00 »

erfillis. Dann genilgt die Folge (Xy) dem Gesetz der grofen Zahlen.
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Beweis. Anwendung der Cebygevachen Ungleichung (vgl. 7.1., Folgerung 1; anstelle
von X ist 1 Z" X, einzusetzen) liefert fiir beliebiges ¢ > 0

L T
) 2(Ex)

niet

Pur.lge)=P(|le.—E(l z'X.) .
n p=1

N kel

woraus sich fiir n — oo bei Giiltigkeit der Markovschen Bedingung (2) sofort
lim P(|¥,| = ¢) = 0 ergibt. Also konvergiert die Folge (¥,) stochastisch gegen Null,

:l?:., die Folge (X;) geniigt dem Gesetz der groSen Zahl

Satz 2 (Cebysevsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X,) eine Folge paarwesse
unkorrelierter Zufallsgrofen, deren Streuungen beschrinkt sind. (Es gibt also eine Zahl
M > 0, 30 dap D*X, < M fiir alle k gilt.) Dann geniigt die Folge (X,) dem Geselz der
grofen Zahlen.

Beweis. Da die Zufallsgro8en X, paarweise unkorreliert sind, gilt (vgl. 6.4., Satz 5)

D-(z" x,,) = é"lp-x,,

k=1

und also auf Grund der Voraussetzung

D’( 'f,‘ x.) _ E.:x‘ s

Hieraus folgt, daB die Markovsche Bedingung (2) erfiillt ist, womit durch Satz 1
die Giiltigkeit des Gesetzes der groSen Zahlen fiir die Folge (X)) bewiesen ist.

Als Spezialfall des Cebysevschen Gesetzes der groSen Zahlen ergibt sich unmittel-
bar das Poissonsche Gesetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., S8atz 2; dort gilt fiir alle k

1
DX, =p(l —p) = y wegen 0 < p, < 1).

nM
nt

a‘lg

Bei der Formulierung weiterer Aussagen verwenden wir einen Begriff, den wir in
der folgenden Definition festlegen.

Definition 2. Die Elemente einer Menge von ZufallsgroBen heifen sdentisch
verteilt, wenn alle ZufallsgroBen dieser Menge ein und dieselbe Verteilungsfunktion
besitzen, -

Wir weisen im Zusammenhang mit dieser Definition darauf hin, da8 identisch
verteilte ZufallsgréBen nicht gleich sein miissen; hingegen sind natiirlich gleiche Zu-
fallsgréBen identisch verteilt. Der Leser mache sich diese Sachverhalte selbst klar.
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Satz 3. Es ses (X) eine Folge unizbhdngiqer, sdentisch verteilter Zufallsgrofen mit
dem. (gemes: ) Erwartungswert u und der (gemeinsamen) Strewung o%. Dann
gmflqt die Folge (X,) dem Gesetz der gropen Zahlen. Insbesondere konvergiert die Folge

— ZX.) der arithmetischen Mittel der Folge (X,) stochastisch gegen den (gemeinsa-
LR TS
men) Erwartungswert u.

Die Aussage dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Cebydevschen Gesetz
der groBen Zahlen; wir iiberlagsen es dem Leser, dies zu bestimgen Von der Aussa.ge
des Satzes 3 werden wir in der mathematischen Statistik niitzlich
machen. Hier weisen wir nur noch darauf hin, daB sich als Spezialfall dieses Satzes
unmittelbar das Bernoullische Gesetz der groBen: Zahlen ergibt (vgl. 7.3., Satz 1).

Bemerkenswert ist, daB auf die Voraussetzung der Existenz der Streuung verzichtet werden
kann,

Sntz 4 (Chmbmmhas Gesetz der groBen Znhlen) Es sei (X,) eine Folge unabhdangiger, identisch
grofen mit dem (g Er rt p. Dam. genigt die Folge (X,)

demGumdermmeabkn ImbemdeulcmwergwrtdwFolge (n X x,) stochastisch gegen p.
k=1

‘Wir wollen noch einige A zum ken Geeetz der groBen Zahlen zusam-

menstellen, Dabei gehen wir von der folganden Definition aus.

Definition 3. Man sagt, daB eine Folge (X;) dem aslarken Geselz der grofen Zahlen geniigt,
wenn die Folge (),

y,.=_ X, — EX}),
“{.‘l( ¥ ¥ 1)

fast sicher gegen Null konvergiert; dabei ist die Existenz der Eryartungswerte X, vorausgesetzt.
(Existieren diese nicht, so sagt man, die Folge (X,) geniigt dem starken Gesetz der groSen Zahlen,
wenn es eine Zahlenfolge (a,) gibt, so daB die Folge (¥,), ¥, = 1 L" X, — a,, fastsicher gegen
Null konvergiert.) L B
Die Definiti 1und 3 unterscheid snchalao nu:mderKonvergenmdarFolge(Y.)gegm
in Wah der Defini-

Null; in Definition 1 wird von der K
tion 3 llegt die Konvergenz mit W!hmhemlmhkmt Eins zugrunde. Da aus der Konvergenz mit
Wah

inlichkeit Eins die K in Wahrscheinlichkeit folgt (vgl. 7.2., Satz 2), geniigt
eine Folge (X.),ﬂirdlodnatukoGesefzdergroBen Zalilen gilt, auch dem Gesetz der groBen
Zahlen. (Zur b ichnet man das durch Definition 1 gek ichnet:
GesotzdargmﬂenZAhlenalaod&wuchuGudzd«mﬂenZM)
Die folgenden Sitze — sie st von A. N. Kor v — beinhalten hinreichende Be-
dingungen fiir die Giltigkeit des starken Gesetzes der groBen Zahlen.
Satz 5. Es sei (X;) eine Folge von unabhingigen Zufallsgrofen, die die B g
2—'-<oo (Kolmogorovache Bedingung) 3)

k=1
erfidlt. Dann genigt die Folge (X,) dem starken Gesetz der groPen Zahlen.







































































































































