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WURIE - Schillerzeitung liir Mathematik

ierausgegeben vom FiW-aitiv der Sektion lathematik an der Fried-
rich=Schiller~Universitit Jena. Die Zeitung erscheint monatlich
zun; Mreis von 0,20 ilbi, destellungen sind an die kathematik-
learer der EOS5, 385 oder SpS zu richten. Finzelbestellungen kin-
nen direkt an unsere Adresse eingesandt werden,
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6% Jena
Helmhol tzweg 1
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[9-14-6 8 1842 L. 175

Ein Jahr Schillerzeitung WURIEL
I1it dem vorliegenden Heft erscheint unsere Schiilerzeitung be-
reitc im 2.Jahrgang. Wir nehmen dieses "Jubil&dum" zum AnlaB fiir
einen kurzen Riick- und Ausblick. liber das Ziel, welches sich das
PDI-Aktiv der Sektion Mathematik der F.-Schiller-Universitit Je-
na rit der Herausrabe der "Wurzel"™ gestellt hat, 1st bereits
meh-uals geschrieben worden (s.Heft 1/67 oder 5/67). Das Pro=-
sraan der fachlichen Artikel des 1.Jahrganges war unfangreich
ur:l o recislungsreich., "ir brachten Artikel {iber die verschie-
dunoiuss. Gobiete der Mathematik und eine Fiille von Aufgaben.
Auch das Programm fur den 2.Jahrgang soll allen Anspriichen in
dieser Richtung geniigen.
Tie die steigenden Abonnentenzahlen beweisen, kBnnen wir unser
Arlicpen im wesentlichen als erreicht ansehen. Trotzdem muB
auf einen Mangel hinrewiesen werden. Unser Ruf nach intensiver
iiitarbeit a 1 1 e r Leser ist fast ungehdrt verhallt, wenn
nan von den Linsendunzer der Aufgabenldsungen absieht. Aus die-
sem Grunde wiederholen wir unsere diesbeziigliche Bitte hier
nochmals: Vir sind fiir jede Kritik, fiir jeden Vorschlag zur in-
Laltlichen Gestaltung unserer Zeitschrift, fir Einsendung von
interessanten Aufraben (zur evtl., Verdffentlichwun:) und natiir-
lich fir eingesandte LOsungen zu unseren Aufgaben schr dankbar.
wir hoi'fen, daB es in diesem Jahr zu ciner breiteren lLeserdis-
kusgion komnt.

Die Redaktion



Der kiassische mhnnlﬁo Aussagenkalkil)

Im Heft 12 der "Wurzel" hatten wir erléutert, daB e3 bel Be-
schrénkung auf einen Teil unserer natiirlichen Sprache -die
Aussazesiéitze- mdglich ist, das SchlieBen von Wahrheitswerten
gewisser Aussagen auf Wahrheitswerte anderer Aussasen "in For-
meln" zu erfasser.
Will man einen de:rartigen ﬁbergann zu einer formalen Beschrei-
bung zewissger Gesetzmiligkeiten vollziehen, so. ist es ndtiz,
zunéchst einen gewissen Apparat von Reseln usw. (Kalkiil senannt)
zu schaffen. Dicser Kalkill muB, soll er das Gew'inschte leisten,
bei jeder konkreten Deutung (Interpretation) mit den inhaltli-
chen Vorstellunzern fiber den zu formalisierenden Bereich iiber-
einstimmen.
Wir wollen nun in diesem Helt zeigen, wie man fiir den Bereich
der Aussagen eine geeignete formale ("logische") Zeichensprache
konstrulert und wie man ihre Interpretation vornimnt.
In das Alphabtet @ unseres Kalkiils nehmen wir folsende Zeichen
auf: a=D_{’ {pyv yA v y—> &>, (, )},
wobel das Zeicien p eventuell mit Unterscheidunssindex verwen-
det werden dari.
Aus der MNense 'y aller endlichen Folgen von Zeichen aus C¥
(2. 3. ist pjaav P> cine Folge aus Tigg) wihlen wir nun die-
Jenizen Zeich:enreilen aus, die "sinnvolle Gebilde™ —wir sazen
"Ausdriicke"- unsercr *Sprache sein soullen. (Dabei haben wip im
Auze, dald dio =2 spiter als Aussagenvariablen, die Zeicien
~3yA,4V =, e als "nickt", "und", "oder", "wenr - so",
" =ansn dann, wenn" jedeutet werden sollen.)
Uazu geben vir fiir die ienge aller Ausdriicke folgende Krzeu-
rinzeremel (induktive Definition) an:
anfanpsgehritt: Jedes Zeichen P; ist Ausdrucik
Induktionsschritt: 3ind die Zelchenreihon ¥4 und H,
Ausdriicke, 80 sind es auch die folgenden Zeichen-
reihen: ~llay (3114 Ha), (H,ly HE)' (H'l - Ha), (H.IH Hade

" AbschluB: AuBer den aufgefithrten gibl es keinc weite-

A ren Zeichenreihen, die Ausdruck sind.

ir betrachten ein Beigpiel:
i Zelchenreile ~ ((pyA0,) = 95) ist ein Ausdruck.



Begriindung: p,, P, sind Ausdrilcke, also auch (p11\p2). P3 ist
Augsdruck, also auch ( (p,'/\pe) - pa). SchlieBlich folgt:
~ ((pqA Py) = p3) iet Ausdruck.

Ubgggsbeisgiala: Priifen Sie nach, ob die folgenden Zeichenrei-
hen Ausdriicke sind: PaAvv Doy ((DqA PRV (~ P3))

Betrachtet man die hier gezcbene Definition des Ausdrucks ge=
nauer, so stellt man fest, da3 sic nach dem Vorbild unserer
Sprache aulgectellt wurde: Sie widerspiegelt, wie man aus Aussa-
gen mit Hilfe von "nicht", "und", "oder" usw. neue Aussagen bil-
den kann.
Wormal gesehen sind unseve Ausdriicke jedoch noch bedeutungslose
Zeichenreilen, die erst eciner Interpretation bediirfen. Das Ziel
der zu wihlenden Interpretation soll es nun sein, jedem Ausdruck
eindeulig einen Vahrheltgwert O oder 1 zuzuordnen.
Dazu hren wir den Begrif( der Belegung £ der Variablen Py ein. |
De " inition:

 heiflt Belegung der Py =p f ist eine eindeutige Ab-

bildung der Menge aller py in {0,1}.
*{y4) ist also ein eindeutig bestimmter ¥ahrheitswert aus {0,1}.
Nan kdnnte an dieser Stelle fragen, weshalb Py nicht mit einer
Aussage belegt wird. dierauf geben uns die ﬁberlegungen von Heft
12 Auskunft: Da der “ert zusammengesetzter Aussagen zufolme der
verausgesetonten Txtenslonalitft nur ver den Wahrheitswerten der
Binzelaussazen abhingt, ist es sicher sinnvoll, pP; mit einem
“ahrheitswert zu beloszn, ‘
Wir bezeichnen nun den Vahrheitswert, den ein Ausdruck H bei
vorgezebener Belegung 7 annimmt, mit Yert(H,f) uud definieren
ihn intiktiv wie folgts:

Azfanzoschritt: Bestahit I nur aus dem Zeichen Pi»

se 1st vert{H,f) = f(pi).
Induktionsgelritt:
Ist 1 elne Zeichenreilic

der Torem so ist Uert(i,f)
~'?1 =ye nou(Eert(H1.f))
iy A L) =np SECTert{ll, 1), Tert{i,, ©)
(!,Ti v . =np vel{ﬂert(ﬁx, },?ert(ﬂg,F})
{21-+ 15) =0 seq(iert(ﬂ1.f),?ert(ﬂn,f))
T e L), 2o Ha (iert{ly,£),%ert(i,, £},



(Dabei sind "non", "et" usw. die in Heft 12 definierter Boole-
schen Funktionen.)

Betrachten wir cin Beispiel:

Es sel die Belegung f mit f(pq) = 0, £(p,) = 1 und £(p) belie—
big sonst gegeben. Wir bestimmen Wert(H,f) fiir den folgenden
Ausdruck H: ((pq=> py) = (~pyv py))

Nach Definitior. ist
Wert((pq = Py)sf)=seq(Wert(p,,£),ert(p,,£))
=8eq(£(p4),1(p,))
=geq(0,1}
=1
Ferner hat man:
Wert(~ Pqsf)

nOn(Wert(pq.f))
non(f(p4))
non(0)

= 1

Alsoc ist
Wert(evp1\r pa),f)=VQICWart(n-pﬁ,f),wert(pg,f))
. avel(1,£(p,))

=vel(1,1)
=1

SchlieBlich ist

Wert(H,)=seq(Wert((py — 1,),f),Yert((vpyv p,),£))

=3eQ(1|1)
=1

{ibungsbeispiele:
1. Man bestimme “ert(H,f), wenn H der Ausdruck

((Pq+p,)A (P >Pp3)) > (Pq=Pp3)) ist und
f(p1) - f(Pa) - f(Pg) =0
2. Man suche eine Belegung £, so daB Wert(H,f) = 0, wenn der
Auodruck H = ((py =p,) = (P> = pq)) ist.

Den wie oben aufgebauten Kalkiil (bestehend aus formalen Aus—
driicken und ihrer zweiwertigen Interpretation) nennt man
klassischen zwelwertigen Aussagenkalkiil.!)

Rolf Lindner

wiss, Aspirant
an der Sektion Mathenatik
der Triedr.-Schiller-lnivers.
Jena

S



AUFGABEN (Serie 1/68)
9.Klasse: (9.23)

(9.24)

10.Klasse: (10.23)

(10,24)

11/1".Klasse:
(11/12.23)

(11/12.25)

——

Gegeben selen zwel verschiedene Parallelen
und zwei Punkte A und B auf der einen Pa-
rallelen. Man halbiere nur mit Hilfe des Li-
neals die Strecke AB.

Drei Freunde trafen sich im Café: der Bild-
hauer Weiss, der Geiger Schwartz und der
Maler Rot. "Es ist doch komisch, daB einer
von uns weiBe Haare, der andere schwarze
und der dritte rote Hsare hat, daB aber
keiner von uns die Haarfarbe hat, auf die
sein Name hinweist", bemerkte der Schwarz-—
haarige. "Ja, du hast recht", sagte Weiss.
Welche Hasarfarbe hat der Maler?

Man 16se die Ungleichungen:
B) X +xt +x4+1>0
b) |tan x|+ |cot x| < 2
Eann man einen Viirfel so schneiden, daBl als

Schnittfléche ein regelméBiges Sechseck
entsteht?

Ist es mioglichk, aus den Zahlen

1 1 1
[l E].a-' En.nnn
eine unendliche peometrische Reihe’ B0 auszu-—-
withlen, dali ihre Summe ; ergibt?

23 st 24 zelsen, dab 42 4 1%5n - 1 fir alle
n=t"m]Tehen p durch € teilbar ist.

PREISAUFGABE (P. 13)
‘| Man stelle

e

die quadratische Gleichung auf, deren ‘Vur-

zeln x4 und x, folgenden Gleichungen geniigen:
Xq¥p + Xq + X5 - M= 0
X X, = m(x1 + xa) + 1 =0, wobei m#¥ -1,
Unter welcher Bedinsung sind diese VWurzeln reell?

ang existiert penau ein» roelle Iﬁsg der Gleichun:x?




Fiir jeden vollstéindigen Losungsweg der Preisaufgabe erhiélt der
Einsender einen Wertpunkt., PFiir fiinf Wertpunkte erhédlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben,entscheidet das Los (unter AusschluBR des Rechts-
weges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&éllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
LSsungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum
30. des jeweilipen Erscheinungsmonats (Datum des Postatempels)

an unsere Adresse einzuschicken.

ACHTUNG =~ ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG -~ ACHTUNG - ACH

Bei der Kontrolle der eingesandten Ldsungen haben wir
bemerkt, daf ein Einsender die Angaben iiber Name, Klas=

se und Schule auf seiner Einsendung vergessen hatte.

Jir bitten daher, daB sich derjenige Einsender bei uns
meldet, der die Aufgaben (P.7), (P.8) und (10.13) auf
einem Blatt bei uns eingesandt hatte. ‘

Wir machen gleichzeltig darauf aufmerksam, daf in Zukunft
nur solche Einsendungen bewertet werden kdnnen, bei denen
Name des Finsenders, Klassenstufe und die von ihm besuchte
Schule angegeben sind.

Aufgaben zur Graphentheorie
(siehe much Heft 7/8/67 "Elementare Einfiihrung in die

Graphentheorie"I)

1. Zwel Mopedfahrern ist der Treibstoff ausgegangcn. Sie stehen
mit einem leeren 21-Behi'lter und einem leeren 51-Behdlter
an der LandstraBe. Ein vorbeikommendrnr Motorradfahrer ist
bereit, jedem Mopedfahrer ciner Lit-r ‘reibstoff abzumeben.
Er fiihrt einen gefliillten “1-"ehilter Treibrtoff mit sich,
Wieviel Umschiittunren sind minicstens erforderlich, um je-
dem !lopedfahrer ~encu einen Liter Treibstoff abzumessen?
Die Umcchiittungen sollen so vorgenommen werden, daB bei
Jeder Umfiillung ein Behilter géinzlich gefiillt oder ein
Behélter génzlich releert wird. 7ie gro? ist die miniusle
Anzahl der Unschiittungen, wenn sich am knde je cin Liter
Treibstoff im 21=-3ehiilter und im 51=Behiélter belfinden
eollen?



Anleitung: Man 13se das Problem mit graphentheoretischen
Mitteln. Die Piillzusténde der drei Behilter
deute man als Knoten eines Graphen. Fiillzusténde,
dle durch erlaubte Umschiittungen auseinander hervor-
gehen, verbinde man durch gerichtete Bogen.

2. Das StraSenbahnnetz einer Stadt werde durch folgenden unge-

richteten Graphen dargestellt.
Enoten: Haltestellen

Bdégen: Teilstrecken

a) Existiert eine solche Fahrtroute, die Jede Tellstrecke
genau einmal enthélt? (Wieviele solcher Fahrtrouten
mit der geforderten Eigenschaft?)

b) Existiert eine geschlossene Fahrtroute? (Startpunkt=
Zielpunkt)

c) Wann existiert eine geschlossene Fahrtroute im StraBen-
bahnnetz?

Anleitung: Die Ordnung der Kreuzungspunkte muB in die Hber—
legungen einbezogen werden!

Fiir vollsténdige LSsungen dieser Aufgaben {iber Graphentheorie
werden Wertpunkte vergeben.

e — o —— ———— ————— —————————————— =

1) (PuBnote von Seite 5) In einer letzten Fortsetzung wollen
wir an einigen Beispielen zeigen, wie man mit den Aus-
driicken dieses Kalkiils ,rechnen” kann.




Die Spiegelung am Krels - eine geometrische
Abbﬂdﬂl'IIHInuuiulunhullhunlndungon!

fiblicherweise wird bei der Ldsung geometrischer konstruktions-
aufgaben vorausgesetzt, daB als Konstruktionshilfsmittel Zir-
kel und Lineal dienen. Es gibt auch eine Reihe von Aufgaben,
die man mit dem Zirkel allein 18sen kann (sieke Aufgabe (9.23)),
mit Zirkel und Lineal jedoch kann man mehr Aufgaben 18sen.
Welche Konstruktionsaufgaben kann man aber mit dem Zirkel allein
10sen? Diese Frage wurde im 1%. und 18. Jahrhundert von den
Geometern MOHR und MASCHERONI beantwortet. Sie fanden den iiber-
raschenden
S a t z: Jede Aufgabe, die mit Zirkel und Lineal geldst werden
kann, l&8t sich schon mit dem Zirkel allein 18sen.

Dabei muB man voraussetzen, daB eine Gerade dann als gegeben
anzusehen ist, wenn zwel ihrer Pumkte bekannt sind, denn mit
dem Zirkel allein kann man keine Gerade ziehen (aber man kann
auf Grund dees angegebenen Satzes z.B. beliebig viele Punkte ei=-
ner durch zwel gegebene Punkte festgelegten Geraden einzeln
konstruieren).
Im Rahmen dieser Artikelserie wird u.a. der Satz von MOHR und
MASCHERONI bewlesen werden. Dabei werden wir nicht den von den
Entdeckern des Satzes angegebenen Konstruktionen folgen, sonderp
wir werden mit der "Spiegelung am Kreis", einer geometrischen
Abbildung arbeiten.
Allgemein spricht man in der Geometrie von einer Abbildung,
wenn jeaem Punkt P (der boene oder auch des Raumes) eindeutig
ein Bildpunkt P' zugeordnet ist. Man nennt P den Originalpunkt
zu P'. Fir die Splegelung am Kreis gibi es folgende
Definition:
Gegeben ist ein Kreils - Spiegelkreis genannt - mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Das Bild eines
Punktes P ( # M) ist derjenige Punkt P' auf dem
Strahl MP, fir den WB'.WP = r° gilt.
Es bedeutct allgemein AB die Lénze der durch die Punkte A und
B festgelegten Strecke.
Aus der Definition folgen unmittelbar die nachstehenden Eigen-
schaften der Abbildung:



1) Ist P eln Punkt auf der Peripherie des Spiegel-
kreises, so stimmt sein Bild mit P i{iberein:
es ist ja dann MP = r, aus der Definitionsglei-
chung HP'.HP = r° wird WB'ep = r2, hieraus folgt
=2,

2) Ist P ein Punkt auwernalb des Spiegelkreises, so
liegt sein Bild P' im Inneren des Spiegelkreises,

denn es ist
P > r, folglich

< 1,

&l

und demzufolge WP' = £ = r. £ < p,
MP MP

3) Ist das Bild von P der Punkt P', so ist das Bild
von P' der Punkt P, denn es ist dle Definitions=~
gleichung WBY.#P = r° gleichbedeutend mit
TE.iD' = r2, Bei der Spiegelung am Kreis werden
Original- und Bildpunkt einfach vertauscht.

Diese drel Eigenschaften rechtfertigen iiberdies den Namen "Spie-
selung" am Kreis.

Auf Grund der Definition kann dem Mittelpunkt M des Spiegel-
kreises kein Bild zugeordnet werden. Damit auch M ein Bild be-
kommt, fiigt man kiinstliech zur Ebcne noch einen "unendlich fer-
nen Punkt" hinzu und setzt fest, daB er das Bild von M ist.

" Der Kathetensatz fiir rechtwinklige Dreieckc gibt eine Mdglich-

keit, bei gegebenem Spieselkreis zu einem gegebenen Punkt P
dessen Bild P' zu konstruieren.

FaBt man nimlich TP und TBY

als Hypotenusenabschnitte ei-

nes rechtwinkligon Dreiecks
auf, so0 hat wemen MPVeIP = r°
die an *® anliegende Kathete
die Lénge r. Es folszt als

Konstruktionsvorschrift:

; Liegt P innerhaldb des Spiezel=-

kreises, so errichite man auf *P in P die Senkrechte, zeichne

im Zchnittpunkt B dicser Senkrechten mit dem Kreis die Tanvwente,

diese schneidel den fitrahl P in P', Liegt P auBerhalb des 'pie-

fi~nlkreisces, so zeichnet man durch P eine Tangente an den Spie-

Jellpede, von Ber’ihrungspunkt B £f111¢ man das Lot auf den

10



Strahl MP und bekommt als LotfuSpunkt den Punkt P'. Es sollen
jetzt die Bilder von Geraden und Kreisen untersucht werden.
Man sieht sofort: das Bild einer Geraden durck M ist diese Ge-
rade selbst, denn liegt ein Punkt P auf einer solchen Geraden,
so liegt P' nach Definition auf dem Strahl MP, also auch auf
dieser Geraden. Das Bild eines Kreises mit M (dem Mittelpunkt
des Spiegelkreises) als Mittelpunkt und dem Radius a ist ein
Kreis mit demselben Mittelpunkt und dem Radius ra- % .
Es sei nun g eine Gerade die nicht durch M geht. F sei der
FuBpunkt des Lotes von M auf g und F' dessen Bild. Ist P ein
beliebiger Punkt von g, P!
sein Bild, so gilt °

B .08 = UF'.UF, hier-
sus folgt: ' _WE ,
2 - W WP
Auf Grund dieser Seltenver-
hEltnisgleichheit sind die
Dreiecke MFP und MP'F' &hnlich,
- weil sie ja auch noch den Win-
kel bei M gemeinsam haben. Da das Dreieck !FP bei F stets einen
rechten 'inkel hat, hat das Dreieck IP'F' bei P' stets elnen
rechten Winkel. Nach dem Satz des Thales folgt nun:
wandert P auf der Geraden g, so wandert P' auf einem Kreis mit
dem Durchmesser MF'. So ergibt sich der
S & t z: Das Bild einer nicht durch H verlaufenden Geraden ist

| s | ein Kreis durch Ii, der in i eine zu g parallele Tangen—

P

te hat. Das Bild eines durch M verlaufenden Ereises ist
eine Gerade parallel zur Tangente des Kreises in M.
Diese Eigenschaft, nimlich daf bei Spiegelung am Kreis Geraden
auf Kreise abgebildet werden, wird sich beim Bewels des Satzes
von [IWiR und MAGUH.? I als sehr niitzlich erweisen.

Al~ n”chstes ist zu untersuchen, welche geometrischen Figuren
sici: als Bilder belirsti -er Kreise ergeben.

Bérner
vins3, Mitarbeiter
an !cr Tektion Mathematik
- :» Ppirdrich=Schiller-
Yiniversittit Jena

11
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(P.112:(eingesandt von Siegfried Brandt sus Wurzbach)
X YX 1
A EE TR € TS TS 4

Y _ X - YX und
Ve e Bl ¢ g o @ Sl o I . |

Z - ZXY - 1
Wr 2+ 1 - XTI+ X - XY+ I+ %7
(°.19):(eingesandt von Michael Schulze aus Karl-Marx-Stadt)
Bs gilt sicher (a - b)° 2 9
2?2 - 2ab + b2 2 0
a2 ¢ b2 2 2ab
Da ab > 0 ist, kann ich durch ab dividieren, ohne daB
die Relation geiindert wird, und erhalte:

a b
P *a

2 2

(2.20):(ebenfalls von Michael Schulze)
“enn man ein Blatt Papier in 5 Teile zerreilt, so kom-
nen 4 neue Blétter hinzu. Daraus folgt, daB bei Divisi-
on der Anzshl der urspriinglich vorhandenen Bldatter
durch 4 der gleiche Rest entsteht wie bei Division der
Anzahl der spdter vorhandenen Blétter durch 4,
Auf die Aufgsbe angewandt, bedeutet das, daB

1967 = 4.k + 5 (k ganz)

sein mufl, Dies ist nicht der Fall, so dal man auf diese
Weise nie 1967 Teile Papier erhalten kann. i

(11/12.19): Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion.
Die Behsuptung gilt fiir n= 1 :
2! =1 =2 =«1=1= 1.1}
Vir nehmen an, die Behauptung gelte fiir n und zeigen,
daB sie dann auch fiir n + 1 gilt. Es ist:
11! + 22! % ... + nen! + (n + 1)(n + 1)!
' (n+1)! =1+ (n+1)(n+ 1)
(n+2)n+ 1) =1
(n+2) -1

L]

12
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Der klassische zweiwerlige Aussagenkalkiil 1l

Wir betrachten das Ubungsbeispiel 2 aus Teil I unserer Aus-
fiihrungen in der "Wurzel", Heft 1/€8.
Wenn Wert(((p;—» p2)—»(p> > p1)),f) = 0 sein soll, so muB (siehe
Definition von seq) Wert((p;—p:),f) = 1 und
Wert((p, > p1),f) = O gelten. Letzteres ist aber der Fall, wenn
f(py) = 0 und f(p,) = 1 ist.
Neben diesem Ausdruck, dessen Wert bei geeigneten Belegungen
gleich O oder 1 sein kann, gibt es - das {iberlegt man sich sehr
leicht - auch Ausdriicke, deren Wert bei jeder Belegung gleich O
bzw. gleich 1 ist. Wir werden uns im weiteren besonders fir sol-
che Ausdriicke interessieren, die "richtige logische Schliisse" be-
schreiben, und sagen:
Definition:

Ein Ausdruck H heiBft ailgemeingiltig =,

Fiir jede Belegung f ist Wert(H,f) = 1 .

Der oben betrachtete Ausdruck ist nach dieser Definition sicher
nicht allgemeingiiltig, dagegen sind die Ausdriicke

1) (~ (p1AP2)E»( A~ Divea P2)) und

(2) (~ (pivp)e>(~ P1A ~ P2)) - de Morgansche
Regeln genannt - allgemeingiiltig, wie man leicht durch Bele-
gungen priift. Der Ausdruck

{3) (pv ~ p) ist ebenfalls allgemeingiiltig.
Begriingung: Es ist Wert((pvap),f) = vel(f(p), non f(p)) = 1,
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da stets f(p) # non £(p) gilt.

Nimmt man sich nun das Rechnen in der Arithmetik zum Vorbild fiir
das "Rechnen" in unserem EKalkiil, so stellt man fest, daB noch
elne wichtige Frage zu beantworten ist: "Wann sind zwei Ausdriik-
ke gleichwertig?"

Vom Standpunkt unserer Vor‘iberlegungen betrachtet, -2ift das
aber: Ausdriicke sind (inhaltlich) gleichwertig, wenn ihre Wahr-
heitswerte bel jeder Belegung iibereinstimmen. Hieraus folgt die
Definition:

Ausdriicke Hy und H, heiBen semantisch ﬁquivalent

(kurz H, dqsen Hg) = bf Fir jede Belegung f ist

Wert (Hq.f) = Wert (Hz,f).

Beispiele:

1) Es ist ((~pqvPylvp,) dgsem (~p,vp,) (4)
2) Bs ist ( Pq—p, ) Hgsem (~pavpy) (3)
3) Bs ist ((pqvP,yADz)égsen ((PqAaP3) v (PyAD;)) (6)
4) Bs ist ((~pyAP) vP,) Hasenm D, (7)

(Priifen Sie ¢as nach!)

Man zeigt nun leicht den folgenden

S at z: H, dqsem H, genau dann, wenn (Hﬁt-HE)
allgeneingiiltig.

Beweis: Yenn H, dgsem Hyy, 50 2ilt fiir jedes f Wert(H,,f) =
= Jlert(H,,f), wormus nach Definition von dq folgt:
Wert((H,l;i-HQ),f) = 8daq(Wert(H,,f), Wert(H,,f)) = 1, d.h.
(Hje»H,) ist allcem=ingiltiz. Analog schlieBt man in
umgekehrter Richtune.
Mit diesen wenigen Hilfsmitteln kdnnen wir nun bereits an die
logische Analyse einer elementarmathematischen Aussage gehen, so
daB die Vorteile unserer Formalisierung in etwa deutlich werden.
Wir analysieren den Satz:
"Sind die Zahlen a und b gleich, so sind auch ihre Quadrate
gleich".
Hierzu flihren wir folgende Abkiirzungen fiir die konkreten Aussa-

gen ein: Aqt a =D
2 2
Unser Satz 188t sich dann wie folgt sufschreiben:
Voraussetzungen: 1) Wenn Aqy s0 A, und 2) A,
Behauptung: A

2
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Fiir den Bewels der "Richtigkeit"™ dieses Schlusses geniigt es
aber zu zeigen, da8 der Ausdruck H: (((pq-pz)/\pﬂ)-»pg) in
den Aussagenvariablen P4q und Pp allgemeingiiltig ist. Dies k&n-
nen wir in der Tat:
Mit (5) gilt H &gsem (((~Py vV Py)A P I->DP5),
welter mit (6) H dgsem (((~ p14p1)v(p2A p,‘)}—rpe), also mit
(7) H &gsem ((ppAP4)—>P,), d.h. wegen (5)
H Hqsem (~(p2,\ p1)v pa). woraus mit (1) folgt
H #gsem ((a pov ~ Pq)vDy), d.h. H &gsem ((~p2vpj)v ~ p1)
Wegen (4) und (3) folgt damit ((~v P, vPy)VA py) ist allgemein-
giltig, d.h. H ist allgemeingiiltig, was zu zeigen war,

Rolf Lindner

wiss. Aspirant
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Univers.

Achtung Knobelfreunde!

Die folgende Aufgabe ist als Anwendung der Planungsmethode PERT
(siehe "Wurzel" Ni.10/67 und 11/67) gedacht. Fiir vollstiéndige
Losungen dieser Aufgabe werden geméB den Bestimmungen fiir die
Preisaufgaben Wertpunkte vergeben.
Ein Sportwettkampf soll organisicrt werden (das Beispiel ist
etwas ldealisiert beziiglich der Beteiligung) Folgende Dis-
ziplinen kommen zur Austragung:

1. 100m-Lauf €. KugelstoBen
2. 200m-Lauf 7. Speerwerfen
3. 1500m~-Lauf 8. Hammerwerfen
4, Weitsprung 9. Diskuswerfen
5. Hochsprung 10, Stabhochsprung

An den einzelnen Disziplinen beteiligen sich 5 Sportler nach
folgender Tabelle:

Tabelle I Disziplinen

| Teilnehmer 1121 3| 4|56 7] 8]1]9]10
1 X X X p.4 X
2 X | x X | x X
3 p'd X X X X
4 X X X x x
5 x| X X | x X

16



Fir die Einzelwettbewerbe liegen folgende Dispositionen fiir die
Zeitdauer vor:
Tabelle IT
Disziplin) 1 | 2 ) 5 | w | 5| 6|2 |8 s | 10|
Zelt '15' | .ao'l 30" I 60" lso' l 450 lgo' lso' l 90" | 30'|

Der Wettkampf soll unter Beriicksichtigung weiterer Bedinsungen
geplant werden:

1. Jedem Teilnehmer ist die Beteiligung gem#f Tsbelle I zu
garantleren (d.h. startet ein Teilnehmer in mehreren Dis-
ziplinen, so miissen diece zeitlich nacheinander abgewickelt
werden).

2. Fir die Laufdisziplinen steht nur eine Anlage zur Ver-
figung, d.h. sie miigsen zeitlich nacheinander asblaufen.

3. Die Gesamtdauer fiir den Sportwettkampf soll mdglichst
kurz sein,

Aufgabe: Man plane den Sportwettkempf mit Hilfe der Planungs-
methode PERT,

Anwendung der 3piecelure am Kreis

Aufpabe: Gegebern sel ein Kreis 8, und zwel Punkte P, und ¥, Es
ist ein Kreis zu konstruleren, der durch die gegebenen
Punkte geht und %, senkrscht schneidet (Orthogonalkreis)
Konstruktionsbesch“eibung:
M, sel der Mittelpunkt des zegebenen Kreises. Wir wihlen das
Zentrum O des Spiegelkrelises J 80, daB es auf R1 liegt. Der
Radius von J sei r = GP; (m8glich, da beliebig wihlbar). P,
bleibt dadurch bel der Spiegelung erhalten (geht in sich iibsr).
Die Spiegelung von P, an J ergibt PS (in der Konstruktions-
zeichnung wurden die Konstruktionshilfslinien fiir die Splege-
lung von PE' Q und R1 weggelassen, die Konstruktionsanleitung
dazu wurde im I, Teil der Artikelserie "Spiegelung am Kreis -
eine geometrische Abbildung . . .", Heft 1/68 gegeben).
Die Spiegelung wvon f4 ergibt R3- R1 geht durch das Zentrum des
Spilegelkreises, also ist R} eine Gerade, die die Gerade GM4 in
Q' senkracht schneidet.
Laut Aufgabenstellung ist jetzt ein Kreis zu konstruieren, der
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durch P} und P} geht und R 4 senkrecht schneidet:

Man errichte in § PTFT dle Senkrechte (Mittelsenkrechte), i

Schnittpunkt mit Ra ergibt M,. Der Kreis um M, mit dem Radius

r, = P} = HEPE schneidet Jin A. Der Kreis durch A, Py, P, ist

der gesuchte Orthogonalkreis., Sein Mittelpunkt ist H3.

Bemerkung: In der Konstruktionsbeschreibung wurden elementare
Konstruktionen, wie die Konstruktion der Tangente von
einem gegebenen Punkt an einen gegebenen Kreis, die
Konstruktion der Mittelsenkrechten und die Konstruk-
tion eines Kreises durch drei gegebene Punkte weg-
gelassen.

Konstruktion:

Der Leser iliberpriife die Richtigkeit der Konstruktion.
18



Aufgaben (Serie 2/68)

9.Klasse: (9.25) Folgendes Glelchungssystem ist zu ldsen:
12 + y2 =68 (1)
Xy = 16 (2)
(6.26) Es ist zu zeigen, daB 11
teilbar ist.

10 _ 1 qureh 100

10.Klasse: (10.25) Man beweise, daB .
cos(% o) = cos(% ) - sinx ist.

(10.26) Man beweise folgende Aussage:
Wenn die Winkelhalbierende eines Dreiecks
gleichzeitig Mittelsenkrechte ist, so ist
das Dreieck gleichschenklig.

11/12.Klasse:
(11/12.25) Man beweise, daB fiir alle natiirlichen n
(n>1) gilt:
%+%+I}+...+%“>?n
(11/12.26) Es sei (x - 1)(x = 2)...(x = 100) =
100

Man bestimme die Koeffizienten 399 und 28400 °

Preisaufgabe (P. 14)
Neben der Preisaufgabe (P.14) werden als Ferienpreisaufgaben
fiir Leser aller Klassenstufen noch die Aufgaben (10.19) und
(10.20) ausgeschrieben.

(P.14) Im Dreieck AABC sei der Winkel o doppelt so
groB wie der Winkel B.
Weiterhin gilt: AB = c, AC = b,
Zu bestimmen ist die Lénge der Seite BC.

Fir jeden vollstédndigen Losungsweg der Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhilt d-r Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
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Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten niecht unter die Gewin-
ner fdllt, nimmt er automatisch an der n#chsten Auslosung teil.
Die Losungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis
zum 30. des jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststem—
pels) an unsere Adresse einzuschicken.

Die Spiegelung am Kreis - eine geometrische Abbildung mit
inferessanten Anwendungen Il

Im Teil I wurde die geometrische Avviiaung "Spiegelung am Kreis"
definiert, und es wurden einige Figenschaften hergeleitet. Ins-
tesondere wurde gezeigt, da8 die Rilder von Geraden gewisse
Kreise sind und daf Kreise durch den Mittelpunkt M des Spiegel-
kreises auf Geraden abgebildet werden. Nun wird das Bild eines
nicht durch M verlaufenden Kreises gesucht. s sei K ein scicher
Kreis und es mige ¥ aullerhalh von
(el X liegen. Von ¥ aus wird eine Tan-
cente an K gelegt {(Rerithrurgspunk:
2), eine beliebige Sekante durch
M schneide ¥ in P und §¢. Dann Zilt
au? uruuu_uer Sekantensatzes:

NEY = WP . Ve .

Fir die Bildpunkte P', 4', B' folgt

aus der Definition der Abbildung:
oy - oy
— — = c % 2.2 3
Mp' . WMoY . I, _ T E(L\ =(IB7~,
I W7 (¥R)° \NB/

Hieraus erkennt man (Umkehr. des Se ekantensatzes!): durchléuft

P den Kreis X, so durchlaufer die Bildpunkte P' ebenfalls einen
Kreis. Ist nun K ein Kreis, in dessen Innerem der Punkt X liegt,
so gelangt mar zu analogen FErgebnisser auf Grund des Sehren-
satzes. Man bekommt n&mlich genau dieselben Gleicrhunger wie

oben, wenn man in diesem Falle durch M die kiirzeste Sekne legt
und einen Endpunkt mit B bezeichnet {(der Leser fiihre diess
Schliisse im einzelnen durch!). Insgesamt erszibt sich der

5 a t z: Das Bild eines beliebigen nicht durch M gehendern Kreises
ist ein Kreis.

Nun ktnnen wir zu allen Piguren, die nur aus Geradenstiicken una
20



Kreisbdgen bestehen, die Bilder konstruieren (siehe Figur 2).
Y ibrigens kann man aus den bis
jetzt hergelelteten S&tzen ohne
groBe Milhe die SchluBfolgerung zie-
hen, daB bel Spiegelung am Kreis
die Winkel ihre GrdBe nicht ver-
dndern. Dabei muB man unter dem
Schnittwinkel zweier sich in zweil
~ Punkten schneidenden Kreise den
Figur 2 Schnittwinkel ihrer Tangenten in
den Schnittpunkten verstehen und beriicksichtigen, daB8 die in den
beiden Schnittpunkten entstehenden Winkel wegen der Symmetrie
der beiden Kreise (Symmetrieachse ist die Verbindungsgerade der
Mittelpunkte) gleich sind. Wird mwn ein Winkel von den sich im
Scheitel S schneidenden Geraden a und b gebildet, so sind dis
Bilder dieser Geraden Kreise, die sich im Mittelpunkt M des Spie-
gelkreises und S', dem Bild von S schneiden. Die Tangenten in M
sind parallel zu a und b, also ist der Originalschnittwinkel
gleick dem Schnittwinkel in M und dieser gleich dem Schnittwin-
kel in S'.
Trotz dieser "Winkeltreue" findet bel der Spiegelung am EKreis
eine erhebliche Verzerrung der Figuren statt und manche geo-
metrischen Elgenschaften der Originalfiguren sind im Bild nicht
mehr anzutreffen. So sind z.B. die Bilder zweier Kreise mit ge-
nmeinsemen Mittelpunkt (sog. konzentrische Kreise) im allgemei-
nen nicht wieder konzentrisch.
Wir wollen nun zeigen, daB man zwel nicht konzentrische Kreise
durch Spiegelung an einem geeignet ge-

gis
LS

wEhlten dritten Kreis 1in zwei konzen-

. C//”——\\>\ trische Kreise liberfilhren kann. Die gege-
benen Kreise migen wie in Figur 3 in-

\\\\__”/} einanderliegen, die Gerade ACDB sei Ver-

bindungsgerade der Mittelpunkte. Der
gesuchte Splegelkreis soll der Mittel-
punkt X haben, der aus Symmetriegrinden auf der Geraden ACDB
liegen wird, und der Radius sei r. Wir bezeichnen jetzt mit PQ
die Lénge einer Strecke mit den Endpunkten P und @ &°'f der Gera-
den ACDB und vereinbaren, da8 P3 pesitiv ist, wenn P links von

Figur 3
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Q liegt, andernfalls ist es negativ zu nehmen. Beli dieser Fest-
setzung gilt némlich 2iir jeden Punkt R die Regel PQ = PR + RQ,
und es ist immer RP = -PR. Die Bildkreise liegen genau dann kon-
zentrisch, wenn A'C' = D'B' gilt. Um hieraus X zu bestimmen,
schreiben wir diese Gleichung auf Grund der eben genanntean Re-
gel in der Form
A'X + XC' = D'X + XB',

aus der Definition der Abbildung folgt hieraus

r°  r T r2

"X~ *18 -

Betrachtet man AX als Unbekannte x und driickt die anderen X ent-

haltenden GroBen durch AX aus (z.B. DX e DA + AX), s0 bekommt

man die quadratische Gleichung
X?(DB - AC) + 2AC » 4D + X - AB « AC + AD = O.

Thre Diskriminante ist AS°AD® + (DB - AC)+ABsAC-AD,

unter Benutzung der obigen Regel rechnet man aus, daB sich hier-

fir die stets positive GrdBe AC+AD+BD<BC ergibt, d.h. die qua-

dratische Gleichung hat zwel Ldsungen. Es gibt also zweil Punkte,
die man als Mittelpunkte von Spiegelkrelsen nehmen kann (der

Radius ist beliebig), so daB die Bilder der gegebénen Kreise kon-

zentrische Kreise werden. Man kann zeigen, daR einer dieser “it-

telpunkte im Inneren des kleineren, der andere im AuBeren dr -
griBeren Krelses liegt.

Als Anwendung behandeln wir folgende Aufgabe:

Gegeben sind zwei ineinanderliegende, nicht konzentrische Krei-

se K, und K2. Zwischen beide Kreise

werden weitere, !.C.1 von innen. K2 von
auBen beriihrende Kreise einbeschrie-

ben (FPigur 4).

a) Auf welcher Linie liegen die Mit-
telpunkte dieser Kreise?

b) Auf welcher Linie liegen die
Beriihrungspunkte?

c) K, und K, mGgen so beschaffen sein, daB sich die Kette der
einbeschriebenen Kreise schlieB8t. Unter dieser Voraussetzung
s0ll gezeigt werden: zeichnet man eine andere solche Kette,
80 schlieBt sich diese ebenfalls,

Die Aufgabe ist leicht zu l5sen, wenn man durch Spiegelung an

einem geeigneten Kreis K, und K2 in konzentrische Kreise iiber-
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fithrt. Bei der Spiegelung am Kreis werden ja aus sich beriihren-
den Kreisen wiederum sich beriihrende
Kreise, =o daB man nun die in Figur
5 vorliegende Situation zu betrach-
ten hat. In dieser Figur erkennt
wan sofort, daB sowohl die Mittel-
punkte der beriihrenden Kreise als
auch die Beriihrungspunkte auf je
einem Kreise liegen. Ferner ist zu
sehen, dsB es gleichgiiltig ist, an welcher Stelle man mit einer
Kette einbeschriebener' Kreise beginnt, wenn sich eine solche
Kette schlieBt, so schlieBen sich alle (sie gehen ja durch
Drehung um den Mittelpunkt der konzentrischen Krelse auseinan-
der hervor). Dieser Sachverhalt gilt dann auch fiir die Figur 4,
wenn man die Spiegelung am Kreis wieder riickwérts ausfiihrt.

Im nichsten Heft wird in einer letzten Fortsetzung der in Teill I
angekiindigte Satz tiber die Konstruktion mit dem Zirkel allein
bewiesen werden.

Bdrner

wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

L5sungen — —

(11/12.20): Wir fiihren die Losung fiir Vielecke mit geradzahli-

gen Seitenzahlen durch. P Pr 2

Zu jeder Ecke P; des Viel-

ecks gibt es eine, dile

P ihr diametral gegeniiber-

fJ Liegt (B,y)s da das Viel- |
eck regelmiéfiig und die An-

zahl der Eckpunkte gerad-

zahlig ist. Fir die Quadra- Bz Pt Pn

te der Abstédnde zu einem beliebigen Punkt A der

Peripherie gilt:

(TF)° + (:u?z)z boeet (TP50)° = ((u?,,) + (B, 1))

+ ((APQ) + (AP 2) Yoot ((Iﬁ—) + (I?en)g).
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Die Strecken Iﬁz und AP, (i = 1,...,n) sind nach
dem Satz des Thales jeweils Katheten im rechtwinkligen
Dreieck AAP.P mit der Hypotenuse 2R. Dann ist:

i 3 e B 2
(AF)° + (AP, ;)" = (2R)
Man erhdlt als die gesuchte Summe 4nRg.
Im Spegialfall n= 13, K = 1 erhdlt man 4.10 = 4{,

n+i

(9.213: ZunBchst wird das Parallelogramm ABCD durch die Diago-
nale AT in die veiden kongruenten 2 2 2y €
Dreiecke AABC und AACD pe- 2
teilt. Es glilt nun, daB AE

und BH Seitenhalbierende im %
Dreieck AABC sind. Daher I
teilt AE die Strecke BM im Verhdltnis 2:1. Analog wird
TM von AF im Verhdltnis 2:1 geteilt. Jomit wird BD 4n
drei gleiche Teile geteilt.

(11/12.21)t Der Punkt O liege im Inneren des Tetraeders ARBCD.
Wenn wir den Punkt C mit den Eckpunkten des Tetra-
eders verbinden, erhalten wir vier Pyramiden: ABCO,
ABDO, ACDO, BCDO. Es ist klar, daf dis Summe der Vc-
lumina dieser vier Pyramiden gleich ¢em Volumen des
Tetraeders ist. Bezeichnen wir den Flécheninhalt der
Seitenfléchen des Tetrseders mit 3, seine HBhe mit h
und die Abstédnde von O zu den Seitenfléchen mit h,,
hz, h5. ha, s0 erhalten wir:

1 1

& a5 °) 1
3 Sh = 3 bh,1 + 3

Sh, + 3 Sh; + 3 Sh,

,oder h = h, + h, + hy + h, .

Druckfehlerberichtigung!
In der Nr.1/68 ist uns ein bedauerlicher Druckfehler unterlau-~
fen. Auf der Seite ¢ (1.Abschnitt, 4.Zeile) muB es statt:

++e die man mit dem Zirkel allein 13sen kann ...
richtig heifen:

++e dle man mit dem Lineal allein 13sen kann ...
Wir bitten, dieses Versehen zu entschuldigen.
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iierausgegeben vom FWJ-aativ Jer Sektion h.atiematik an der Fried-
rich=5Schiller-Universitat Jena. Die Zeituny erscheint monatlich
zw. i‘reis von 0,20 [DN. desteilungen sind &n die iathematik-
lenrer der EO0S, 385 oder $pS zu richten. Einzelbestellungen kon-
nen direkt an unsere Adresse eingesandt werden.

iledaktion: Leitung: Eike Hertel, Giinter Horn
Ifitarbeiter: K,Fischer, H.leifner, N.Kuse, H,Peuker,
H,Schirrmeister, L.Staiger, W.Ulbrich,
R, Wackernagel

a.sch.oift der Redioktion: Sek}ion Mathematik
ena
llelmholtzweg 1
"WURZEL"=Redaktion

Primzahlen |

Man sagt, die Primzahlen bilden die Bausteine beim multiplika-
tiven Aufbau der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,.... Was versteht
man eigentlich unter einer Primzahl? Bekanntlich ist das Pro-
dukt zweier natiirlichen Zahlen wieder eine natiirliche Zahl.
Also gibt es natiirliche Zshlen, die sich sls Produkt von gwel
natiirlichen Zehlen, die beide grdBer als 1 sind, darstellen
lassen. Andererseits gibt es natiirliche Zahlen, die nicht Pro-
dukt von zwel natiirlichen Zahlen groBer als 1 sind, z.B. 2, 3,
5, usw. Solche Zahlen wollen wir Primzahlen nennen.
Definition:
Eipe Primzahl ist eine natiirliche Zahl groBer als 1,
die nicht Produkt von zwei natiirlichen Zahlen griBer
als 1 ist.
Wir stellen fest:
S at z 1: Eine natiirliche Zahl p ist dann und nur dann Prim-
S l zahl, wenn sie genau zwei natiirliche Teiler (1 und p)

hat. -

Bemerkung: Die natiirliche Zahl b heiBt Teiler der
natiirlichen Zahl a (in Zeichen b/a), wenn es eine
natiirliche Zahl ¢ gibt, so daBl a = bc gilt.

Beweis des Satzes 1:

wir haben zu zeigen: 1) tine Primzall hat nur zwel Teiler.

2) Hat eine natiirliche Zahl p pensu zwei Teiler, dann ist sile

i'"".r




Frimzahl. Der Beweis wird indirekt gefiihrt, d.h., wir gehen von
der gegenteiligen Annahme aus und fiihren diese auf einen Wider-
spruch.

1) Annshme: Die Primzahl p hat einen weitersn Teiler a,

1< a< p. Dann ist p =sb und 1< b= 2 <p, Algo miiBte p zu-

sammengesetzt sein im Widerspruch zur Primzahleigenschaft.

2) Hat p zwei natiirliche Teiler, so0 muB p > 1 sein.

Annshme: p ist keine Primzahl. Dann muB es eine Zerlegung

p =ab, 1 < a < p, geben. Da wére aber auch a ein Teiler von p,
und p hétte menr als zwel Teiler. Widerspruch!

S atz 2: Jede natiirliche Zakl n > 1 besitzt wenigstens

einen Primteiler.

Beweis:
n hat wenigstens einen Teiler gridBer als 1, z.B. n selbst. Unter

den Teilern von n, die grdBer als 1 sind, gibt es einen klein-
sten p, p > 1. p ist Primzahl. Denn wiire p zusammengesetzt,

p = ab (a,b > 1), 80 wiire p > a, und a widre ein kleinerer Tei-
ler von n als p.

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, n = ab (a,b > 1 und ohne Be~
schrénkung der Allgemeinheit a < b), so0 besitzt n sogar wenig-
stens einen Primteiler s+/n. Denn wegen a s b ist n > a? bzw,

& s\/n, und a hat nach Satz 2 mindestens einen Primteiler p, der
dann auch n teilt und p s as/n. Damit haben wir den

Batz 3t Jede zusammengesetzte Zahl n = ab (a,b > 1) hat
wenigstens einen Primteiler s\/n.

Wieviel Primzahlen gibt es? Diese Frage beantwortete schon
Euklid.

S atz 4: Es gibt unendlich vicle Primcahlen.

Beweis: (indirekt)

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen Pqr Poseees Ppe Wir
fiihren diese Annahme auf einen Yiderspruch, indem wir bildent

(1) P=pgepPyenep, + 1
Ick behaupte, P enthiili eine weitere l'rimzahl, die mit keiner der
Primzahlen Pqrsees P, bercin-tinnl.. Hpch Tatz 2 bocitzt nimllch
P mindestens einen irimteilur . i+ re otan q = 'y (V" ¥ k 5 n),
80 wire q ein Teiler vi ¥ uni ven ataearh, miiut.e al;o noed.

(1) auch ein Teiler v 0 1 no9s, v neiarldi- picht seirn Voo,

d.bi. unnere Arncadwes o0 0



Nun wenden wir uns dem eingangs erwihnten multiplikativen Auf-
bau der natiirlichen Zahlen zu. Dieser wird ausgedriickt in dem
Fundaementalsatz der Zahlentheorie
S I. Jede natiirliche Zahl n > 1 1EB8t sich als Produkt

von Primgzshlen

D = PqPyte+«*Pp

darstellen.
II. Diese Darstellung ist, sbgesehen von der Reihenfol-

ge der Faktoren, eindeutig.
Der Fundamentalsatz besteht alsoc aus zwel Teilen:
I. Die Existenz einer Primfaktorszerlegung
II. Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
Der Beweis von I ist siemlich einfach, von II dagegen recht
schwierig, weshalb wir ihn auf den gweiten Artikel verachieben
wollen. Wenden wir uns dem Beweis von I zus
Die Existenz ei Primfalkto H
Nach Satz 2 hat n wenigstens einen Primteiler p,. Wir kdnnen an-
nehmen, D, ist der kleinste Primteiler von n. Dann ist n = p,04.
Entweder ist ny = 1, dann ist n gleich der Primzahl p, (Und man
ist fertig!), oder n, > 1. Im letzteren Fall wlederholen wir das
Verfahren: Nach Satyu 2 ha® n, wenigstens einen Primteiler Pos
den wir wieder als den kleinsten Primteiler von n, annehmen kdn-
nen. Folglich ist n = P4PoN;. Bol Fortsetzung des Verfahrens er-
hélt man schlieBlich r : pPaPs®««« Pylye Dabel ist n > n4 >.ce> Dyt
Dsher muB an eine Stelle k = r kommen, so daB n = 1 ist. Jetzt
bricht dss Verfahren ab, und es ist n = p,‘pa-...-pr als Produkt
von Primzahlen dargestellt.
In der Darstellung n = P4Po*eee Py konnen gewisse Primzahlen
eéinander gleich sein. FaBt man gleiche Primzahlen zuseammen, S0

erhiilt man die kaponische Zerlegung von n in Primfektoren:

(2) n-= p1a1p2az' LR 'pkAHl

In (2) sind die py verschiedene Primzahlen, die a,; natiirliche
Zahlen.

Ir. rer. nat. habil.
: ». Vréatzel

~~uent an éer Sektion Mathematik
¢or Friedr.-Schiller-Universitét
Ccena
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AUFGABEN (Serie 3/68)

9.Klasse: (9.27) Gegeben sei ein Kreis S. Es ist der geometri-
sche Ort der Mittelpunkte der Sehnen, die
durch einen Punkt A flihren, gu bestimmen.

(9.28) Man bestimme a so, da8 die Gleichungen
X +ax + 1= 0 und x4 + axa +1=20
eine gemeinsame Ldsung haben.

10.Klasse: (10.27) Gesucht ist eine positive ganze Zahl, deren
Hédlfte ein vollstéindiges Quadrat, deren
Drittel eine vollstéindige Kubikzshl und
deren Fiinftel eine vollsténdige 5.Potenz ist.

(10.28) Man beweise:
Ist die Summe von 3 natiirlichen Zahlen durch
6 teilbar, so ist auch die Summe der 3.Po-
tenzen dieser Zahlen durch 6 teilbar.

11/12.Klasse:

(11/12.27) In einem Easten befinden sich 28 rote, 20

griine, 20 blaue, 10 weiBe und 10 schwarze

Kugeln. Wieviel Kugeln muB man mindestens

herausnehmen, um 15 Kugeln von einer Farbe
zu erhalten?

(11/12.28) Es ist zu zeigen, daB die drel Strecken, die
die Mitten der gageniiberliegenden Kanten ei-
nes Tetraeders vertinden, sich in einem Punkt
schneiden und durch diesen halbiert werden.

—— —
e —— —

Preisaufgabe (P. 15)

Auf der Strecke AB = a sei der Punkt N gegeben, s0 daB

I = x ist. Men errichte uber AN das gleichschenklige Drei-

eck AAMD mit der Héhe UJ, = giq und iiber MB dag gleich-

schenklige Dreieck ABMC mit der Hine 7C, = %qﬁ.

a) Man gebe den Flécheninhalt des Viecrecks ABCD els Funice
tion von x an: FABCD = f(x).

b) Welchen Grenzen unterliegt der Flicheninhalt Fypon

bel gegebenem " —_—— ) e

-




Fiir jeden vollsté@ndigen Lisungsweg der Preisaufgabe erhidlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir fliinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheldet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

‘Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner féllt, nimmt er automatisch an der nichstem Auslosung teil.
Die L8sungen sind unter dem Kennwort "Wurszel-Preisaufgabe" bis
zum 30, des Jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststem-
pels) an unsere Adresse einzuachickon.‘

Die Spiegelung am Kreis - eine geometrische Abbildung mit
interessanten Anwendungen Ill (SchiuB)

Wie angekiindigt soll jetzt der Satr von MOHR und MASCHERONI iiber
die Konstruktion mit dem Zirkel allein bewiesen werden. Zu die-
sem Zweck geben wir zundchst drei mit dem Zirkel allein durch-
gufiihrende Grundkonstruktionen an. In jedem Falle ist der Sple-
gelkreis K (Mitfelpunkt M, Radius r) vorgegeben.
GRUNDEKONSTRUKTIONEN:
G1) Gegeben ist ein beliebiger Punkt P. Es ist das Splegelbild
P' von P bezliglich K mit dem Zirkel allein zu konstruieren.
Fall a) Der Kreis um P mit dem Radius PM
K Q1 schneide X in zwei Punkten Q, und Q,.
Zeichnet man um Q und Q, Kreise mit
dem Radius Q¥ (= QLN = r), so liegt
— XP deren Schnittpunkt P' auf dem Strahl
‘P,und es ist P' das Bild von P, denn

. die gleichschenkligen Drelecke Q,MP
Figur 1 " 5 1

2 uné Q,!%P' haben den Winkel bei M ge-
meinsam, sie sind also ihnlich, und es gilt daker

= = I23‘1 , daraus folgt WP - M7 = rﬁ .
E T
I 8

Fall b) Cer Kreis um P mitv dem Radius T™W schnei-
+ det K nicht oder berihrt ihn. In die-

sem Falle ver-n-facht (sieche¥ ) man

.iv Strecke I'P iiber P hinaus bis zu

cinem Punkt P, (in Figur 2a ist n = 3),

Figur2a iir aen kall a) zutrifft.




P, kenn nach a) auf Pl':l abgsbildet werden, und durch Ver-n-fachen
der Strecke lA!P;1 erhiilt man P* 3 denn es ist

2 2
n WL 2 L.

H:Pn n-P MP

% Wie mar sllgemein eine Strecke AB mit
dem Zirkel allein verdoppelt, lehrt Fi-
gur 2b. Man beschreibt um B mit dem Ra-
R dius AB einen Kreis und beschreibt dort
bei A beginnend das regelmiBige Sechseck
ein. Durch Wiederholung dieser Konstruk-

Figur2b tion kann man AB auch ver-n-rnc'hen.

G2) Gegeben ist eine beliebige Gerade g durch swei ihrer Punkte
A und B. Es ist das Spiegelbild g' von g mit dem Zirkel
allein zu konstruieren.

Nach einem Satz aus Teil I ist g' ein Kreis durch M, der in M

eine zu g parallele Tangente hatv.
/R Hat er den Mittelpunkt X, so ist
2MX = MFY, wobei F der LotfuBpunkt
/B des Lotes von M auf g und F' dessen
/ Bild ist. Fermer ist

2 2
lel = I_-_' = % = 2“ = m' d.h.
R T

K

/é N das Bild H von X hat von M den 4op-

:\_: \g pelten Abstand wie F, Da umgekehrt
Figur3 X das Bild von H ist, lautet die

Konstruktion: man konstruiere H durch Schneiden der Kreise um

A (Radius AM) und B (Radius BN) und ermittle nach G1) das Bild

X von H. Der Kreis um X durch ¥ ist g'.

G3) Gegebed ist ein beliebiger Ereis X,. ¥s ist das Spiegelbild
K5 von K. nit dem 2irkel sllein zu konstruieren.
Es geniigt, den Mittelpurkt X des Bildkrelses Kﬁ zu bestimmen,
denn der Radius ergibt sich, wenn man einen Tunkt des Original-
kreises pgeméf G1) abbildet. %ir betrachten den Fall, daB der
“ittelpunkt W des Spilegelkreises auBerhaldb von K, liegt. Die
Tenpente von 4 an K, beriihre Kq in B, das Bild B' von B ist
dunn Beriinrunzspunkt der Tangente :BB' an K) (siehe Teil 11!),
Von B féllen wir das 1ot auf ¥X und erhaltrn den iufipunkt X,.

1



11 ist also das Bild von M bei einer Spiegelung an K1. Auf
Grund der Ahnlichkeit der Drei-
ecke MXI,B und MB'X gilt

4 —
8 %¥a= = also
A . W, =K5 - B5"= 2, a.n,
X ist das Bild von X, bei der
K Spiegelung an K. Man erhiélt also
) P2 X, indem man M (nach G1) ) an
Figur % 541 das erhaltene Bild an K spie-

gelt. Fir den Fall, daB K, den Punkt M umschlieBt, ergibt sich

dieselbe Konstruktionsvorschrift, der Leser mdge das nachpriifen!

Die Komstruktion l#Bt sich jedenfalls mit dem Zirkel allein

durchfiihren.

Nun kdnnen wir den Satz, daB jede 2irkel-lineal-Konstruktion

schon allein mit dem Zirkel durchfilhrbar iat, ohne Schwierig-

keiten beweisen:

Jede Zirkelkonstruktion besteht doch darin, deB man aus gegebe-

nen (zuweilen im Verlsuf der Komstruktion noch beliebig annehm-

baren) Punkten neue Punkte konstruiert, indem man folgende

Tétigkeiten ausfilhrt:

a) Je zwel gegebene Punkte verbinden und den Schnittpunkt der
Verbindungsgerader ermitteln,

b) zvel gegebene Punkte verbinden, um einen gegebenen Punkt ei-
nen Kreis beschreiben und die Schnittpunkte von Gerade und
Ereis ermitteln, \

c) Schnittpunkte von Kreisen um gegebene Punkte ermitteln.

Alle drei Tétigkeiten lassen sich mit dem Zirkel allein sus—

fihren. Fiir a) verwandelt man nach Grundkonstruktion G2) die

Geraden, dle ja nicht voll gezeichnet vorliegen, durch Spiegeln

an einem weitgehend willkiirlich wihlbaren Spiegelkreis K in

Ereise, die dann voll gezeichnet werden kdnnen. Ihr vom Mittel-

punkt M des Spiegelkreises verschiedener Schnittpunkt wird nach

Grundkonstruktion G1) an K gespiegelt und ergibt den gesuchten

Schnittpunkt der Geraden. Bei b) verwandelt man die Gerad> und

den Krels nach Grundkonstruktion G2) und G3) in zwei Kreise,

deren Schnittpunkte durch abermaliges Spiegeln die gesuchten

Punkte ergeben. Zu ¢) braucht n.n ohnehin nur den Zirkel.

e



Damit ist der Satz bewlesen. Der Beweis gibt zugleich ein Re-

zept, wie man bei jeder vorgelegten Aufgabe vorgehen kann:

Man iiberlegt sich eine Lineal-Zirkel-Ldsung und fihrt die ein-

gelnen Schritte wie bei a), b), ¢) angegeben mit dem Zirkel al-

lein sus! Dieser LSsungsweg wird jedoch manchmal recht unstbnd-

lich werden, und es gibt oft kiirzere LOsungswege. Als Beispiel

sel folgende Aufgabe genannt:

K P Gegeben ist eine Kreislinie K und
ein Punkt P auf K, gesucht ist die
Tangente durch P an K. Zur Lésung
wihle man einen Punkt Q auf K, be-
schreibe um Q einen Kreis 11 durch

T P, der K in 8 echneidet. Der Kreils
um P durch S schneidet xq im Punkt
Kq Figur5 P, der ein Punkt der Tangente ist.

Der Beweis fir die Richtigkeit der Konstruktion ist iiber den
Satz vom Sebnen-Tangentenwinkel leicht zu fiihren und soll dem
Leser iUberlassen bleiben.

W. Borner

wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Sghiller—Universitﬁt
era

Mathematikolympiade 1968

Am 20. und 21.Januar fanden die Bezirksausscheide der VvII. Olym-
piade Junger Hayhenatiker statt. "Wurzel"-Mitarbeiter besuchten
die Olympiaden der Bezirke Gera und Erfurt und brachten Tolgen~-
de interessante Lsungen mit:

Olympiadeklasse 10/1.Aufgabe

Beweisen Sie folgende Aussage:

Die Winkelhalbierende je eines Innenwirkels jedes Drelecks teilt
die gegeniiberliegende Seite in Abschnitte, von denen jeder klei-
cer ist als die dem Innenwinkel anliegende Dreiecksselte durch
e¢inen Endpunkt des betreffenden Abschnitts.

L5sung (von Thomes Grellmeamn, 35 Wilh. v. Huixboldt Nordhausen)
o%, In 4iRC gilt:

Cie Summe der Innen~inkel im Lr-deck ist 70
x + 4c + FALC = 1BG”



180° =a + B + v
3ADC =%y +p
d.b.: ¥ ADC > By

Da den grdSeren Winkel im Dreleck
immer die grdBere Seite gegeniiber-
liegt,folgt, daB im Dreieck A ADC

R O 8 } > a 1st. Entsprechend gilt auch im
ABDC a > e. Das Gleiche erh&lt man durch zyklische Vertauschung
auch fiir die durch die anderen Winkelhalbierenden gebildeten Ab-
schnitte.

Somit ist die Aussage fiir nicht entartete Drelecke bewlieszen.

Olympiadeklassen 11/12/2.Aufgabe
Es ist das Produkt ) ,
81n5%+£4n15° ¢ 81025° +84n35° +81n85° + 84055° + 84065° +81n75° - 81085° 1n
einen Ausdruck umzuformen, der aus natilrlichen Zahlen lediglich
unter Anwendung der Rechenoperationen des Addierens, Subtrahie-
rens, Multiplizierens, Dividierens sowie des Radizierens mit na-
tirlichen Wurzelexponenten gebildet werden kann.
Ldsung (von Harald Stibbe EOS Lobenstein)
Die Aufgabe kann geldst werden unter Verwendung der beiden Addi-
tionstheoreme
(1) 2s8in x *Bin y =cos(x=y) - cos(x+y)
(2) 2cos x *coB y =coe(x=y) + cos(x+y)
Nach (1) und mit Rilr‘tsicht darauf, da8 cos90° =0, erhllt man
281n5°81n85° = ¢0s80° )
Znin15°nin'?5° = c0860°
281n25°81n65° = cos40® > Multiplixation
281n35%81n55° = cos20°
v2 sina5° =1 J
1

%6V B =cos20°coes0°c0s60°¢0880° , wegen cos60° =%
ergibt sich 32.v2 8 =c0320°c0540°c0380°
Unter sténdiger Verwendung von (2) ergibt sich
64.v2 S =(cos20° + cos60°)c0380°
= (coszo" + -:lu_;)cm;ﬂﬂo
1282 5 = 2¢6520%c0s80° + cosfO®
zcost)® + et 4 c"-r:"'in .

-1 ~
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Olympiadeklassen 11/12/4.Aufgabe
Es sel y = £(x) eine fiir alle reellen Zshlen x definierte Funk-
tion, die fiir alle x folgende Gleichung erfiillt:
1) f(x +1) = (x + 1)L(x)
AuBerdem sei y = g(x) eine ebenfalls fiir alle reellen x defi-
nierte Funktion. Fiir alle x sei f(x) von O verachleden.
Beweisen Bie: Die Funktion ¢(x) = f£(x)-g(x) erfillt genau dann
fir alle reellen x die Gleichung
(2) p(x + 1) = (x + 1) p(x) ,
wenn g(x) eine periodische Funktion mit der Periode 1 ist.
Lsung (von Mathias Christ, EOS Armoldi, Gotha)
Eine periodische Funktion mit der Periodenlinge 1 muB der Glei-
chung g(x) = g(x + 1) geniigen. ;
Ich setze in der Gleichung ¢(x + 1) = (x + 1)+¢p(x) die Funktion
p(x) = £(x)+g(x) ein und erhalte
f(x + 1eglx + 1) = (x + 1)£(x) eg(x)
Da y = £(x) dle Gleichung (1) erfiGllt, kann man schreiben
(x + 1)£(x)+g(x) = (x + 1)£(x)+g(x)
Diese Gleichung kann ich durch 2£(x) dividieren, da £(x) fiir
alle x von 0O verschieden ist.
(3) (x + 1)eg(x + 1) = (x + 1)eg(x)
Ich nehme an, daB x $-1 und kann jetzt durch (x + 1) dividieren:
glx + 1) = g(x)
Durch équivalentes Umformen bin ich zu dieser Bedingung gekom-
men., Die Gleichung (2) ist also genau dann erfiillt, wenn diese
"Bedingung" gilt, d.h. wenn die Funktion g(x) eine periodische
Punktion mit der Periodenléinge 1 ist. Fiir x = =1 erhalte ich
(in (3) eingesetzt) 0-g(0) = Oeg(=1)
Die Gleichung ist fiir jede Junktion g erfiillbar. Die Funktion
g(x) kann deshalb an der Stelle x = =1 eine Sprungstelle suf-
welisen,

(11/12.22): Vine Zahl kann bei Division durch n die keste
- U0, 1,...,1n=1 lassen. Das sind inspesart n verschie-

1
H

dene Reste., leil n41 7riilen ool Lei der Division
durceh n nindectens ein Fest zweinsl guftreten. lide

¢ i fTereny van diesen Ledden Yanien, die den pleichen



Rest lassen, 1st durch n teilbar.
(Die Ldsung wurde von Hugo Reinhardt, EOS Heiligen-
stadt, K1.12B eingesandt)

(10.21): Es gilt: - 8ina cos
— tan a + cot « cosa*'ﬂﬁ

2

& gl 2 + CO
sgn oeCco8

= 8ln

(10,22): Aus (2) folgt x, y> O
und  lg(xy) = 3, d.h. xy = 1000
Unter Verwendung von (1) ergibt sich:
I x(x - 90) = 1000
x2 = 90x = 1000 = O
:‘1/2-#5* 20251-1000
= &5 . 55
==10 entfédllt als Ldsung, da x > O.
Man erhélt als Ldsung fiir das Glelchungssyatem:
x = 100
undy-‘lo

(9.23): 1.Analysis

In der nebenstehenden Figur gilt besziig- S
lich des Straehlpunktes S nach dem

Strahlensatz £ = § . Besiiglich des

b
Strahlpunktes T gilt § = 3 . 4

Dann erhdlt man nach Multiplikation
2 2
a _ b
od = el M

Daraus folgt, da a, b 4 0, a = b. A Q b 8
2.Konstruktion

Es wird ein Punkt S so gewdhlt, daB die zu IB parallele
Gerade Aie Seiten XS und BS des Dreiecks AABS schneidet
(8. Skizze). Dann werden dle so entstandenen Schnitt-
punkte mit den Punkten A und B durch Geraden verbunden,
die im entstandenen Trapez Diagonalen sind. Die Gerade,
die vom Schnittpunkt dieser Geraden und vom Punkt S be-
stimmt wird, halbiert AB. (Beweis folgt aus 1,)
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