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Einleitung

1. Hinweise zum Aufbau und zur Verwendung
der Unterrichtshilfen

Die vorliegenden Unterrichtshilfen wurden auf der Grundlage des Lehrplans ausgearbeitet.
Alle Aussagen dieses Buches zu der methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrichts sind nicht verbindlich, sondern stellen Empfehlungen dar.

Im folgenden werden die Funktion und die Art und Weise der Nutzung der Unterrichts-
hilfen erldutert.

(1) Dem Jahreslehrgang, jedem Stoffgebiet, jedem Stoffabschnitt und einzelnen Themen
sind Vorbemerkungen vorangestellt. Darin werden die Hauptanliegen, die mit der Behand-
lung des jeweiligen Stoffes verbunden sind, in knapper Form dargestellt. Der Stoff wird in
die Linienfithrung des Lehrplanes eingeordnet, und es werden wesentliche Ziele der Bildung
und Erziehung genannt.

Deshalb beginnt jede richtige Verwendung der Unterrichtshilfen mit dem Studium der jewei-
ligen Vorbemerkungen.

Ohne Kenntnis des dort Gesagten ist eine richtige Wertung und Einordnung der Einzelhin-
weise, in denen nicht stindig allgemeine Zielstellungen wiederholt werden, nicht méoglich.

In den Vorbemerkungen werden Ubersichten iiber die Struktur des zu vermittelnden Stoffes
zur Orientierung fiir den Lehrer angegeben, die zum Teil aber auch zur Systematisierung im
Unterricht eingesetzt werden kénnen. 7
Die zu einzelnen Stoffabschnitten enthaltenen Leitfragen konnen zur Zielorientierung iiber
den gesamten Stoffabschnitt hinweg wie auch fiir die einzelnen Lerneinheiten sowie fiir
Teil- und Gesamtzusammenfassungen verwendet werden.

(2) Zur Unterstiitzung der Plankontrolle werden Ubersichten zur Jahresstoffverteilung in

- Form von Diagrammen vorangestellt (zwei Varianten). Mit ihrer Hilfe kann der Lehrer be-
stimmen, bis zu welchem Zeitpunkt im Schuljahr etwa die Behandlung der einzelnen Stoff-
abschnitte abgeschlossen werden sollte. |

(3) Die Unterrichtshilfen enthalten einen Abschnitt mit Aufgaben fiir tiigliche Ubungen und
Wiederholungen. Diese Aufgaben konnen zur Festigung des Grundwissens und der grund-
legenden Fihigkeiten und Fertigkeiten sowie zur Sicherung des Ausgangsniveaus fiir die
Behandlung neuen Stoffes dienen und beziehen weitgehend auch zuriickliegenden Stoff ein.
Sie sind nicht den einzelnen Lerneinheiten zugeordnet, damit der Lehrer selbst, entspre-
chend den Erfordernissen in seiner Klasse, Auswahl, Anordnung und Zeitpunkt des Ein-
satzes bestimmen kann.

Ein erheblicher Teil der Aufgaben soll ledxgllch bestimmte Typen charakterisieren, nach
denen der Lehrer ohne grofie Miihe den Erfordernissen in seiner Klasse entsprechend selbst
weitere Aufgaben bilden kann.

(4) Zu jedem Stoffgebiet und zu jedem Thema sind Kontrollaufgaben bzw. -fragen formuliert,
hiufig geeignete Lehrbuchaufgaben. Damit wird versucht, das am Ende der Behandlung
des Stoffgebietes oder des betreffenden Themas zu erreichende Ziel moglichst genau zu kenn-

\
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i zelclmen Es ist dabe1 Zu beachten, daB dle Kontrollaufgaben zum’ Stoﬁ'gebxet mcht emfach
als Summe der Kontrollaufgaben zu den einzelnen Themen zu betrachten sind. Bei der Be-
. handlung einzelner Themen werden mitunter nur Zwischenziele auf dem Weg zu den um-
fassenderen Zielen verfolgt, die sich in den Kontrollaufgaben zum Stoff widerspiegeln.
Die Kontrollaufgaben sind in ihrer Zusammenstellung nicht als Muster fiir Klassenarbeiten
gedacht, wohl aber konnen und sollten solche Aufgaben zu Kontrollen verschiedener Form
verwendet werden, auch als Hausaufgaben. Des weiteren werden durch die Kontrollauf-
gaben auch nicht alle Ziele des Lehrplans erfait. Ihre Hauptfunktion besteht darin, daB am
Grad der Bewiltigung solcher Aufgaben durch die Schiiler der Lehrer ,,ablesen“ kann, in-
wieweit vor allem Ziele im Bereich des Wissens und Konnens erreicht wurden.
(5) Zur Steigerung der Anforderungen an die selbstindige und schopferische Arbeit im Pro-
zeB des Eindringens in die Problematik eines  Stoffgebiets sollten auch Eingerfristige sowie
vorbereitende Hausaufgaben gestellt werden. Dabei sollten auch Schiilervortriige in die Arbeit
einbezogen werden. Auf den Seiten UH 21 und 128f. werden' Vorschlidge fiir Schiiler-
vortrige in Ubersichten angeboten. Dabei ist vermerkt, in welcher Lerneinheit der Vortrag
aufgegeben und in welcher Lerneinheit er gehalten werden kénnte. In den methodischen
Hinweisen wird darauf Bezug genommen.
(6) Fiir jedes Stoffgebiet ist cine Stoffverteilung angegeben. Die dort vermerkten Themen
decken sich in Abfolge und Inhalt in der Regel mit den Lerneinheiten des Lehrbuchs. Diese
Stoffverteilung ist ebenfalls nur ein moglicher Vorschlag. Sie muB durch den Lehrer in den
Zeitablauf des Schuljahres unter Beriicksichtigung der Zeit- und Stundenplanung an der
eigenen Schule eingeordnet und gegebenenfalls auch inhaltlich erginzt, abgewandelt oder
weiter konkretisiert werden.
(7) Fiir jedes Thema'sind die wesentlichen Ziele angegeben. Sie kennzeichnen, welcher Zu-
wachs an Wissen und K6nnen und an Einsichten bei den Schiilern erreicht bzw. welche Er-
kenntnisse erweitert, welche Fihigkeiten und Fertigkeiten weiter ausgeprigt werden sollen.
Auch mit dem' Stoff in enger Bezichung stehende Erziehungsziele werden genannt. All-
gemeinere Ziele im Bereich der ideologischen Bildung und Erziehung und der Fihigkeits-
entwicklung, die nur'iiber einen groBeren Zeitraum hinweg erreicht werden konnen, sind im
allgemeinen in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten und -abschnitten genannt.
(8) Im AnschluB an die Ziele sind fiir jedes Thema Schwerpunkte formuliert, die im Falle
mehrerer Stunden auf die einzelnen Stunden aufgeschliisselt sind.
(9) Die methodischen Hinweise sind insgesamt so angelegt, daB sie eine flexible Nutzung er-
lauben. Sie enthalten keine vollstindig dargestellten Stundenabliufe. Sie beziehen sich auf
die angegebenen Schwerpunkte, deren Abfolge nicht in jedem Falle notwendigerweise ein-
zuhalten ist. So wird man wohl zu Beginn einer Unterrichtsstunde oder in der ersten Stunde
einer Lerneinheit das im LernprozeB anzustrebende Ziel formulieren und motivieren. Die
Sicherung des Ausgangsniveaus kann aber sowohl vor der Erarbeitung des neuen Stoffes als
auch in unmittelbarer Verbindung damit erfolgen. In den Hinweisen wird deshalb z. B. nur
gesagt, was an Wissen und Kénnen vorausgesetzt werden muB und wie man es erneut bereit-
stellen konnte, aber nicht in jedem Fall, wann das im Unterrichtsablauf geschehen sollte.
Diese Detailplanung ist vom Lehrer selbst vorzunehmen. Zeitpunkt und Umfang von Haus-
aufgabenkontrollen, kurzen Leistungskontrollen und dergleichen werden ebenfalls vom
Lehrer selbst festgelegt.
Fiir die Erarbeitung sind mitunter logisch aufeinanderfolgende Schritte genannt. Entscheidet
man sich fiir den vorgezeichneten Weg, so sind im allgemeinen auch diese Schritte einzu-
halten.
Fiir die Festigungsphasen sind hiufig mehrere Moglichkeiten angegeben, aus denen der
Lehrer auswihlen kann. Die dort genannten Aufgaben konnen fiir die auch in der Abitur-
stufe regelmiBig zu erteilenden Hausaufgaben genutzt werden, ohne daf§ das immer erwihnt
wird. Der Lehrer sollte die methodischen Hinweise fiir die zu behandelnden Themen recht-
zeitig lesen, um insbesondere Vorschlige fiir vorbereitende Hausaufgaben nutzen zu kénnen.
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Im Kleindruck eingefiigte Bemerkungen beziehen sich meistens auf fachliche Probleme, die
jedoch im allgemeinen nicht im Unterricht zu behandeln sind.

(10) Fiir die Stoffabschnitte ,,Ubungen und Anwendungen* findet der Lehrer u. a. Hinweise
zur Behandlung bestimmter Aufgabenkomplexe und Aufgabentypen sowie auch einzelner
Lehrbuchaufgaben.

2, Zum Mathematikunterricht in Klasse 12

Grundlegende Ziele des Mathematikunterrichts in Klasse 12

Im Mathematikunterricht dér Klasse 12 sind drei wesentliche Aufgaben zu bewéiltig‘en:

(1) Fortfiihrung und AbschluB des Analysislehrgangs

Die Schiiler lernen weitere Klassen nichtlinearer Funktionen und deren Dliferentlatlon

und Integration kennen (LP 50ff.). Zugleich ist das in der Infinitesimalrechnung in

Klasse 11 erworbene Wissen und Konnen zu vertiefen und anzuwenden. Die Schiiler

sollen nach AbschluB des Analysislehrgangs in der Lage sein,

- Funktionen der behandelten Klassen zu differenzieren und auf Nullstellen, Pole, lokale
Extrema und Verhalten im Unendlichen zu untersuchen, :

— Stammfunktionen zu gegebenen Funktionen zu bestimmen und bestimmte Integrale
zu berechnen,

— Kenntnisse aus der Infinitesimalrechnung zur Inhaltsberechnung nicht allseitig ge-
radlinig begrenzter Flichen und zum Losen einfacher Anwendungsaufgaben aus Na-
turwissenschaft und Technik anzuwenden,

— beim Lésen von Aufgaben Losungsschritte durch Anwendung behandelter Defini-
tionen und Sitze zu begrunden

(2) Einfiikrung in die Vektorrechnung und analytische Geometrie

In einem geschlossenen Lehrgang lernen die Schiiler Beispiele fiir Vektoren und das
Rechnen mit Vektoren kennen. Zwar wird der Lehrgang bis hin zur Definition des all-
gemeinen Vektorraumbegriffes gefiihrt, doch liegt der'Schwerpunkt auf dem Kennen-
lernen eines geeigneten-Modells fiir einen Vektorraum, das die Schiiler im weiteren Un-
terricht zur Losung von Grundaufgaben der analytischen Geometrie der Ebene und des
Raumes verwenden konnen. Hierbei erfolgt eine Beschrinkung auf die analytische Un-
tersuchung von Gerade, Kreis und Kugel (LP 411f.). Die Schiiler sollen nach AbschluB
des Stoﬁ‘gebletes vor allem ) ‘
— mit Vektoren rechnen, ‘ 4 .
— Aufgaben, in denen Bezichungen zwischen Geraden oder zwischen Gerade und Kreis
in einer Ebene bzw. im Raum auftreten, und ‘
- Anwendungsaufgaben aus Naturwissenschaft und Technik mit Mitteln der Vektor-
rechnung und der analytischen Geometrie 16sen kénnen.
Auf der Basis einer anschaulichen Behandlung geometrischer Sachverhalte soll dabei -das
Raumvorste]lungsvermogen der Schiiler weiterentwickelt werden.

3) Gesamthederholung zur Vorbereztung auf die Rezfeprufung

In Klasse 12 sind die Schiiler in einem bereits in Klasse 11 einsetzenden, langfristigen
ProzeB umfassend auf die Reifepriifung vorzubereiten und zur Hochschulreife zu fiihren.
Deshalb ist ein HochstmaB an Selbstindigkeit in der Arbeit der Schiiler anzustreben. Das
Losen von Aufgaben komplexen Charakters tritt in den Vordergrund. Dabei sollen die



Schiiler wesentliche Begriffe, Sitze und Verfahren, die sie im gesamten Mathematik-
lehrgang kennengelernt haben, wiederholen und anwenden. Das Arbeiten mit mathe-
matischer Literatur, vor allem mit dem Lehrbuch, mit Nachschlagewerken und zusitz-
licher Literatur, das Anfertigen von Hausarbeiten (z. B. zu komplexen Aufgaben, fiir
Wiederholungen und Systematisierungen), das Bearbeiten von Auftrigen (im Lehrbuch
durch Kreise gekennzeichnet) und das Gestalten von Schiilervortrigen sind geeignete
Methoden in dieser Klassenstufe. In umfassender Weise wird im Lehrplan auf die Ziele
und Aufgaben sowie auf die methodische Gestaltung des Unterrichts in der Abiturstufe
-orientiert (LP 7 bis 15).

Im Lehrplan (8. 16) wird auf die Moglichkeit verwiesen, die beiden Stoffgebiete in Klasse 12

parallel zueinander zu behandeln. ‘ )

— Behandelt man die beiden Stoffgebiete nacheinander, so hat man den Vorteil geschlossener,
konzentrierter Lehrginge. Es ergibt sich jedoch eine lingere Pause vom Ende der Klassen-
stufe 11 bis zur Wiederaufnahme des Analysislehrganges. Deshalb ist zu empfehlen, das
Grundwissen aus der Analysis auch wihrend der Behandlung der Vektorrechnung und
analytischen Geometrie stindig zu festigen und zum anderen einen Teil der Stunden, der
im Stoffabschnitt 1.6 fiir Ubungen und Anwendungen vorgesehen ist, ans Ende der Be-
handlung des 2. Stoffgebietes zu verlegen, damit in der unmittelbaren Vorbereitung auf
die Reifepriifung auch hinreichend Zeit fiir die Festigung des Wissens und Konnens aus
der Vektorrechnung und analytischen Geometrie zur Verfiigung steht. -

— Behandelt man beide Stoffgebiete teilweise parallel, so kann der Analysislehrgang ohne
lingere Unterbrechung wieder aufgenommen werden. Die Festigung des grundlegenden
Wissens und Konnens kann rationell betriecben werden. Man sollte bei dieser Variante
darauf achten, daB die Behandlung des Stoffabschnitts 2.2 (Logarithmus- und Exponen-
tialfunktion) dennoch méglichst konzentriert erfolgt und daB die Additionstheoreme
(Stoffabschnitt 1.4) zur Verfiigung stehen, wenn sie in der Analysis bendtigt werden
(Stoffabschnitt 2.3). Wihrend der Parallelbehandlung sollten dann ca. 2 Std. analytische
Geometrie und 3 Std. Analysis wochentlich betrieben werden (.~ UH 10). Am Ende der
Behandlung steht ein groBerer Stundenkomplex zur Verfiigung, der sich aus den Stoffab-
schnitten 1.6 und 2.4 ergibt und fiir Ubungen und Anwendungen aus beiden Stoffge-
bieten und umfassende Wiederholungen genutzt werden kann.

Fiir beide Varianten wird in der Ubersicht zur Jahresstoffverteilung eine Empfehlung ge-
geben. ‘

1

Ubersicht zur Jahresstoffverteilung

Hinweis: Die folgende Ubersicht sollte unter Beachtung der Ferien, des Stundenplanes an
der Schule usw. in den jeweiligen konkreten Schuljahresablauf eingeordnet werden. Dazu
konnen zusitzlich Monats- und Wochenangaben eingetragen werden. Eine solche Ubersicht
kann auch im Fachunterrichtsraum ausgehingt werden.



) th%e&stoﬁ”berteilung

VarianteI: ‘Ndcheinanderbehahdlung der Sfoffgebieté (5 Stunden je Woche)

Stoffabschnitte Std| ’ Geplante Unterrichtswochen A \
1121314|5(6(7|8|9|10(11(12{13{14|15|16(17(18|19|20|21|22|23)|24|25

11 Verschiebungen 1 2
und Vektoren

N B

12 Kornponenten-u. Ko- 2|
- ordinatendarstellung

A 4

v

13 Analytische Geome-| 13
trie der Geraden

14 Skalarprodukt und 3
Anwendungen

v

15 Analytische Geome- 7
trie des Kreises

16 Ubungenund | ;5
Anwendungen .

v

v

2.1 Wiederholungen 5

22 Logarithmus-u. Ex- 5
ponentialfunktionen

v

v

2.3 Winkelfunktionen 20

24 Ubungenund | 48]
Anwendungen ;

Variante I: Nebeneinanderbehandluhg der Stoffgebiete

Stoffabschnitte Std. Geblante Unterrichtswochen
112131415(6|7|8]910|1|12]13{14|15]|16|17|1819|20|21|22|23|24|25

1.1 Verschiebungen 2
und Vektoren

v

12 Komponertten-u. Ko- » 1IN
ordinatendarstellung :

13 Analytische Geome-| 43 i >
trie der Geraden :

7.4 Skalarprodukt und 3 '
. Anwendungen ‘

R

1.5 Analytische Geome- 7
trie des Kreises

16 Ubungen und 5
Anwendungen

2.1 Wiederholungen 5

v

v

2.2 Logarithmus-u. Ex- | 45
jponentialfunktionen

2.3 Winkelfunktionen 20

\ 4

v

24 Ubungen und 18
" Anwendungen
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Aufgabén' fiir te’igliche Ubungen und 'Wiedérlytrolun'g‘en :

Auch in der Abiturstufe sollten hiufig relativ elementare Aufgaben in die Ubungen einbe-
zogen werden, wobei eine Verbindung mit komplexen Aufgaben des jeweils zu behandelnden
" Stoffes anzustreben ist. Zur Nutzung der Aufgaben beachte man die Hinweise, die zum Auf-
bau und zur Verwendung der Unterrichtshilfen gegeben werden (UH 6).

Im folgenden sind sowohl Aufgaben aus dem Stoff, der bis zum Ende der Klasse 11 behan-
delt wurde, als auch Aufgaben aus dem Stoff der Klasse 12 erfa3t. Je nachdem, ob die beiden
Stoffgebiete in Klasse 12 nacheinander oder teilweise nebeneinander behandelt werden,
konnen die Aufgaben den tiglichen UUbungen im Rahmen der einzelnen Stoffabschnitte ent-
sprechend zugeordnet werden. Empfohlen wird beim Nacheinander der Behandlung der Stoff-
gebiete, daB wihrend der Behandlung der Vektorrechnung und analytischen Geometrie
Grundaufgaben der Infinitesimalrechnung in die tiglichen Ubungen einbezogen werden, und
beim Behandeln der abschlieBenden Stoffabschnitte der Analysis stindig einfache Aufgaben
~ der Vektorrechnung und analytischen Geometrie von den Schiilern gelost werden.

Es sollten moglichst viele Aufgaben bei hohem Arbeitstempo im Kopf gelost werden.
Einige Aufgaben konnen an der Tafel vorgegeben werden. Die Schiiler schreiben die Losung
ohne Zwischenrechnung nieder. Andere Aufgaben eignen sich als Hausaufgaben. Man
kann auch Komplexe solcher Aufgaben im Klassenraum aushingen und zur selbstindigen
Festigung dem Schiiler empfehlen. In regelmiBigen, relativ kurzen Abstinden (z. B. alle
zwei Wochen) konnen verstirkt solche Aufgaben in Ubungsstunden einbezogen werden. Die
Schiiler kénnen sich selbst am Bilden dhnlicher Aufgaben beteiligen.

(1) Rechnen mit Zahlen
1.1 Berechnen Sie!
- a) (+11)2 — 125 + (=77) — (-5)°

- N )
o f15,3 +17,661-]—13,5| | ﬂA/‘;_%'@-;

816

o(-2(+3)-3):(-3)

1.2 Geben Sie jeweils drei verschiedene rationale Zahlen an, die zwischen den Zahlen

1 ,
a) 0,456 und 0,457, b) — 35 und — —é— liegen!

1.3 Beweisen Sie, daB die Ungleichung a < a .zl- b

. mit a < b gilt!

< b fiir alle rationalen Zahlengund 5

1.4 Ordnen Sie der GroBe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl! \;

3 11 - 7 78
A2 ——5 +—; +1, = =
+1,12 55t +1102? < %
1.5 Geben Sie als Dezimalbriiche an!
3 3 1 7
Vi My 97 91

11



1.6 Ermitteln Sie das k. g. V. von

a) 25;35;75, b) 17;18; 25, c) 9;15; 21, 25!
1.7 Zerlegen Sie in Primfaktoren!

a) 125 b) 190 ¢) 1250  d) 863
1.8 Berechnen Sie! i

a) /25600 B327 o625 a),/0,09
(2) Umformen von Termen mit Variablen
2.1 Vereinfachen Sie folgende Terme!

a)z—Tz+8)—(Ty —2z+3)

b) Tr [Srs - 2r (—;—r - 3r2s + SS) - 12rs2]

1 4 2 5 4
C) '5‘(1 + (';a - ?b) - (—2—7(1 + Eb)
© 2.2 Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus!
2) 15,255 — 3r2s + 45rs% ~ 75352

b) —:-x‘*yzz3 - 0,75x%yz2 + 17xyz*
2.3 Multiplizieren Sie aus!

a) (0,65x — 2y2) (13x"’ - —;— y3)" b) 2d — 7e* + 5f?) (—t%- + -1; - 77;)

. 1 2
¢) (0,76 — bc)®> — (13a + 5b) (13a — 5b) + (7c + ?d)

2.4 Schreiben Sie als Produkte!
9
a) x2 +4x + 4 b) Esz —-0,16:2 " ¢) r? + 14r + 49

2.5 Vereinfachen Sie folgende Terme!

a) (r4° b) (0,2m*n*)? ) (xy?z%)~*
yv715,3 5
x'y>z e) (

W —sz . 3x“) . 0,2x3

— - 3
DY* /T B i
, _ \/5 1- \/;
16275° * [27x%7* s s
25¢%ds . D 64z° m) 625m
2.6 Bestimmen Sie den Wert der folgenden Terme!
a) a? + b b) la| + |b] ¢) alb + c)

N

X))

fiira = 0,7; b= +%; c= -1,6

D0a+b ela-b Hla-b|
fira=23undb = -38

12



2.7 Formen Sie die- folgenden Terme um, und bestimmen Sie fur n= 4 den Wert dleset

Terme!
i

(a@-2)! - ‘l 1

2) n + D!
n!

n+2)!

c)‘

arnt Yot ar

(3) Lisen von Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen

3.1 Losen Sie folgende Gleichungen bzw. Ungleichungen (x € P)!"

3.2

a) 6x =0
d)3*-5=176
g x*-4<0 .

)x3—-x=0

D x?2=x

0) 3a+8 <12+ 2a

x+5

1 '

x=——' = 2
b) 2% = — 957 &2
e) 3x2 —12x =15 flogax = -3
B Jx — 2] < —
k) cos 3x = —1

. 1-r
m)x? < x n) 5 <4

2 -x

p)dx +5 <13 q) 0 > 2(x — 2)

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme!

a)3dx+y=9

2x —y = -1

S)x+y=2
x—-y=1

b) 22 —4—z =0
33a+3-22=0
d) 3a+ 4b— 6=0

27a + 36b — 54 = 0

4) Untersuchen von Funktionen

4.1

4.2

4.3

e) fix) = x| -3

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktlonen' Geben Sie den maximalen Defini-
tions- und Wertebereich der Funktionen im Bereich der reellen Zahlen an!

D) =2x+4 b FO) = x-t
D) =3/x+05 e f(x) ==x*

f) f(x) = 3-cos2x 8)f(X)=}-x3—1 :

) f(x) ;%xz -2
—4x + 475

h) fx) =(gx) +1°

i) Bestimmen Sie die Schmttpunkte der Graphen der in a) und b) gegebenen Funk- i

tionen!

Geben Sie Intervalle an, in denen die folgenden Funktionen monoton fallen bzw mono-

ton wachsen!

a)f(x)=x>*+x-6 b) f(x) = %-sin 3x g) f(x) =3*

&) fO) = |x] -2 €) f(x) =15-cotx  f) f(x) = [sinx]|_

Er_mittelh Sie die Nullstellen folgencier Funktionen! - <
D) =x-x-2 BfH=2x-1+1
)fxX)=2x+x2—-x 4d)f(x)=2*-38

f) f(x) = cos 4x

13
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5)

5.1,

5.2

5.3

5.4

(6)
6.1

6.2

6.3

6.4

14

Winkelfmiktionén
Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen! ;
. . 1,
a) f(x) = sin 2x b) f(x) = sin 3x ¢) f(x) = 5 sin x
: 1
d) f(x) = sinix ) f(x) = 3 sin 2x f) f(x) =cosx
g) f(x) = tan x h) f(x) = cotx i) f(x) = tan 2x
Umrechnung GradmaB/Bogenma8 (Tafel oder Rechenstab festlegen) -
a) b c) d) e) @
X (in Grad) 75 . 130 178
. . 24 Tt R
x (in Radiant) 3 T 0,3491 3,3859
Aufsuchen -von Winkelfuriktionswerten (Tafel bzw. Réchenstab festlegen)
a) sin 61,3° ’ b) sin 1,3 ¢) sin (—82,5°
cos 49,6° cos 0,35 . cos (—43,6°)
tan 72,5° tan 0,96 tan (—26,1°)
cot 9,4° cot1 cot (—55,5°)
&) sin-;i e) sin 135,2° f) sin 235,2°
T .
cos-§- » cos 172,6° cos 318,1°
3z ‘
tan 5 tan 100,3° tan 293,8°
o
cot 3 * cot 145,1° cot 333,3°
Ermitteln Sie allé Losungen x (x € P), fiir die folgende Gleichungen gelten!
a) sinx = 0,9150 b) cos x = 0,3939 ¢) tan x = 2,006
d) cotx = 0,6273 - e) sinx = —0,3649 f) cosx = —0,9813
g) tan x = —0,5206 h) cot x = —4,050
Aufgaben aus der Geometrie
Ermitteln Sie das Bild eines Dreiecks ABC bei einer Verschiebung, die durch den
- —
Verschiebungspfeil AD bestimmt ist, wobei D der Mittelpunkt der Seite BC ist!
Ermitteln Sie das Bild eines Parallelogramms ABCD bei einer Drehung um 4 um den
Winkel x = 90°!
Ermitteln Sie das Bild eines gleichschenkligen Trapezes ABCD bei einer Spiegelung an
der durch die Diagonale BD bestimmten Geraden!
Ermitteln Sie das Bild eines Kreises mit dem Radius  bei einer zentrischen Streckung

mit dem auBerhalb des Krelses gelegenen Streckungszentrum Z und dem Streckungs-
faktor k = 3!
Vergleichen Sie d1e Umf“ange und Flachemnhalte des Original- und Blldkrelses'



6.5

6.6
6.7

6.8

6.9

‘Berechnen Sie den Fla.chenmhalt eines rechtwinkligen Drelecks mlt den Langen der

Katheten ¢ =-50cm, b = 120cm!
Bgstxmmen Sie die Anzahl der Diagonalen in einem konvexen 5-Eck (6-Eck, n-Eck)!

Bérechnen Sie das Volumen einer Pyramide mit_einem gleichseitigen Dreieck (Seite
a = 2) als Grundfliche und der Hohe & = 2+ 4/3!

In einem Rhombus ABCD sei ein Viereck EFGH eingezeichnet, dessen Eckpunkte die
Mittelpunkte der Seiten des Rhombus sind. Vergleichen Sie die Flicheninhalte des
Rhombus ABCD und des Vierecks EFGH! Beweisen Sie Thre Vermutung!

Konstruieren Sie zu einem Dreieck 4BC den Ihkreis und den Umkreis!

6.10 Bestimmen Sie die Linge einer Raumdiagonalen eines Quaders mit den Kantenldngen

a, bund c!.

" 6.11 Gegeben ist ein Parallelogramm ABCD mit AB = 12,0cm, AD = 5,0cm und

Q)
71

1.2

0}
8.1

8.2

8.3

)
9.1

. % DAB = 50°. Berechnen Sie die Léinge der Strecke AC und die GrofBe des Winkels

¥ DAC!
Beweisaufgaben (vollstiindige Induktion)
Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Summenformeln!

a+l __ . n
a)3°+31+32+"'+3"=73_—§_——l b)2k2=n(n+1)6(2n+1)
k=1 ’

Fiir welche » sind die folgenden Ungleichungen richtig?
a)2">2n b)2">2n+1 c)2">n?

Aufgaben zur Kombinatorik

Permutationen

a) Berechnen Sie die Anzahl der verschiedenen neunstelligen Zahlen, deren Ziffernman -
aus den Grundziffern 1, ..., 9 bilden kann, wenn in keiner dieser Ziffern eine Grund-
ziffer mehr als einmal auftritt!

b) Berechnen Sie die Anzahl der Permutationen von 8 Elementen ohne Wiederholung!
Berechnen Sie auch P, Py,!

¢) Wie lautet die 26. Permutation der Elemente a,b,cd ein ]exxkographlscher An-
ordnung?

Variationen

a) Berechnen Sie die Anzahl der Variationen von 6 Elementen zur 4. Klasse ohne
Wiederholung! Berechnen Sie auch V3, V§,!

b) Wie viele fiinfstellige natiirliche Zahlen gibt es, in deren Ziffern die gleiche Grund-
ziffer nicht mehrfach auftritt? (Hinweis: Die mit 0 beginnenden Ziffern sind nicht
fiinfstellig!)

Kombinationen

a) Berechnen Sie die Anzahl der Kombmationen Qon 5 Elementen zur 3. Klasse ohne
Wiederholung! Berechnen Sie auch C3,, C¢, C5 (n.1.)!

{6 10 4
i !
b) Berechnen Sie (2), (7), (2) !
Grenzwerte von Zahlenfolgen tmd Funktionen

Berechnen Sie die ersten 5 Gheder der nachstehenden Folgen! Untersuchen Sie diese
Folgen auf Monotonie und Konvergenz!

15



Ky %\ 7 rsk+3y (1)
ofz)  w(F ) olz) o) olF)
(3K +3 . (4k +3 ‘ . 2 . iy 2k + 1
v() Py Plevrw) (=)
k) Bilden Sie zu den Folgen a) und e) die Partialsummenfolgen!

9.2 Ermltteln Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen!

2 —
a) im(® +2x2 -1  b)lim——— ¢ 11m3x2_3x
x—2 . xn1 X2 — 1 x0 X2 4+ 5x .
P x2 +1 x3 +1
d) li 3+ 2 . lim ————  f) lim ——
) fmG* +2) O aw-1 DM

(10) Differentiation yon Funktionen

10.1 Berechnen Sie die 1. und 2. Ableltung na.chstehender Funktionen!
) f(x)=x3-2x+5  b)f(x)=(*+3x)(6x — 3)

2 6
& S = x + Jr o Df@ = ——_"9+—
10.2 Welchen Wert hat die 1. Ableltung der folgenden Funktionen an den angegebenen
Stellen?
v - 1 -
~a) f(x) =3x%; x0=4 b) f(x) = ?x3 + 2; X0 = —1

OS) = JgH=55 %o=10 DG =0+ D% % =2

10.3 Welchen Anstieg haben die Tangenten an die Graphen folgender Funktionen in den
angegebenen Punkten?

a)f(x)=—1-x2—1, Po(=2;70) b f(x) = +5; Po(';—';yo)

c) f(X) =x% - 5x — 14; Py (-2; Y1) und Pz(Xz,O)

d) Ermitteln Sie die Tangentengleichung bezughch der Funktion f mit f (x) \/ 3x +4
im Punkt Po(0; yo)! ,

(11) Integration von Funktionen 7 '
11.1 Geben Sie je zwei Stammfunktionen zu folgenden Funktionen an! : -

D@ =3x-T BH=2°+1 o fx)= ;13_

d) f(x) = 5x° — Tx® + 3x ——;- ) 9fw=2x
D f) =2 ~— +x 9 f() = /2% =7
11.2 Berechnen Sie die folgénden Integrale!
a) fxi dx b) jl 2dx 9 f7(x2 —2x + 3dx
15 ' 0 2 013 |
) [/2x +3dx e) 2 [ /xdx ) [(x—77dx
0 1 . 13

16



o
) —f7(x—2)2dx h)f——dx'
. =1
K ' E ) :
11.3 Ermitteln Sie K fiir a) [3xdx = 12, b) [ Kx*dx = 36!
1 0

(12) Sitze iiber Zahlenfolgen und Funktionén

12.1 Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?
a) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.
b) Jede beschrinkte Folge ist konvergent.
¢) Jede differenzierbare Funktion ist stetig.
d) Jede stetige Funktion ist differenzierbar. .
e) Jede stetige Funktion ist integrierbar.
Geben Sie eine Begriindung, wenn die Aussage wahr 1st’
Geben Sie ein Gegenbeispiel an, wenn die Aussage falsch ist!

(13) Vektorrechnung und analytische Geometrie

13.1 Veranschaulichen Sie auf Kistchenpapier je zwei Vektoren @ und b, fiir die folgendes
gilt, durch Pfeile!

a)attb  und |@]=|b| i) éa-2b+¢

b)@-5=0 und |@|+|b] k) a+b’-—

©) % (3 5) =120° und |d] = |b] D 3@+5b=

d) @t} b und |d| < |B| . m) d = 56

e) @ttb und |d] > |b] n) d+b=33

f) @-b = —|d|-|b] und @]+ |B| o) d+b

g d-b=0 und |a| =15 P la| + 15| =" + b

W at b  und |a] =B 9 @-b=o0 und ]a+5[=ﬁ|ay

13.2 Gegeben ist eine Pyramide mit quadratischer Grundﬂache ABCD und der Spitze S.
Wieviel Vektoren des Raumes werden durch die Kanten der Pyramide bestimmt?

13.3 Bestimmen von Summen, Differenzen und Vielfachen von Vektoren!

a) Bild 1 . ) b) Bild2 . ¢)Bild3 -
e - 4
a b =1, =
a b C’I
_ ']
[y
Gesucht: d@ + b + 6 Gesucht: @ + b + &  Gesucht: & + b + ¢
avb-¢ a+b-¢ i+b+é+d

1 Bs ist zweckmiBig, die Plguren in den Bildern 1 bis 6 auf kariertem Papier vorzugeben, wobei die Anfangs- und
Endpunkte der Vektoren auf Gitterpunkten liegen. (Vgl. auch mit den Bildern 7 und 8)

/
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& Bild4 ) Bild5s 1) Bild 6

'E - —
; a - n
¢ R n
x
A
- — -
Gesucht: AB — AC Gesucht: 2d + X Gesucht: #—m
- - —
AC — AB a—-x 2 —m
— o —
g) Bild 7 : h) Bild8 d=AD, b = AB
— — )
Driicken Sie ¥ mit Hilfe Driicken Sie DC und AD mit Hilfe von
= — —>
von @ und b aus! C4 und CB aus!
,@ ) . D C
AN
' JARUAN
X —7E JIEE\YERN
WA= <aEN NN
A “ B A 5 B\
Bilder 7 und 8

13.4 Gegeben ist ein Drachenviereck ABCD mit seinen Diagonalen AC und BD und dem
einbeschriebenen Seitenmittenviereck EFGH ( » Bild 9)

0
l //
HA L |6
vy
7T
A v X c
< L
AN
N _
1 EINL B IF
|~ AN
X N
Bild 9 [ol-.7 17 18
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a) Bestimmen Sie die Ortsvektoren der Punkte 4 bis N!
b) Berechnen Sie d1e Skalarprodukte der Vektoren

BF und KL AB und HN EH und IB' ‘

i

¢) Ermitteln Sie die Betrdge der Vektoren EN, DC, NF!
d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Vektoren °

- — = - = —>

AC und KL, AK und IB, AH und EO!
e) Notieren Sie Gleichungen der Geraden, die durch

IEV und K, Nund L, A und E;\’ bestimmt sind!
f) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden g und A, die durch
folgende Vektoren und Punkte bestimmt sind!

—> —> -
g: HIund B g:BCund N g:ENund A

- —> o -
h:0OBund A h:HKundD h:GKundlI

2* 19



Stoffgebiet 1 _
Vektorrechnung und analytische Geometrie

Vorbemerkungen

Die hauptsichlichen Zielsetzungen dieses Stoffgebietes sind im Lehrplan ausfiihrlich dar-
gestellt (LP 41). In Stichworten sind dies:

'~ eine Einfiihrung in die Vektorrechnung,

~ Anwendungen der Vektorrechnung im Rahmen der analytischen Geometne und natur-.

wissenschaftlich-technischer Fragestellungen,

— die Festigung des geometnschen Wissens und Kénnens msgesamt

In Verbindung mit der ersten Zielsetzung steht die Einfithrung des Vektorbegriffes. Auf die
historischen Wurzeln der Vektorrechnung wird im einleitenden Lehrbuchtext zum Stoff-
gebiet hingewiesen. In der Mathematik versteht man heute unter einem Vektor ein Element
eines Vektorraumes, also einer Struktur, die in bekannter Weise axiomatisch bestimmt wird.
Denkbar wire, auch im Unterricht die axiomatische Definition des Vektorraums an den An-
fang zu stellen und dann solche Vektorrdume niher zu untersuchen, die man spéter (z. B. in
der analytischen Geometrie) verwenden mdochte. Dann miifiten die Schiiler jedoch vorher
anhand einfacher Beispiele an strukturelle Betrachtungen und axiomatisches Arbeiten her-
angefiihrt worden sein, was im Lehrplan nicht vorgesehen ist. Im Unterricht der Klasse 12
werden deshalb in Anlehnung an die historischen Wurzeln der Vektorrechnung die Schiiler
mit einem geeigneten Modell fiir einen Vektorraum vertraut gemacht, das fiir das Lésen von
“Aufgaben der analytischen Geometrie verwendet werden kann. Man kniipft an Kenntnisse
liber Verschiebungen einer Ebene an, iibertrdgt sie auf den dreidimensionalen Raum und
benutzt fiir alle Betrachtungen die anschaulichen Darstellungen durch Pfeile. Diese Pfeile —
- genauer: die Klassen gleich langer und gleichgerichteter Pfeile — werden Vektoren genannt.
Erst wenn die Schiiler mit Vektoren im gewihlten Modell etwas vertraut sind, lernen sie die
Definition des Vektorraumes und einige weitere Modelle zur Information kennen. Obwohl
die Gefahr besteht, dal durch die Verwendung der Pfeildarstellung sich beim Schiiler mit
dem Vektorbegriff Eigenschaften verbinden, die keineswegs charakteristisch sind (wiez.B.
die Gerichtetheit), erscheint das gewihlte Vorgehen berechtigt, da die Schiiler vorrangig
die Anwendung im Bereich der Geometrie und Mechanik kennenlernen.

Der methodischen Grundlinie folgend ist im gesamten Stoffgebiet groBter Wert auf anschau-
liches Vorgehen zu legen.

Schiilervortrige

3

Die folgende Ubersicht enthilt Empfehlungen fiir Schiilervortrige, die sich auf das Stoff-
gebiet ,,Vektorrechnung und analytische Geometrie* erstrecken. Die Auswahl ist unter Be-
riicksichtigung der jeweiligen Klassensituation zu treffen.
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Vertrag

Thema Aufgaben- Bemerkungen/Literaturhinweise
. stellung in
in

Zusammenstellen der Eigen- ‘LE1/2 LE 1/2 Lit.: Mathematik in Uber-

schaften von Verschiebungen, sichten, S. 144 bis 149 und

Spiegelungen, Drehungen und 215 bis 217;

zentrischen Streckungen Konsultation erforderlich; Hin-

einer Ebene weis auf die notwendige Hervor-
hebung der Eigenschaften der
Verschiebungen anhand von
Beispiclen

Zusammenstellen der Regeln LE 7/8 LE 13 Hinweis auf LB 17 bis 28; an

fir das Addieren und Subtra- Beispielen erldutern lassen;

hieren von Vektoren und das gef. einige Regeln beweisen

Multiplizieren eines Vektors mit lassen (dient der Vorbereitung

einér reellen Zahl der allgemeinen Vektorraum-
definition)

Herleitung der (parameterfreien) | LE 16 LE 16 Hinweis: Die Gleichung unter

Zweipunktegleichung einer ' Verwendung der erarbeiteten

Geraden Schrittfolge in Analogie zur Her-
leitung der Punktrichtungs-
gleichung erarbeiten

Ldsen von Systemen linearer LE 14 LE 17 Lit.: Mathematik in Uber-

Gleichungen (rechnerisch sichten, S. 74 bis 80

und ‘graphisch) (dient der Sicherung des Aus-
gangsniveaus zur Behandlung
der Lagebezichungen zwischen
Geraden einer Ebene)

Systematisieren der Lage- LE 18 ' LE 19 Hinweis auf LB 73 bis 85

beziehungen zwischen Geraden (vor allem LB 85)

einer Ebene bzw. des Raumes

Erarbeitung der Bedingungen, LE 20 LE 20 Hinweis auf LB 89

unter denen fiir das Skalar- ) )

produkt gilt: @-b = 0 bzw.

da-b<0bzw.@-b>0

Definition des Skalarproduk- LE20 ~ | LE24 Hinweis auf LB 99/100

tes, Eigenschaften, Anwen- .

dungen

Zusammenfassung zu den LE27 Hinweis auf LB 106 bis 116

Gleichungen fiir Kreis und-
Kugel; Lagebeziehungen
zwischen Kreis und Gerade

LE 28

Vier weitere Vorschlige fiir Schiilervortrige werden zum Stoffabschnitt ,,1.6. Ubungen und

Anwendungen* empfohlen.
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Kon trollaufgaben

Das im Stoffgebiet 1 anzustrebende Niveau im Losen von Aufgaben wird im folgenden
durch einige Kontrollaufgaben gekennzeichnet. Die Schiiler sollen in die Lage versetzt
werden, diese Aufgaben selbstindig zu 16sen.

1.LB 122: Nr. 18 5.LB 124: Nr. 38
2.LB 124: Nr. 40 6.LB 124: Nr. 36
3.LB 121: Nr. 12¢c 7.LB 123!: Nr. 31

4.LB 121: Nr. 15 ]
8. Bei einem gemeinsamen Mandver der Streitkrifte der Warschauer Vertragsstaaten ortet
. eine Radarstation der Kiisteniiberwachung ein Schiff nacheinander in den Punkten
' P;(30;12;0)und P, (22;8;0). Der Kurs des Schiffes verlaufe geradlinig. Zur Bekimpfung
- des Schiffes wird von einem Flugzeug aus im Punkt Ps (10; 7; 3) eine Luft-Boden-Rakete
abgeschossen. Die Flugbahn der Rakete wird als geradlinig angenommen. Richtungs-
vektor dieser Flugbahn ist @ = 67 — 2j — 3k. (Koordinatenangaben in km)!
a) Ermitteln Sie je eine Parametergleichung fiir den Schiffskurs und fiir die Flugbahn
der Rakete!
b) Das Schiff wird von der Rakete im Punkt S getroffen. Berechnen Sie die Koordinaten
dieses Punktes!
¢) Berechnen Sie den Winkel zwischen der Bahn der Rakete und dem Kurs des Schiffes!
d) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat die Rakete, wenn ihre Flugzeit vom Ab-
schuBpunkt bis zum Treffpunkt 7 Sekunden betragt?
9 In der xy-Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (2; 3) gegeben, der durch den
Punkt P, (5; 7) geht.
a) Berechnen Sie den Radius, und stellen Sie die Gleichung des Kreises auf!
b) Der Kreis schneidet den positiven Teil der x-Achse im Punkt P (xo; yo). Berechnen
‘Sie xo!
¢) Weisen Sie nach, daB die in P, und P; an den Kreis gelegten Tangenten aufeinander
senkrecht stehen!

10. Die Grundfiiche 4ABCD einer geraden Pyramide mit der Spitze S ist ein Rechteck mit den
Seitenlingen AB = CD = 8,0cm, BC = AD = 6,0 cm. Die Hohe der Pyramide be-
triagt 10,0 cm. L
a) Der Mittelpunkt M der Seitenkante CS wird mit dem Eckpunkt A4 durch die Strecke s4

verbunden. Der Mittelpunkt N der’' Grundkante AB wird mit dem Mittelpunkt P

von DS durch s, verbunden. Weisen Sie nach, daB diese beiden Strecken einander
schneiden! Wie hoch liegt der Schnittpunkt Q iiber der Grundfiéche? Berechnen Sie
den Schnittwinkel der beiden Strecken!

b) Untersuchen Sie, ob auch die Strecke s3, die P mit dem Mlttelpunkt R der Grund-

kante BC verbindet, die Strecke s; schneidet! ,
¢) Die Gerade, die durch S und Q geht, schneidet die Grundﬂache der Pyramxde in E.
Berechnen Sie die Linge der Strecke SE!
d) Berechnen Sie die GroBe des Winkels ¥ NPR!
e) Auf der Achse der Pyramide liegt 1,0 cm iiber der Grundfliche ein Punkt 7. Wie weit

ist ein Punkt V auf 4B von A entfernt, wenn ¥ ATV = 90° gelten soll?

1 Hier wie im Lehrbuch ,,Mathematik, Klasse 12¢¢ (Titel-Nr. 00 12 54) muBte aus technischen Grinden auf die in
dieser Schriftart vorgesehenen Typen mit ibergesetztem Pfeil zuriickgegriffen werdén, wobei besonders bei den
Buchstaben i und j die Pfeile sehr kurz ausfallen und die Punkte tber i und j entfallen.
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11. Flug'zgugtriebwerké werden an mehreren Punkten aufgehingt. Die Anfhangevorrich- -~
’ tung eines Punktes, die dus dret am Rumpf befestigten Stiben besteht, wird mit einer
Gewichtskraft von 1000 N belastet. Welche Druck- bzw Zugkrifte wirken langs der
Stibe?
a) Zeichnen Sie in die Skizze (~ Bild 10) dxe Zerlegung der Gewichtskraft in ihre drel
Komponenten ein!
b) Losen Sie die Aufgabe rechnerisch (Losung » unten)!

Bilder 10 und 11
— — — - )
Esgilt F; + F, + F3 = F. (*¥) (~ Bild 11)

- - - - - — —>
Wegen F, || DA ist F; = ADA und analog F, = uDB, F; = vDC.
Setzt man hierin

» 3 0 3\ -3 0\
— - —>
DA = (0) - (0) = ( 0) und analog DB = ( 0) und - DC = ( 3)
0 4 -4 - -4,
© 0
ein, beriicksichtigt man ferner F = (—1000) , so ergibt (¥)
0

3 -3 0 0\
A( 0,+,u( O)+v( 3 =(-—1000).
- \-4 -4 -4 0

Das zugehdrige skalare Gleichungssystem ergibt
L__{'SOO' 500 =~ 10007
L3 3 3]

}und damit fiir die drei Stabkrifte

Fo= 3200 - ey R = BN, B = 22 (o3 - by |F2| - 220N,
o 1000 5000 '
F3 = —————(3] 4k), |F3| = —3—N
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Stoffverteilung

Zu reakﬁvierender Stoff

gegengesetzte Vektor —d

- Aquivalente Umformungen
von Gleichungen fiir reelle
Zahlen

Thema Std. Zu erarbeitender Stoff
Stoffabschnitt 1.1.  Verschiebungen und Vektoren 12 Stunden -
1/2 Verschie- 2 ~ Verschiebung einer Ebene - ~ Vektor (Einfithrung)
bungen einer - Beschreibung von — Bezeichnungen
Ebene Verschiebungen durch fiir Vektoren
— Vektoren Mengen geordneter Paare - gleichgerichtete und ent-
[Originalpunkt; Bildpunkt] gegengesetzt ‘gerichtete Vek-
und durch Mengen gerich- toren
teter Strecken (zwischen — Parallelitit von Vektoren
Original- u. ihren Bild- — Betrag eines Vektors .
punkten bei der Verschie- f
bung) »
- Verschiebungspfeil ;
- Verschiebungsweite ;
Verschiebungsrichtung
- Eigenschaften von
Verschiebungen
3 Vektoren im 1 - Kanten, Flichen- und — Verschiebungen eines drei-
Raum Raumdiagonalen eines dimensionalen Raumes
Quaders und anderer eben- — Vektoren im Raum
flachig begrenzter Korper (Ubertragung der fiir Vek-
— Parallelitit von Strecken toren einer Ebene getroffe-
im Raum nen Festlegungen beziiglich
Richtung, Parallelitit und
Betrag auf Vektoren im
Raum)
4 Addition von 2 - Nacheinanderausfiihrung - Nacheinanderausfithrung
Vektoren von Verschiebungen einer von Verschiebungen im
: Ebene Raum
- Satz: Die Nacheinanderaus- | — Addition von Vektoren
fithrung zweier Verschie- — Summe von Vektoren
bungen ist wieder eine Ver- - Rechengesetze fiir die Addi-
! schiebung tion von Vektoren
- Addition von Kriften, — Nullvektor; zum Vektor d
Gegenkraft entgegengesetzter Vektor —d
- Addieren von Vektoren
(konstruktiv und rechne-
risch)
5 Subtraktion 2 - Differenz zweier reeller — Definition der Differenz
von Vektoren Zahlen ' - zweier Vektoren
-~ Der zum Vektor @ ent- — Regeln fiir die Subtraktion

von Vektoren
— Beweise fiir einige Regeln
— Subtrahieren von Vektoren
und Umformen von Termen
mit Vektoren durch Anwen-
sden der Rechenregeln
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Thema

Zu reakti;iere‘nder Stoff

Std. Zu erarbeitender Stoff

6 Multiplikation | 2 — Regeln fiir das Multipli- — Definition des Produktes
eines Vektors zieren reeller Zahlen eines Vektors mit einer
mit einer reellen — Addieren gleichgerichteter reellen Zahl - .
Zahl und entgeBengesetzt - Rechenregeln fiir das Multi-

gerichteter Vektoren plizieren von Vektoren mit
- Vervielfachen von Kriften reellen Zahlen
- — Nacheinanderausfiihren von | — Beweise fiir einige Regeln
N Verschiebungen ° - Lésung der Vektorglei-
— Strahlensétze chungen 7 - X = b und
x-d=
o -~ Umformen von Termen mit
Vektoren durch Anwenden
der Rechenregeln
7/8 Anwendungen | 3 '~ Dreieck, Trapez, Parallelo- — Beweise fiir geometrische.
der Vektor- gramm Aussagen iiber ebene oder
rechnung in — Quader, Pyramide rdumliche Figuren
Geometrie, — Zusammensetzen und Zer- - Aufgaben aus Physik und
Physik und - legen von Kriften und Technik, in denen Bezie-
Technik Geschwindigkeiten hungen zwischen Kréften
—~ Berechnungen im recht- oder Geschwindigkeiten
winkligen Dreieck; Sinus- auftreten
satz; Kosinussatz
Stoffabschnitt 1.2.  Komponenten- und Koordinatendarstellung 12 Stunden
von Vektoren ' -
{

9 Komponenten- | 3 - Rechtwinkliges Koordi- ~ Linearkombination zweier
und Koordina- natensystem nicht paralleler Vektoren
tendarstellung — Darstellung von Punkten — Basis der Menge der Vek-
der Vektoren im rechtwinkligen Koor- toren einer Ebene
einer Ebene dinatensystem —~ Satz tiber die Eindeutigkeit

— Koordinaten eines Punktes - der Zerlegung eines Vektors
— Summe zweier Vektoren beztiglich einer Basis
— Betrag eines Vektors — Komponenten und Koor-
dinaten eines Vektors
bezliglich einer Basis
— Einheitsvektor
- Orthonormierte Basis {7, j}
| — Kartesisches Koordinaten-
system {O; 4, j} ,
. —> i
- Ortsvektor OP
10 Komponenten- | 2 ~ Vektoren im Raum . — Ubertragung der fiir die
und Koordi- ~ Schrigrifl Ebene eingefiihrten Be- -
natendarstellung ‘| - Kanten, Seiten und ~ griffe und Bezeichnungen
von Vektoren Raumdiagonalen eines fiir die Komponenten- und
im Raum - Quaders ) Koordinatendarstellung

von Vektoren auf den
Raum

- Komplanare und nichtkom-
planare Vektoren
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_Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff

11 Abstand 2 — Betrag eines Vektors — Beziehungen zwischen dem
zweier Punkte; — Abstand zweier Punkte Abstand zweier Punkte und
Betrag cines — Linge einer Strecke den Koordinaten ihrer
Vektors — Satz des PYTHAGORAS Ortsvektoren in der Ebene

— Dreieck, Parallelogramm und im Raum

— Quadrieren; Quadrat- — Beziehungen zwischen dem
wurzelziehen ’ Betrag eines Vektors und ~

. seinen Koordinaten beziig-
lich {0; 1, j} bzw. {O; 7, ], k}

12 Beziehungen '3 — Winkelfunktionen — Beziehungen zwischen den
zwischen den — Bestimmen von Winkel- Koordinaten eines Punktes
Koordinaten funktionswerten bzw. Win- und dem Betrag seines
eines Punktes keln zu vorgegebenen Ortsvektors in einer Ebene:
und dem Be- Funktionswerten und im Raum
trag seines Orts- - WinkelmaBe — Orientierte und nicht orien-
vektors; der - Beziehungen zwischen tierte Winkel zwischen zwei
Winkel zwischen Winkelfunktionen Vektoren
Vektoren — Berechnungen im rechtwink- | — Zusammenstellung der er-

ligen Dreieck mit Hilfe von arbeiteten Bezichungen und

*. Winkelfunktionen Vergleich beziiglich Ebene

- Orientierter und nicht und Raum
orientierter Winkel

- Geographische Koordinaten

13 Vektorrdume 2 — Regeln fiir das Rechnen - Definition der Begriffe
und Vektoren mit Vektoren ,, Vektorraum* und

- Geordnetes Paar reeller ,,Vektor*

Zahlen - - Beispiele fiir Vektorrdaume

- Stetige Funktion (mit Nachweis) und Gegen-

_| - Differenzierbare Funktion beispiele

— Konvergente Zahlenfolge

Stoffabschnitt 1.3.  Analytische Geometrie der Geraden 13 Stunden

14 Parameter- 2 - Multiplikation eines Vek- — Zwei Arten von Parameter-
gleichungen tors mit einer reellen Zahl gleichungen der Geraden:
einer Geraden - Addition und Subtraktion 1. vektorielle Punktrich-

von Vektoren . tungsgleichung; 2. vekto-

- Komponentendarstellung rielle Zweipunktegleichung
von Vektoren (dazu auch — Aufstellen von Parameter-
verkiirzte Schreibweisen, gleichungen
z. B. Spaltenschreibweise)

15 Parameter- 1 - Parametergleichungen von — Beschreibung von Teilen von
gleichungen Geraden Geraden (Punkte, Strecken,
fiir Strahl Strahlen) durch Beschrin-
und Strecke kung des Parameters

16 Gleichungen 3 - Parametergleichungen von — Parameterfreie Gleichungen
fir Geraden Geraden von Geraden in einer Ebene;
einer Ebene ~ Gleichungssysteme mit zwei Herleiten der Punktrich-

Variablen tungsgleichung, der Zwei-

26




¥

| std.

Zu reaktivierender Stoff

Zu erarbeitender Stoff

punktegleichung und der
‘ Normalform der Geraden-
gleichung
-~ Umformen von Geraden-
. gleichungen
— Beziehungen zwischen den
Geradengleichungen
17 Lagebeziehun- | 2 — Lineare Funktion — Ablesen der Lagebeziehung
gen von ‘Gera- y=mx+n zweier Geraden aus deren
den in einer - Lineare Gleichungssysteme Gleichungen
Ebene und mit zwei Variablen — Berechnung der Koordinaten
Schnittpunkts- - — Graphisches Darstellen der des Schnittpunktes zweier
berechnungen Losungsmenge des Glei- Geraden
chungssystems durch
Geraden
— Beziehung zwischen der
Losungsmenge des Glei-
chungssystems und der Lage
der Geraden
— Parametergleichungen und
parameterfreie Geraden-
gleichungen
18 Lagebeziehun- 2 — Zeichnerische Darstellung ~ Lagebezichungen von Ge-:
gen zwischen von Vektoren im Koordi- raden im Raum (g schnei- -
Geraden im natensystem ) det h; g windschief zu A;
Raum ~ Parametergleichungen von gllh;g=h)
Geraden - Rechnerische Ermittlung der
Lagebezichungen der Ge-
raden und zeichnerische
Veranschaulichung
19 Lagebeziehun- 3 — Lagebeziechungen zwischen - Losungsverfahren fir Glei-
. gen zwischen Geraden im Raum chungssysteme rmt drei
Geraden des — Parametergleichungen von Variablen
Raumes und ‘Geraden — Gleichungen fiir Koor-
den Koordi- dinatenachsen
natenachsen - Rechnerische Ermittlung der
bzw. -ebenen Lagebeziehungen zwischen
Geraden des Raumes und
den Koordinatenachsen
- Schnittpunktberechnungen
- Gleichungen fiir Koordi-
natenebenen

~ Lagebeziechungen zwischen
Geraden im Raum und den
Koordinatenebenen

- Berechrien der Koordinaten
des Schnittpunktes (auch
DurchstoBpunkt oder Spur-
punkt) von Gerade und
Koordinatenebene
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Zu erarbeitender Stoﬁ'

4

— Betrag eines Vektors

~ Winkel zwischen zwei
Vektoren

— Normalform der Geraden-

Thema Std. '| Zu reaktivierender Stoff
Stoffabschnitt, 1.4. Skalarprodukt und Anwendungen 13 Stunden
20 Das Skalarpro- | 1 — Betrag eines Vektors — Definition des Skalar-
dukt zweier - Kosinus eines Winkels produktes -
Vektoren — Quadrantenbeziehungen ~ Nicht eindeutige Umkehr-
der Kosinusfunktion barkeit der skalaren Multi-
— Physikalische Formel fiir die | |, plikation
Berechnung der mecha- - Bedingungen fiir .
nischen Arbeit da-b>0ad-b<0,d:b=0
21 Eigenschaften 2 — Rechengesetze fiir die Multi- | —~ Kommutativgesetz
der skalaren plikation reeller Zahlen — Distributivgesetz -
Multiplikation sowie fiir die Multiplikation | — Assoziativgesetz fiir Vekto-
von Vektoren eines Vektors mit einer ren beziiglich der skalaren
reellen Zahl Multiplikation gibt es nicht
— Definition des Skalarpro- — Assoziativgesetz fiir die Mul-
duktes tiplikation des Skalarpro-
- _Binomische Formeln duktes mit einer reellen Zahi
— Anwenden der Eigen-
schaften des Skalarproduktes
bei Berechnungen und Be- |
weisen s
22 Anwendung des | 2 - Definition des Skalarproduk- | — Beweisen planimetrischer
Skalarproduktes tes Sitze mit Hilfe des Skalar-
beim Beweisen - Bedingung fiir das Senk- produktes, z. B. Satz des
von Sitzen rechtstehen zweier Vektoren: PYTHAGORAS, '
ab=0 Sitze iiber Parallelogramme,
~ Planimetrische Sitze Satz vom gemeinsamen
—~ Betrag eines Vektors Schnittpunkt der Hohen im
- Addition und Subtraktion Dreieck, Satz des THALES
von Vektoren
23 Die Koordina- | 2 — Komponentendarstellung — Herleiten der Koordinaten-
tendarstellung von Vektoren (dazu auch darstellung des Skalarpro-
des Skalarpro- verkiirzte Schreibweisen, duktes
duktes z. B. die Spaltenschreib- — Formel zur Berechnung des
weise) ‘ Betrages eines Vektors bei
- Distributivgesetz der ska- gegebenen Koordinaten v
laren Multiplikation beziig- — Formel zur Berechnung des
lich der Vektoraddition Winkels zwischen zwei Vek-
— Definition des Skalar- toren
produktes — Anwenden der Formeln bei
~ Kosinus eines Winkels Berechnungen '
24 Der Schnitt- 3 — Definition des Skalar- — Schnittwinkel zweier Geraden
winkel zweier - produktes — Berechnen der GréBe des
Geraden - Koordinatendarstellung des Schnittwinkels zweier
i Skalarproduktes Geraden bei gegebenen vek-

toriellen Parameterglei-
chungen und bei gegebenen
parameterfreien Geraden-
gleichungen
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Thema Std. | Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff
gleichung - — Losen komplexer Aufgaben
y=mx+n — Ubersicht iiber die wesent-

— Schnittpunktsberechnungen lichen Eigenschaften und
(bei zwei Geraden) Anwendungen des Skalar-
E produktes
25/26 Weitere An- | 2 ~ Winkelfunktionen (insbeson- | —~ Herleiten der Additionstheo-
wendungen dere Quadranten- und Kom- reme
des Skalar- plementwinkelbeziehungen) | ,;cos (x — 8)...
produktes — Definition des Skalar- und
produktes »Cos (& + f) =
- Koordinatendarstellung des - mit Hilfe des Skalarproduk-
Skalarproduktes tes .
— Physikalische Formeln fiir ~ Herleiten der Additions-
Berechnungen von Arbeit, theoreme
Leistung, Energie - HSin(x + f) = ..«
(Mechanik) und
Hsin (& — f) = ..

-~ Anwenden der Addmons-
theoreme beim Lsen gonio-
metrischer Gleichungen

— Anwenden des Skalarpro-
duktes beim Losen physi-

e kalischer Aufgaben

Leistungskontrolle | 1 Aufgaben zur analytischen Geometrie der Geraden

Stoffabschnitt 1.5.  Analytische Geometrie des Kreises 7 Stunden

27 Gleichungen 3 — Betrag einer reellen Zahl ~ Gleichungen fiir einen Kreis

fiir Kreis ~ Binomische Formeln in allgemeiner bzw. in
und Kugel ~ Quadratische Erginzung Mittelpunktslage in vekto-
- — Funktionsbegriff rieller und in Koordinaten- -
— Skalarprodukt ° darstellung
! — Kreis K(M; r) ~ Gleichungen fiir die Kugel
! : K(M;r) bzw. K(O;r)
-~ Aufstellen von Kreisglei-
- chungen und Nutzen von
® Kreisgleichungen fiir das Be-
rechnen von Mittelpunkts-
koordinaten und der Linge
von Radien

— Bestimmen von Mittel-
punktskoordinaten und Ra-
dien aus Kreisgleichungen

28 Kreis und 4 — Losen von linearen Glei- ~ Rechnerische Ermittlung von

Gerade chungen, quadratischen Lagebeziehungen zwischen
Gleichungen und Glei- ‘ Kreis und Gerade
chungssystemen aus solchen | — Allgemeine und spezielle
Gleichungen Tangentengleichung in der

— Lagebeziehungen zwischen vektoriellen und in Koor-
Geraden dinatendarstellung

29



Thema | Std. Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoif
~ Lagebeziechungen von Kreis | - Aufstellen und Anwenden
und Gerade von Tangentengleichungen
— Sekante, Tangente,
Berithrungsradius
-~ Tangentenkonstruktion
Stoffabschnitt 1.6.  Ubungen und Anwendungen 15 Stunden
Ubungen \ 12 Komplexe Aufgaben zur Anwendung der Vektorrechnung in der
analytischen Geometrie, in der Physik und Technik
Leistungs- 3 Die Leistungskontrollen konnen zum Teil an das Ende der
kontrollen Stoffabschnitte 1.3 bis 1.5 gezogen werden
. - lh‘
Stoffabschnitt 1.1 (125td.)

Verschiebungen und Vektoren

" Zur Einfiihrung des Vektorbegriffes wird an Kenntnisse der Schiiler iiber Verschiebungen
einer Ebene angekniipft. Da die explizite Behandlung der Verschiebungen jedoch mehrere
- Jahre zuriickliegt, miissen diejenigen Kenntnisse reaktiviert werden, die fiir die Einfiihrung
der vorgesehenen Begriffe nétig sind.

Sodann erfolgt die Ubertragung des Verschiebungsbegriffes auf den dreidimensionalen
Raum. Zur Veranschaulichung fiir Verschiebungen werden Elemente von Mengen par-
alleler, gleich langer und gleich gerichteter Strecken (Pfeile) verwendet. Bei der Einfiih-
rung in die Vektorrechnung verbleibt man in diessm Modell und nennt diese Mengen von
Pfeilen Vektoren. Um den Weg zum allgemeinen Vektorraumbegriff nicht durch zu enge Vor-
stellungen zu verbauen, kann der Lehrer bereits auf andere Modelle hinweisen. In diesem
Stoffabschnitt liegt ein Schwerpunkt auf der Behandlung der Operationen fiir Vektoren und
deren Eigenschaften, die spiter als konstituierende Eigenschaften in der Definition des Vek-
torraumes auftreten (~ LE A 13). Der zweite Schwerpunkt des Stoffabschnittes ist in der
Entwicklung erster Fihigkeiten und Fertigkeiten im Rechnen mit Vektoren und Anwenden
auf einfache Aufgaben der Geometrie, Physik und Technik zu sehen.

Die folgende Ubersicht zeigt die anzuelgnenden Begriffe und Sétze und deren Anwendungen
in ihren Zusammenhingen.
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- m. B.)

Begriffe Siitze und Regeln - * Anwendungen
. IR Zeichnerische Darstellung
Vektor (Emf.) von Vektoren
zueinander parallele Vektoren (Einf.)
lei ich E ‘ PP ,
g e?iil];tiigcvt:l::o(;?:gegengesem (Einf.) Vergleichen von Vektoren hinsichtlich Par-
- o » allelitit, Gleichgerichtetheit und Betrags-
Betrag eines Vektors (Einf.) gleichheit ;
zueinander entgegengesetzte »
" Vektoren . (Einf.)
. . : Kommutativgesetz - (m. B.)
Summe von Vektoren (Einf.) —>.{ Assoziativgesetz (m.B.)-
' . ———> Addieren von Vektoren
s Weitere Regeln fiir die. ; ‘
Nullvektor (Einf) = { Vektoraddition (0.B)
N : Regeln fiir die Subtraktion  (teils - —T—> Subtrahieren von Vektoren

Differenz zweier Vektoren (Def.) — { }

-von Vektoren m. B.) Anwenden des Addierens und Subtra-

: Assoziativgesetz, hierens (Physik, Technik)

Produkt eines Vektors mit einer Distributivgesetze, T
reellen Zahl (Def.) — { weitere Regeln fiir das Multi- —> Multiplizieren von Vektoren mit reellen

plizieren eines Vektors mit (teils Zahlen, verbunden mit dem Addieren und

einer reellen Zahl Subtrahieren von Vektoren

Léosen von Gleichungen zwischen Vektoren
bzw. Betrigen von Vektoren o
Anwenden bei planimetrischen Beweis-
aufgaben ‘



 Lerneinheit 112 ', S - (@5td)
Verschiebungen einer Ebene — Vektoren ’
LB 5 bis 15 ' ‘

In diesen belden Unterrichtsstunden werden die Schiiler in ein neues Stoﬁ'geblet emgefuhrt
und motiviert. Die Wiederholung der Verschiebungen einer Ebene wird als Ausgangspunkt
genutzt, um fiir Mengen gleich langer und gleich gerichteter Pfeile (Verschiebungspfeile) die
Bezeichnung Vektor einzufiihren und um bei nachfolgenden Arbeiten mit Vektoren bei Be-
darf auf dleses anschauliche Modell zuruckgrelfen zu konnen

Ziele

Die Schiiler

. 3

— konnen Beispiele aus Mathematik und Physik nennen, die zur Entwicklung der
Vektorrechnung fiihrten, ’

— konnen wesentliche Eigenschaften der Verschlebungen darlegen,

— kennen verschiedene Moglichkeiten der Beschreibung von Verschiebungen (geord-
nete Punktepaare, Verschlebungspfelle, gerichtete Strecken) und zugehorige Be-
zeichnungen,

— erfassen die zu einer Verschiebung gehdrende Menge gleich langer und gleich ge-
richteter Pfeile als mathematisches Objekt (Pfeilklasse), das ein Vektor genannt
wird, und wissen, daB fiir diese Objekte Rechenoperationen eingefiihrt werden sollen.

Schwerpunkte

1. Stunde ‘ ‘

— Motivierung der Behandlung der Vektorrechnung )

— Wiederholung von ,,Verschiebung einer Ebene** (Definition und sich daraus er-
' gebende Eigenschaften)

2. Stunde

— Wiederholung der Darstellungsmoglichkeiten fiir Verschiebungen -
— Einfiihrung von ,,Vektor* fiir die einer Verschiebung entsprechende Pfeilklasse und
einer praktikablen Bezeichnungstechnik fiir diese Vektoren einer Ebene und ihrer

Reprisentanten -
— Ubung im Gebrauch des Begriffes ,,Vektor* und der eingefiihrten Bezeichnungen

L]

Variante:

Es ist moglich, fiir die Behandlung der Lerneinheiten A 1/2 drei Stunden zu verwenden.
Dann miifBite eine Stunde dadurch gewonnen werden, daB man die Addition und Subtraktion
von Vektoren (LE A 4 und 5) in insgesamt drei Stunden behandelt. Der Lehrplan verlangt
den Beweis nur fiir einige Regeln der Addition und Subtraktion von Vektoren. Einige Be-
weise konnten auch im Rahmen der Behandlung der Lerneinheit A 13 gefiihrt werden.
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M’ethodisché Hinweise '

Motivierung der Behandlung der Vektorrechnung  Zunichst sollten die Schiiler selbstindig
eine der folgenden Aufgaben 1dsen (gegebenenfalls auch beide), deren anschlieBende Dis-
kussion die Einfithrung in den neuen Stoff ermdglicht, z. B. :
aus der Physik: Krdftezerlegung: LB 34, Nr. 1,

aus der Geometrie: Nacheinanderausfiithrung zweier Verschiebungen. Geeignet wire ein
Dreleck ABC mit den Koordmaten A(;4),B(5; 3), C(3; 6), auf das die Verschlebungen

0P1 mit O (0; 0), Py (4; 2) und 0P2 mit O (0; 0), P, (2; —5) angewendet werden,
Im Gesprich iiber die Losung kann auf Eigenschaften von Kréften bzw. Verschiebungen ein-

gegangen werden (Betrag der Kraft bzw. Verschiebungsweite; Wirkungsrichtung der Kraft - -

bzw. Richtungssinn der Verschiebung; Méglichkeit der ,,Addition*‘). Danach kann der
Einfithrungstext (LB 5f.) gelesen werden. Ein Schiiler gibt die Grundgedanken wieder.
Variante: Der Lehrer trigt selbst in Anlehnung an den Text wesentliche Gedanken vor und
entwickelt die Zielstellung fir ,den Unterricht in den folgenden Stunden.

Wiederholung von ,,Verschiebung einer Ebene** Hierzu kann ein Schiilervortrag eingesetzt
werden (UH 21, erstes Thema). Wurde in der Einfiihrung die geometrische Aufgabe gelost,
so konnen aus den Zeichnungen Eigenschaften von Verschiebungen abgelesen werden. Es
empfiehlt sich, noch weitere Punkte P, Q, ... einzuzeichnen und auf sie ebenfalls die gewéhlten
Verschiebungen anzuwenden, denn es geht um die Verschiebung aller Punkte der Ebene.
Eine andere Moglichkeit ist die Untersuchung der in den Lehrbuchbildern A 5 bis A 10
(LB 7f.) dargestellten Abbildungen entsprechend Auftrag A1 und A2 (LB 7). Das Ver-
gleichen unterschiedlicher Abbildungen erleichtert (und ermdglicht erst) das Herausldsen
der fiir Verschiebungen charakteristischen Eigenschaften (1) bis (3) (LB 8).

Bemerkung zum Auftrag A 1: In den Lehrbuchbildern A 5, A 6 und A 8 geht es um die
Abbildung einer Ebene auf sich, im Lehrbuchbild A 7 um die Abbildung einer Ebene
auf eine Gerade g. Mit den Eckpunkten der eingetragenen Figur ABCD werden nur einige
. Punkte der Ebene ausgewihlt. Wire nur die Abbildung, bestehend aus den geordneten
Paaren [4; 4’), [B; B'], [C; C’Jund [D; D’], gemeint, so wiirde das Bild A 7 wie die anderen "
einé umkehrbar eindeutige Abbildung zeigen. Frage d) kann entfallen oder spéter zur Ver-
tiefung gestellt werden.

Die Untersuchungsergebnisse konnen die Schiiler tabellarisch erfassen. Dazu kann das
Symbol fiir Gleichgerichtetheit von Strahlen eingefiihrt werden.

, Lehrbuchbilder

Auftrag | A5/A 10 1A6/A9 A7 A8

© Ala | Geraden- ' Verscﬁiebung Senkrechte Zentrische
spiegelung Parallelprojektioh | Streckung

® A 1b | eineindeutig | eineindeutig eindeutig eineindeutig

® A lc | kongruent kongruent - - shnlich

® A2 AA’ | BB’ (1) A4’ | BB’ AA’ || BB’ AA’ )d’ BB’ .
‘AA’ 4t BB’ (2) AA’ ¥4 BB’ AA’ $4 BB’ AA’ }af BB’
A4 + BB’ (3) A4’ =~ BB’ | | 44’3 BB’ A4 ¥ BB

3 o291 | _ ‘ . 33
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Zu beachten ist, daBl in der letzten Zeile der Tabelle lediglich Eigenschaften der in den
Bildern betrachteten Geraden, Strahlen und Strecken zum Ausdruck kommen, nicht not-
wendigerweise charakteristische Eigenschaften der betreffenden Abbildungen! So kann bei
der Parallelprojektion auch der Fall PP’ 4} QQ’ oder bei der zentrischen Streckung der

Fall PP’ = Q' auftreten usw. Es muB also noch gepriift werden, ob die sich aus den Lehr-
buchbildern A 6 bzw. A 9 ergebenden Eigenschaften charakteristisch fiir Verschiebungen
einer Ebene sind, was'in der Tat der Fall ist.

Zur Vertiefung kann die Frage d aus dem Auftrag A 1 (ggf. nur leistungsstarken Schiilern)
gestellt werden.

Zur weiteren Festigung (auch fiir Hausaufgaben) werden die Aufgaben 1 und 3 (LB 10f.)
empfohlen. In der Aufgabe 3 wire z. B. fiir das Lehrbuchbild A 19¢ nicht nur die Anzahl
der mit Hilfe der 4 verschxedenen Punkte 4, B, C, D beschrexbbaren Verschiebungen an-

zugeben (12), sondern die VerschJebungen auch selbst: AB BC

Wiederholung der Darstellungsmoghchkelten fiir Versclnebungen Im Unterrichtsgesprich
konnen folgende Fragen aufgeworfen werden: :
— Warum konnen Verschiebungen mit Pfeilen hinreichend beschrieben werden?
(Die Eigenschaft (3) in Verbindung mit (1) und (2) legt die Verwendung gleich gerichteter
(also auch paralleler) und gleich langer Strecken nahe.)
— Warum reicht ein Pfeil zur Beschreibung einer Verschiebung aus?
(Ein solcher Pfeil kann an jeden beliebigen Punkt P der Ebene angetragen werden. Man
erhilt in jedem Falle eindeutig den Bildpunkt P’ von P bei der betrachteten Yerschiebung.)

Ubersicht
Darstellung einer Verschiebung einer Ebene
" Verschiebung als Menge Veranschauhchuné durch eine Menge »
geordneter Punktepaare ° gleich langer, gleich gerichteter Strecken
(Pfeilklasse)
{l4; 4'), B; BY), ..., IP; P'}, ...} / // /
- Bild 12
Jedes dieser Punktepaare kann zur Angabe Jeder dieser Pfeile kann zur Angabe der Pfeil-
der Verschiebung verwendet werden. : klasse verwendet werden.

Gegebenenfalls kann bereits an dieser Stelle der Name Vektor fiir Pfeilklasse eingefiihrt
werden. -

Bemerkung: In den folgenden Unterﬁchtsstundlen wird allg. der Darstellung von Verschiebungen
durch Pfeile der Vorzug gegeniiber Punktepaaren gegeben, da sie ein weitgehend anschauliches
Arbeiten ermdglichen.

Pfeile sind als gerichtete Strecken ihrerseits selbst mathematische Objekte und eigentlich wohl zu
unterscheiden von gezeichneten Pfeilen. Die Schiiler werden das jedoch selten bewuBt unterscheiden,
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Richtung Richtungssinn Verschiebungsweite
Bild 13

ebensowenig wie sie etwa zwischen einem gezeichneten Dreieck und dem ideellen mathematischen
Objekt ,,Dreieck bewuBt unterscheiden. Im allgemeinen entstehen beim Arbeiten durch das un-

bewubBte Identifizieren von ideellen Objekten mit ihren materiellen Veranschaulichungen auch keine
MiBverstindnisse. .

Zur Veranschaulichung der zu wiederholenden Begriffe',,Richtung*, ,,Richtungssinn‘ und
,,Verschiebungsweite** (LB 9) kann die Darstellung im Bild 13 ‘gewdhlt werden. Zur
Festigung eignen sich der Auftrag A 3 (LB 10) und die Aufgaben 1 bis 3 (LB 10f.). Eine Uber-
tragung des Lehrbuchbildes A 18 in die Hefte ist nicht erforderlich. Die Koordinaten der
Bildpunkte konnen die Schiiler durch ,,Auszihlen* der jeweiligen Verschiebung entspre-
chend bestimmen.

Einfiihrang von ,,Vektor* Hierzu wird ein Lehrervortrag empfohlen, in dem folgendes
Beachtung finden sollte: Mit Verschiebungen und auch mit Kriften kann man in gewissem -
Sinne wie mit Zahlen operieren (Nacheinanderausfiithren von Verschlebungen, Addition von
Kriften; evtl. auf Einfiihrungsbeispiele verweisen).

'Es hat sich gezeigt, daB verschiedene mathematische Objekte (z. B. Verschiebungen, ge-.
wisse Mengen von Paaren reeller Zahlen) und physikalische GroB8en (z. B. Krifte, Ge-
schwindigkeiten) hinsichtlich gewisser mit ihnen durchfiihrbarer Operationen und der dafiir
giiltigen Gesetze Gleichartiges aufweisen. .

Solche Objekte werden allgemein Vektoren genannt. Verschiebungen und Krifte sind z. B.
Vektoren. Um den Begriff ,, Vektor* erfassen zu kénnen, muBl man die mit ihnen ausfiihrba-
ren Operationen und die dafiir giiltigen GesetzmiBigkeiten studieren.

Zielstellung: Wir wollen in den folgenden Stunden eine Art Vektoren genauer kennenlernen
und uns Grundlagen der Vektorrechnung erarbeiten. Wir werden spiter die Vektorrechnung
vor allem zur Losung geometrischer Aufgaben verwenden. Als konkrete Objekte zur Ein-
filhrung in die Vektorrechnung wihlen wir deshalb die aus dem Geometrieunterricht be-
kannten Verschiebungen. Mit Hilfe der Pfeildarstellung knnen wir die Operationen und
ihre GesetzmiBigkeiten gut veranschaulichen. Wir sprechen dabei kiinftig stets von Vek-
toren.

‘Bemerkung: Natiirlich darf man Verschiebungen und Vektoren nicht bégnﬂ'llch identifizieren, denn
es sind Begriffe unterschiedlichen Abstraktionsgrades. Jede Verschiebung oder jede Pfellklasse ist ein
Vektor, aber nicht umgekehrt.

Ubung im Gebrauch des Begriffes Vektor und der eingefiihrten Bezeichnungen  Nach inhalt- -
licher Klarung der Festlegungen iiber Gleichgerichtetheit und Parallelitit von Pfeilen bzw.
der durch Pfeile gekennzeichneten Vektoren sowie iiber den Betrag eines Vektors und nach
Einfithrung der Bezeichnungen sollten die Aufgaben 1, 3 und eventuell auch 7 (LB 15) ge-l
16st werden (weitere Aufgaben in hiuslicher Arbeit).
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Die Schiiler kénnen sich zunichst auch aus dem Lehrbuch die eingefiihrten Bezeichn"t_mgen,
iibersichtlich und mit einer Skizze auf Karopapier verbunden zusammenstellen (Bild 14).

AR
IABEELY TIE 151=12]
/;f N ryr mem
/ ] / T FlsE
L - =
/7c Jl d ThE =%
Bild 14 [ Tr

Bemerkung: Neben der im Bild 14 gewihlten Bezeichnung fiir Vektoren trifft man in der Literatur
auch die iltere’ Bezeichnung mit Frakturbuchstaben an. In praktischen Anwendungen wird hiufig
auch die ,,schreibmaschinenfreundliche‘* Bezeichnung a benutzt.

Kontrollaufgaben

(1) Was verstehen Sie unter einer Verschiebung einer Ebene?
(2 LB15: Nr. 5; (3)LB15: Nr. 7 .

Lerneinheit 3 (15td.)

Vektoren im Raum
LB 16und 17

In dieser Unterrichtsstunde werden Verschiebungen des Raumes behandelt und in Analogie
zu den Verschiebungen einer Ebene entsprechende Bezichungen erklirt sowie dafiir Bezeich-
' nungen eingefiihrt (Parallelifit, Gleichgerichtetheit usw.). Verschiebungen des Raumes wer-
den ebenfalls Vektoren genannt. GroBer Wert ist auf anschauliches Arbeiten zu legen.

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff der Verschiebung des Raumes als eineindeutige Abbildung des
Raumes auf sich,

— erfassen die einer Verschiebung des Raumes entsprechende Pfeilklasse als mathe-
matisches Objekt, das im folgenden Vektor genannt wird,

— konnen an rdumlichen Darstellungen oder Korpermodellen Vektoren im Raum an-
geben und solche Vektoren beziiglich Parallelitit, Gleichgerichtetheit und GréBe
ihres Betrags vergleichen. . -
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Schwe"rﬁunkte

— Brarbeitung einer Vorstellung von Verschiebungen des Raumes; Kennzeichnung als
Vektoren '
— Ubung im Bestimmen und Vergleichen von Vektoren im Raum

Methodische Hinweise

Erarbeitung  Esist niitzlich, die Erarbeitung wie im Beispiel A 3 anhand der Darstellung
eines Quaders oder eines Quaderkantenmodells zu beginnen, denn dies erméglicht, durch
Betrachtungen in bestimmten Ebenen zu begriindbaren Ergebnissen: hinsichtlich einzelner
Vektorén im Raum.zu kommen. Wenn dabei auch eine straffe Fithrung des Unterrichtsge-
spriches zweckmiBig ist, so sollte sie auch auf eine hohe Selbsttitigkeit der Schiiler zielen, so
daB die Ubungen gut vorbereitet sind und moglichst selbstindig durchgefiihrt werden konnen.

Ubung Empfohlen werden die Aufgaben 2, 3, 6 (LB 17). Im Falle der Aufgaben 2 und 3
sollten neben der Angabe der Vektoren, soweit vorhanden, noch Beispiele fiir gleich gerich-
tete, entgegengesetzt gerichtete, parallele und nicht parallele Vektoren und fiir Vektoren mit
gleichen und ungleichen Betrigen sowie einander entgegengesetzte Vektoren genannt wer-
den.

Die Aufgaben 4 und 5 tragen nur dann zur Vertiefung des Begriffs des Vektors im Raum bex,
wenn sich die Schiiler die angelegten Zeichnungen rdumlich vorstellen, denn die auszufiih-
rende Konstruktion vollzieht sich als Verschiebung einer Ebene auf sich! Die Vorstellung
kann gegebenenfalls durch eine Darstellung mit Hilfe von Modellen im Raum unterstiitzt
werden (Magnetklapptafel bzw. Raumecke aus Tafeln mit kongruenten Kantenmodellen
oder Verwendung von Teilen des Vektorgerates)

Kontrollaufgaben

(1) LB117: Nr. 2

(2) Skizzieren Sie einen Quader im SchrigriB!
Nennen Sie mit Hilfe seiner Eckpunkte 2) 10 Vektoren verschiedener Richtung, b) Vektoren,
die entgegengesetzt 'gerichtet sind, ¢) Vektoren, dle den gleichen Betrag haben, aber
nicht parallel sind!

Lerneinheit 4 , (25td)

Addition von Vektoren
LB 17 bis 22

In diesen Unterrichtsstunden beginnt die Behandlung der Rechenoperationen fiir Vektoren
und ihrer Eigenschaften. Damit werden schrittweise diejenigen wesentlichen Merkmale er-
arbeitet, die spiter in Lerneinheit A 13 zur Definition des Vektorraumes verwendet werden.
Dabei wird zwar von dem anschaulichen Beispiel der Verschiebung Gebrauch gemacht
(LP 42), aber es werden Eigenschaften erarbeitet, die nicht nur Verschiebungen bzw. den
ihnen entsprechenden Pfeilklassen zukommen.
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Ziele

Die Schiiler

- festigen ihre Kenntnisse iiber das Nacheinanderausfithren von Verschxebtmgen

einer Ebene und das Ermitteln der Gesamtkraft beim Angreifen zweier Krifte am
~ gleichen Punkt,

— wissen, daB man das Auffinden der Gesamtkraft auch Krifteaddition nennt und
kennen die Addition der eingefiihrten Vektoren (Pfeilklassen),

— konnen die Gesetze der Kommutativitit und Assoziativitit der Addition dieser
Vektoren anhand selbstgewihlter Beispiele erlidutern, c

— kennen den Begriff ,,Nullvektor*,

— konnen solche Vektoren einer Ebene bzw. des Raumes addieren, die in einem
Koordinatensystem durch Pfeile dargestelit oder im Raum durch (genchtete)
Kanten einfacher geometrlscher Korper markiert sind.

Schwerpunicte

1. Stunde

— Motivierung der Einfiihrung von Rechenoperatlonen fiir Vektoren

— Frarbeitung der Eigenschaften der Addition von Vektoren einer Ebene
2. Stunde ' ‘

- Einfiihrung der Addition von Vektoren im Raum
" — Ubung im Addieren von Vektoren

Methodische Hinweise

Motivierung der Einfithrung von Rechenoperationen fiir Vektoren Hierzu solite der Lehrer
von Kenntnissen der Schiiler ausgehen bzw. durch das Losen von Aufgaben Kentnisse reak-

" tivieren lassen:

Addition von Kriften; Nacheinanderausfiihren von Verschiebungen.
Unter Umstinden kann auf die Einfiihrungsbeispiele (LE 1/2, UH 33) oder auf die Auf-
trige A 9 und A 10 (Karopapier!) zuriickgegriffen werden.
Das Losen dieser Aufgaben erfordert Kenntnisse dartiber, wie uberhaupt die geforderten
Operationen mit Kriften bzw. Verschiebungen auszufiihren sind. Es ist also notwendig, die
Operationen eindeutig festzulegen und ihre Eigenschaften zu untersuchen.
Der Lehrer kann Fragen aufwerfen, die in den folgenden Stunden zu beantworten sind.: -
— Gelten fiir das Addieren (Nacheinanderausfiihren) von Verschiebungen gleiche Rechen-
gesetze wie fiir (reelle) Zahlen?
- Kann man wie bei Zahlen das. Addieren von Verschiebungen auch umkehren, also ge-
gebenenfalls von einer Subtraktion von Verschiebungen sprechen? ,
Der Vergleich zwischen Kriften und Verschiebungen zeigt gewisse Gleichartigkeiten hin-
“sichtlich auszufiihrender Operationen, die eben gerade ein Grund dafiir sind, sie als Vektoren
aufzufassen.
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Bemerkung: In Auswertung der Auftrige A9 und A 10 wird im Lehrbuch eine Gegeniiberstellung
von Kriften und Vektoren (Pfeilklassen) angefiihrt (LB 18). Bei der Einbezichung dwser Ubersxcht

- st folgendes zu beachten:

- Genaugenommen entsprechen den (in einem Punkt angrafenden) Kriften Représentanteny der Ver-
schiebungen (der Menge geordneter Punktepaare), etwa einzelne Punktepaare (dargestellt durch

Pfeile mit festem Anfangspunkt).

Einer Verschlebung (als unendlicher Menge geordneter Punktepaare) entspricht ein homogenes
Kraftfeld (.~ Bild 15). Als Beispiel fiir ein homogenes Kraftfeld konnen sich die Schiiler das mag-
netische Kraftfeld im Innern einer langen stromdurchflossenen Spule vorstellen. Jedes Eisenteilchen
im Kraftfeld unterliegt dem Einflu8 der magnetlschen Krifte, die an jeder Stelle des Feldes gleich

sind.

Bild 15

Erarbeitung der Eigenschaftenf’der Addition von Vektoren

arbeitung orientieren kann:

(eine) Kraft

(ein) homogenes Kraftfeld

® Nach welcher Vorschrift werden Vektoren addiert?
® LiBt sich die Addition stets ausfithren? -

® Ist die Summe eindeutig bestimmt?

® Welche Eigenschaften besitzt die Vektoraddition?

. Die Betrachtungen kénnen zunéchst in einer Ebene vorgenommen oder auch sofort im Raum

ausgefiihrt werden.
Mégliche Schnttfolge

|

\/MPl
P
, P

(ein) Reprdsentant einer
Verschiebung

o
<

(eine) Verschiebung

Fragen, an denen sich die Er-

(1) Den Bildern A 35/36 im Lehrbuch wird die Vorschrift entnommen, wie Vektoren (Pfell-

klassen) addiert werden.

Bereits hier kénnen verschiedene mégliche Lagen der gewihlten Reprasentanten vor-
gegeben oder von den Schiilern gesucht werden. Damit der Endpunkt des Reprédsentanten
des ersten Vektors mit dem Anfangspunkt des Reprisentanten des zweiten Vektors zu-
sammenfillt, um also die Addition der Vorschrift entsprechend ausfithren zu konnen,
muB ggf. ein geeigneter anderer Reprisentant verwendet werden. Dieser Gedanke wird
bei Beweisen von Rechenregeln benstigt (Schritt 4, 5). Ein Vergleich mit der Wahl
gleichnamiger Briiche, um die Addition zweier gebrochener Zahlen einfiihren zu k6nnen,

die durch ungleichnamige Briiche dargestellt sind, erscheint hierbei angebracht. '

(2) Die Schiiler 16sen zur ersten Festigung selbstandlg den Auftrag A 11 (LB 19). Gegebene

Vektoren auf Karopapier iibertragen!

(3) Existenz und Eindeutigkeit der Vektorsumme diirfte den Schiilern evident erscheinen. Der

Lehrer sollte hierzu die Frage nach der Summe eines Vektors und des zu ihm entgegen-
gesetzten Vektors aufwerfen. Unter Umstinden ist sie bereits als ein moglicher Fall im
Schritt 1 aufgetreten. Dieser Fall fiihrt zur Einfiihrung des Nullvektors und der ent-
sprechenden Symbolik. Die Regeln 1+ und 2+ (LB 20) kénnen formuliert, brauchen aber
nicht bewiesen zu werden.

39



Man kann sie auch erst im Zusammenhang mit der Kommutativitit der Vektoraddition
) aufstellen, weil dort ihre Behandlung noch besser motiviert erscheint (folgender Schritt 4).
" (4) Zur Erarbeitung der Eigenschaften der Vektoraddition kann zunichst an die Eigénschaften

der Addition von (reellen) Zahlen erinnert werden. Danach kénnen zwei Wege beschritten
- werden (zunéchst fiir die Kommutativitit):

Variante I

Man gibt eine Skizze vor (.~ Bild 16), ,,verrat* gewissermaBen sofort die Beweisidee
und J4Bt danach die Regel bei anderen Lagen der Pfeile priifen. Dann kann man evtl.
auf die im Schritt (1) gegebenen oder gefundenen Lagen zuriickgreifen und zur Formulie-
rung der Regeln 1+ und 2+ gelangen.

Bild 16

Variante 11 _

Man 148t die Schiiler die Addition von Pfeilklassen in verschiedener Lage ausfiihren
(Karopapier) und stellt die Frage, ob die Reihenfolge vertauscht werden kann und wie
man ggf. die Kommutativitit nachweisen kann (~ Bild 17). Die Giiltigkeit der Kommu-
tativitit der Vektoraddition schlieBt ein, daB @ oder b auch der Nullvektor sein kénnen
(Regel 1+, LB 20). Der Beweis der Regel (® A 12) erfolgt wiederum dadurch, daf$ man
einen geeigneten Reprisentanten fiir den Nullvektor wihlt.

G+6=AB+ BB = AB 5+d=AA+ AB = AB *
_ T
3 5 b | Pdbi
- B ] 4
i LA S af L1 NE ifl ALY
IS 4NVARRY 4N Lo 2T
q#// 5 Vil 4

N
ay
A

Bild 17

Es bedeuten: starke Pfeile — vorgegebene Reprisentanten; schwache Pfeile — weitere Repri-
sentanten; gepunkteter Pfeil - Summe
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(5) Aus dem Bild 18 ist die Assozlatmtat der Vektoraddltxon leicht ersmhﬂlch (an der Tafe] :
mehrfarbig gestalten; eventuell als Klappfolie anlegen).
Zur Veranschaulichung konnen Pfelle (z. B. des Vektorgerites) an der Hafttafel ver-
wendet werden.

E

b+C

A a+b )
Bild 18  G+(b+8)=(@+5)+T=a+b+E
Hinweis: Gibt man Pfeile so vor, daB zur Addition andere Reprisentanten herangezogen
werden miissen, so sind weitere Veranschaulichungspfeile zu benutzen und nicht die ge-

gebenen Pfeile mechanisch an die gewiinschte Stelle zu verschieben ( ~ Bild. 19)!
(6) Festigung: LB 2if.; Nr. 1, 2, 3 und 6

a, - a - 3
c c
s ~ 5 ~
Gegebene Pfeile So! Nicht so!
Bild 19

Einfiihrung der Addition von Vektoren im Raum Hierzu soliten Kérperkantenmodelle ver-
wendet werden, deren Kanten Vektoren reprisentieren (nicht nur Darstellungen von
Korpern in der Zeichenebene benutzen!).

- Die Schiiler k6nnen an soichen Modellen die Eigenschaften der Vektoraddition erldutern
sowie selbstindig den Auftrag A 13 und das Beispiel A 4 bearbeiten. o
Zusammenfassend wird die aligemeine Giiltigkeit der Regeln 1+ bis 4+ (LB 20) konstatiert,
wobei die in 1+ und 2+ enthaltenen Sonderfille beziiglich der Kommutativitédt in 3* ein-
gehen

Ubung im Addieren von Vektoren Eine erste Ubung kann anhand der Aufgabe 4 erfolgen.
Die Aufgaben 7 und 8 sollten im Untemcht gelost werden. In der Aufgabe 8 ist nachzu-

weisen, daf3 der Pfeil BD mit dem Pfeil AC gleich gerichtet und gleich lang ist. Man erhélt
(~ Bild 20):

- -

Die Pfeile BD und AC haben

— den gleichen Betrag wegen sws
— die gleiche Richtung wegen

(x'=180°-—ﬁ—'y' , ‘
o =180° - — v 7=7Wegensws 4

i Bild 20
- den gleichen Richtungssinn, weil C und D auf derselben Seite der Geraden AB liegen.

T 4
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. Kontrollaufgaben

‘(1) LB22: Nr. 5

(2) Ein Fihrboot mit der Eigengeschwindigkeit # wird durch die Strémung mit der Ge-
schwindigkeit #s abgetrieben. Uber das Boot liuft ein Passagier mit #p. Ermitteln Sie dessen
Gesam’cgeschwindigkeit'‘1}‘!,es gegeniiber der Erdoberfliche (~ Bild 21)!

A
/f
/
-
Vs
: Y
N Bild 21
Lerneinheit 5 v  (@std)
Subtraktion von Vektoren

LB 22 bis 25

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen wird zur Addition von Vektoren eine Umkehropera-
tion definiert. Hauptanliegen der Lerneinheit sind vielfiltige Ubungen im Addieren und
Subtrahieren von Vektoren.

Ziele

Die Schiiler - -

- w1ssen daB die Vektorglelchung d+ %=>0 stets genau ¢ine Losung b+(-a
= b — d hat, die Differenz von b und & genannt wird, '

— kennen die Rechenregeln fiir die Subtraktion von Vektoren, _

— konnen fiir Vektoren einer Ebene und im Raum Summen und Differenzen bilden
bzw. entsprechende Terme und Gleichungen mit Vektoren umformen und ver-
einfachen bzw. 16sen.

Schwerpunkte

1. Stunde

- Motivierung der Einfiihrung einer Umkehroperation zur Addition von Vektoren

— Reaktivierung der Kenntnisse iiber das Subtrahieren reeller Zahlen und iiber den
zu einem gegebenen Vektor @ entgegengesetzten Vektor —a

— Erarbeitung der Definition des Begriffes ,,Differenz zweier Vektoren* (» 1, @ 15,
@ 16, @ 17) und der Rechenregeln fiir das Subtrahieren von Vektoren

i}
T
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2. Stunde’ ;

— Ubung im Addieren und Subtrahxeren von Vektoren
- Ubung im Umformen von Termen und im Ldsen von Gleichungen mit Vektoren

Methodische Hinweise

Motivierung  Hierfiir eignen sich die drei Fragen auf Seite LB 22f. Auf die erste Frage
sollte nicht verzichtet werden, weil man die Analogie zu den reellen Zahlen im folgenden gut
verwenden kann. Anstelle der zweiten Frage kann auch eine praktische Aufgabe gestellt )
werden, z. B. in Verbindung mit dem Lehrbuchbild A 59: Welche Geschwindigkeit #; muB
ein Flugzeug gegeniiber der umgebenden Luft entwickeln, wenn es mit einer Geschwindig-
keit # bei einer Windgeschwindigkeit #, das Ziel B anfliegen soll? Geschwindigkeiten sind
wie Krifte gerichtete GroBen, so daB damit die Frage nach dem einzuschlagenden Kurs
verbunden ist.

Im Rahmen der Motivierung relcht es aus, eine solche Aufgabe vorzustellen, um zu begrun
den, daB nach Wegen gesucht werden muB, um die zweite Komponente einer Resultierenden
bestimmen zu konnen, wenn eine Komponente bekannt ist. )
Die Fragestellungen gipfeln in der Frage nach der Losung einer Vektorgleichungd + % = b
[LB 23, Gleichung (1)].

Bisher war von Vektorgleichungen noch nicht die Rede, obwohl sie schon verwendet wurden
und z. B. die Regeln fiir das Addieren von Vektoren in Form von Glelchungen notiert
wurden.

Der Lehrer sollte den Schiilern mitteilen, daB z. B. das Bilden der Summe der Vektoren »
@ und b als Losen der Vektorgleichung # = @ + b aufzufassen ist und daB man Vektor- |
gleichungen zum Teil nach gleichen Regeln umformen kann wie Gleichungen mit Zahien.
Das wird benétigt fiir die Analogiebetrachtung zu den reellen Zahlen bei der Einfiihrung
der Subtraktion von Vektoren. Auf Unferschiede im Arbeiten mit Vektorgleichungen
gegeniiber Zahlengleichungen wird im Zusammenhang mit der Behandlung weiterer Ver-
kniipfungen eingegangen.

Reaktivierung Empfohlen werden

— das Losen von Gleichungen, die das Subtrahieren erforderlich machen (Kopfrechncn),
z.B.

x+3=o,5; 102 +y =10 z+(/3-2)=0;

p)
a-x=c—-(b-a)

- das Addieren von Vektoren, die zu gegebenen Vektoren entgegengesetzt sind (konstruktiv
oder mit Hilfe von Karopapier) z. B. (» Bild 22):

a+(=8; b+ (-a);
b+(-2; da+b+(-2.

Bild 22




Erarbeitung der Definition des Begriffs ,,Differenz zweier Vektoren* und der Rechenregeln fiir

das Subtrahieren von Vektorer  Hierbei kann in folgenden Schritten vorgegangen werden:

(1) Nach der Reaktivierung wird wieder 'die Frage nach der Losung der Gleichung (1)
@ + % = b aufgegriffen. Durch Bearbeiten des Auftrags A 15 kénnen sich die Schiiler
eine anschauliche Vorstellung-von einer moglichen Losung verschaffen ( ~ Bild 23).

¢

-
X
\,
\,
\,
\

Bild23 4 a 8

3

Auf die Sonderfille @ = & oder b = & kann vorerst verzichtet werden. Es wird die Frage
aufgeworfen, ob es stets zu zwei Vektoren @ und b eine Lésung X der, Gleichung (1) gibt
und ob die Losung eindeutig bestimmt ist. ‘

(2) Selbstindig vergleichen die Schiiler im Lehrbuch Seite LB 23 die Losungen der ent-
sprechenden Gleichungen fiir Zahlen und Vektoren, bearbeiten den Auftrag A 16, no-
tieren gegebenenfalls an der Tafel oder in den Heften die einzelnen Schritte nebeneinander
und begriinden jede Umformung der Vektorgleichung inhaltlich.

(3) Durch Bearbeiten des Auftrags A 17 (LB 23) konnen die Schiiler die eindeutige Los-
barkeit der Gleichung (1) nachweisen (im Lehrplan nicht verlangt!).

(4) Die Schiiler werden aufgefordert, die Definition A 1 mit Hilfe einer Skizze zu verdeut-
lichen (.~ Bild 24). Hierzu wird an den ersten Schritt erinnert.

Des weiteren erldutert ein Schiiler an der Tafel die Fille @ = 8 und b = &.

So wie beim Rechnen mit reellen Zahlen sollten sich die Schiiler einpridgen, dafl das
Subtrahieren eines Vektors @ von einem Vektor b stets als Addition des entgegengesetzten
Vektors —a aufzufassen ist. (Der Nullvektor ist zu sich selbst entgegengesetzt!)

(5) Die Regeln fiir die Subtraktion von Vektoren sollten sich die Schiiler durch Skizzen mit
Pfeilen veranschaulichen, z. B. Regel 4~ (.~ Bild 25). Beweise zu einigen Regeln, die im
Lehrbuch auf Seite LB 24 abgedruckt sind, k6nnen von den Schiilern selbstindig durch-
gearbeitet (z. B. als Hausarbeit) und vor der Klasse wiedergegeben werden.

&y

Bild 24

Ubung im Addieren und Subtrahieren von Vektoren Hierzu eignen si¢ch die Aufgaben 1, 2,
3 und 6 (LB 24f.). Fiir das Addieren kennen die Schiiler die Vorschrift, durch geeignete Wahl
der Reprisentanten als Anfangspunkt des zweiten Pfeils den Endpunkt des ersten Pfeils zu
verwenden. Die Summe der dargestellten Vektoren wird dann durch den Pfeil bestimmt, der
vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des zweiten Pfeils verliuft.

Ahnlich kénnten sich die Schiiler Faustregeln fiir das Subtrahieren einprigen, z. B.: Anfangs-
punkte beider Pfeile zusammenlegen; dann weist der Differenzvektor vom Endpunkt des
Subtrahenden zum Endpunkt des Minuenden. Giinstiger ist es aber, die Subtraktion als
Addition des entgegengesetzten Vektors aufzufassen.
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Fiir I"Jbimgen im Addieren und Subtrahieren von Vektoren im Raum sollten den Si':hiilem_
zu den Lehrbuchbﬂdem A 41 oder A 42 Aufgaben folgender Art gestellt werden ‘
- BesnmmenSwa) b b)a—-c d+b=a

— Driicken Sie CD, AC, GA durch die Vektoren @, b und & aus!

Ubung im Umformen von Termen und i Losen von Gleichungen  Weitgehend selbstindig
sollten die Schiiler die Aufgaben 4 und 5 (LB 24£.) 16sen. Die Analogie zum Rechnen mit reellen
Zahlen kann dazu fithren, daB die Schiiler die Umformungen fiir einfach halten und formal
vollziehen. Deshalb muB gefordert werden, daB jeder Schritt mit den erarbeiteten Regeln fiir
das Addieren und Subtrahieren zu begriinden ist. Solche Aufgaben sind geeignet, die Schiiler
zu geistiger Diszipliniertheit zu erziehen. So ist z. B. bei der Lésung der Aufgabe 5c nach der
Umformung der Ausgangsgleichung zu —X% = & — b nicht etwa die Gleichung auf beiden
Seiten mit (—1) zu multiplizieren, weil eine derartige Multiplikation von Zahlen mit Vek-
toren (bisher) nicht erklért ist. Vielmehr ist, um den Vektor X zu bestimmen, nach Regel 3~
der entgegengesetzte Vektor zu bilden, also

—(—3%) = —(¢ — B), woraus sich nach 3~ und 5~
¥=—¢+b

ergibt.

Im Rahmen dieser ﬁbung kann auch die Aufgabe 7 (LB 25) gelost werden, ggf. als
Zusatzaufgabe fiir leistungsstarke Schiiler. Zunichst sind die méglichen Fille der Lage der
Punkte einschlieBlich des Zusammenfallens einzelner Punkte (wobei der Nullvektor ins Spiel
kommt) zu beachten. Beim Beweis ohne Bezug auf eine bestimmte veranschaulichte Lage-
beziehung sind méglichst solche Vektoren einzufiihren, daB der Summenvektor leicht be-
stimmt werden kann, z. B.:

— — — — :
. AB=CD | +BC (um AC zu erhalten)
- — - —
AB + BC = CD + BC
- - - - - -
AC = CD + BC (wegen AB + BC = AC)
- — —
AC = BC + CD (wegen 3%)
— —> — — —
AC = BD (wegen BC + CD = BD)
o .
AC = —-DB (wegen 1-), was zu beweisen war.

Jede Umformung der Gleichung ist also mit Blick auf die zu beweisende Aussage motiviert,
jede Termumformung durch Regeln begriindet.

Kontrollaufgaben ,

(1) Bestimmen Sie unter Hinzuziehung des Bildes 26 folgende Vektoren:
ayd-b, bé-ad
Qd-b-¢ db+a-al c

(2) Vereinfachen Sie den Ausdruck "5‘
-G+ -G -+ @—a+b, .
und begriinden Sie jeden Schritt! ¢

(3) LB 25: Nr. 5¢ Bild 26 4 @ B
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Lerneinheit 6 o ’ (25td.)
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl !
LB 25 bis 29 . ‘

Bei der Addition und Subtraktion von Vektoren handelte es sich um Operationen auf der
Menge der Vektoren. In diesen beiden Unterrichtsstunden wird eine Verkniipfung von reellen
Zahlen mit Vektoren eingefiihrt, deren Ergebnis wiederum ein Vektor ist. Auf den Unter-
schied zwischen den bisher erklirten Verkniipfungen und der neu einzufiihrenden Verknup-
fung ist aufmerksam zu machen. -

Ziele

Die Schiiler

— kennen die Definition des Produktes eines Vektors @ rmt einer reellen Zahl r und

konnen sie anhand von Beispielen erldutern,
- — kennen die Regeln fiir das Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen, verstehen

die Beweise fiir einige Regeln und konnen sie nachvollzichen,

— konnen Vektoren mit reellen Zahlen multiplizieren, entsprechende Terme umformen
und Gleichungen 16sen sowie die dazu erforderlichen Schritte begriinden,

— wissen, daB fiir die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen keine Umkehr-
operation existiert.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Wiederholung von Kenntnissen iiber das Multiplizieren reeller Zahlen und iiber das
Addieren von gleich gerichteten und entgegengesetzt gerichteten Vektoren

— Einfithrung der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl (> A 2, & A 5)

~ Ubung im Multiplizieren von Vektoren der Ebene und im Raum mit reellen Zahlen
(® A 18, Aufgaben 1, 2, 4)

2, Stunde - - N
- Era.rbeltung der Rechenregeln fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer
. reellen Zahl [Regeln (1°) bis (7°); @ A 19 bis @ A 25] .

~ Ubung im Anwenden der Regeln (Aufgaben 3, 5, 8)
- Erarbeitung von Losungen fiir Vektbrgleiéhungen (Aufgaben 6, 7)

Variante: Es ist moglich, in der 1. Stunde die theoretischen Grundlagen fiir das Multipli-
zieren von Vektoren mit reellen Zahlen zu erarbeiten (Definition, Regeln) und die 2. Stunde
ausschlieBlich der Festigung durch UUbung und Vertiefung, einschlieBlich des selbstindigen

Beweisens einiger Regeln durch die Schiiler, zu widmen. Diese Variante ist wegen der Tren~

nung von Theorievermittlung und Anwendung anspruchsvoller und kommt hochschul-
gemiBen Formen niher.
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Methodische Hinweise

Wlederholung Empfohlen werden
- Ubungen im Rechnen mit reellen Zahlen (vgl. ,,Hinweise fiir tagliche Ubungen ..
Seite UH 11, Komplex 1); dabei sollten: die Rechengesetze fiir reelle Zahlen, vor allem
- fiir das Multiplizieren von reellen Zahlen, wiederholt werden, und
- Ubungen im Addieren und Subtrahieren von Vektoren (geometrisch auf Karopapier aus-
fiithren).
Zu ermitteln sind zum Beispiel, bezogen auf das Bild 27:

b + b, a+b, 7 la»
a+d+d d+ada+b, ' . o
a-b, < d@+a-b. )

Zu vergleichen éind \

15 + 8 mit |5 und 42

|d@ +d + a| mit |a]. : Bild 27 _T

Einfithrung der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl Ankniipfend an Auf-
gaben zur Wiederholung kann zunichst eine Schreibweise fiir das Vervielfachen von Vektoren
eingefiihrt und danach die allgemeine Frage nach einer Multiplikation eines Vektors mit
einer reellen Zahl aufgegriffen werden (LB 25).

Nach der Einfiihrung der Definition A 2 und ihrer Interpretation durch Beispiele (q AS5)
sollte auf die Besonderheit dieser Verkniipfung hingewiesen werden: Es liegt jetzt die Menge
der reellen Zahlen und eine Menge von Vektoren vor. Als Ergebnis der Verkniipfung einer
reellen Zahl mit einem Vektor wird ein Vektor festgelegt. .

1. Bemerkung: Nach moderner mathematischer Auffassung vom Vektorraum liegen zunichst eine
beliebige Menge ¥ und ein Korper K vor. ¥ wird genau dann Vektorraum genannt, wenn eine addi-
tive Verkniipfung auf ¥ und eine multiplikative Verkniipfung von Elementen des Korpers K mit Ele-
menten der Menge V erklirt sind, die den bekannten Axiomen geniigen. Man kann also eigentlich
keine Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl erkldren. Erst, wenn u. a. eine multiplika-
tive Verkniipfung im genannten Sinne erklirt ist, wird ¥V Vektorraum und werden seine Elemente
Vektoren genannt. Im Unterricht fithrt man Vektoren anhand eines geeigneten Modells fiir einen
Vektorraum ein. Der Nachweis fiir die Berechtigung der Bezeichnung ,,Vektor* wird erst spéter
erbracht.

2. Bemerkung: Es ist moglich, daB von Schiilern beim Vergleich mit dem Rechnen mit reellen Zahlen
auch die Frage nach einer Multiplikation zweier Vektoren aufgeworfen wird. In Analogie zur Addi-
tion und Subtraktion von Vektoren liegt diese Frage sogar nahe. Hier sollte der Lehrer darauf ver-
weisen, daB es sogar mehrere multiplikative Verkniipfurigen von Vektoren gibt und daB im weiteren
Unterricht eine solche Verkniipfung definiert wird, die allerdings auch ihre Besonderheiten gegeniiber
der Multiplikation von Zahlen hat. Auf sie wird im Rahmen der analytischen Geometrie eingegangen
(Skalarprodukt). Das Vektorprodukt, mit dem je zwei Elementen von V eindeutig ein Element von
V zugeordnet wird, ist nicht Unterrichtsgegenstand.

Ubung im Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen Empfohlen werden die, Auf-
gaben 1, 2 (Vektoren einer Ebene) und die Aufgabe 4 (Vektoren im Raum). Mit diesen Auf-
gaben und der Bearbeitung des Auftrags A 18 wird unmittelbar die Behandlung der Rechen-
regeln vorbereitet.

Erarbeitung der Rechenregeln fiir die Multlphkatlon eines Vektors mit einer reellen Zahl
Hierzu bieten sich wenigstens zwei Varianten an:

]
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Variante I ;
Man folgt dem Lehrbuch, stellt die Regelnim Verglelch zu denen fiir reelle Zahlen zusammen
und 148t danach einige Regeln beweisen oder interpretieren (@ A 19 bis A 25). Zu beachten
ist, daB den Schiilern gerade der Beweis derjenigen Aussagen Schwierigkeiten bereitet und
auch als tliberfliissig erscheint, die von ihnen als Selbstverstindlichkeit angesehen werden.
Um das Beweisen zu motivieren, sollten die Schiiler darauf hingewiesen werden, da8 z. B.
die Multiplikationszeichen, wenn man sie in Regel (5°) mit aufschreibt, unterschiedliche
Bedeutung haben (farbig unterscheiden!). Die Assoziativitit ist also keineswegs selbst-
verstiandlich.

Variante II:

Man 148t die Schiiler iiber das Betrachten von Beispielen, wie sie u. a. auch in den Auftrigen
A 20, A 21 und A 25 enthalten sind, Regeln finden, die denen fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen analog sind, wobei auch hier auf die Grenzen von Analogiebetrachtungen hin-
zuweisen ist. Beweise entfallen dadurch nicht. Die Bearbeitung der Auftrige A 22 und A 23
dient der Vorbereitung des Beweises der Regel (7*) fiir einen Sonderfall.

AnschlieBend werden die Regeln zusammengestellt.

Bemerkung: Die Analogiebetrachtung in Variante II zum Rechnen mit reellen Zahlen kann bei den
Schiilern die Frage aufkommen lassen, ob fiir das Multiplizieren eines Vektors mit einer reellen Zahl
auch ein Kommutativgesetz gilt. Da nur rg@ definiert wurde, ist die Frage gegenstandslos. Auch die
Regeln (3°) und (4°) haben nichts mit Kommutativitit zu tun, wihrend die Regeln (3) und (4) wegen
der Kommutativitit der Multiplikation fiir alle reelle Zahlen (einschlieBlich 0) als eine Regel gefaBt
werden konnten. [Das gleiche gilt fiir die Regeln (6) und (7).}

In der mathematischen Literatur findet man mitunter auch die Schrelbwelse dr. Dann muB aber
zuvor gekliart werden, daB darunter das gleiche zu verstehen ist wie unter rd@, und von Kommu-
tativitit kann dann ebenfalls nicht gesprochen werden, Vergleichen Sie hierzu auch die Bemerkung
zur LE A 21 beziiglich der Nichtassoziativitit der skalaren Multiplikation von Vektoren!

Ubung im Anwenden der Regeln Bei Termumformungen (Aufgaben 3, 5) ist wieder be-
sonderer Wert auf die Begriindung jeder Umformung mit Hilfe der giiltigen Regeln zu legen,
einschlieBlich der Regeln fiir das Addieren und Subtrahieren von Vektoren. Auf Veranschau-
lichungen sollte verzichtet werden.

Erarbeitung von Losungen fiir V:gktorgleichungen Mit der Definition A 2 wurde erklart,
was unter der Gleichung rd = b verstanden werden soll. In Analogie zum Multiplizieren
von reellen Zahlen wird die Frage aufgeworfen, ob die Gleichungen

‘(1) r¥= bund

@ xd=h

L6sungen besitzen. Selbstindig sollten die Schiiler die Definition anwenden und die Bedin-

gungen finden, unter denen die Gleichungen lésbar sind. Vor einem formalen Ubertragen
der von Zahlengleichungen her bekannten Umformungsregeln muf3 gewarnt werden. So

1
kann die Gleichung (1) nicht durch r dividiert werden. Man kann nur mit " multiplizieren,

denn nur eine solche Verkniipfung einer reellen Zahl mit einem Vektor ist definiert.

Die Schiiler kénnen den Auftrag A 26 bearbeiten, den folgenden Text auf Seite LB 28 stu-
dieren und im Ergebnis folgende Ubersicht anlegen, die auch als Tafelbild entwickelt werden
kann:
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: © ri=b
Welche Lﬁsimgen haben die”Gl.’eichungen ¢)) und 2)?

Q |r=5 : Q) |xa=5
Nach Definition A 2 muB gelten:
N6 apb
x| - 1a| = |B] .
Fiir b + & ist Fiir b + 6 (und @ + ) ist
1, 181 .
R==b (r+0) x=ﬂ fir 44 b,
r @l
Fiir r = 0 hat die Gleichung nur Sinn, | ®#¥- ,
wenn b = §. Sie ist dann aber nicht x = — ﬂ fiir @4} b.
eindeutig 16sbar. ' @l

Fiir b = dund @ + & ist

x=0.

Fiir 5 = 8 und @ = & ist die Glelchung
nicht eindeutig losbar.

Zum leichteren Einprigen kann kurz formuliert werden: _
(1) ist stets eindeutig 16sbar fiir r + 0,
(2) ist stets eindeutig l6sbar, wenn

b+6, @+6 und @b oderwenn b =6 und a +4.

Die Betrachtﬁngen konnen durch Beispiele ergénzt und durch das Losen von Aufgaben
(Nr. 6, 7 und 8) abgeschlossen werden. Die Aufgabe 8 ist algebralsch zu l6sen. Die Bedin- -
gung dlld + b in Nr. 8a bedeutet @ +08,d+b *6undiz’ﬂa +boderaNa + b, also
-1
A

-

a.

d@ = M@ + b). Daraus erhilt man die Lbsung b=

Kontrollaufgaben

(1) Definieren Sie die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl, und wenden Sie die
GesetzméiBigkeiten beim Vereinfachen des Ausdrucks

d—2(@-4b+¢) - (6b + 4d - 2¢) 7
an! Begriinden Sie die Schritte!
(2) Losen Sie unter Bezugnahme auf das i : F
- Bild 28 die folgendenVektorgleichungen!
= g > .o / K E
3X = DG xBK = CC
T - - -
xAD = FH xAI = AB N
A V] [y 0
Bild 28
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\Lerneinheit 718 ‘ (3 Std.) -

Anwendungen der Vektorrechnung in Geometrie, Physik und Te echmk
LB 29 bis 35

In diesen drei Untemchtsstunden geht es um erste Anwendungen der Vektorrechnung. Die
Schiiler sollen die bisher erworbenen Kenntnisse komplex beim Losen von Aufgaben ein-
setzen. Daraus soll auch eine motivierende Wirkung erwachsen, indem die Schiiler erkennen,
daB von ihnen z. T. auch schon bekannte Aufgaben mit Hilfe von Vektoren geldst werden
kor.men Mit-der Vektorrechnung lernen sie also ein weiteres mathematisches Instrument zum
Losen bestimmter Aufgaben kennen, wobei sich mitunter mit Hilfe von Vektoren sogar ra-
tionellere Losungen ergeben. Beim Losen der Aufgaben sollte darauf geachtet werden, daB
die Schiiler planmiBig vorgehen, den Losungsweg ubers1chthch und sauber darstellen sowie
die Losungsschntte begrunden / :

Ziele .

Die Schiiler

— festigen Kenntnisse aus der Planimetrie und der Stereometrie, der Trigonometrie
und aus der Mechanik (in Abhingigkeit von den ausgewihlten Aufgaben),

— konnen geometrische Sitze in einfachen Fillen mit Hilfe von Vektoren beweisen,

- konnen einfache physikalische oder technische Sachverhalte, in denen Beziechungen
zwischen Kriften oder Geschwindigkeiten auftreten, mit Hllfe der Vektorrechnung
16sen.

Schwerpunkte

- Réaktfvierung von Kenntnissen aus der Geometrie
- '(_Jbugg im Beweisen geometrischer Aussagen (LE A 7)
- Ubung im Lésen einfacher Aufgaben aus der Mechanik (LE A 8)

Methodische Hinweise

Fiir die drei SchWerpunkte wird eine weitgehend seibstandige Arbeit der Schiiler empfohlen,
wobei man mit einfachen geometrischen Beweisaufgaben beginnen und im Ansch]uB daran:
zu physikalischen Anwendungen iibergehen sollte.

Reaktivierung von Kenntnissen aus der Geometrie Die Reaktivierung kann in der jewei-
ligen Stunde in Verbindung mit den ausgewihlten Beispielen erfolgen. In diesen Stunden
sollten auch Aufgaben aus anderen Stoffgebieten gelost werden, um das grundlegende
Wissen und Konnen der Schiiler zu festigen (Verwendung.von ,,Aufgaben fiir tigliche
Ubungen. . ., Seite UH 11ff.). .
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Ubung im Beweisen geometrischer Aussagen (LE A 7) Im Beispiel A 6 (LB 29) wird die
gleiche Aussage einmal ohne und einmal mit Hilfe von Vektoren bewiesen. Die Gegeniiber-
‘stellung der Beweise ist an dieser Stelle nicht das Wesentliche; somit kann auch das Beispiel
A 7, das leichter zu iiberschauen ist, zuerst behandelt werden.

_Nach der Behandlung des Beispiels A 7 kann ein Zugang zum Beispiel A 6 bequemer ge-
funden werden. Empfohlen wird, daB die Schiiler den Beweis im Lehrbuch selbstindig durch-
arbeiten und sich danach mit dem Auftrag A27 (LB 31 beschiiftigen. Im Teil a) des Auf-

trags ist auch zu zeigen, daB DF 1 AB gllt Die Telle b) und c) kénnen entsprechend a) er-
arbeitet werden. . .
Wird das Belspxel A6 durchgearbeltet o ist mit

EF= EA + AF= }(DA + AB) = -}DB

bereits die Beweisidee fiir das Beispiel A 7, Fall a), gegeben.

Fiir die Ubungsaufgaben sollten u. a. Kenntnisse iiber die Strahlensitze reaktiviert werden.
Die Aufgaben 3 und 5 (LB 31) weisen etwas mehr Schwierigkeiten auf als die Aufgaben
2 und 4. Fiir die Aufgaben 4 und 5 sollten die Schjiler zunéchst geeignete Skizzen entwickeln
( ~ Bilder 29 und 30): ‘

N K 6
/ y///,
E F
/ ~ e
. //0 - = ¢’
//////
Bild29 4 : 8

Bilder 30aund b 4 '

Aufgabe 4: Durch Fragen kdnnen die Schiiler angeregt werden, sich Klarheit iiber die Lage
der in der Aufgabe genannten Stiicke zu verschaffen.

— In welcher Ebene liegt die Raumdiagonale AG?
— In welcher Ebene liegt die Gerade durch B und I?
- Wo liegt der Durchstonunkt K dieser Geraden durch die Deckfliche EFGH"

Die Ebene ABGH kann i m einer Tafelskizze farbig marklert werden.

Aufgabe 5: Empfohlen wird eine riumliche Darstellung der Pyramide (Bild 30a), aus der

man erkennt, daB die wesentlichen Strecken alle in einer Ebene liegen. Die durch sie ge-
bildete Figur zeichnet man nochmals gesondert (Bild 30b). In einer FuBBnote wird auf Seite
LB 31 mitgeteilt, daB der Schwerpunkt die Seitenhalbierenden im Dreieck im Verhiltnis
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. 2:1 teilt. Anstelle dessen kﬁnnen die ‘Schiiler vor Losung der Aufgabe 5 zunichst die Auf- BE.

gabe 8 (LB 118) gestellt bekommen und sich diese Erkenntnis selbstindig erarbeiten. Vielen
- Schiilern hilft es bei solchen Beweisaufgabgn, sich die Vektoren als ,,Wege** vorzustellen.

Ubung im Losen einfacher Aufgaben aus der Mechanik (LE 8)  Krifte wurden schon mehr-
fach als Beispiele fiir Vektoren genannt. Ebenso wie fiir Pfeilklassen kann man fiir die an
einem Punkt angreifenden Krifte bzw. Geschwindigkeiten Rechenoperationen einfiihren,
wofiir die gleichen Regeln gelten. AuBer Kenntnissen iiber Krifte und Geschwindigkeiten
sollten Kenntnisse aus der Trigonometrie reaktiviert werden (Berechnungen im rechtwink-
ligen Dreieck; Sinus- und Kosinussatz u. a.). ’

Die Schiiler sollten weitgehend selbstindig Beispiele im Lehrbuch durcharbelten und die im
AnschluB8 daran formulierten Auftrige 16sen, in denen zumeist eine weiterfithrende oder
analoge Aufgabe gestellt wird. Im Unterricht konnen Schiiler die Bearbeitung der Auftrige
vortragen und damit nachweisen, inwieweit sie das Beispiel verstanden haben.

Bei allen Aufgaben ist zu beachten, daB die Vektordarstellung vor allem beim Finden des
Ansatzes verwendet wird, wobei es i. allg. um das Addieren oder Subtrahieren von Kriften
bzw. Geschwindigkeiten geht. Die Berechniingen werden dann mit den Betrigen ausgefiihrt.
Fiir die Ubung ist deshalb das selbstindige Finden des Losungsansatzes durch die Schiiler das
Hauptziel. ,

Kontrollaufgaben
(DLB31:Nr.2 (2LB118:Nr.9

Stoffabschnitt 1.2 (12 5td.)
Komponenten- und Koordmatendarstellung von Vektoren

Im Stoffabschnitt 1.1 wurden ausgehend von Verschiebungen und den sie beschreibenden
Pfeilen eine Addition von Vektoren (und eine Subtraktion als Umkehrung dazu) sowie eine
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl erklirt, deren Eigenschaften sich in den
Regeln 1+ bis 4+ (sowie 1~ bis 57) und 1° bis 7° widerspiegeln. Damit wurden die Schiiler °
in ein Modell fiir einen Vektorraum eingefiihrt, und im Unterricht kann nun zu einer all-
‘gemeinen Definition des Vektorraumes iibergegangen werden.

Hauptziel des Stoffabschnittes 1.2 ist die Nutzung geeigneter Bezugssysteme fiir Vektoren
und deren eindeutige Beschreibung durch »n-Tupel von Zahlen. Damit werden weitere Vor-
aussetzungen behandelt, um die ,,Vektorrechnung* in den folgenden Stoffabschnitten in der
analytischen Geometrie anwenden zu kénnen. Man verblelbt dabei weiter im emgef’uhrten
- Pfeilklassenmodell.

In der folgenden Ubersicht sind die einzufiihrenden Begriffe, die zu behandelnden Sitze und
Beziehungen sowie Verfahren zusammengestellt. ) .
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Begriffe

Siitze Anwendungen

Linearkombination zweier
nicht paralleler Vektoren

12
Basis der Menge der Vektoren
einer Ebene / des Raumes

{

Komponenten eines Vektors
beziiglich einer Basis

Satz iiber die eindeutige Darstelibarkeit eines
(Einf.)) — {Vektors als Linearkombination zweier nicht}
’ paralleler Vektoren (m. B.) -[ {

. Komponenten bei gegebener Ba-
(Einf.) sis

‘Satz iiber die eindeutige Darstellbarkeit eines Zerlegen von Vektoren in drei
(Einf)) —> {Vektors im Raum als Linearkombination} - { Komponenten bei gegebener Ba-

l dreier nicht komplanarer Vektoren ~ (0.B.) . sis
Einheitsvektor (Def.) e : '
-
Orthonorm}:erte Basis {7, j} ( Zusammenhang zwischen dem Ortsvektor OP
bzw. {, ], k} (Einf.) und den Koordinaten des Punktes P (0.B.)
1 _
Kartesisches Koordinatq.nsy’stem . — ] Beziehung zwischen den Koordinaten elnes Berechnen des Betrages eines in
{0; i, j} bzw. {0; 1, }, k} (Einf.) Punktes Pund dem Betrag des Ortsvektors 0 P -—> Koorvdllx;z:xtendarstellung gegebe-
— in einer Ebene und im Raum (m.B.) nen vextors
Ortsvektor OP (Einf.)
X ten des Vektors OP Beziehungen zwischen den Koordinaten emes Berechnen der Linge -des Ab-
oordinaten des Vektors . standes zweier Punkte, die durch. -
bez. {0; 1, /} bzw. {0; 1,7, k} (Einf) Punktes P, dem Betrag des Ortsvektors OP ihre Koordinaten gegeben sind-
und dem Winkel £ (7; OP) in einer Ebene :
(m. B.)
Beziehungen zwischen den Koordinaten eines
- -
Winkel zwischen zwei Vektoren (Binf.) —> Punktes P, dem Betrag des Ortsvektors OP
und den Winkeln « (k; OP) und ¥ (7; xi+yj)
' im Raum (m. B.)
Vektorraum (Def.) } _, Nachweis der Vektorraumelgenschaften fiir
Vektor (Def.) einige Betspxele .

Zerlegen von Vektoren in zwei -



- Hinweis auf Varianten der Stoffverteilung im Stoffabschnitt 1.2

Im Lehrbuch wird eine allgemeine Definition des Vektorraumes in der letzten Lerneinheit
des Stoffabschnittes (LE A 13) gegeben. Da hierfiir keine Kenntnisse iiber die Komponen-
" ten- und Koordinatendarstellung der durch Pfeile beschreibbaren Vektoren erforderlich
sind, kann die Definition des Vektorraumes auch unmittelbar im AnschluB an den Stoff-
abschnitt 1.1 behandelt werden. Danach wendet man sich erneut dem speziellen Vektor-
raummodell zu, das fiir die Anwendung in der analytischen Geometrie geeignet ist.

Im Lehrbuch wird bei der Behandlung geeigneter Bezugssysteme fiir die arithmetische Be-
schreibung von Vektoren zunichst von der prinzipiellen Moglichkeit der eindeutigen Zer-
legung eines Vektors beziiglich einer Basis {d; b} ausgégangen und auf dieser Grundlage das
kartesische Koordinatensystem {O; 7, j} eingefiihrt, also ein deduktives Vorgehen gewihit.
Eine andere Variante besteht darin, daB man von den Kenntnissen der Schiiler iiber die Dar-
stellung von Punkten in einem Koordinatensystem und iiber die Mdglichkeit der beliebigen
Wahl eines Reprisentanten fiir einen Vektor ausgeht, Vektoren in einem Koordinatensystem
‘durch geeignete Reprisentanten darstellt und daraus Moglichkeiten fiir die arithmetische
Beschreibung von Vektoren gewinnt. Danach wird dieses Vorgehen begriindet. Der zuerst
genannte Weg ist theoretisch anspruchsvoller und im Lehrbuch logisch zwingend dar-
gestellt. Die zweite Variante baut in stirkerem MabBe auf vorhandenen Kenntnissen auf und
schafft zunichst inhaltliche Vorstellungen. Diese Variante wird in der Unterrichtshilfe be-
schrieben. Sie betrifft nur die LE A 9.

Lerneinheit 9 (35td.)
Komponenten- und Koordinatendarstellung der Vektoren einer Ebene
LB36bis4l

Hauptanliegen ist die Klirung der Existenz von Bezugssystemen (zunéchst in einer Ebene),
in denen Vektoren durch Zahlenpaare eindeutig beschrieben werden kénnen.

i

Ziele

Die Schiiler

— kennen den Begriff ,,Linearkombination zweier nicht paralleler Vektoren* und
konnen Linearkombinationen konstruktiv und rechnerisch ermitteln,

— kennen den Begriff ,,Basis der Menge der Vektoren einer Ebene* und den Satz iiber
die Eindeutigkeit der Zerlegbarkeit eines Vektors beziiglich einer Basxs {@; b}
> Al, '

~| - kennen den Begriff ,,Kartesisches Koordinatensystem {O; 7, j}* und die Begrxﬁ'e
,.Einheitsvektor* und ,,orthonormierte Basis*,

— kennen die Begrlffe ,,Komponenten. . .* und ,,Koordmaten eines Vektors bezughch
einer Basis {d@; b}, ’

- konnen die Komponenten und Koordmaten eines Vektors beziiglich einer Basis
{a; b} angeben und wissen, daB die Zerlegung eindeutig ist,
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— kennen den Begriff ,,Ortsvektor OP eines Punktes P bezughch des Koordmaten-
systems {O; 7, j}, ’

— kennen den Begriff ,,Linearkombination zweier nicht paralleler Vektoren* und
konnen Linearkombinationen konstruktiv und rechnerisch ermitteln.

Schwerpunkte

1. Stunde

— Motivierung der Nutzung von Bezugssystemen fiir die Beschreibung von Vektoren
durch Zahlen ,

— Prarbeitung von Moglichkeiten der Darstellung von Vektoren in einem recht-
winkligen Koordinatensystem '

2. Stunde

— Einfithrung der Begriffe, die in Verbindung mit dem kartesischen Koordinaten-
system {O; i, j} stehen, und erste Ubungen

— FErarbeitung des Satzes iiber die Eindeutigkeit der Zer]egung eines Vektors beziiglich
einer Basis {3, 5} > A1)

3. Stunde

— Frarbeitung der Regeln fiir das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren

— Ubungen im Bestimmen von Komponenten und Koordinaten von Vektoren beziig-
lich einer Basis {@; b}, insbesondere beziiglich {O; i, f}, und im konstruktiven und
rechnerischen Ermitteln von Linearkombinationen von Vektoren

Dem Vorschlag der Verteilung der Schwerpunkte fo]gen& sollten

— in der ersten Stunde nach der Motivierung eine griindliche inhaltliche Erarbeitung der Dar-
stellungsmoglichkeit fiir Vektoren erfolgen, wobei man weitgehend von den Kenntnissen
der Schiiler iiber die Verwendung von rechtwinkligen Koordmatensystemen ausgehen
kann, ,

— in der zweiten Stunde alle erforderlichen Begriffe eingefiihrt und die Eindeutigkeit der Zer-
legung eines Vektors nach einer beliebig gegebenen Basis und damit der Komponenten-
und Koordinatendarstellung im Koordinatensystem {O; 7, j/} nachgewiesen werden,

— in der dritten Stunde die Regeln fiir das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren erarbeitet
und auf vielfiltige Weise gefestigt werden. ;

Bei der Wahl dieser Variante ist zu beachten, daB das Vorgehen fiir die Schiiler einfach und
leicht verstiandlich ist, rasch zum Ziel fiihrt (Darstellung von Véktoren in einem Koordi-
natensystem {O; i, j}), aber die Schiiler nur in geringem MaBe motiviert werden, danach
noch den Nachweis fiir die Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors beziiglich einer
beliebigen Basis {@; b} erbringen zu miissen.
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Methodische Hinweise -

Motivierung der Nutzung von Bezugssystemen fiir die Beschreibung von Vektoren durch
Zahlen - Die Schiiler konnen selbstindig den Abschnitt im Lehrbuch (LB 35) durchlesen
und danach die Frage beantworten:
- In welcher Weise wurden bisher Vektoren dargestellt bzw. in Aufgaben vorgegeben?
(gerichtete Strecken in geometrischen Figuren; Pfeile auf Rasterpapier)

In dieser Phase konnen Aufgaben aus den bisherigen Lerneinheiten einbezogen werden. In
bestimmter Weise ist man dabei stets auf Zeichnungen angewiesen. Nunmehr wird eine
Darstellung mit Hilfe von Zahlen gesucht, um auf dem héufig vorteilhafteren algebraischen
Wege mit Vektoren operieren zu kénnen.

Erarbeitung von Méglichkeiten der Darstellung von Vektoren in einem rechtwinkligen Koor-

dinatensystem Im Unterrichtsgesprich konnen folgende Schritte durchlaufen werden:

1. Die Schiiler haben in den vorangehenden Klassenstufen vor allem im Zusammenhang'
mit der Behandlung von Funktionen das rechtwinklige Koordinatensystem als unentbehr-
liches Hilfsmittel kennengelernt und verwendet. Punkte werden durch geordnete Zahlen-
paare in einem Koordinatensystem eindeutig beschrieben. Daran sollte der Lehrer er-
innern und die Schiiler auffordern, einen Pfeil als Reprisentanten eines Vektors 7, der
durch ein geordnetes Punktepaar bestimmt ist, in ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem
einzuzeichnen und durch Zahlen zu beschreiben,

~ - _ . _> . .
Beispiel (.~ Bild 31) [,4" T Der Pfeil AB 148t sich
’ <R beschreiben durch das
y //pf —| geordnete Punktepaar
. [(2;4); (5; 61
] oy
Bild31 [0) 7 X

2. Problem: Der Pfeil 4B ist nur ein Reprisentant. Pfeile, die andere Représentanten des
gleichen Vektors sind, werden durch andere Punktepaare und somit andere Paare von
Zahlenpaaren beschrieben. LdBt sich 'eine ausgezeichnete Lage finden? Entsprechend
Bild 32 sollten die Schiiler weitere Reprisentanten des Vektors 7 einzeichnen, sie durch
geordnete Zahlenpaare beschreiben und nach einem geeigneten Reprisentanten suchen,
fiir den die Beschreibung relativ einfach wird.

3. Wihlt man den im Koordinatenursprung O angesetzten Pfeil, so kann man den Vektor

. durch das Paar von Zahlenpaaren [(0; 0); (3; 2)] beschreiben.

Fiir jeden Vektor 148t sich offenbar ein in O ansetzender Pfeil finden. Der Anfangspunkt O

dieser Pfeile wiirde dann stets durch das Zahlenpaar (0; 0), der Endpunkt P durch das

Zahlenpaar (x,; y,) beschrieben. Es geniigt dann eine Angabe in noch festzulegender

Schreibform, die nur die Zahlenwerte des zweiten Zahlenpaars enthilt (.~ Bild 33).

4. Ankniipfend an bisherige Kenntnisse der Schiiler iiber das Addieren von Vektoren kann
~ der Vektor 7 als Summe zweier Vektoren @ und b aufgefaBt werden, die durch den Koor-
dinatenursprung O und die FuBpunkte der Lote von P auf die Koordinatenachsen be-
stimmt sind: .

P =d+ b (~ Bild 34).

Bekannt ist den Schiilern, daB fiir zwei Vektoren @ und b die Summe @ + b = 7 eindeutig
bestimmt ist. Offen ist jedoch die Frage, ob die Zerlegung § = @ + b stets eindeutig be-
stimmt, fiir 7 also auf diese Weise die Darstellung eindeutig moglich ist.
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