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Einleitung 

1. Hinweise zum Aufbau und zur Verwendung 
der Unterrichtshilfen 

Die vorliegenden Unterrichtshilfen wurden auf der Grundlage des Lehrplans ausgearbeitet. 
Alle Aussagen dieses Buches zu der methodischen und organisatorischen Gestaltung des 
Unterrichts sind nicht verbindlich, sondern stellen Empfehlungen dar. 
Im folgenden werden die Funktion und die Art und Weise der Nutzung der Unterrichts-
hilfen erläutert. 
(1) Dem Jahreslehrgang, jedem Stoffgebiet, jedem Stoffabschnitt und einzelnen Themen 
sind Vorbemerkungen vorangestellt. Darin werden die Hauptanliegen, die mit der Behand-
lung des jeweiligen Stoffes verbunden sind, in knapper Form dargestellt. Der Stoff wird in 
die Linienführung des Lehrplanes eingeordnet, und es werden wesentliche Ziele der Bildung 
und Erziehung genannt. 
Deshalb beginnt jede richtige Verwendung der Unterrichtshilfen mit dem Studium der jewei-
ligen Vorbemerkungen. 
Ohne Kenntnis des dort Gesagten ist eine richtige Wertung und Einordnung der Einzelhin-
weise; in denen nicht ständig allgemeine Zielstellungen wiederholt werden, nicht möglich.
In den Vorbemerkungen werden Übersichten über die Struktur des zu vermittelnden Stoffes 
zur Orientierung für den Lehrer angegeben, die zum Teil aber auch zur Systematisierung im 
Unterricht eingesetzt werden. können. 
Die zu einzelnen Stoffabschnitten enthaltenen Leitfragen können zur Zielorientierung über 
den gesamten Stoffabschnitt hinweg wie auch für die einzelnen Lerneinheiten sowie für 
Teil- und Gesamtzusaminenfassungen verwendet werden. 
(2) Zur Unterstützung der Plankontrolle werden Übersichten zur Jahresstoffverteilung in 
Form von Diagrammen vorangestellt (zwei Varianten). Mit ihrer Hilfe kann der Lehrer be-
stimmen, bis zu welchem Zeitpunkt im Schuljahr etwa die Behandlung der einzelnen Stoff-
abschnitte abgeschlossen werden sollte. , 
(3) Die Unterrichtshilfen enthalten einen Abschnitt mit Aufgaben für tägliche Übungen und 
Wiederholungen. Diese Aufgaben können zur Festigung des Grundwissens und der grund-
legenden Fähigkeiten und Fertigkeiten sowie zur Sicherung des Ausgangsniveaus für die 
Behandlung neuen Stoffes dienen und beziehen weitgehend auch zurückliegenden Stoff ein. 
Sie sind nicht den einzelnen Lerneinheiten zugeordnet, damit der Lehrer selbst, entspre-
chend den Erfordernissen in seiner Klasse, Auswahl, Anordnung und Zeitpunkt des Ein-
satzes bestimmen kann. 
Ein erheblicher Teil der Aufgaben soll lediglich bestimmte Typen charakterisieren, nach 
denen der Lehrer ohne große Mühe den Erfordernissen in seiner Klasse entsprechend selbst 
weitere Aufgaben bilden kann. 
(4) Zu jedem Stoffgebiet und zu jedem Thema sind Kontrollaufgaben bzw. -fragen formuliert, 
häufig geeignete Lehrbuchaufgaben. Damit wird versucht, das am Ende der Behandlung 
des Stoffgebietes oder des betreffenden Themas zu erreichende Ziel möglichst genau zu kenn-
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zeichnen. Es ist dabei zu beachten, daß die Kontrollaufgaben zum Stoffgebiet nicht einfach 
als Summe der Kontrollaufgaben zu den einzelnen Themen zu betrachten sind. Bei der Be-
handlung einzelner Themen werden mitunter nur Zwischenziele auf dem Weg zu den um-
fassenderen Zielen verfolgt, die sich in den Kontrollaufgaben zum Stoff widerspiegeln. 
Die Kontrollaufgaben sind in ihrer Zusammenstellung nicht als Muster für Klassenarbeiten 
gedacht, wohl aber können und sollten solche Aufgaben zu Kontrollen verschiedener Form 
verwendet werden, auch als Hausaufgaben. Des weiteren werden durch die Kontrollauf-
gaben auch nicht alle Ziele des Lehrplans erfaßt. Ihre Hauptfunktion besteht darin, daß am 
Grad der Bewältigung solcher Aufgaben durch die Schüler der Lehrer „ablesen" kann, in-
wieweit vor allem Ziele im Bereich des Wissens und Könnens erreicht wurden. 
(5) Zur Steigerung der Anforderungen an die selbständige und schöpferische Arbeit im •Pro-
zeß des Eindringens in die Problematik eines Stoffgebiets sollten auch längerfristige sowie 
vorbereitende Hausaufgaben gestellt werden. Dabei sollten auch Schülervorträge in die Arbeit 
einbezogen werden. Auf den Seiten Uli 21 und 128 f. werden' Vorschläge für Schüler-
vorträge in Übersichten angeboten. Dabei ist vermerkt, in welcher Lerneinheit der Vortrag 
aufgegeben und in welcher Lerneinheit er gehalten werden könnte. In den methodischen 
Hinweisen wird darauf Bezug genommen. 
(6) Für jedes Stoffgebiet ist eine Stoffverteilung angegeben. Die dort vermerkten Themen 
decken sich in Abfolge und Inhalt in der Regel mit den Lerneinheiten des Lehrbuchs. Diese 
Stoffverteilung ist ebenfalls nur ein möglicher Vorschlag. Sie muß durch den Lehrer in den 
Zeitablauf des Schuljahres unter Berücksichtigung der Zeit- und Stundenplanung an der 
eigenen Schule eingeordnet und gegebenenfalls auch inhaltlich ergänzt, abgewandelt oder 
weiter konkretisiert werden. 
(7) Für jedes Thema sind die wesentlichen Ziele angegeben. Sie kennzeichnen, welcher Zu-
wachs an Wissen und Können und an Einsichten bei den Schülern erreicht bzw. welche Er-
kenntnisse erweitert, welche Fähigkeiten und Fertigkeiten weiter ausgeprägt werden sollen. 
Auch mit dem Stoff in enger Beziehung stehende Erziehungsziele werden genannt. All-
gemeinere Ziele im Bereich der ideologischen Bildung und Erziehung und der Fähigkeits-
entwicklung, die nueüber einen größeren Zeitraum hinweg erreicht werden können, sind im 
allgemeinen in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten und -abschnitten genannt. 
(8) Irn Anschluß an die Ziele sind für jedes Thema Schwerpunkte formuliert, die im Falle 
mehrerer Stunden auf die einzelnen Stunden aufgeschlüsselt sind. 
(9) Die methodischen Hinweise sind insgesamt so angelegt, daß sie eine flexible Nutzung er-
lauben. Sie enthalten keine vollständig dargestellten Stundenabläufe. Sie beriehen sich auf 
die angegebenen Schwerpunkte, deren Abfolge nicht in jedem Falle notwendigerweise ein-
zuhalten ist. So wird man wohl zu Beginn einer Unterrichtsstunde oder in der ersten Stunde 
einer Lerneinheit das im Lernprozeß anzustrebende Ziel formulieren und motivieren. Die 
Sicherung des Ausgangsniveaus kann aber sowohl vor der Erarbeitung des neuen Stoffes als 
auch in unmittelbarer Verbindung damit erfolgen. In den Hinweisen wird deshalb z. B. nur 
gesagt, was an Wissen und Können vorausgesetzt werden muß und wie man es erneut bereit-
stellen könnte, aber nicht in jedem Fall, wann das im Unterrichtsablauf geschehen sollte. 
Diese Detailplanung ist vom Lehrer selbst vorzunehmen. Zeitpunkt und Umfang von Haus-
aufgabenkontrollen, kurzen Leistungskontrollen und dergleichen werden ebenfalls vom 
Lehrer selbst festgelegt. 
Für die Erarbeitung sind mitunter logisch aufeinanderfolgende Schritte genannt. Entscheidet 
man sich für den vorgezeichneten Weg, so sind im allgemeinen auch diese Schritte einzu-
halten. 
Für die Festigungsphasen sind häufig mehrere Möglichkeiten angegeben, aus denen der 
Lehrer auswählen kann. Die dort genannten Aufgaben können für die auch in der Abitur2
stufe regelmäßig zu erteilenden Hausaufgaben genutzt werden, ohne daß das immer erwähnt 
wird. Der Lehrer sollte die methodischen Hinweise für die zu behandelnden Themen recht-
zeitig lesen, um insbesondere Vorschläge für vorbereitende Hausaufgaben nutzen zu können. 
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lm Kleindruck eingefügte Bemerkungen beziehen sich meistens auf fachliche Probleme, die 
jedoch im allgemeinen nicht im Unterricht zu behandeln sind. 
(10) Für die Stoft"abschnitte „Übungen und Anwendungen" findet der Lehrer u. a. Hinweise 
zur Behandlung bestimmter Aufgabenkomplexe und Aufgabentypen sowie auch einzelner 
Lehrbuchaufgaben. 

2, Zum Mathematikunterricht in Klasse 12 

Grundlegende Ziele des Mathematikunterrichts in Klasse 12 

Im Mathematikunterricht der Klasse 12 sind drei wesentliche Aufgaben zu bewältigen: 

(1) Fortführung und Abschluß des Analysislehrgangs 
Die Schüler lernen weitere Klassen nichtlinearer Funktionen und deren Differentiation 
und Integration kennen (LP 50ff.). Zugleich ist das in der Tnfinitesimalrechnung in 
Klasse 11 erworbene Wissen und Können zu vertiefen und anzuwenden. Die Schüler 
sollen nach Abschluß des Analysislehrgangs in der Lage sein, 
- Funktionen der behandelten Klassen zu differenzieren und auf Nullstellen, Pole, lokale 

Extrema und Verhalten im Unendlichen zu untersuchen, 
- Stammfunktionen zu gegebenen Funktionen zu bestimmen und bestimmte Integrale 

zu berechnen, 
- Kenntnisse aus der Infinitesimalrechnung zur Tnha ltsberechnung nicht allseitig ge-

radlinig begrenzter Flächen und zum Lösen einfacher Anwendungsaufgaben aus Na-
turwissenschaft und Technik anzuwenden, 

- beim Lösen von Aufgaben Lösungsschritte durch Anwendung behandelter Defini-
tionen und Sätze zu begründen. • 

(2) Einführung in die Vektorrechnung und analytische Geometrie 
In einem geschlossenen Lehrgang lernen die Schüler Beispiele für Vektoren und das 
Rechnen mit Vektoren kennen. Zwar wird der Lehrgang bis hin zur Definition des all-
gemeinen Vektorraumbegriffes geführt, doch liegt dir Schwerpunkt auf dem Kennen-
lernen eines geeigneten Modells für einen Vektorraum, das die Schüler im weiteren Un-
terricht zur Lösung von Grundaufgaben der analytischen Geometrie der Ebene und des 
Raumes verwenden können. Hierbei erfolgt eine Beschrkikung auf die analytische Un-
tersuchung von Gerade, Kreis und Kugel (LP 41ff.). Die Schüler sollen nach Abschluß 
des Stoffgebietes vor allem
- mit Vektoren rechnen, 
- Aufgaben, in denen Beziehungen zwischen Geraden oder zwischen Gerade und Kreis 

in einer Ebene bzw. im Raum auftreten, und 
- Anwendüngsaufgaben aus Naturwissenschaft und Technik mit Mitteln der Vektor-

rechnung und der analytischen Geometrie lösen können. 
Auf der Basis einer anschaulichen Behandlung geometrischer Sachverhalte soll dabei,das 
Raumvorstellungsvermögen der Schüler weiterentwickelt werden. 

(3) Gesamtwiederholung zur Vorbereitung auf die Reifeprüfung 
In Klasse 12 sind die Schüler in einem bereits in Klasse 11 einsetzenden, langfristigen 
Prozeß umfassend auf die Reifeprüfung vorzubereiten und zur Hochschulreife zu führen. 
Deshalb ist ein Höchstmaß an Selbständigkeit in der Arbeit der Schüler anzustreben. Das 
Lösen von Aufgaben komplexen Charakters tritt in den Vordergrund. Dabei sollen die 
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Schüler wesentliche Begriffe, Sätze und Verfahren, die sie im gesamten Mathematik-
lehrgang kennengelernt haben, wiederholen und anwenden. Das Arbeiten mit mathe-
matischer Literatur, vor allem mit dem Lehrbuch, mit Nachschlagewerken und zusätz-
licher Literatur, das Anfertigen von Hausarbeiten B. zu komplexen Aufgaben, für 
Wiederholungen und Systematisierungen), das Bearbeiten von Aufträgen (im Lehrbuch 
durch Kreise gekenn7Pichnet) und das Gestalten von Schülervorträgen sind geeignete 
Methoden in dieser Klassenstufe.'In umfassender Weise wird im Lehrplan auf die Ziele 
und Aufgaben sowie auf die methodische Gestaltung des Unterrichts in der Abiturstufe 
orientiert (LP 7 bis 15). 

Im Lehrplan (S. 16) wird auf die Möglichkeit verwiesen, die beiden Stoffgebiete in Klasse 12 
parallel zueinander zu behandeln, 
- Behandelt man die beiden Stoffgebiete nacheinander, so hat man den Vorteil geschlossener, 

konzentrierter Lehrgänge. Es ergibt sich jedoch eine längere Pause vom Ende der Klassen-
stufe 11 bis zur Wiederaufnahme des Analysislehrganges. Deshalb ist zu empfehlen, das 
Grundwissen aus der Analysis auch während der Behandlung der Vektorrechnung und 
analytischen Geometrie ständig zu festigen und zum anderen einen Teil der Stunden, der 
im Stoffabschnitt 1.6 für Übungen und Anwendungen vorgesehen ist, ans Ende der Be-
handlung des 2. Stoffgebietes zu verlegen, damit in der unmittelbaren Vorbereitung auf 
die Reifeprüfung auch hinreichend Zeit für die Festigung des Wissens und Könnens aus 
der Vektorrechnung und analytischen Geometrie zur Verfügung steht. 

— Behandelt man beide Stoffgebiete teilweise parallel, so kann der Analysislehrgang ohne 
längere Unterbrechung wieder aufgendmmen werden. Die Festigung des grundlegenden 
Wissens und Könnens kann rationell betrieben werden. Man sollte bei dieser Variante 
darauf achten, daß die Behandlung des Stoffabschnitts 22 (Logarithmus- und Exponen-
tialfunlction) dennoch möglichst konzentriert erfolgt und daß die Additionstheoreme 
(Stoffabschnitt 1.4) zur Verfügung stehen, wenn sie in der Analysis benötigt werden 
(Stoffabschnitt 2.3). Während der Parallelbehandlung sollten dann ca. 2 Std. analytische 
Geometrie und 3 Std. Analysis wöchentlich betrieben werden (2! UH 10). Am Ende der 
Behandlung steht ein größerer Stundenkomplex zur Verfügung, der sich aus den Stoffab-
schnitten 1.6 und 2.4 ergibt und für Übungen und Anwendungen aus beiden Stoffge-
bieten und umfassende Wiederholungen genutzt werden kann. 

Für beide Varianten wird in der Übersicht zur Jahresstoffverteilung eine Empfehlung ge-
geben. 

Übersicht zur Jahresstoffverteilung 

Hinweis: Die folgende Übersicht sollte unter Beachtung der Ferien, des Stundenplanes an 
der Schule usw. in den jeweiligen konkreten Schuljahresablauf eingeordnet werden. Dazu 
können zusätzlich Monats- und Wochenangaben eingetragen werden. Eine solche Übersicht 
kann auch im Fachunterrichtsraum ausgehängt werden. 
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Jahresstoffverteilung 

Variante I: IVacheinanderbehandlung der Stoffgeblete (5 Stunden je Woche) 

Stoffabschnitte Std 

1 2 3 4 5 6 7 

Geplante 

8 9 10 11 

Unterrichtswöchen 

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

1.1 Verschiebungen 
und Vektoren 12 •••••••+ 

12 Komponenten-u.Ko- 
ordinatendarstellung

12 .....› 

13 Analytische Geome- 
trie der Geraden 

2 ���������������y��

1.4 Skalarprodukt und 
Anwendungen 

13 ......i. 

1.5 Analytische Geome- 
trie des Kreises 

7 ......> 

1.6 Übungen und 
Anwendungen 15 • ..e. ..... 

2.1 Wiederholungen 5 .. .),. 

22 Logarithmus-u.Ex- 
ponenlialfunktionen 

15 .......0. 

2.3 Winkelfunktionen 20 ........> 

2.4 Übungen und 
Anwendungen 18 > 

Variante Il: Nebeneinanderbehandlung der Stoffgebiete 

Stoffabschnitte Std. 

1 2 3 4 5 6 7 

Geplante 

8 9 10 11 

Unterrichtswochen 

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 2223 24 2526 

1.1 Verschiebungen 
und Vektoren 

12 i ......•1> 

1.2 Komponenten- u. Ko- 
ordinatendarstellung 

12 ......., • 

1.3 Analytische Geome- 
trie der Geraden

13 .......y 

1.4 Skalarprodukt und 
Anwendungen 

13 , l• 

1.5 Analytische Geome- 
trie des Kreises 

7 ......... 

1.6 Übungen und 
Anwendungen 15

2.1 Wiederholungen 5 ...... 

22 Logarithmus -u. Ex- 
ponentialfunktionen 

15

23 Winkelfunktionen , n
-- 

• > 

2.4 Übungen und 
. Anwendungen 

18 > 
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Aufgaben für tägliche Übungen und Wiederholungen 

Auch in der Abiturstufe sollten häufig relativ elementare Aufgaben in die Übungen einbe-
zogen werden, wobei eine Verbindung mit komplexen Aufgaben des jeweils zu behandelnden 
Stoffes anzustreben ist. Zur Nutzung der Aufgaben beachte man die Hinweise, die zum Auf-
bau und zur Verwendung der Unterrichtshilfen gegeben werden (UH 6). 
Im folgenden sind sowohl Aufgaben aus dem Stoff, der bis zum Ende der Klasse 11 behan-
delt wurde, als auch Aufgaben aus dem Stoff der Klasse 12 erfaßt. Je nachdem, ob die beiden 
Stoffgebiete in Klasse 12 nacheinander oder teilweise ,nebeneinander behandelt werden, 
können die Aufgaben den täglichen Übungen im Rahmen der einzelnen Stoffabschi te ent-
sprechend zugeordnet werden. Empfohlen wird beim Nacheinander der Behandlung der Stoff-
gebiete, daß während der Behandlung der Vektorrechnung und analytischen Geometrie 
Grundaufgaben der Tnfinitesimalrechnung in die täglichen Übungen einbezogen werden, und 
beim Behandeln der abschließenden Stoffabschnitte der Analysis ständig einfache Aufgaben 
der Vektorrechnung und analytischen Geometrie von den Schülern gelöst werden. 
Es sollten möglichst viele Aufgaben bei hohem Arbeitstempo im Kopf gelöst werden. 
Einige Aufgaben können an der Tafel vorgegeben werden. Die Schüler schreiben die Lösung 
ohne Zwischenrechnung nieder. Andere Aufgaben eignen sich als Hausaufgaben. Man 
kann auch Komplexe solcher Aufgaben im Klassenraum aushängen und zur. selbständigen 
Festigung dem Schüler empfehlen. In regelmäßigen, relativ kurzen Abständen (z. B. alle 
zwei Wochen) können verstärkt solche Aufgaben in Übungsstunden einbezogen werden. Die 
Schüler können sich selbst am Bilden ähnlicher Aufgaben beteiligen. 

(1) Rechnen mit Zahlen 

1.1 Berechnen Sie! 

a) (+11)2 — 125 + ( — 77) 

5 1 • ( - 7) -i- u) • c) 

— ( 

35 

—5)3

)-1 ) 2 

e) 
—15,3 + 7,66 — 1-13,51 15 99

1 1 24 N25 
8 16 

3 \ 7 25 \ 95 \ 
5 + 4 j 81 ) • 91 

1.2 Geben Sie jeweils drei 

1.3 Beweisen Sie, daß die 
mit a < b gilt! 

1.4 

a) 0,456 und 0,457, 

verschiedene rationale Zahlen an, die zwischen den Zahlen 
1 1 —6b) — -5- und —  liegen! 

Ungleichung a< a + b < b für alle rationalen Zahlen a und b 
2

Ordnen Sie der Größe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl! 

+1,12; — —
3

• + —
11

; +1,1029; - -
7

• - -
78 

5 6 69 

1.5 Geben Sie als Dezimalbrüche an! 

3 
a) 

15 
3 1 

b) 
7 d) 12 
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1.6 Ermitteln Sie das k. g. V. von 
a) 25\., 35; 75, b) 17; 18; 25, c) 9; 15; 21; 25! 

1.7 Zerlegen Sie in Primfaktoren! 
a) 125 b) 190 c) 1250 d) 863 

1.8 Berechnen Sie! 

a) 25600 b) c) Z/625 d) \/$7,151 

(2) Umformen von Termen mit Variablen 

2.1 Vereinfachen Sie folgende Tenne! 

a) z — (7z + 8,y) — (7y — 2z + 3) 

b) '7r [5rs — 2r 
2 

— 3r2s + 5s) — 12rs2J 
1 

O l a + a 5 a + b\ 
3 9 5 27 15 

2.2 Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus! 

a) 15r2s5 — 3r2s + 45rs2 — 75r3s2

5 
b) 

6 
—x4y2z3 — 0,75x2yz2 + 17xyz4

2.3 Multiplizieren Sie aus! 

a) (0,65x — 2y2) (13x4 — — 
5 

)13) 3 
b) (2d — 7e3 + 5f3) C-7 -3 — 7 \ 

e f 2 7 

c) (0,7b — bc)2 — (13a + 5b) (13a — 5b) + (7c + 
3  

d) 

2.4 Schreiben Sie als Produkte! 

a) x2 + 4x + 4 b) 
 

.92 — 0,16t2 ' r2 + 14r + 49 
49 

2.5 Vereinfachen Sie folgende Terme! 

a) (r4) 5 b) (0,2m2n4)3 c) (xy2z3)-1

5 
d) X5 Y 4 

e) (— — 3x-1) • 0,2x3

2 3 
0 3 x4 0) x ,/ .7 b)  0 

3  k) /16a2b3 
1) 

27x9y4 
m) V625m6V 25c4d6 i 64z9

2.6 Bestimmen Sie den Wert der folgenden Terme! 

a) a2 + b3 b) ial + ibi c) a(b + 

3 
für a = 0,7; b= + 5-- • c = —1,6 

d) la + bi e) la — bi f) la • bi 

für a = 2,3 und b = —3,8 
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2.7 Formen Sie die folgenden Terme um, und bestimmen Sie für n = 4 den Wert dieser 
Terme! 

a) 
(n + 1)! 

b)  
n!  c) d) 

(a — 2)1' 1  1 
+ 

n! (n + 2)! (n + 1)! n! • (n + 1)!

(3) Lösen von Gleichungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen 

3.1 Lösen Sie folgende Gleichungen bzw. Ungleichungen (x e P)! 

5
a) 6x = 0 b) 2x = 

11 
x+ 2c) —7 (x * 2) 
x 

d) 3x — 5 = 76 e) 3x2 — 12x = 15 f) logt x = —3 

g) — 4 < 0 h) lx — 2I < 1 

i) x3 — x = 0 k) cos 3x = —1 
—

1) x2 = x m) x2 < x n)  1 2
r 

<4 

o) 3a + 8 < 12 + 2a p) 4x + 5 < 13 (1) 
2 — x 

> 2(x — 2) 
10 

3.2 Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme! 

a) 3x + y = 9 b) 22a — 4 — z =0 

2x — y = —1 33a + 3 — 2z = 

c) x + y = 2 d) 3a+ 4b— 6 = 0 

x — y = 1 27a + 36b — 54 = 0 

(4) Untersuchen von Funktionen 

4.1 Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen! Geben Sie den maximalen Defini-
tions- und Wertebereich der Funktionen im Bereich der reellen Zahlen an! 

1 
a) f(x) = 2x + 4 b) f(x) = x 1 c) f(x) = 

2 
— x2 — 2 

d) f(x) = .3 V x + 0,5 e) f(x) = x2 — 4x + 4,75 

f) f(x) = 3 • cos 2x g) f(x) = -4- x3 - 1 h) f(x) = (ig x) + 1 

i) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen der in a) und b) gegebenen Funk-
tionen! • 

4.2 Geben Sie Intervalle an, in denen die folgenden Funktionen monoton fallen bzw. mono-
ton wachsen! 

a) f(x) = x2 + x — 6 b) f(x) = 
1

• sin 

d) f(x) = ixj — 2 e) f(x) = 1,5 • cot x 

4.3 Ermitteln Sie die Nullstellen folgender Funktionen! 

a) f(x) = x2 — x — 2 
c) f(x) = 2x3 + x2 — x 
e) f(x) = lxl — 3 

b) f(x) = 2 Nix — 1 + 1 
d) f(x) = 2x - 8 
f) f(x) = cos 4x 

c) f(x) = 3- x 

f) f(x) 7 Isin x 
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(5) 

5.1 

5.2 

5.3 

Winkelfuriktionen 

Skizzieren Sie die Graphen fölgender Funktionen! 

a) f(x) = sin 2x b) f(x) = sin 3x c) f(x) = • sin x 

d) f(x) = sin x e) f(x) = 3 • sin 2x f) f(x) = cos x 

g) f(x) = tan x h) f(x) = cot x i) f(x) = tan 2x 

Umrechnung Gradmaß/Bogenmaß (Tafel oder Rechenstab festlegen) 

g) a) b) c) d) e) f) 

x (in Grad) 75 130 178 

x (in Radiant) 

Aufsuchen von Winkelfunktionswerten 

0,3491 T 
(Tafel bzw. Rechenstab festlegen) 

3,3859 

a) sin 61,3° b) sin 1,3 c) sin ( —82,5°) 
cos 49,6° cos 0,35 cos (-43,6°) 
tan 72,5° tan 0,96 tan ( —26,1°) 
cot 9,4° cot 1 cot (-55,5°) 

d) sin —
3 

e) sin 135,2° f) sin 235,2° 

cos — 
8 

cos 172,6° cos 318,1° 

3:r 
tan —5 tan 100,3b tan 293,8° 

cot — 
6 

cot 145,1° cot 333,3° 

5.4 Ermitteln Sie alle Lösungen x (x e P), für die folgende Gleichungen gelten! 
a) sin x = 0,9150 b) cos x = 0,3939 c) tan x = 2,006 
d) cot x = 0,6273 e) sinx = —0,3649 f) cos x = -0,9813 
g) tan x = —0,5206 h) cot x = —4,050 

(6) Aufgaben aus der Geometrie 

6.1 Ermitteln Sie das Bild eines Dreiecks ABC bei einer Verschiebung, die durch den 

Verschiebungspfeil AD bestimmt ist, wobei D der Mittelpunkt der Seite BC ist! 

6.2 Ermitteln Sie das Bild eines Parallelogramms ABCD bei einer Drehung um A um den 
Winkel a = 90°! 

6.3 Ermitteln Sie das Bild eines gleichschenkligen Trapezes ABCD bei einer Spiegelung an 
der durch die Diagonale BD bestimmten Geraden! 

6.4 Ermitteln Sie das Bild eines Kreises mit dem Radius r bei einer zentrischen Streckung 
mit dem außerhalb des Kreises gelegenen Streckungszentrum Z und dem Streckungs-
falctor k = 3! 
Vergleichen Sie die Umfänge und Flächeninhalte des Original- und Bildkreises! 

14 



6.5 Berechnen Sie den Flächeninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Längen der 
Katheten a = 5,0 cm, b = 12,0 cm! 

6.6 Bestimmen Sie die Anzahl der Diagonalen in einem konvexen 5-Eck (6-Eck, n-Eck)! 

6.7 Berechnen Sie das Volumen einer Pyramide mit einem gleichseitigen Dreieck (Seite 
a = 2) als Grundfläche' und der Höhe h = 2. Vi! 

6.8 In einem Rhombus ABCD sei ein Viereck EFGH eingezeichnet, dessen Eckpunkte die 
Mittelpunkte der Seiten des Rhombus sind. Vergleichen Sie die Flächeninhalte des 
Rhombus ABCD und des Vierecks EFGH! Beweisen Sie Ihre Vermutung! 

6.9 Konstruieren Sie zu einem Dreieck ABC den Inkreis und den Umkreis! 

6.10 Bestimmen Sie die Länge einer Raumdiagonalen eines Quaders mit den Kantenlängen 
a, b und c! 

6.11 Gegeben ist ein Parallelogramm ABCD mit AB = 12,0 cm, AD = 5,0 cm und 
DAB = 50°. Berechnen Sie die Länge der Strecke AC und die Größe des Winkels 

* DAC! 

(7) Beweisaufgaben (vollständige Induktion) 

7.1 Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Summenformeln! 

30 + 31 + 32 + ÷ 3n 3"+1 — 1 
2 

b) E k2 —  n(n + 1) (2n + 1) 

1c="1 6 

7.2 Für welche n sind die folgenden Ungleichungen richtig? 
a) 2° > 2n b) 2 n > 2n + 1 c) 2 n > n2

(8) Aufgaben zur Kombinatorik 

8.1 Permutationen 
a) Berechnen Sie die Anzahl der verschiedenen neunstelligen Zahlen, deren Ziffern man 

aus den Grundziffern 1, ..., 9 bilden kann, wenn in keiner dieser Ziffern eine Grund-
viffer mehr als einmal auftritt! 

b) Berechnen Sie die Anzahl der Permutationen von 8 Elementen ohne Wiederholung! 
Berechnen Sie auch P7, P10! 

c) Wie lautet die 26. Permutation der Elemente a, b, c, d, e in lexikographischer An-
ordnung? 

8.2 Variationen 
a) Berechnen Sie die Anzahl der Variationen von 6 Elementen zur 4. Klasse ohne 

Wiederholung! Berechnen Sie auch vg, vt! 
b) Wie viele fünfstellige natürliche Zahlen gibt es, in deren Ziffern die gleiche Grund-

ziffer nicht mehrfach auftritt? (Hinweis: Die niit 0 beginnenden Ziffern sind nicht 
fünfstellig!) 

8.3 Kombinationen 
a) Berechnen Sie die Anzahl der Kombinationen von 5 Elementen zur 3. Klasse ohne 

Wiederholung! Berechnen Sie auch Cg 0 , C:, Cg (n.1.)! 

6 \ 10\ ( \ 
b) Berechnen Sie 

( 2 
( 

7 j ' 24 ) 

(9) Grenzwerte von Zahlenfolgen und Funktionen 

9.1 Berechnen,Sie die ersten 5 Glieder der nachstehenden Folgen! Untersuchen Sie diese 
Folgen auf Monotonie und Konvergenz! 
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a)(3) 
b) (2.15c 

) 

" 
4.1 

13kk + 1 
\ (4kk++13)2)

c) 
i 7 1 
W) d) •( 5k k  3

h) (( —1)k • 72 ) —1)k41

k) Bilden Sie zu den Folgen a) und e) die Partialsummenfolgen! 

9.2 Ermitteln Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen! 

a) Hin (x3 + 2x2 — 1) b) lim  c) lim' x2 — 3x
x-.2 x-41 x

2x2 
 - 1 „O x2 + 5x 

d) lirn (x3 + 2) e) lim x2 + 1 f) lim  x3 + 1 
, c0 3x2 — 1 x-. co 2x2 + 3 x-. 00 

(10) Differentiation von Funktionen 

10.1 Berechnen Sie die 1. und 2. Ableitung nachstehender Funktionen! 

a) f(x) = x3 — 2x + 5 b) f(x) = (x2 + 3x) (6x — 3) 

c) f(x) = x-2 + N/x d) f(x) — 
x2 — 2x + 6 

x — 9 

10.2 Welchen Wert hat die 1. Ableitüng der folgenden Funktionen an den angegebenen 
Stellen? 

2 

2k + 1\ 
k 

a) f(x) = 3x2; xo = 4 

c) f(x) = Ak i 4 — 5 ; xo = 10 

1 
b) f(x) =— 

3 
x3 + 2; xo = —1 

f(x) = (3x2 + 1)4; xo = 2 

10.3 Welchen Anstieg haben die Tangenten an die Graphen folgender Funktionen in den 
angegebenen Punkten? 

1 
a) f(x) = —2 x2 — 1; Po( —2; yo) b) f(x) = x3 + 5; Po (1 ; Yo) 2 

c) f(x) = x2 — 5x — 14; F1(-2; .Y1) und P2(x2; 0) 

d) Ermitteln Sie die Tangentengleichung bezüglich der Funktion f mitf(x) = Ni3x + 4 
im Punkt P0(0; yo)! 

(11) Integration' von Funktionen 

11.1 Geben Sie je zwei Stammfunktionen zu folgenden Funktionen an! 

a) f(x) = 3x — 7 b) f(x) = 2x3 + 1 

d) f(x) = 5x - 7x2 + 3x -
1 

2 

1 - 
f) f(x) = 3 r— + x 

f(x) = 
1 

—7 

e) f(x) = 2 .1; 

g) f(x) = J2x - 7 

11.2 Berechnen Sie die folgenden Integrale! 
3 i 1 7 

a) f x2 dx b) f x2 dx c) f (x2 — 2x + 3) dx 
1 3 0 

5   2 13 

d) f N/2x + 3 dx e) 2 f .1.-; dx f) f (x — 7)7 dx 
,o 1 13 
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o -1 

g) - f 7(x - 2)2 dx h) f x-rt dx! 

- -2 

11.3 Ermitteln Sie K für a) 53x dx = 12, b) f ICx2 dx = 36! 

(12) Sätze über Zahlenfolgen und Funktionen 

12.1 Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? 
a) Jede konvergente Folge ist beschränkt. 
b) Jede beschränkte Folge ist konvergent. 
c) Jede differenzierbare Funktion ist stetig. 
d) Jede stetige Funktion ist differenzierbar. 
e) Jede stetige Funktion ist integrierbar. 
Geben Sie eine Begründung, wenn die Aussage wahr ist! 
Geben Sie ein Gegenbeispiel an, wenn die Aussage falsch ist! 

(13) Vektorrechnillig und analytische Geometrie 

13.1 Veranschaulichen Sie auf KäStchenpapier je zwei Vektoren ä und 6, für die folgendes 
gilt, durch Pfeile! 

a) ä tt b und iäl = IbI 
b) d • b = 0 und läß * IbI 
c) 3 (d, = 120° und idl = Ibl 
d) d ty b und idi < [bi 
e) äti• -6 und Idl > rbi 
f) d • 6 = und WI * Ibl 
g) ä • b = 0 und VII 
h) d t1 b und IdI 

a 
a +1; = 
3ä + i) = 6 
d = 5i5 

+ = 3ä 
a * 
IdI + + 61 
ä • 6 = o und lä.+ = la! 

13.2 Gegeben ist eine Pyramide mit quadratischer Grundfläche ABCD und der Spitze S. 
Wieviel Vektoren des Raumes werden durch die Kanten der Pyramide bestimmt? 

13.3 Bestimmen von Summen, Differenzen und Vielfachen von Vektoren' 

a) Bild 1 b) Bild 2 c) Bild 3 

Gesucht: d + 6 + e 
+ 6 — 

c 

Gesucht: d + b + e 
a+ije 

-t1 

Gesucht: d + b + 

ä + -6 + 

1 Es ist zweckmäßig, die Figuren in den Bildern 1 bis 6 auf kariertem Papier vorzugeben, wobei die Anfangs- und 

Endpunkte der Vektoren auf Gitterpunkten liegen. (Vgl. auch mit den Bildern 7 und 8) 
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d) Bild 4 e) Bild 5• f) Bild 6 

B 

Gesucht: AB — AC 

AC—AB

g) Bild 7 

äfi
Gesucht: 2d + 5t Gesucht: d — m 

ä—x 2d — m 

h) Bild 8 d = AZ), b = AB 

Drücken Sie 2 mit Hilfe Drücken Sie DC und Al mit Hilfe von 
von d und 6 aus! 

Bilder 7 und 8 

13.4 Gegeben ist ein Drachenviereck ABCD mit seinen Diagonalen AC und BD und dem 
einbeschriebenen Seitenmittenviereck EFGH (7, Bild 9) 

CA und G'73 aus. 

D 

37" E 

A A D 

Bild 9 

18 

A 

L 

N K 

6 

1 

0 .1 1 8 



a) Bestimmen Sie die Ortsvektoren der Punkte A bis N! 
b) Berechnen Sie die Skalarprodukte der Vektoren 

BF und KI, AB und HN, EH  und 173! 

c) Ermitteln Sie die Beträge der Vektoren A, DC, NF!'
d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Vektoren 

.?1C und la, .:4÷K und 17B, All und ib! 
e) Notieren Sie Gleichungen der Geraden, die durch 

HN und K, N und L, A und :A bestimmt sind! 
f) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden g und h, .die durch 

folgende Vektoren und Punkte bestimmt sind! 

g: Ih und B g: BC und N g: EN und A 

k: OB und A h: HK und D 12:  GK und I 
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Stoffgebiet 1 
Vektorrechnung und analytische Geometrie 

Vorbemerkungen 

Die hauptsächlichen Zielsetzungen dieses Stoffgebietes sind im Lehrplan ausführlich dar-
gestellt (LP 41). In Stichworten sind dies: 
- eine Einführung in die Vektorrechnung, 
- Anwendungen der Vektorrechnung im Rahmen der analytischen Geometrie und natur-. 

wissenschaftlich-technischer Fragestellungen, 
— die Festigung des geometrischen Wissens und Könnens insgesamt. 
'In Verbindung mit der ersten Zielsetzung steht die Einführung des Vektorbegriffes. Auf die 
historischen Wurzeln der Vektorrechnung wird im einleitenden Lehrbuchtext zum Stoff-
gebiet. hingewiesen. In der Mathematik versteht man heute unter einem Vektor ein Element 
eines Vektorraumes, also einer Struktur, die in bekannter Weise axiomatisch bestimmt wird. 
Denkbar wäre, auch im Unterricht die axiomatische Definition des Vektorraums an den An-
fang zu stellen und dann solche Vektorräume näher zu untersuchen, die man später (z. B. in 
der analytischen Geometrie) verwenden möchte. Dann müßten die Schüler jedoch vorher 
anhand einfacher Beispiele an strukturelle Betrachtungen und axiomatisches Arbeiten her-
angeführt worden sein, was im Lehrplan nicht vorgesehen ist. Im Unterricht der Klasse 12 
werden deshalb in Anlehnung an die historischen Wurzeln der Vektorrechnung die Schüler 
mit einem geeigneten Modell für einen Vektorraum vertraut gemacht, das für das Lösen von 
Aufgaben der analytischen Geometrie verwendet werden kann. Man knüpft an Kenntnisse 
über Verschiebungen einer Ebene an, überträgt sie auf den dreidimensionalen Raum und 
benutzt für alle Betrachtungen die anschaulichen Darstellungen durch Pfeile. Diese Pfeile -
genauer: die Klassen gleich langer und gleichgerichteter Pfeile - werden Vektoren genannt. 
Erst wenn die Schüler mit Vektoren im gewählten Modell etwas vertraut sind, lernen sie die 
Definition des Vektorraumes und einige weitere Modelle zur Information kennen. Obwohl 
die Gefahr besteht, daß durch die Verwendung der Pfeildarstelluog sich beim Schüler mit 
dem Vektorbegriff Eigenschaften verbinden, die keineswegs charakteristisch sind (wie z. B. 
die Gerichtetheit), erscheint das gewählte Vorgehen berechtigt, da die Schüler vorrangig 
die Anwendung im Bereich der Geometrie und Mechanik kennenlernen. 
Der methodischen Grundlinie folgend ist im gesamten Stoffgebiet größter Wert auf anschau-
liches Vorgehen zu legen. 

Schülervorträge 

Die folgende Übersicht enthält Empfehlungen für Schülervorträge, die sich auf das Stoff-
gebiet „Vektorrechnung und analytische Geometrie" erstrecken. Die Auswahl ist unter Be-
rücksichtigung der jeweiligen Klassensituation zu treffen. 
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Thema Aufgaben- 
steileng 
in 

Vortrag 
in-

Bemerktmgen/Literaturbinweise 

Zusammenstellen der Eigen- 
schaften von Verschiebungen, 
Spiegelungen, Drehungen und 
zentrischen Streckungen 
einer Ebene 

LE 1/2 LE 1/2 Lit.: Mathematik in Über-
sichten, S. 144 bis 149 und 
215 bis 217; 
Konsultation erforderlich; Hin-
weis auf die notwendige Hervor-
hebung der Eigenschaften der 
Verschiebungen anhand von 
Beispielen 

Hinweis auf LB 17 bis 28; an 
Beispielen erläutern lassen; 
ggf. einige Regeln beweisen 
lassen (dient der Vorbereitung 
der allgemeinen Vektorraum-
definition) 

Zusammenstellen der Regeln 
für das Addieren und Subtra- 
hieren von Vektoren und das 
Multiplizieren eines Vektors mit 
einer reellen Zahl 

LE 7/8 LE 13 

Herleitung der (parameterfreien) 
Zweipunktegleichung einer 
Geraden _ 

' 

LE 16 LE 16 Hinweis: Die Gleichung unter 
Verwendung der erarbeiteten 
Schrittfolge in Analogie zur Her-
leitung der Punktrichtungs-
gl.eichung erarbeiten 

Lösen von Systemen linearer 
Gleichungen (rechnerisch 
und 'graphisch) 

• 

LE 14 LE 17 Lit.: Mathematik in Über-
sichten, S. 74 bis 80 
(dient der Sicherung des Aus-
gangsniveaus zur Behandlung 
der Lagebeziehungen zwischen 
Geraden einer Ebene) 

Systematisieren der Lage- 
beziehungen zwischen Geraden 
einer Ebene bzw. des Raumes 

LE 18 LE 19 ' Hinweis auf LB 73 bis 85 
(vor allem I.,B 85) 

Erarbeitung der Bedingungen, 
unter denen für das Skalar-
produkt gilt: cl • i = 0 bzw. 
ä •6 < 0 bzw. d • ii > 0 

LE 20 LE 20 Hinweis auf LB 89 

Definition des Skalarproduk- 
tes, Eigenschaften, Anwen-
dungen 

LE 20 ' LE 24 Hinweis auf LB 99/100 

Zusammenfassung zu den 
Gleichungen für Kreis und• 
Kugel; Lagebeziehungen 
zwischen Kreis. und Gerade 

LE 27 LE 28 Hinweis auf LB 106 bis 116 

Vier weitere Vorschläge für Schülervorträge 
Anwendungen" empfohlen. 

werden zum Stoffabschnitt „1.6. Übungen und 
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Kontrollaufgaben 

Das im Stoffgebiet 1 anzustrebende Niveau im Lösen von Aufgaben wird im folgenden 
durch einige Kontrollaufgaben gekennzeichnet. Die Schüler sollen in die Lage versetzt 
werden, diese Aufgaben selbständig zu lösen. 

1. LB 122: Nr. 18 5. LB 124: Nr. 38 
2. LB 124: Nr. 40 6. LB 124: Nr. 36 
3. LB 121: Nr. 12c 7. LB 123: Nr. 31 
4. LB 121: Nr. 15 
8. Bei einem gemeinsamen Manöver der Streitkräfte der Warschauer Veitragsstaaten ortet 

eine Radarstation der Küstenüberwachung ein Schiff nacheinander in den Punkten 
P1 (30; 12 ; 0) und P2 (22; 8 ; 0). Der Kurs des Schiffes verlaufe geradlinig. Zur Bekämpfung 
des Schiffes wird von einem Flugzeug aus im Punkt P3 (10; 7; 3) eine Luft-Boden-Rakete 
abgeschossen. Die Flugbahn der Rakete wird als geradlinig angenommen. Richtungs-
vektor dieser Flugbahn ist cl = 6t — 2/ — 3k. (Koordinatenangaben in km)1
a) Ermitteln Sie je eine Parametergleihung für den- Schiffskurs und für die Flugbahn 

der Rakete! 
b) Das Schiff wird von der Rakete im Punkt S getroffen. Berechnen Sie die Koordinaten 

dieses Punktes! 
c) Berechnen Sie den Winkel zwischen der Bahn der Rakete und dem Kurs des Schiffes! 
d) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat die Rakete, wenn ihre Flugzeit vom Ab-

schußpunkt bis zum Treffpunkt 7 Sekunden beträgt? 

9. In der xy-Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (2; 3) gegeben, der durch den 
Punkt P1 (5; 7) geht. 
a) Berechnen Sie den Radius, und stellen Sie die Gleichung des Kreises auf! 
b) Der Kreis schneidet den positiven Teil der x-Achse im Punkt P0 (x0; yo). Berechnen 

Sie xo! 
c) Weisen Sie nach, daß die in Po und P1 an den Kreis gelegten Tangenten aufeinander 

senkrecht stehen! 
10. Die Grundfläche ABCD einer geraden Pyramide mit der Spitze S ist ein Rechteck mit den 

Seitenlängen AB = CD = 8,0 cm, BC = AD = 6,0 cm. Die Höhe der Pyramide be-
trägt 10,0 cm. 
a) Der Mittelpunkt M der Seitenkante CS wird mit dem Eckpunkt A durch, die Strecke st

verbunden. Der Mittelpunkt N der' Grundkante AB wird mit dem Mittelpunkt P 

von DS durch s2 verbunden. Weisen Sie nach, daß diese beiden Strecken einander 
schneiden! Wie hoch liegt der Schnittpunkt Q über der Grundfläche? Berechnen Sie 
den Schnittwinkel der beiden Strecken! 

b) Untersuchen Sie, ob auch die Strecke 33, die P mit dem Mittelpunkt R der Grund-

kante BC verbindet, die Strecke st schneidet! 
c) Die Gerade, die durch S und Q geht, schneidet die Grundfläche der Pyramide in E. 

Berechnen Sie die Länge der Strecke SE! 
d) Berechnen Sie die Größe des Winkels 4 NPR! 
e) Auf der Achse der Pyramide liegt 1,0 cm über der Grundfläche ein Punkt T. Wie weit 

ist ein Punkt V auf AB von A entfernt, wenn 4 ATV = 90° gelten soll? 

1 Hier wie im Lehrbuch „Mathematik, Klasse 12" (Titel-Nr. 00 12 54) mußte aus technischen Gründen auf die in 

dieser Schriftart vorgesehenen Typen mit übergesetztem Pfeil zurückgegriffen werden, wobei besonders bei den 

Buchstaben i und j die Pfeile sehr kurz ausfallen und die Punkte über i und j entfallen. 
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11. Flugzeugtriebwerke werden an mehreren Punkten aufgehängt. Die Aufhängevorrich-
tung eines Punktes, die aus drei am Rumpf befestigten Stäben besteht, wird mit einer 
Gewichtskraft von 1 000 N belastet. Welche Druck- bzw. Zugkräfte wirken längs der 
Stäbe? 
a) Zeichnen Sie in die Skizze ( Bild 10) die Zerlegung der Gewichtskraft in ihre drei 

Komponenten ein! 
b) Lösen Sie die Aufgabe rechnerisch (Lösung >, unten)! 

3 1 3 

• A 
0 -3 0 3 

Bilder 10 und 11 

Es gilt g +i):2 F. (*) (), Bild 11) 

Wegen g'1 II DA ist i';› = ADA und analog F2 = µDB, F3 = vDC. 

Setzt man hierin 

DA = ( 0 3) 0 — ( 0) = 30) und analog D73 = 

3 

( - 0) und itb = 03) 

0 4 —4 —4 —4 

0 

ein, berücksichtigt man ferner F = —1000 , so ergibt (*) 
0 

. 

Das zugehörige skalare Gleichungssystem ergibt 

500 500 1000] } 
L. = {I • 

3 3 
• 3 und damit für die drei Stablcräfte 

-› 500 2500 -> 500 -› 2 500 
Fi = - 4k); IF4 = —3—N, F2 =  - 4tc); N, 3 (-3i IF2I --- 3

3) —3) 0) 0 
A 0 +,u 

( ( 

0 +v 

( 

3 — —1000 

( ) 

—4 —4 —4 0 

-› 1000 -+ 5000 
F3 = - 

3 3 
(3f - 4k); = N. 
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Stoffverteilung 

Std. ZU reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff 

Stoffabschnitt 1.1. Verschiebungen und Vektoren 12 Stunden ' 

1/2 Verschie-
bungen einer 
Ebene 
- Vektoren 

3 Vektoren im 
Raum 

4 Addition von 
Vektoren 

2 

1 

2 

- Verschiebung einer Ebene 
- Beschreibung von 

Verschiebungen durch 
Mengen geordneter Paare 
[Originalpunkt; Bildpunkt] 
und durch Mengen gerich-
teter Strecken (zwischen 
Original- u. ihren Bild-
punkten bei der Verschie-
bung) 

- Verschiebungspfeil; 
Verschiebungsweite; 
Verschiebungsrichtung 

— Eigenschaften von 
Verschiebungen 

- Vektor (Einführung) 
- Bezeichnungen 

für Vektoren " 
— gleichgerichtete und ent-

gegengesetzt gerichtete Vek-
toren 

— Parallelität von Vektoren 
— Betrag eines Vektors 

- Kanten, Flächen- und 
Raumdiagonalen eines 
Quaders und anderer eben-
flächig begrenzter Körper 

- Parallelität von Strecken 
im Raum 

— Verschiebungen eines drei-
dimensionalen Raumes 

- Vektoren im Raum 
(Übertragung der für Vek-
toren einer Ebene getroffe-
nen Festlegungen bezüglich 
Richtung, Parallelität und 
Betrag auf Vektoren im 
Raum) 

- Nacheinanderausführung 
von Verschiebungen einer 
Ebene 

— Satz: Die Nacheinanderaus-
führung zweier Verschie-
bungen ist wieder eine Ver-

I schiebung 
- Addition von Kräften, 

Gegenkraft 

- Nacheinanderausführung 
von Verschiebungen im 
Raum 

- Addition von Vektoren 
- Summe von Vektoren 
- Rechengesetze für die Addi-

tion von Vektoren 
- Nullvektor; zum Vektor 451 

entgegengesetzter Vektor -d 
- Addieren von Vektoren 

(konstruktiv und rechne- 
risch) 

5 Subtraktion 
von Vektoren 

2 - Differenz zweier reeller 
Zahlen 

- Der zum Vektor d ent-
gegengesetzte Vektor -ii 

- Aquivalente Umformungen 
von Gleichungen für reelle 
Zahlen 

— Definition der Differenz 
zweier Vektoren 

— Regeln für die Subtraktion 
von Vektoren 

- Beweise für einige Regeln 
— Subtrahieren von Vektoren 

und Umformen von Termen 
mit Vektoren durch Anwen-

/den der Rechenregeln 



e • 

Zu reaktivierender Stoff erarbeitender Stoff 

6 Multiplikation 
eines Vektors 
mit einer reellen 
Zahl 

2 

7/8 Anwendungen 3 
der Vektor-
rechnung in 
Geometrie, 
Physik und 
Technik 

— Regeln für das Multipli-
zieren reeller Zahlen 

— Addieren gleichgerichteter 
und entgegengesetzt 
gerichteter Vektoren 

— Vervielfachen von Kräften 
— Nacheinanderausführen von 

Verschiebungen 
— Strahlensätze 

— Definition des Produktes 
eines Vektors mit einer 
reellen Zahl 

— Rechenregeln für das Multi-
plizieren von Vektoren mit 
reellen Zahlen 

— Beweise für einige Regeln 
— Lösung der Vekt9rglei-

chungen r • Jc> = b und 
x • = 6 
Umformen von Termen mit 
Vektoren durch Anwenden 
der Rechenregeln 

— Dreieck, Trapez, Parallelo-
gramm 

— Quader, Pyramide 
— Zusammensetzen und Zer-
• legen von Kräften und 

Geschwindigkeiten 
— Berechnungen im recht-. 

winkligen Dreieck; Sinus-
satz; Kosinussatz 

— Beweise für geometrische. 
Aussagen über ebene oder 
räumliche Figuren 

— Aufgaben aus Physik und 
Technik, in denen Bezie-
hungen zwischen Kräften 
oder Geschwindigkeiten 
auftreten 

Stoffabschnitt 1.2. Komponenten- und Koordinatendarstellung 
von Vektoren 

12 Stunden 

9 Komponenten-
und Koordina-
tendarstellung 
der Vektoren 
einer Ebene 

— Rechtwinkliges Koordi-
natensystem 

— Darstellung von Punkten 
im rechtwinkligen Koor-
dinatensystem 

— Koordinaten eines Punktes • 
- Summe zweier Vektoren 

- Linearkombination zweier 
nicht paralleler Vektoren 

- Basis der Menge der Vek-
toren einer Ebene 

— Satz über die Eindeutigkeit 
der Zerlegung eines Vektors 
bezüglich einer Basis 

- Betrag eines Vektors — Komponenten und Koor-
dinaten eines Vektors 
bezüglich einer Basis 

— Einheitsvektor 
— Orthonormierte Basis {t, f}
— Kartesisches Koordinaten-

system {O;1, f} 

- Ortsvektor OP 

10 Komponenten- 2 - Vektoren im Raum - Übertragung der für die 
und Koordi- - Schrägriß Ebene eingeführten Be-
natendarstellung - Kanten; Seiten und griffe und Bezeichnungen 
von Vektoren Raumdiagonalen eines für die Komponenten- und 
im Raum Quaders Koordinatendarstellung 

von Vektoren auf den 
Raum 

- Komplanare und nichtkom-
planare Vektoren 
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Thema Std. Zu reaktivierender Stoff u erarbeitender Stoff 

11 Abstand 2 - Betrag eines Vektors - Beziehungen zwischen dem 
zweier Punkte; - Abstand zweier Punkte Abstand zweier Punkte und 
Betrag eines - Länge einer Strecke den Koordinaten ihrer 
Vektors - Satz des PYTHAGORM 

- Dreieck, Parallelogramm 
Ortsvektoren in der Ebene 
und im Raum 

- Quadrieren; Quadrat-
wurzelziehen 

- Beziehungen zwischen dem 
Betrag eines Vektors und - 
seinen Koordinaten bezüg-
lich {0; t, f} bzw. {0; 41,k} 

12 Beziehungen •3 — Winkelfunktionen - Beziehungen zwischen den 
zwischen den - Bestimmen von Winkel- Koordinaten eines Punktes 
Koordinaten funktionswerten bzw. Win- und dem Betrag seines 
eines Punktes keln zu vorgegebenen Ortsvektors in einer Ebene 
und dem Be- Funktionswerten und im Raum 
trag seines Orts- - Winkelmaße — Orientierte und nicht orien-
vektors; der - Beziehungen zwischen tierte Winkel zwischen zwei 
Winkel zwischen Winkelfunktionen Vektoren 
Vektoren - Berechnungen im rechtwink-

ligen Dreieck mit Hilfe von 
— Zusammenstellung der er-

arbeiteten Beziehungen und 
• Winkelfunktionen 
- Orientierter und nicht 

orientierter Winkel 

Vergleich bezüglich Ebene 
und Raum 

- Geographische Koordinaten 

13 Vektorräume 12 - Regeln für das Rechnen — Definition der Begriffe 
und Vektoren mit Vektoren „Vektorraum" und 

- Geordnetes Paar reeller „Vektor" 
Zahlen - Beispiele für Vektorräume 

- Stetige Funktion 
- Differenzierbare Funktion 

(mit Nachweis) und Gegen-
beispiele 

- Konverdente Zahlenfolge 

Stoffabschnitt 1.3. Analytische Geometrie der Geraden 13 Stunden 

14 Parameter-
gleichungen 
einer Geraden 

2 - Multiplikation eines Vek-
tors mit einer reellen Zahl 

- Addition und Subtraktion 
von Vektoren 

- Komponentendarstellung 
von Vektoren (dazu auch 
verkürzte Schreibweisen, 
z. B. Spaltenschreibweise) 

— Zwei Arten von Parameter-
gleichungen der Geraden: 
1. vektorielle Punktrieh-
timgsgleichung; 2. vekto-
rielle Zweipunktegleichung 

— Aufstellen von Parameter-
gleichungen 

15 Parameter-
gleichungen 
für Strahl 
und Strecke 

1 - Parametergleichungen von 
Geraden 

— Beschreibung von Teilen von 
Geraden (Punkte, Strecken, 
Strahlen) durch Beschrän-
kung des Parameters 

16 Gleichungen 
für Geraden 
einer Ebene 

3 - Parametergleichungen von 
Geraden 

- Gleichungssysteme mit zwei 
Variablen 

— Parameterfreie Gleichungen 
von Geraden in einer Ebene; 
Herleiten der Punktrich-
tungsgleichung, der Zwei-
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Thema Std. Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff 

ptmktegleichung und der 
Normalform der Geraden-
gkichung 

— Umformen von Geraden-
gleichungen 

— Beziehungen zwischen den 
Geradengleichungen 

17 Lagebeziehun- 
gen von ̀Gera-
den in einer 
Ebene und 
Sanittpunkts-
berechnungen 

2 — Lineare Funktion 
y = rnx + n 

— Lineare Gleichungssysteme 
mit zwei Variablen 

— Graphisches Darstellen der 
Lösungsmengb des Glei-
chungssystems durch 
Geraden 

— Beziehung zwischen der 
Lösungsmenge des Glei-
chungssystems und der Lage 
der Geraden 

— Parametergleichungen und 
parameterfreie Geraden-
gleichungen 

— Ablesen der Lagebeziehung 
zweier Geraden aus deren 
Gleichungen 

- Berechnung der Koordinaten 
des Schnittpunktes zweier 
Geraden 

18 Lagebeziehun-
gen zwischen 
Geraden im 
Raum 

2 — Zeichnerische Darstellung 
von Vektoren im Koordi-
natensystem 

— Parametergleichungen von 
Geraden 

— Lagebeziehungen von Ge-
raden im Raum (g schnei-
det h; g windschief zu h; 
gAh;g= 

— Rechnerische Ermittlung der 
Lagebeziehungen der Ge-
raden und zeichnerische 
Veranschaulichung 

19 Lagebeziehun-
gen zwischen 
Geraden des 
Raumes und 
den Koordi-
natenachsen 
bzw. -ebenen 

3 — Lagebeziehungen zwischen 
Geraden im Raum 

— Parametergleichungen von 
Geraden 

— Lösungsverfahren für Glei-
chungssysteme mit drei 
Variablen 

— Gleichungen für Koor-
dinatenachsen 

- Rechnerische Ermittlung der 
Lagebegehungen zwischen 
Geraden des Raumes und 
den Koordinatenachsen 

- Schnittpunktberechnungen 
- Gleichungen für Koordi-

natenebenen 
— Lagebeziehungen zwischen 

Geraden im Raum und den 
Koordinatenebenen 

— Berechnen der Koordinaten 
des Schnittpunktes (auch 
Durchstoßpunkt oder Spur-
punkt) von Gerade und 
Koordinatenebene 
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Theina Std. Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff 

Stoffabschnitt 1.4. Skalarprodukt und Anwendungen 13 Stunden 

20 Das Skalarpro- — Betrag eines Vektors — Definition des Skalar-
dukt zweier — Kosinus eines Wmkels produktes 
Vektoren - Quadrantenbeziehungen 

der Kosinusfunktion 
- Physikalische Formel für die 

— Nicht eindeutige Umkehr-
barkeit der skalaren Multi-
plikation 

Berechnung der mecha-
nischen Arbeit 

— Bedingungen für 
d • > o, d • < o, • = o 

21 Eigenschaften 2 - Rechengesetze für die Multi- Kommutativgesetz 
der skalaren plikation reeller Zahlen - DistiibutiVgesetz 
Multiplikation sowie für die Multiplikation — Assoziativgesetz für Vekto-
von Vektoren eines Vektors mit einer 

reellen Zahl 
ren bezüglich der skalaren 
Multiplikation gibt es nicht 

- Definition des Skalarpro-
duktes 

— Binomische Formeln 

— Assoziativgesetz für die Mul-
tiplikation des Skalarpro-
duktes mit einer reellen Zahl 

— Anwenden der Eigen-
schaften des Skalarproduktes 
bei Berechnungen und Be-
weisen 

22 Anwendung des 2 — Defmition des Skalarproduk- — Beweisen planimetrischer 
Skalarproduktes tes Sätze mit Hilfe des Skalar-
beim Beweisen — Bedingung für das Senk- produktes, z. B. Satz des 
von Sätzen rechtstehen zweier Vektoren: 

d•6 =o 
- Planimetrische Sätze 

PYTHAGORAS, 
Sätze über Parallelogramme, 
Satz vom gemeinsamen 

— Betrag eines Vektors Schnittpunkt der Höhen im 
- Addition und Subtraktion 

von Vektoren 
Dreieck, Satz des THALES 

23 Die Koordina- 2 - Komponentendarstellung — Herleiten der Koordinafpn. 
tendarstellung von Vektoren (dazu auch darstellung des Skalarpro-
des Skalarpro-
duktes 

verkürzte Schreibweisen, 
z. B. die Spaltenschreib-
weise) 

— Distributivgesetz der ska-
laren Multiplikation bezüg-
lich der Vektoraddition 

— Definition des Skalar-
produktes 

duktes 
- Formel zur Berechnung des 

Betrages eines Vektors bei 
gegebenen Koordinaten 

- Formel zur Berechnung des 
Winkels zwischen zwei Vek-
toren 

— Anwenden der Formeln bei 
— Kosinus eines Winkels Berechnungen 

24 Der Schnitt- — Definition des Skalar- - Schnittwinkel zweier Geraden 
winkel zweier produktes - Berechnen der Größe des 
Geraden — Koordniatendarstellung des Schnittwinkels zweier 

Skalarproduktes 
- Betrag eines Vektors 
— Winkel zwischen zwei 

Vektoren 
— Normalform der Geraden-

Geraden bei gegebenen vek-
toriellen Parameterglei-
chungen und bei gegebenen 
parameterfreien Geraden-
gleichungen 
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I SüL
Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff 

25/26 Weitere An-
wendungen 
des Skalar-
produktes 

2 

Leistungskontrolle 1 

gleichurig 
y +n 

- Sobnittpunktsberechnungen 
(bei zwei Geraden) 

— Lösen komplexer Aufgaben 
— Übersicht über die wesent-

lirthP,n Eigenschaften und 
Anwendungen des Skalar-
produktes 

— Winkelfunktionen (insbeson-
dere Quadranten- und Kom-
plementwinkelbeziehungen) ' 

— Definition des Skalar-
produktes 

— Koordinatendarstellung des
Skalarproduktes 

— Physikalische Formeln für 
Bereelmunen von Arbeit, 
Leistung, Energie 
(Mechanik) 

— Herleiten der Additionstheo-
reme 
,;eos (04 — 13) • • ." 
und 
„cos (04 + = ." 
mit Hilfe des Skalarproduk-
tes 

— Herleiten der Additions-
theoreme 
„sin + ß) = ..." 
und 
”sin — -.." 

— Anwenden der Additions-
theoreme beim Lösen gonio-
metrischer Gleichungen 

— Anwenden des Skalarpro-
duktes beim Lösen physi-
kalischer Aufgaben 

Aufgaben zur analytischen Geometrie der Geraden 

Stoffabschnitt 1.5. Analytische Geometrie des Kreises 7 Stünden 

27 Gleichungen 
für Kreis 
und Kugel 

28 Kreis und 
Gerade 

3 — Betrag einer reellen Zahl 
- Binomische Formeln 
- Quadratische Ergänzung 
- Funktionsbegriff 
- Skalarprodukt 
- Kreis K(M; r) 

• 

— Gleichungen für einen Kreis 
in allgemeiner bzw. in 
Mittelpunktslage in vekto-
rieller und in Koordinaten-
darstellung 

— Gleichungen für die Kugel 
K(M; r) bzw. K(0; r) 

— Aufstellen von Kreisglei-
chungen und Nutzen von 
Kreisgleichungen für das Be-
rechnen von Mittelpunkts-
koordinaten und der Länge 
von Radien 

— Bestimmen von Mittel-
punktskoordinaten und Ra-
dien aus Kreisgleichungen 

4 - Lösen von linearen Glei-
chungen, quadratischen 
Gleichungen und Glei-
chungssystemen aus solchen 
Gleichungen 

— Lagebeziehungen zwischen 
Geraden 

— Rechnerische Ermittlung von 
Lagebeziehungen zwischen 
Kreis und Gerade 

— Allgemeine und spezielle 
Tangentengleichung in der 
vektmiellen und in Koor-
dinatendarstellung 
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Thema Std. Zu reaktivierender Stoff Zu erarbeitender Stoff 

— Lagebeziehungen von Kreis 
und Gerade 

— Sekante, Tangente, 
Berührungsradius 

- Tangentenkonstruktion 

- Aufstellen und Anwenden 
von Tangentengleichungen 

. 

Stoffabschnitt 1.6. Übungen und Anwendungen 15 Stunden 

Übungen 12 Komplexe Aufgaben zur Anwendung der Vektorrechnung in der 
analytischen Geometrie, in der Physik und Technik 

Leistungs- 
kontrollen 

3 Die Leistungskontrollen können zum Teil an das Ende der 
Stoffabschnitte 1.3 bis 1.5 gezogen werden 

Stoffabschnitt 1.1 
Verschiebungen und Vektoren 

(12 Std.) 

Zur Einführung des Vektorbegriffes wird an Kenntnisse der Schüler über Verschiebungen 
einer Ebene angeknüpft. Da die explizite Behandlung der Verschiebungen jedoch mehrere 
Jahre zurückliegt, müssen diejenigen Kenntnisse reaktiviert werden, die für die Einführung 
der vorgesehenen Begriffe nötig sind. 
Sodann erfolgt die Übertragung des Verschiebungsbegriffes auf den dreidimensionalen 
Raum. Zur Veranschaulichung für Verschiebungen werden Elemente von Mengen par-
alleler, gleich langer und gleich gerichteter Strecken (Pfeile) verwendet. Bei der Einfüh-
rung in die Vektorrechnung verbleibt man in diesem Modell und nennt diese Mengen von 
Pfeilen Vektoren. Um den Weg zum allgemeinen Vektorraumbegriff nicht durch zu enge Vor-
stellungen zu verbauen, kann der Lehrer bereits auf andere Modelle hinweisen. In diesem 
Stoffabschnitt liegt ein Schwerpunkt auf der Behandlung der Operationen für Vektoren und 
deren Eigenschaften, die später als konstituierende Eigenschaften in der Definition des Vek-
torraumes auftreten (2' LE A 13). Der zweite Schwerpunkt des Stoffabschnittes ist in der 
Entwicklung erster Fähigkeiten und Fertigkeiten im Rechnen mit Vektoren und Anwenden 
auf einfache Aufgaben der Geometrie, Physik und Technik zu sehen. 
Die folgende Übersicht zeigt die anzueignenden Begriffe und Sätze und deren Anwendungen 
in ihren Zusammenhängen. 
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Begriffe Sätze und Regeln Anwendungen 

Vektor (Einf.) 

zueinander parallele Vektoren (Einf.) 

gleich gerichtete (entgegengesetzt 
gerichtete) Vektoren (Einf.) 

Betrag eines Vektors 

zueinander entgegengesetzte 
Vektoren 

Summe von Vektoren 

Nullvektor 

Differenz zweier Vektoren 

Produkt eines Vektors mit einer 
reellen Zahl (Def.) 

(Eia.) 

(Einf.) 

Kommutativgesetz 
(Einf.) -÷ { Assoziativgesetz 

(Einf.) _.) 1 Weitere Regeln für die 
1 Vektoraddition 

(Def.) _.> { 
Regeln für die Subtraktion 
von Vektoren 

Assoziativgesetz, ( 
Distributivgesetze, 
weitere Regeln für das Multi-
plizieren eines Vektors mit 
einer reellen Zahl 

(m. B.) 
(m. B.) 

(o. B.) 

(teils ) 
m. B.) 

1(teils
m. B.) 

Zeichnerische Darstellung 
von Vektoren 

Vergleichen von Vektoren hinsichtlich Par-
allelität, Gleichgerichtetheit und Betrags-
gleichheit 

Addieren von Vektoren 

Subtrahieren von Vektoren 

Anwenden des Addierens und Subtra-
hierens (Physik, Technik) 

Multiplizieren von Vektoren mit reellen 
Zahlen, verbunden mit dem Addieren und 
Subtrahieren von Vektoren 
Lösen von Gleichungen zwischen Vektoren 
bzw. Beträgen von Vektoren 
Anwenden bei planimetrischen Beweis-
aufgaben 



Lerneinheit 112 
Verschiebungen einer Ebene — Vektoren 
LB 5 bis 15 

(2 Std.) 

In diesen beiden Unterrichtsstunden werden die Schüler in ein neues Stoffgebiet eingeführt 
und motiviert. Die Wiederholung der Verschiebungen einer Ebene wird als Ausgangspunkt 
genutzt, um für Mengen gleich langer und gleich gerichteter Pfeile (Verschiebungspfeile) die 
Bezeichnung Vektor einzuführen und um bei nachfolgenden Arbeiten mit Vektoren bei Be-
darf auf dieses anschauliche Modell zurückgreifen zu können. 

Ziele 

Die Schüler 

- können Beispiele aus Mathematik und Physik nennen, die zur Entwicklung der 
Vektorrechnung führten, 

= können wesentliche Eigenschaften der Verschiebungen darlegen, 
— kennen verschiedene Möglichkeiten der Beschreibung von Verschiebungen (geord-

nete Punktepaare, Verschiebungspfeile, gerichtete Strecken) und zugehörige Be-
zeichnungen, 

— erfassen die zu einer Verschiebung gehörende Menge gleich langer und gleich ge-
richteter Pfeile als mathematisches Objekt (Pfeilklasse), das ein Vektor genannt 
wird, und wissen, daß für diese Objekte Rechenoperationen eingeführt werden sollen. 

Schwerpunkte 

1. Stunde 

- Motivierung der Behandlung der Vektorrechnung 
- Wiederholung von „Verschiebung einer Ebene" (Definition und sich daraus er-

' gebende Eigenschaften) 

2. Stunde 

— Wiederholung der Darstellungsmöglichkeiten für Verschiebungen 
- Einführung von „Vektor" für die einer Verschiebung entsprechende Pfeilklasse und 

einer praktikablen Bezeichnungstechnik für diese Vektoren einer Ebene und ihrer 
Repräsentanten 

- Übung im Gebrauch des Begriffes „Vektor" und der eingeführten Bezeichnungen 

Variante: 
Es ist möglich, für die Behandlung der Lerneinheiten A 1/2 drei Stunden zu verwenden. 
Dann müßte eine Stunde dadurch gewonnen werden, daß man die Addition und Subtraktion 
von Vektoren (LE A 4 und 5) in insgesamt drei Stunden behandelt. Der Lehrplan verlangt 
den Beweis nur für einige Regeln der Addition und Subtraktion von Vektoren. Einige Be-
weise könnten auch im Rahmen der Behandlung der Lerneinheit A 13 geführt werden. 
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Methodische Hinweise 

Motivierung der Behandlung der Vektorrechnung Zunächst sollten die Schüler selbständig 
eine der folgenden Aufgaben lösen (gegebenenfalls auch beide), deren anschließende Dis-
kussion die Einführung in den neuen Stoff ermöglicht, z. B. 
aus der Physik: Kräftezerlegung: LB 34, Nr. 1, 
aus der Geometrie: Nacheinanderausführung zweier Verschiebungen. Geeignet wäre ein 
Dreieck ABC mit den Koordinaten A (1; 4), B (5; 3), C (3; 6), auf das die Verschiebungen 

OPI mit O (0; 0), PI (4; 2) und O1'2 mit O (0; 0), P2 (2; — 5) angewendet werden. 
Im Gespräch über die Lösung kann auf Eigenschaften von Kräften bzw. Verschiebungen ein-
gegangen werden (Betrag der Kraft bzw. Verschiebungsweite; Wirkungsrichtung der Kraft 
bzw. Richtungssinn der Verschiebung; Möglichkeit der „Addition"). Danach kann der 
Einführungstext (LB 5f.) gelesen werden. Ein Schüler gibt die Grundgedanken wieder. 
Variante: Der Lehrer trägt selbst in Anlehnung an den Text wesentliche Gedanken vor und 
entwickelt die Zielstellung für den Unterricht in den folgenden Stunden. 

Wiederholung von „Verschiebung einer Ebene" Hierzu kann ein Schülervortrag eingesetzt 
werden (UH 21, erstes Thema). Wurde in der Einführung die geometrische Aufgabe gelöst, 
so können aus den Zeichnungen Eigenschaften von Verschiebungen abgelesen werden. Es 
empfiehlt sich, noch weitere Punkte P, Q, ... einzuzeichnen und auf sie ebenfalls die gewählten 
Verschiebungen anzuwenden, denn es geht um die Verschiebung aller Punkte der Ebene. 
Eine andere Möglichkeit, ist die Untersuchung der in den Lehrbuchbildern A 5 bis A 10 
(LB 7f.) dargestellten Abbildungen entsprechend Auftrag A 1 und A 2 (LB 7). Das Ver-
gleichen unterschiedlicher. Abbildungen erleichtert (und ermöglicht erst) das Herauslösen 
der für Verschiebungen charakteristischen Eigenschaften (1) bis (3) (LB 8). 
Bemerkung zum Auftrag A I: In den Lehrbuchbildem A 5, A 6 und A 8 geht es um die 
Abbildung einer Ebene auf sich, im Lehrbuchbild A 7 um die Abbildung einer Ebene 
auf eine Gerade g. Mit den Eckpunkten der eingetragenen Figur ABCD werden nur einige 
Punkte der Ebene ausgewählt. Wäre nur die Abbildung, bestehend aus den geordneten 
Paaren [A; A'], [B; B'], [C; C'] und [D; D'], gemeint, so würde das Bild A 7 wie die anderen 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung zeigen. Frage d) kann entfallen oder später zur Ver-
tiefung gestellt werden. 
Die Untersuchungsergebnisse können die Schüler tabellarisch erfassen. Dazu kann das 
Symbol für Gleichgerichtetheit von Strahlen eingeführt werden. 

Auftrag 
Lehrbuchbilder 
A 5/A 10 A 6/A 9 A 7 A 8 

• A 1 a Geraden- 
spiegelung 

Verschiebung Senkrechte 
Parallelprojektioh 

Zentrische 
Streckung 

• A 1 b eineindeutig eineindeutig eindeutig eineindeutig 

• A 1c 

• A2 

kongruent kongruent - ähnlich 

AA' II BB' 
AA' tf BB' 

AA' + BB' 

AA' II BB' 
AA' ft BB' 

AA' e BB' 

AA' ,ll" BB' 
AA' )f  BB' 

AA' e BB' 

(1) AA' II BB' 
(2) AA' tt BB' 

(3) AA' 2'_1 BB' 
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Zu beachten ist, daß in der letzten Zeile der Tabelle lediglich Eigenschaften der in den 
Bildern betrachteten Geraden, Strahlen und Strecken zum Ausdruck kommen, nicht not-
wendigerweise charakteristische Eigenschaften der betreffenden Abbildungen! So kann bei 
der Parallelprojektion auch der Fall PP' 11, QQ' oder bei der zentrischen Streckung der 
Fall PP' = QQ' auftreten usw. Es muß also noch geprüft werden, ob die sich aus den Lehr-
buchbildern A 6 bzw. A 9 ergebenden Eigenschaften charakteristisch für Verschiebungen 
einer Ebene sind, was in der Tat der Fall ist. 
Zur Vertiefung kann die Frage d aus dem Auftrag A 1 (ggf. nur leistungsstarken Schülern) 
gestellt werden. 
Zur weiteren Festigung (auch für Hausaufgaben) werden die Aufgaben 1 und 3 (LB 10f.) 
empfohlen. In der Aufgabe 3 wäre z. B. für das Lehrbuchbild A 19c nicht nur die Aniahl 
der mit Hilfe der 4 verschiedenen Punkte A B, C, D beschreibbaren Verschiebungen an-

zugeben (12), sondern die Verschiebungen auch selbst: A-13, BC, ... 

Wiederholung der Darstellungsmöglichkeiten für Verschiebungen Im Unterrichtsgespräch 
können folgende Fragen aufgeworfen werden: 
- Warum können Verschiebungen mit Pfeilen hinreichend beschrieben Werden? 

(Die Eigenschaft (3) in Verbindung mit (1) und (2) legt die Verwendung gleich gerichteter 
(also auch_ paralleler) und gleich langer Strecken nahe.) 

- Warum reicht ein Pfeil zur Beschreibung einer Verschiebung aus? 
(Ein solcher Pfeil kann an jeden beliebigen Punkt P der Ebene angetragen werden. Man 
erhält in jedem Falle eindeutig den Bildpunkt P' von P bei der betrachteten Verschiebung.) 

Übersicht 

Darstellung einer Verschiebung einer Ebene 
• 

Verschiebung als Menge Veranschaulichung durch eine Menge 
geordneter Punktepaare ° gleich langer, gleich gerichteter Strecken 

(Pfeilklasse) 

A' ) 1

12:7 

{[it; A'1, [B; BI, ..., IP; PI, ...} A .1; 

/ p 

— Bild 12 

Jedes dieser Punktepaare kann zur Angabe Jeder dieser Pfeile kann zur Angabe der Pfeil-
der Verschiebung verwendet werden. klasse verwendet werden. 

Gegebenenfalls kann bereits an dieser Stelle der Name Vektor für Pfeilklasse eingeführt 
werden. 

Bemerkung: In den folgenden Unterrichtsstunden wird allg. der Darstellung von Verschiebungen 
durch Pfeile der Vorzug gegenüber Punktepaaren gegeben, da sie ein weitgehend anschauliches 
Arbeiten ermöglichen. 
Pfeile sind als gerichtete Strecken ihrerseits selbst mathematische Objekte und eigentlich wohl zu 
unterscheiden von gezeichneten Pfeilen. Die Schüler werden das jedoch selten bewußt unterscheiden, 
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A 

P

ge i P. P, '

Richtung Richtungssinn Verschiebungsweite 

Bild 13 
ebensowenig wie sie etwa zwischen einem gezeichneten Dreieck und dem ideellen mathematischen 
Objekt „Dreieck" bewußt unterscheiden. Im allgemeinen entstehen beim Arbeiten durch das un-
bewußte Identifizieren von ideellen Objekten mit ihren materiellen Veränschaulichungen auch keine
Mißverständnisse. 

Zur Veranschaulichung der zu wiederholenden Begriffe „Richtung", „Richtungssinn" und 
„Verschiebungsweite" (LB 9) kann die Darstellung im Bild 13 gewählt werden. Zur 
Festigung eignen sich der Auftrag A 3 (LB 10) und die Aufgaben 1 bis 3 (LB 10f.). Eine Über-
tragung des Lehrbuchbildes A 18 in die Hefte ist nicht erforderlich. Die Koordinaten der 
Bildpunkte können die Schüler durch „Auszählen" der jeweiligen Verschiebung entspre-
chend bestimmen. 

Einführung von „Vektor" Hierzu wird ein Lehrervortrag empfohlen, in dem folgendes 
Beachtung finden sollte: Mit Verschiebungen und auch mit Kräften kann man in gewissem _ 
Sinne wie mit Zahlen operieren (Nacheinanderausfiihren von Verschiebungen, Addition von 
Kräften; evtl. auf Einführungsbeispiele verweisen). 
Es hat sich gezeigt, daß verschiedene mathematische Objekte (z. B. Verschiebungen, ge-
wisse Mengen von Paaren reeller Zahlen) und physikalische Größen (z. B. Kräfte, Ge-
schwindigkeiten) hinsichtlich gewisser mit ihnen durchführbarer Operationen und der dafür 
gültigen Gesetze Gleichartiges aufweisen. 
Solche Objekte werden allgemein Vektoren genannt. Verschiebungen und Kräfte sind z. B. 
Vektoren. Um den Begriff „Vektor" erfassen zu können, muß man die mit ihnen ausführba-
ren Operationen und die dafür gültigen Gesetzmäßigkeiten studieren. 

Zielstellung: Wir wollen in den folgenden Stunden eine Art Vektoren genauer kennenlernen 
und uns Grundlagen der Vektorrechnung erarbeiten. Wir werden später die Vektorrechnung 
vor allem zur Lösung geometrischer Aufgaben verwenden. Als konkrete Objekte zur Ein-
führung in die Vektorrechnung wählen wir deshalb die aus dem Geometrieunterricht be-
kannten Verschiebungen. Mit Hilfe der Pfeildarstellung können wir die Operationen und 
ihre Gesetzmäßigkeiten gut veranschaulichen. Wir sprechen dabei künftig stets von Vek-
toren. 

Bemerkung: Natürlich darf man Verschiebungen und Vektoren nicht begrifflich identifizieren, denn 
es sind Begriffe unterschiedlichen Abstraktionsgrades. Jede Verschiebung oder jede Pfeilklasse ist ein 
Vektor, aber nicht umgekehrt. 

Übung im Gebrauch des Begriffes Vektor und der eingeführten Bezeichnungen Nach inhalt-
licher Klärung der Festlegungen über Gleichgerichtetheit und Parallelität von Pfeilen bzw. 
der durch Pfeile gekennzeichneten Vektoren sowie über den Betrag eines Vektors und nach 
Einführung der Bezeichnungen sollten die Aufgaben 1, 3 und eventuell auch 7 (LB 15) ge-
löst werden (weitere .Aufgaben in häuslicher Arbeit). -
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Die Schüler können sich zunächst auch aus dem Lehrbuch die eingeführten Bezeichnungen 
übersichtlich und mit einer Skizze auf Karopapier verbunden zusammenstellen (Bild 14). 

Bild 14 

-d' lICT 1iil= lel 

'rin IZI<IZI 

ältii IiI>ICI 

a-- e 

;"

fi ji -Z.- '3 d ir ----t• 

Bemerkung: Neben der im Bild 14 gewählten Bezeichnung für Vektoren trifft man in der Literatur 
auch die ältere- Bezeichnung mit Frakturbuchstaben an. In praktischen Anwendungen wird häufig 
auch die „schreibmaschinenfreundliche" Bezeichnung a benutzt. 

Kontrollaufgaben 

(1) Was verstehen Sie unter einer Verschiebung einer Ebene? 
(2) LB 15: Nr. 5; (3) LB 15: Nr. 7 

Lerneinheit 3 
Vektoren im Raum 
LB 16 und 17 

(1 Std.) 

In dieser Unterrichtsstunde werden Verschiebungen des Raumes behandelt und in Analogie 
zu den Verschiebungen einer Ebene entsprechende Beziehungen erklärt sowie dafür Bezeich-
nungen eingeführt (Parallelität, Gleichgerichtetheit usw.). Verschiebungen des Raumes wer-
den ebenfalls Vektoren genannt. Großer Wert ist auf anschauliches Arbeiten zu legen. 

Ziele 

Die Schüler 

- kennen den Begriff der Verschiebung des Raumes als eineindeutige Abbildung des 
Raumes auf sich, 

— erfassen die einer Verschiebung des Raumes entsprechende Pfeilklasse als mathe-
matisches Objekt, das im folgenden Vektor genannt wird, 

- können an räumlichen Darstellungen oder Körpermodellen Vektoren im Raum an-
geben und solche Vektoren bezüglich Parallelität, Gleichgerichtetheit und Größe 
ihres Betrags vergleichen. 
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• 
Schwerpunkte 

- Erarbeitung einer Vorstellung von Verschiebungen des Raumes; Kennzeichnung als 
Vektoren 

- Übung im Bestimmen und Vergleichen von Vektoren im Raum 

Methodische Hinweise 

Erarbeitung Es ist nützlich, die Erarbeitung wie im Beispiel A 3 anhand der Darstellung 
eines Quaders oder eines Quaderkantenmodells zu beginnen, denn dies ermöglicht, durch 
Betrachtungen in bestimmten Ebenen zu begründbaren Ergebnissen hinsichtlich einzelner 
Vektoren im Raum,zu kommen. Wenn dabei auch eine straffe Führung des Unterrichtsge-
spräches zweckmäßig ist, so sollte sie auch auf eine hohe Selbsttätigkeit der Schüler zielen, so 
daß die Übungen gut vorbereitet sind und Möglichst selbständig durchgeführt werden können. 

*Übung Empfohlen werden die Aufgaben 2, 3, 6 (LB 17). Im Falle der Aufgaben 2 und 3 
sollten neben der Angabe der Vektoren, soweit vorhanden, noch Beispiele für gleich gerich-
tete, entgegengesetzt gerichtete, parallele und nicht parallele Vektoren und für Vektoren mit 
gleichen und ungleichen Beträgen sowie einander entgegengesetzte Vektoren genannt wer-
den. 
Die Aufgaben 4 und 5 tragen nur dann zur Vertiefung des Begriffs des Vektors im Raum bei, 
wenn sich die Schüler die angelegten Zeichnungen räumlich vorstellen, denn die auszufüh-
rende Konstruktion vollzieht sich als Verschiebung einer Miene auf sich! Die Vorstellung 
kann gegebenenfalls durch eine Darstellung mit Hilfe von Modellen im Raum unterstützt 
werden (Magnetklapptafel bzw. Raumecke aus Tafeln mit kongruenten Kantenmodellen 
oder Verwendung von Teilen des Vektorgerätes). 

Kontrollaufgaben 

(1) LB 117: Nr. 2 
(2) Skizzieren Sie einen Quader im Schrägriß! 

Nennen Sie, mit Hilfe seiner Eckpunkte a)10 Vektoren verschiedener Richtung, b)Vektoren, 
die entgegengesetzt gerichtet sind, c) Vektoren, die den gleichen Betrag haben, aber 
nicht parallel sind! 

Lerneinheit 4 
Addition von Vektoren 
LB 17 bis 22 

-(2 Std.) 

In diesen Unterrichtsstunden beginnt die Behandlung der Rechenoperationen für Vektoren 
und ihrer Eigenschaften. Damit werden schrittweise diejenigen wesentlichen Merkmale er-
arbeitet, die später in Lerneinheit A 13 zur Definition des Vektorraumes verwendet werden. 
Dabei wird zwar von dem anschaulichen Beispiel der Verschiebung Gebrauch gemacht 
(LP 42), aber es werden Eigenschaften erarbeitet, die nicht nur Verschiebungen bzw. den 
ihnen entsprechenden Pfeilklassen zukommen. 
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Ziele 

Die Schiller 

- festigen ihre Kenntnisse über das Nacheinanderausführen von Verschiebungen 
einer Ebene und das Ermitteln der Gesamtkraft beim Angreifen zweier Kräfte am 
gleichen Punkt, 

- wissen, daß man das Auffinden der Gesamtkraft auch Kräfteaddition nennt und 
kennen die Addition der eingeführten Vektoren (Pfeilklassen), 

- können die Gesetze der Kommutativität und Assoziativität der Addition dieser 
Vektoren anhand selbstgewählter Beispiele erläutern, • 

- kennen den Begriff „Nullvektor", 
- können solche Vektoren einer Ebene bzw. des Raumes addieren, die in einem 

Koordinatensystem durch Pfeile dargestellt oder im Raum durch (gerichtete) 
Kanten einfacher geometrischer Körper markiert sind. 

Schwerpunkte 

1. Stunde 

- Motivierung der Einführung von Rechenoperationen für Vektoren 
- Erarbeitung der Eigenschaften der Addition von Vektoren einer Ebene 

2. Stunde 

- Einführung der Addition von Vektoren im Raum 
- Übung im Addieren von Vektoren 

Methodische Hinweise 

Motivierung der Einführung von Rechenoperationen für Vektoren Hierzu sollte der Lehrer 
von Kenntnissen der Schüler ausgehen bzw. durch das Lösen von Aufgaben Kentnisse reak-
tivieren lassen: 

Addition von Kräften; Nacheinanderausführen von Verschiebungen. 
Unter Umständen kann auf die Einführungsbeispiele (LE 1/2, UH 33) oder auf die Auf-
träge A 9 und A 10 (Karopapier!) zurückgegriffen werden. 
Das Lösen dieser Aufgaben erfordert Kenntnisse darüber, wie überhaupt die geforderten 
Operationen mit Kräften bzw. Verschiebungen auszuführen sind. Es ist also notwendig, die 
Operationen eindeutig festzulegen und ihre Eigenschaften zu untersuchen. 
Der Lehrer kann Fragen aufwerfen, die in den folgenden Stunden zu beantworten sind. 
- Gelten für das Addieren (Nacheinanderausführen) von Verschiebungen gleiche Rechen-

gesetze wie für (reelle) Zahlen? 
- Kann man wie bei Zahlen das Addieren von Verschiebungen auch umkehren, also ge-

gebenenfalls von einer Subtraktion von Verschiebungen sprechen? 
Der Vergleich zwischen Kräften und Verschiebungen zeigt gewisse Gleichartigkeiten hin-
sichtlich auszuführender Operationen, die eben gerade ein Grund dafür sind, sie als Vektoren 
aufzufassen. 
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Bemerkung: In Auswertung der Aufträge A 9 und A 10 wird im Lehrbuch eine Gegenüberstellung 
von Kräften und Vektoren (Pfeilklassen) angeführt (LB 18). Bei der Einbeziehung dieser Obersicht 
ist folgendes zu beachten: 
Genaugenommen entsprechen den (in einem Punkt angreifenden) Kräften Repräsentante der Ver-
schiebungen (der Menge geordneter Punktepaare), etwa einzelne Punktepaare (dargeste t durch 
Pfeile mit festem Anfangspunkt). 
Einer Verschiebung (als unendlicher Menge geordneter Punktepaare) entspricht ein homogenes 
Kraftfeld • (T Bild15). Als Beispiel für ein homogenes Kraftfeld können sich die Schüler das mag-
netische Kraftfeld im Innern einer langen stromdurchflossenen Spule vorstellen. Jedes Fisenteilchen 
im Kraftfeld unterliegt dem Einfluß der magnetischen Kräfte, die an jeder Stelle des Feldes gleich 
sind. 

Bild 15 

(eine) Kraft 

V ./r1/4
(ein) homogenes Kraftfeld 

P 
(ein) Repräsentant einer 
Verschiebung 

PP' 

A'• P' 

(eine) Verschiebung 

Erarbeitung der Fägensehaftedder Addition von Vektoren Fragen, an denen sich die Er-
arbeitung orientieren kann: 
• Nach welcher Vorschrift werden Vektoren addiert? 
• Läßt sich die Addition stets ausführen? 
• Ist die Summe eindeutig bestimmt? 
• Welche Eigenschaften besitzt die Vektoraddition? 

Die Befrachtungen können zunächst in einer Ebene vorgenommen oder auch sofort im Raum 
ausgeführt werden. 
Mögliche Schrittfolge: 
(1) Den Bildern A 35/36 im Lehrbuch wird die Vorschrift entnommen, wie Vektoren (Pfeil-

klassen) addiert werden, 
Bereits hier können verschiedene mögliche Lagen der gewählten Repräsentanten vor-
gegeben oder von den Schülern gesucht werden. Damit der Endpunkt des Repräsentanten 
des ersten Vektois mit dem Anfangspunkt des Repräsentanten des zweiten Vektors zu-
sammenfällt, um also die Addition der Vorschrift entsprechend ausführen zu können, 
muß ggf. ein geeigneter anderer Repräsentant verwendet werden. Dieser Gedanke wird 
bei Beweisen von Rechenregeln benötigt (Schritt 4, 5). Ein Vergleich mit der Wahl 
gleichnamiger Brüche, um die Addition zweier gebrochener Zahlen einführen zu können, 
die durch ungleichnamige Brüche dargestellt sind, erscheint hierbei angebracht. 

(2) Die Schüler lösen zur ersten Festigung selbständig den Auftrag A 11 (LB 19). Gegebene 
Vektoren auf Karopapier übertragen! 

(3) Existenz und Eindeutigkeit der Vektorsumme dürfte den Schülern evident erscheinen. Der 
Lehrer sollte hierzu die Frage nach der Summe eines Vektors und des zu ihm entgegen-
gesetzten Vektors aufwerfen. Unter Umständen ist sie bereits als ein möglicher Fall im 
Schritt 1 aufgetreten. Dieser Fall führt zur Einführung des Nullvektors und der ent-
sprechenden Symbolik. Die Regeln 1+ und 2+ (LB 20) können formuliert, brauchen aber 
nicht bewiesen zu werden. 
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Man kann sie auch erst im Zusammenhang mit der Kommutativität der Vektoraddition 
aufstellen, weil dort ihre Behandlung noch besser motiviert erscheint (folgender Schritt 4). 

(4) Zur Erarbeitung der Eigenschaften der Vektoraddition kann zunächst an die Eigenschaften 
der Addition von (reellen) Zahlen erinnert werden. Danach können zwei Wege beschritten 
werden (zunächst für die Kommutativität): 

Variante 1 
Man gibt eine Skizze vor (7 Bild 16), „verrät" gewissermaßen sofort die Beweisidee 
und läßt danach die Regel bei anderen Lagen der Pfeile prüfen. Dann kann man evtl. 
auf die im Schritt (1) gegebenen oder gefundenen Lagen zurückgreifen und zur Formulie-
rung der Regeln 1+ und 2+ gelangen. 

Bild 16 

Variante 11 
Man läßt die Schüler die Addition von Pfeilklassen in verschiedener Lage ausführen 
(Karopapier) und stellt die Frage, ob die Reihenfolge vertauscht werden kann und wie 
man ggf. die Kommutativität nachweisen kann ( 7 Bild 17). Die Gültigkeit der Kommu-
tativität der Vektoraddition schließt ein, daß d oder b auch der Nullvektor sein können 
(Regel 1+, LB 20). Der Beweis der Regel (e A 12) erfolgt wiederum dadurch, daß man 
einen geeigneten Repräsentanten für den Nullvektor wählt. 

ä + -= AB + BB = AB 6 +ä= A-*A + Al3 = A.13 

bb 3-

a a a 

a 

a 

Bild 17 

Es. bedeuten: starke Pfeile — vorgegebene Repräsentanten; schwache Pfeile — weitere Reprä-
sentanten; gepunkteter Pfeil — Summe 
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(5) Aus dem Bild 18 ist die Assoziativität der Vektoraddition leicht ersichtlich (an der Tafel 
mehrfarbig gestalten; eventuell als Klappfolie anlegen). 
Zur Veranschaulichung können Pfeile (z. B. des Vektorgerätes) an der Hafttafel ver-
wendet werden. 

8 

ci+77+C-.

Bild 18 18 = (ti-h-li)+C"—A-Z-+Z.

Hinweis: Gibt man Pfeile so vor, daß zur Addition andere Repräsentanten herangezogen 
werden müssen, so sind weitere Veranschaulichungspfeile zu benutzen und nicht die ge-
gebenen Pfeile mechanisch an die gewünschte Stelle zu verschieben (71 Bild 19)! 

(6) Festigung: LB 21f.; Nr. 1, 2, 3 und 6 

7 h....„ .... ... t a-
Gegebene Pfeile .5o Nicht so! 

Bild 19 

Einführung der Addition von Vektoren im Raum Hierzu sollten Körperkantenmodelle ver-
wendet werden, deren Kanten Vektoren repräsentieren (nicht nur Darstellungen von 
Körpern in der Zeichenebene benutzen!). 

• Die Schüler können an solchen Modellen die Eigenschaften der Vektoraddition erläutern 
sowie selbständig den Auftrag A 13 und das Beispiel A 4 bearbeiten. 
Zusammenfassend wird die allgemeine Gültigkeit der Regeln 1+ bis e (LB 20) konstatiert, 
wobei die in 1+ und 2+ enthaltenen Sonderfälle bezüglich der Kommutativität in 3+ ein-
gehen. 

Übung im Addieren von Vektoren Eine erste Übung kann anhand der Aufgabe 4 erfolgen. 
Die Aufgaben 7 und 8 sollten im Unterricht gelöst werden. In der Aufgabe 8 ist nachzu-

weisen, daß der Pfeil BD mit dem Pfeil AC gleich gerichtet und gleich lang ist. Man erhält 
(r Bild 20): 

Die Pfeile BD- und AC- haben 
- den gleichen Betrag wegen sws 
- die gleiche Richtung wegen 

• = 180° — ß — 
• = 180. _ ß _ y }y=y' wegen sws 

7 

ot 

A 
Bild 20 

- den gleichen Richtungssinn, weil C und D auf derselben Seite der Geraden AB liegen. 
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Kontrollaufgaben 

(1) LB 22: Nr. 5 
(2) Ein Fährboot mit der Eigengeschwindigkeit e, wird durch die Strömung mit der Ge-
schwindigkeit es abgetrieben. Über das Boot läuft ein Passagier mit tip. Ermitteln Sie dessen 
Gesamtgeschwindigkeit eges gegenüber der Erdoberfläche (2e Bild 21)! 

VF

vp 

Bild 21 

Lerneinheit 5 
Subtraktion von Vektoren 
LB 22 bis 25 

(2 Std.) 

In Analogie zum Rechnen mit Zahlen wird zur Addition von Vektoren eine Umkehropera-
tion definiert Hauptanliegen der Lerneinheit sind vielfältige Übungen im Addieren und 
Subtrahieren von Vektoren. 

Ziele 

Die Schüler 

- wissen, daß die Vektorgleichung d + .t* = 6 stets genau eine Lösung + (-ä) 
= (-that, die Differenz von b und ä genannt wird, 

- kennen die Rechenregeln für die Subtraktion von Vektoren, 
- können für Vektoren einer Ebene und im Raum Summen und Differenzen bilden 

bzw. entsprechende Terme und Gleichungen mit Vektoren umformen und ver-
einfachen bzw. lösen. 

Schwerpunkte 

1. Stunde 

- Motivierung der Einführung einer Umkehroperation zur Addition von Vektoren 
- Reaktivierung der Kenntnisse über das Subtrahieren reeller Zahlen und über den 

zu einem gegebenen Vektor d entgegengesetzten Vektor —.4 
- Erarbeitung der Definition des Begriffes „Differenz zweier Vektoren" (Ii> 1, • 15, 

• 16, • 17) und der Rechenregeln für das Subtrahieren von Vektoren 
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2. Stunde 

- Übung im Addieren und Subtrahieren von Vektoren 
-7 Übung im Umformen von Termen und im Lösen von Gleichungen mit Vektoren 

Methodische Hinweise 

Motivierung Hierfür eignen sich die drei Fragen auf Seite LB 22f. Auf die erste Frage 
sollte nicht verzichtet werden, weil man die Analogie zu den reellen Zahlen im folgenden gut 
verwenden kann. Anstelle der zweiten Frage kann auch eine praktische Aufgabe gestellt 
werden, z. B. in Verbindung mit dem Lehrbuchbild A 59: Welche Geschwindigkeit 6 muß 
ein Flugzeug gegenüber der umgebenden Luft entwickeln, wenn es mit einer Geschwindig-
keit e bei einer Windgeschwindigkeit 62 das Ziel B anfliegen soll? Geschwindigkeiten sind 
wie Kräfte gerichtete Größen, so daß damit die Frage nach dem einzuschlagenden Kurs 
verbunden ist. 
Im Rahmen der Motivierung reicht es aus, eine solche Aufgabe vorzustellen, um zu begrün-
den, daß nach Wegen gesucht werden muß, um die zweite Komponente einer Resultierenden 
bestimmen zu können, wenn eine Komponente bekannt ist. 
Die Fragestellungen gipfeln in der Frage nach der Lösung einer Vektorgleichung ä + = 
[LB 23, Gleichung (1)]. 
Bisher war von Vektorgleichungen noch nicht die Rede, obwohl sie schon verwendet wurden 
und z. B. die Regeln für das Addieren von Vektoren in Form von Gleichungen notiert 
wurden. 
Der Lehrer sollte den Schülern mitteilen, daß z. B. das Bilden der Summe der Vektoren 

und b als Lösen der Vektorgleichung = ä + b aufzufassen ist und daß man Vektor-
gleichungen zum Teil nach gleichen Regeln umformen kann wie Gleichungen mit Zahlen. 
Das wird benötigt für die Analogiebetrachtung zu den reellen Zahlen bei der Einführung 
der Subtraktion von Vektoren. Auf Unterschiede im Arbeiten mit Vektorgleichungen 
gegenüber Za.hlengleichungen wird im Zusammenhang mit der Behandlung weiterer Ver-
knüpfungen eingegangen. 

Reaktivierung Empfohlen werden 
- das Lösen von Gleichungen, die das Subtrahieren erforderlich machen (Kopfrechnen), 

z. B. 

x + —4 •—-• 0,5; 102 + y = 103; z+( — Nri) = 0; 

a — x = c (b — a) 

— das Addieren von Vektoren, die zu gegebenen Vektoren entgegengesetzt sind (konstruktiv 
oder mit Hilfe von Karopapier) z. B. ( 7 Bild 22): 

ä + (-A; 6 + (-6); 

-64-(—t); d+I;+(—t). 

Bild 22 
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Erarbeitung der Definition des Begriffs „Differenz zweier Vektoren" und der Rechenregeln für 
das Subtrahieren von Vektoren Hierbei kann in folgenden Schritten vorgegangen werden: 

(1) Nach der Reaktivierung wird wieder 'die Frage nach der Lösung der Gleichung (1) 
+ 5c> = b aufgegriffen. Durch Bearbeiten des Auftrags A 15 können sich die Schüler 

eine anschauliche Vorstellung-von einer möglichen Lösung verschaffen (7 Bild 23). 

x 

Bild 23 A a 8 

Auf die Sonderfälle d = ö oder 6 = ö kann vorerst verzichtet werden. Es wird die Frage 
aufgeworfen, ob es stets zu zwei Vektoren d und b eine Lösung g der, Gleichung (1) gibt 
und ob die Lösung eindeutig bestimmt ist. 

(2) Selbständig vergleichen die Schüler im Lehrbuch Seite LB 23 die Lösungen der ent-
sprechenden Gleichungen für Zahlen und Vektoren, bearbeiten den Auftrag A 16, no-
tieren gegebenenfalls an der Tafel oder in den Heften die einzelnen Schritte nebeneinander 
und begründen jede Umformung der Vektorgleichung inhaltlich. 

(3) Durch Bearbeiten des Auftrags A 17 (LB 23) können die Schüler die eindeutige Lös-
barkeit der Gleichung (1) nachweisen (im Lehrplan nicht verlangt!). 

(4) Die Schüler werden aufgefordert, die Definition A 1 mit Hilfe einer Skizze zu verdeut-
lichen (7 Bild 24). Hierzu wird an den ersten Schritt erinnert. 
Des weiteren erläutert ein Schüler an der Tafel die Fälle ä = 6 und b = 6. 
So wie beim Rechnen mit reellen Zahlen sollten sich die Schüler einprägen, daß das 
Subtrahieren eines Vektors ä von einem Vektor b stets als Addition des entgegengesetzten 
Vektors —ii aufzufassen ist. (Der Nullvektor ist zu sich selbst entgegengesetzt!) 

(5) Die Regeln für die Subtraktion von Vektoren sollten sich die Schüler durch Skizzen mit 
Pfeilen veranschaulichen, z. B. Regel 4-  (7 Bild 25). Beweise zu einigen Regeln, die im 
Lehrbuch auf Seite LB 24 abgedruckt sind, können von den Schülern selbständig durch-
gearbeitet (z. B. als Hausarbeit) und vor der Klasse wiedergegeben werden. 

b 
d+b 

-(67-±h, 
Bild 24 Bild 25 

Übung im Addieren und Subtrahieren von Vektoren Hierzu eignen sieh die Aufgaben 1, 2, 
3 und 6 (LB 24 f.). Für das Addieren kennen die Schüler die Vorschrift, durch geeignete Wahl 
der Repräsentanten als Anfangspunkt des zweiten Pfeils den Endpunkt des ersten Pfeils zu 
verwenden. Die Summe der dargestellten Vektoren wird dann durch den Pfeil bestimmt, der 
vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des zweiten Pfeils verläuft. 
Ähnlich könnten sich die Schüler Faustregeln für das Subtrahieren einprägen, z. B. : Anfangs-
punkte beider Pfeile zusammenlegen; dann weist der Differenzvektor vom Endpunkt des 
Subtrahenden zum Endpunkt des Minuenden. Günstiger ist es aber, die Subtraktion als 
Addition des entgegengesetzten Vektors aufzufassen. 
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Für Übungen im Addieren und Subtrahieren von Vektoren im Raum sollten den Schülern 
zu den Lehrbuchbildern A 41 oder A 42 Aufgaben folgender Art gestellt werden: 
- Bestimmen Sie a) —6, b) e, c) ä + 6 = e! 

-> 
- Drücken Sie CD, AC, GA durch die Vektoren ei', b und e aus! 

Übung im Umformen von Termen und im Lösen von Gleichungen Weitgehend selbständig 
sollten die Schüler die Aufgaben 4 und 5 (LB 24 f.) lösen. Die Analogie zum Rechnen mit reellen 
Zahlen kann dazu führen, daß die Schüler die Umformungen für einfach halten und formal 
vollziehen. Deshalb muß gefordert werden, daß jeder Schritt mit den erarbeiteten Regeln für 
das Addieren und Subtrahieren zu begründen ist. Solche Aufgaben sind geeignet, die Schüler 
zu geistiger Diszipliniertheit zu erziehen. So ist z. B. bei der Lösung der Aufgabe 5c nach der 
Umformung der Ausgangsgleichung zu —2 = e — nicht etwa die Gleichung auf beiden 
Seiten mit ( —1) zu multiplizieren, weil eine derartige Multiplikation von Zahlen mit Vek-
toren (bisher) nicht erklärt ist. Vielmehr ist, um den Vektor e zu bestimmen, nach Regel 3-
der entgegengesetzte Vektor zu bilden, also 

—(—z) —(e — b), woraus sich nach 3-  und 5-

- e + 
ergibt. 
Im Rahmen dieser Übung kann auch die Aufgabe 7 (LB 25) gelöst werden, ggf. als 
Zusatzaufgabe für leistungsstarke Schüler Zunächst sind die möglichen Fälle der Lage der 
Punkte einschließlich des Zusammenfallens einzelner Punkte (wobei der Nullvektor ins Spiel 
kommt) zu beachten. Beinl Beweis ohne Bezug auf eine bestimmte veranschaulichte Lage-
beziehung sind möglichst solche Vektoren einzuführen, daß der Summenvektor leicht be-
stimmt werden kann, z. B.: 

, A1.3 = C7) 1 

AB+BC=CD+BC

AC= + 

AC = BC + CD 

AC= 
AC = -DB 

+ I-3C (um AC zu erhalten) 

(wegen AB + BC = AC) 

(wegen 3+) 

(wegen BG + CD = B73) 

(wegen 1-), was zu beweisen war. 

Jede Umformung der Gleichung ist also mit Blick auf die zu beweisende Aussage motiviert, 
jede Termumformung durch Regeln begründet. 

Kontrollaufgaben 

(1) Bestimmen Sie unter Hinzuziehung des Bildes 26 folgende Vektoren: 

a) cl — b) e — d, 
c) — — 4 d) + — e! 

(2) Vereinfachen Sie den Ausdruck 

— + - (I; - + - + 6), 
und begründen Sie jeden Schritt! 

(3) LB 25: Nr. 5c Bild 26 A ä 8 
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Lerneinheit 6 
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl 
LB 25 bis 29 

(2 Std.) 

Bei der Addition und Subtraktion von Vektoren handelte es sich um Operationen auf der 
Menge der Vektoren. In diesen beiden Unterrichtsstunden wird eine Verknüpfung von reellen 
Zahlen mit Vektoren eingeführt, deren Ergebnis wiederum ein Vektor ist. Auf den Unter-
schied zwischen den bisher erklärten Verknüpfungen und der neu einzufiihrenden Verknüp-
fung ist aufmerksam zu machen. 

Ziele 

Die Schüler 

— kennen die Definition des Produktes eines Vektors ä mit einer reellen Zahl r und 
können sie anhand von Beispielen erläutern, 

— kennen die Regeln für das Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen, verstehen 
die Beweise für einige Regeln und können sie nachvollziehen, 

— können Vektoren mit reellen Zahlen multiplizieren, entsprechende Terme umformen 
und Gleichungen lösen sowie die dazu erforderlichen Schritte begründen, 

— wissen, daß für die Multiplikation von Vektoren Mit reellen Zahlen keine Umkehr-
operation existiert. 

Schwerpunkte 

I. Stunde 

- Wiederholung von Kenntnissen über das Multiplizieren reeller Zahlen und über das 
Addieren von gleich gerichteten und entgegengesetzt gerichteten Vektoren 

— Einführung der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl ���y��A 2, A 5) 
— Übung im Multiplizieren von Vektoren der Ebene und im Raum mit reellen Zahlen 

(• A 18, Aufgaben 1, 2, 4) 

2. Stunde 

- Erarbeitung der Rechenregeln für die Multiplikation eines Vektors mit einer 
reellen Zahl [Regeln (1') bis (r); o A 19 bis • A 25] 

- Übung im Anwenden der Regeln (Aufgaben 3, 5, 8) 
- Erarbeitung von Lösungen für Vektorgleichungen (Aufgaben 6, 7) 

Variante: Es ist möglich, in der 1. Stunde die theoretischen Grundlagen für das Multipli-
zieren von Vektoren mit reellen Zahlen zu erarbeiten (Definition, Regeln) und die 2. Stunde 
ausschließlich der Festigung durch Übung und Vertiefung, einschließlich des selbständigen 
Beweisens einiger Regeln durch die Schüler, zu widmen. Diese Variante ist wegen der Tren-
nung von Theorievermittlung und Anwendung anspruchsvoller und kommt hochschul-
gemäßen Formen näher. 
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Methodische Hinweise 

Wiederholung Empfohlen werden 
- Übungen im Rechnen mit reellen Zahlen (vgl. „Hinweise für tägliche Übungen ... ", 

Seite UH 11, Komplex 1); dabei sollten die Rechengesetze für reelle Zahlen, vor allem 
für das Multiplizieren von reellen Zahlen, wiederholt werden, und 

- Übungen im Addieren und Subtrahieren von Vektoren (geometrisch auf Karopapier aus-
führen). 
Zu ermitteln sind zum Beispiel, bezogen auf das Bild 27: 

+ ä + 

d + d + d, d + d 

d — 

Zu vergleichen sind 

j6 + bl mit und -

I + ä + ä I mit IdI. Bild 27 

b 

Einführung der Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl Anknüpfend an Auf-
gaben zur Wiederholung kann zunächst eine Schreibweise für das Vervielfachen von Vektoren 
eingeführt und danach die allgemeine Frage nach einer Multiplikation eines Vektors mit 
einer reellen Zahl aufgegriffen werden (LB 25). 
Nach der Einführung der Definition A 2 und ihrer Interpretation durch Beispiele ( A 5) 
sollte auf die BeSonderheit dieser Verknüpfung hingewiesen werden: Es liegt jetzt die Menge 
der reellen Zahlen und eine Menge von Vektoren vor. Als Ergebnis der Verknüpfung einer 
reellen Zahl mit einem Vektor wird ein Vektor festgelegt. 

I. Bemerkung: Nach moderner mathematischer Auffassung vom Vektorraum liegen zunächst eine 
beliebige Menge V und ein Körper K vor. V wird genau dann Vektonaum genannt, wenn eine addi-
tive Verknüpfung auf V und eine multiplikative Verknüpfung von Elementen des Körpers K mit Ele-
menten der Menge V erklärt sind, die den bekannten Axiomen genügen. Man kann also eigentlich 
keine Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl erklären. Erst, wenn u. a. eine multiplika-
tive Verknüpfung im genannten Sinne erklärt ist, wird V Vektorraum und werden seine Elemente 
Vektoren genannt. Im Unterricht führt man Vektoren anhand eines geeigneten Modells für einen 
Vektorraum ein. Der Nachweis für die Berechtigung der Bezeichnung „Vektor" wird erst später 
erbracht. 

2. Bemerkung: Es ist möglich, daß von Schülern beim Vergleich mit dem Rechnen mit reellen Zahlen 
auch die Frage nach einer Multiplikation zweier Vektoren aufgeworfen wird. In Analogie zur Addi-
tion und Subtraktion von Vektoren liegt diese Frage sogar nahe. Hier sollte der Lehrer darauf ver-
weisen, daß es sogar mehrere multiplikative Verknüpfungen von Vektoren gibt und daß im weiteren 
Unterricht eine solche Verknüpfung definiert wird, die allerdings auch ihre Besonderheiten gegenüber 
der Multiplikation von Zahlen hat. Auf sie wird im Rahmen der analytischen Geometrie eingegangen 
(Skalarprodukt). Das Vektorprodukt, mit dem je zwei Elementen von V eindeutig ein Element von 
V zugeordnet wird, ist nicht Unterrichtsgegenstand. 

Übung im Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen Empfohlen werden die, Auf-
gaben 1, 2 (Vektoren einer Ebene) und die Aufgabe 4 (Vektoren im Raum). Mit diesen Auf-
gaben und der Bearbeitung des Auftrags A 18 wird unmittelbar die Behandlung der Rechen-
regeln vorbereitet. 

Erarbeitung der Rechenregeln für die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl 
Hierzu bieten sich wenigstens zwei Varianten an: 
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Variante I: 
Man folgt dem Lehrbuch, stellt die Regeln im Vergleich zu denen für reelle Zahlen zusammen 
und läßt danach einige Regeln beweisen oder interpretieren (41 A 19 bis A 25). Zu beachten 
ist, daß den Schülern gerade der Beweis derjenigen Aussagen Schwierigkeiten bereitet und 
auch als überflüssig erscheint, die von ihnen als Selbstverständlichkeit angesehen werden. 
Um das Beweisen zu motivieren, sollten die Schüler darauf hingewiesen werden, daß z. B. 
die Multiplikationszeichen, wenn man sie in Regel (5') mit aufschreibt, unterschiedliche 
Bedeutung haben (farbig unterscheiden!). Die Assoziativität ist also keineswegs selbst-
verständlich. 

Variante II: 
Man läßt die Schüler über das Betrachten von Beispielen, wie sie u. a. auch in den Aufträgen 
A 20, A 21 und A 25 enthalten sind, Regeln finden, die denen für das Rechnen mit reellen 
Zahlen analog sind, wobei auch hier auf die Grenzen von Analogiebetrachtungen hin-
zuweisen ist. Beweise entfallen dadurch nicht. Die Bearbeitung der Aufträge A 22 und A 23 
dient der Vorbereitung des Beweises der Regel (7') für einen Sonderfall. 
Anschließend werden die Regeln zusammengestellt. 

Bemerkung: Die Analogiebetrachtung in Variante II zum Rechnen mit reellen Zahlen kann bei den 
Schülern die Frage aufkommen lassen, ob für das Multiplizieren eines Vektors mit einer reellen Zahl 
auch ein Kommutativgesetz gilt. Da nur rd definiert wurde, ist die Frage gegenstandslos. Auch die 
Regeln (3') und (4') haben nichts mit Kommutativität zu tun, während die Regeln (3) und (4) wegen 
der Kommutativität der Multiplikation für alle reelle Zahlen (einschließlich 0) als eine Regel gefaßt 
werden könnten. [Das gleiche gilt für die Regeln (6) und (7).] 
In der mathematischen Literatur findet man mitunter auch die Schreibweise dr. Dann muß aber 
zuvor geklärt werden, daß darunter das gleiche zu verstehen ist wie unter rd, und von Kommu-
tativität kann dann ebenfalls nicht gesprochen werden. Vergleichen Sie hierzu auch die Bemerkung 
zur LE A 21 bezüglich der Nichtassoziativität der skalaren Multiplikation von Vektoren! 

Übung im Anwenden der Regeln Bei Termumformungen (Aufgaben 3, 5) ist wieder be-
sonderer Wert auf die Begründung jeder Umformung mit Hilfe der gültigen Regeln zu legen, 
einschließlich der Regeln für das Addieren und Subtrahieren von Vektoren. Auf Veranschau-
lichungen sollte verzichtet werden. 

Erarbeitung von Lösungen für Vektorgleichungen Mit der Definition A 2 wurde erklärt, 
was unter der Gleichung rd = 1; verstanden werden soll. In Analogie zum Multiplizieren 
von reellen Zahlen wird die Frage aufgeworfen, ob die Gleichungen 

(1) r.-x* = b und 

(2) xd = 

Lösungen besitzen. Selbständig sollten die Schüler die Definition anwenden und die Bedin-
gungen finden, unter denen die Gleichungen lösbar sind. Vor einem formalen Übertragen 
der von Zahlengleichungen her bekannten Umformungsregeln muß gewarnt werden. So 

kann die Gleichung (1) nicht durch r dividiert werden. Man kann nur mit 17  multiplizieren, 

denn nur eine solche Verknüpfung einer reellen Zahl mit einem Vektor ist definiert. 
Die Schüler können den Auftrag A 26 bearbeiten, den folgenden Text auf Seite LB 28 stu-
dieren und im Ergebnis folgende Übersicht anlegen, die auch als Tafelbild entwickelt werden 
kann: 
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r 

Welche Lösungen haben die Gleichungen (1) und (2)? 

(1) r2 = h 

Nach Definition A 2 muß gelten: 

2116 

Für h 8 ist 

1 • 
= b (r+0) 

Für r = 0 hat die Gleichung nur Sinn, 
wenn b = 6. Sie ist dann aber nicht 
eindeutig lösbar. 

(2) 

c1116 

Für + 6 (und ä * 6) ist 

x = für a tt b, 

bzw. 

x = für all. 6. 

Für b = 6 und ä + 6 ist 

x = 0. 

Für I; = 6 und ä = 6 ist die Gleichung 
nicht eindeutig lösbar. 

Zum leichteren Einprägen kann kurz formuliert werden: 
(1) ist stets eindeutig lösbar für r 0, 
(2) ist stets eindeutig lösbar, wenn 

+ 6 und h oder wenn = 6 und 4. 

Die Betrachtungen können durch Beispiele ergänzt und durch das Lösen von Aufgaben 
(Nr. 6, 7 und 8) abgeschlossen werden. Die Aufgabe 8 ist algebraisch zu lösen. Die Bedin-
gung ä + in Nr. 8a bedeutet ii * 0, + * und ii ft + oder + also 

= + 6)). Daraus erhält man die Lösung h —  A 1  it. 

• 

Kontrollaufgaben 
(1) Definieren Sie die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl, und wenden Sie die 

Gesetzmäßigkeiten beim Vereinfachen des Ausdrucks 

d 7 2 e- 46 + — (61, + 4,27 — 2e) 
an! Begründen Sie die Schritte! 

(2) Lösen Sie unter Bezugnahme auf das 
Bild 28 die folgendenVektorgleichungen! 

3x = DG xBK = CC 

xAD = FH xAl = AB 

Bild 28 

0 

H F 

E 

A ß 
• • 

D 
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Lerneinheit 718 (3 Std.) 
Anwendungen der Vektorrechnung in Geometrie, Physik und Technik 
LB 29 bis 35 

In diesen drei Unterrichtsstunden geht es um erste Anwendungen der Vektorrechnung. Die 
Schüler sollen die bisher erworbenen Kenntnisse komplex beim Lösen von Aufgaben ein-
setzen. Daraus soll auch eine motivierende Wirkung erwachsen, indem die Schüler erkennen, 
daß von ihnen z. T. auch schon bekannte Aufgaben mit Hilfe von Vektoren gelöst werden 
können. Mit der Vektorrechnung lernen sie also ein weiteres mathematisches Instrument zum 
Lösen 'bestimmter Aufgaben kennen, wobei sich mitunter mit Hilfe von Vektoren sogar ra-
tionellere Lösungen ergeben. Beim Lösen der Aufgaben sollte darauf geachtet werden, daß 
die Schüler planmäßig vorgehen, den Lösungsweg übersichtlich und sauber darstellen sowie 
die Lösungsschritte begründen. 

Ziele 

Die Schüler 

— festigen Kenntnisse aus der Planimetrie und der Stereometrie, der Trigonometrie 
und aus der Mechanik (in Abhängigkeit von den ausgewählten Aufgaben), 

- können geometrische Sätze in einfachen Fällen mit Hilfe von Vektoren beweisen, 
- können einfache physikalische oder technische Sachverhalte, in denen Beziehungen 

zwischen Kräften oder Geschwindigkeiten auftreten, mit Hilfe der Vektorrechnung 
lösen. 

Schwerpunkte 

- Reaktivierung von Kenntnissen aus der Geometrie 
- Übung im Beweisen geometrischer Aussagen (LE A 7) • 
- Übung im Lösen einfacher Aufgaben aus der Mechanik (LE A 8) 

Methodische Hinweise 

Für die drei Schwerpunkte wird eine weitgehend selbständige Arbeit der Schüler empfohlen, 
wobei man mit einfachen geometrischen Beweisaufgaben beginnen und im Anschluß daran 
zu physikalischen Anwendungen übergehen sollte. 

Reaktivierung von Kenntnissen aus der Geometrie Die Reaktivierung kann in der jewei-
ligen Stunde in Verbindung mit den ausgewählten Beispielen erfolgen. In diesen Stunden 
sollten auch Aufgaben aus anderen Stoffgebieten gelöst werden, um das grundlegende 
Wissen und Können der Schüler zu festigen (Verwendung. von „Aufgaben Rh' tägliche 
Übungen... ", Seite UH 11 ff.). 
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Übung im Beweisen geometrischer Aussagen (LE A 7) Im Beispiel A 6 (LB 29) wird die 
gleiche Aussage einmal ohne und einmal mit fliffe von Vektoren bewiesen. Die Gegenüber-
' stellung der Beweise ist an dieser Stelle nicht das Wesentliche; somit kann auch das Beispiel 
A 7, das leichter zu überschauen ist, zuerst behandelt werden. 
Nach der Behandlung des Beispiels A 7 kann ein Zugang zum Beispiel A 6 bequemer ge-
funden werden. Empfohlen wird, daß die Schüler den Beweis im Lehrbuch selbständig durch-
arbeiten und sich danach mit dem Auftrag A 27 (LB 31) beschäftigen. Im Teil a) des Auf-

- 
trags ist auch zu zeigen, daß DF II AB gilt. Die Teile b) und c) können entsprechend a) er-
arbeitet werden. 
Wird das Beispiel A 6 durchgearbeitet, so ist mit 

EF = EA AF = i(DA + AB) = +DB 

bereits die Beweisidee für das Beispiel A 7, Fall a), gegeben. 
Für die Übungsaufgaben sollten u. a. Kenntnisse über die Strahlensätze reaktiviert werden. 
Die Aufgaben 3 und 5 (LB 31) weisen etwas mehr. Schwierigkeiten auf als die Aufgaben 
2 und 4. Für die Aufgaben 4 und 5 sollten die Schüler zunächst geeignete Skizzen entwickeln 
( 7. Bilder 29 und 30): 

6 

F 
/ 
/ 
/ 

Bild 29 A 

Bilder 30a und b A 

Di H
i y

1 

61

11 

FM= AiT 
EG 2ü7 

Aufgabe 4: Durch Fragen können die Schüler angeregt werden, sich Klarheit über die Lage 
der in der Aufgabe genannten Stücke zu verschaffen. 

- In welcher Ebene liegt die Raumdiagonale AG? 
- In welcher Ebene liegt die Gerade durch B und I? 
— Wo liegt der Durchstoßpunkt K dieser Geraden durch die Deckfläche EFGH? 

Die Ebene ABGH kann 'in einer Tafelskizze farbig markiert werden. ' 

Aufgabe 5: Empfohlen wird eine räumliche Darstellung der Pyramide (Bild 30a), aus der 
man erkennt, daß die wesentlichen Strecken alle in einer Ebene liegen. Die durch sie ge-
bildete Figur zeichnet man nochmals gesondert (Bild 30b). In einer Fußnote wird auf Seite 
LB 31 mitgeteilt, daß der Schwerpunkt die Seitenhalbierenden im Dreieck im Verhältnis 
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2:1 teilt. Anstelle dessen können die Schüler vor Lösung der Aufgabe 5 zunächst die Auf-
gabe 8 (LB 118) gestellt bekommen und sich diese Erkenntnisselbständig erarbeiten. Vielen 
Schülern hilft es bei solchen Beweisaufgaben, sich die Vektoren als „Wege" vorzustellen. 

Übung im Lösen einfacher Aufgaben aus der Mechanik (LE 8) Kräfte wurden schon mehr-
fach als Beispiele für Vektoren genannt. Ebenso wie für Pfeilklassen kann man für die an 
einem Punkt angreifenden Kräfte bzw. Geschwindigkeiten Rechenoperationen einführen, 
wofür die gleichen Regeln gelten. Außer Kenntnissen über Kräfte und Geschwindigkeiten 
sollten Kenntnisse aus der Trigonometrie reaktiviert werden (Berechnungen im rechtwink-
ligen Dreieck; Sinus- und Kosinussatz u. a.). 
Die Schüler sollten weitgehend selbständig Beispiele im Lehrbuch durcharbeiten und die im 
Anschluß daran formulierten Aufträge lösen, in denen zumeist eine weiterführende oder 
analoge Aufgabe gestellt wird. Im Unterricht können Schüler die Bearbeitung der Aufträge 
vortragen und damit nachweisen, inwieweit sie das Beispiel verstanden haben. 
Bei allen Aufgaben ist zu beachten, daß die Vektordarstellung vor allem beim Finden des 
Ansatzes verwendet wird, wobei es i. allg. um das Addieren oder Subtrahieren von Kräften 
bzw. Geschwindigkeiten geht. Die Berechnungen werden dann mit den Beträgen ausgeführt. 
Für die Übung ist deshalb das selbständige Finden des Lösungsansatzes durch die Schüler das 
Hauptziel. 

Kontrollaufgaben 

(1) LB 31: Nr. 2 (2) LB 118: Nr. 9 

Stoffabschnitt 1.2 (12 Std.) 

Komponenten- und Koordinatendarstellung von Vektoren 

Im Stoffabschnitt 1.1 wurden ausgehend von Verschiebungen und den sie beschreibenden 
Pfeilen eine Addition von Vektoren (und eine Subtraktion als Umkehrung dazu) sowie eine 
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl erklärt, deren Eigenschaften sich in den 
Regeln 1+ bis 4+ (sowie 1-  bis 51 und r bis 7' widerspiegeln. Damit wurden die Schüler 
in ein Modell für einen Vektorraum eingeführt, und im Unterricht kann nun zu einer all-
gemeinen Definition des Vektorraumes übergegangen werden. 
Hauptziel des Stoffabschnittes 1.2 ist die Nutzung geeigneter Bezugssysteme für Vektoren 
und deren eindeutige Beschreibung durch n-Tupel von Zahlen. Damit werden weitere Vor-
aussetzungen behandelt, um die „Vektorrechnung" in den folgenden Stoffabschnitten in der 
analytischen Geometrie anwenden zu können. Man verbleibt dabei weiter im eingeführten 
Pfeilklassemnodell. 
In der folgenden Übersicht sind die einzuführenden Begriffe, die zu behandelnden Sätze und 
Beziehungen sowie Verfahren zusammengestellt. 
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Begriffe Sätze Anwendungen 

Linearkombination zweier 
nicht paralleler Vektoren 

1 
Basis der Menge der Vektoren 
einer Ebene / des Raumes 

1 
Komponenten eines Vektors 
bezüglich einer Basis 

{ 
Satz über die eindeutige Darstellbarkeit eines 

(Einf.) —> Vektors als Linearkombination zweier nicht 
paralleler Vektoren (m. B.) 1 Zerlegen von Vektoren in zwei 

Komponenten bei gegebener Ba-
sis 

Zerlegen von Vektoren in drei 
Komponenten bei gegebener Ba-
sis 

(Einf.) 

(Einf.) ( 
Satz über die eindeutige Darstellbarkeit eines 

—> Vektors im Raum als Linearkombination 
dreier nicht komplanarer Vektoren (o. B.) 111_ 

--+ 

Einheitsvektor (Def.) ---
--). 

Orthonormierte Basis g Zusammenhang zwischen dem Ortsvektor OP 
bzw. {t, f, rc} (Einf.) und den Koordinaten des Punktes P (o. B.) 

Kartesisches Koordinatensystem 
{0; t, f} bzw. {0; t, J, k} (Eia.) 

Beziehung zwischen den Koordinaten eines 
-4- ---> Punktes P und dem Betrag des Ortsvektors OP 

in einer Ebene und im Raum (m. B.) 

( 
Berechnen des Betrages eines in 
Koordinatendarstellung gegebe-
nen Vektors 

Ortsvektor OP (Ein£) 
• Beziehungen zwischen den Koordinaten eines Berechnen der Länge des Ab-

Koordinaten des Vektors OP 
bez. {0; t, f} bzw. {0; t, J, rc} (Einf.) Punktes P, dem Betrag des Ortsvektors OP 

und dem Winkel i (1; OP) in einer Ebene 

-+ standes zweier Punkte, die durch { 
ihre Koordinaten gegeben sind 

(m. B.) 

Beziehungen zwischen den Koordinaten eines 

Winkel zwischen zwei Vektoren (Einf.) --> Punktes P, dem Betrag des Ortsvektors OP 

und den Winkeln 57') und, -X (i; xi+ yr) 
im Raum (m. B.) 

Vektorraum (Def.) Nachweis der Vektorranmeigenschaften für 
Vektor (Def.) einige Beispiele 
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Hinweis auf Varianten der Stoffverteilung im Stoffabschnitt 1.2 

Im Lehrbuch wird eine allgemeine Definition des Vektorraumes in der letzten Lerneinheit 
des Stoffabschnittes (LE A 13) gegeben. Da hierfür keine Kenntnisse über die Komponen-
ten- und Koordinatendarstellung der durch Pfeile beschreibbaren Vektoren erforderlich 
sind, kann die Definition des Vektorraumes auch unmittelbar im Anschluß an den Stoff-
abschnitt 1.1 behandelt werden. Danach wendet man sich erneut dem speziellen Vektor-
raummodell zu, das für die Anwendung in der analytiSchen Geometrie geeignet ist. 
Im Lehrbuch wird bei der Behandlung geeigneter Bezugssysteme für die arithmetische Be-
schreibung von Vektoren zunächst von der prinzipiellen Möglichkeit der eindeutigen Zer-
legung eines Vektors bezüglich einer Basis {d; b} ausgegangen und auf dieser Grundlage das 
kartesische Koordinatensystem {O; i, /} eingeführt, also ein deduktives Vorgeheh gewählt. 
Eine andere Variante besteht darin, daß man von den Kenntnissen der Schüler über die Dar-
stellung von Punkten in einem Koordinatensystem und über die Möglichkeit der beliebigen 
Wahl eines Repräsentanten für einen Vektor ausgeht, Vektoren in einem Koordinatensystem 
durch geeignete Repräsentanten darstellt und daraus Möglichkeiten für die arithmetische 
Beschreibung von Vektoren gewinnt. Danach wird dieses Vorgehen begründet. Der zuerst 
genannte Weg ist theoretisch anspruchsvoller und im Lehrbuch logisch zwingend dar-
gestellt. Die zweite Variante baut in stärkerem Maße auf vorhandenen Kenntnissen auf und 
schafft zunächst inhaltliche Vorstellungen. Diese Variante wird in der Unterrichtshilfe be-
schrieben. Sie betrifft nur die LE A 9. 

Lerneinheit 9 (3 Std.) 

Komponenten- und Koordinatendarstelluhg der Vektoren einer Ebene 
LB 36 bis 41 

Hauptanliegen ist die Klärung der Existenz von Bezugssystemen (zunächst in einer Ebene), 
in denen Vektoren durch Zahlenpaare eindeutig beschrieben werden können. 

Ziele 

Die Schüler 

- kennen den Begriff „Linearkombination zweier nicht paralleler Vektoren" und 
können Linearkombinationen konstruktiv und rechnerisch ermitteln, 

- kennen den Begriff „Basis der Menke der Vektoren einer Ebene" und den Satz über 
die Eindeutigkeit der Zerlegbarkeit eines Vektors bezüglich einer Basis {d; 
(> A 1), 

- kennen den Begriff „Kartesisches Koordinatensystem {O; 4 n" und die Begriffe 
„Einheitsvektor" und „orthonormierte Basis", 

- kennen die Begriffe „Komponenten . " und „Koordinaten eines Vektors bezüglich 
einer Basis «4 61", 

- können die KOmponenten und Koordinaten eines Vektors bezüglich einer Basis 
{d; 6} angeben und wissen, daß die Zerlegung eindeutig ist, 
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- kennen den Begriff ,,Ortsvektor OP eines Punktes P" bezüglich des Koordinaten-
systems {O; 4 j}, 

— kennen den Begriff „Linearkombination zweier nicht paralleler Vektoren" und 
können Linearkombinationen konstruktiv und rechnerisch ermitteln. 

Schwerpunkte 

1. Stunde 

- Motivierung der Nutzung von Bezugssystemen für die Beschreibung von Vektoren 
durch Zahlen 

- Erarbeitung von Möglichkeiten der Darstellung von Vektoren in einem recht-
winkligen Koordinatensystem 

2. Stunde 

- Einführung der Begriffe, die in Verbindung mit dem kartesischen Koordinaten-
system {O; 4 j} stehen, und erste Übungen 

- Erarbeitung des Satzes über die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Vektors bezüglich 
einer Basis {d, } (> A 1) 

3. Stunde 

- Erarbeitung der Regeln für das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren 
- Übungen im Bestimmen von Komponenten und Koordinaten von Vektoren bezüg-

lich einer Basis {d; b}, insbesondere bezüglich {O; 4 1), und im konstruktiven und 
rechnerischen Ermitteln von Linearkombinationen von Vektoren 

Dem Vorschlag der Verteilung der Schwerpunkte folgend sollten 

- in der ersten Stunde nach der Motivierung eine gründliche inhaltliche Erarbeitung der Dar-
stellungsmöglichkeit für Vektoren erfolgen, wobei man weitgehend von den Kenntnissen 
der Schüler über die Verwendung von rechtwinkligen Koordinatensystemen ausgehen 
kann, 

- in der zweiten Stunde alle erforderlichen Begriffe eingeführt und die Eindeutigkeit der Zer-
legung eines Vektors nach einer beliebig gegebenen Basis und damit der Komponenten-
und Koordinatendarstellung im Koordinatensystem {O; 4 f) nachgewiesen werden, 

- in der dritten Stunde die Regeln für das Rechnen mit Koordinaten von Vektoren erarbeitet 
und auf vielfältige Weise gefestigt werden. 

Bei der Wahl dieser Variante ist zu beachten, daß das Vorgehen für die Schüler einfach und 
leicht verständlich ist, rasch zum Ziel führt (Darstellung von Vektoren in einem Koordi-
natensystem {O; 4 J}), aber die Schüler nur in geringem Maße motiviert werden, danach 
noch den Nachweis für die Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors bezüglich einer 
beliebigen Basis {d; b} erbringen zu müssen. 
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Methodische Hinweise 

Motivierung der Nutzung von Bezugssystemen für die Beschreibung von Vektoren durch 
Zahlen • Die Schiller können selbständig den Abschnitt im Lehrbuch (LB 35) durchlesen 
und danach die Frage beantworten: 

In welcher Weise wurden bisher Vektoren dargestellt bzw. in Aufgaben vorgegeben? 
(gerichtete Strecken in geometrischen Figuren; Pfeile auf Rasterpapier) 

In dieser Phase können Aufgaben äus den bisherigen Lerneinheiten einbezogen werden. In 
bestimmter Weise ist man dabei stets auf Zeichnungen angewiesen. Nunmehr wird eine 
Darstellung mit Hilfe von Zahlen gesucht, um auf dem häufig vorteilhafteren algebraischen 
Wege mit Vektoren operieren zu können. 

Erarbeitung von Möglichkeiten der Darstellung von Vektoren in einem rechtwinkligen Koor-
dinatensystem Im Unterrichtsgespräch können folgende Schritte durchlaufen werden: 
1. Die Schüler haben in den vorangehenden Klassenstufen vor allem im Zusammenhang 

mit der Behandlung von Funktionen das rechtwinklige Koordinatensystem als unentbehr-
liches Hilfsmittel kennengelernt und verwendet. Punkte werden durch geordnete Zahlen-
paare in einem Koordinatensystem eindeutig beschrieben. Daran sollte der Lehrer er-
innern und die Schüler auffordern, einen Pfeil als Repräsentanten eines Vektörs p, der 
durch ein geordnetes Punktepaar bestimmt ist, in ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem 
einzuzeichnen und durch Zahlen zu beschreiben. 

Beispiel (z‚g Bild 31) 

Bild 31 

Y* 

A 
7 B

1 
0 1 x 

Der Pfeil AB läßt sich 
beschreiben durch das 
geordnete Punktepaar 
[(2; 4); (5; 6)1 

2. Problem: Der Pfeil AB ist nur ein Repräsentant. Pfeile, die andere Repräsentanten des 
gleichen Vektors sind, werden durch andere Punktepaare und somit andere Paare von 
Zahlenpaaren beschrieben. Läßt sich' eine ausgezeichnete Lage finden? Entsprechend 
Bild 32 sollten die Schüler weitere Repräsentanten des Vektors p einzeichnen, sie durch 
geordnete Zahlenpaare beschreiben und nach einem geeigneten Repräsentanten suchen, 
für den die Beschreibung relativ einfach wird. 

3. Wählt man den im Koordinatenursprung O angesetzten Pfeil, so kann man den Vektor 
durch das Paar von Zahlenpaaren [(0; 0); (3; 2)] beschreiben. 
Für jeden Vektor läßt sich offenbar ein in O ansetzender Pfeil finden. Der Anfangspunkt O 
dieser Pfeile würde dann stets durch das Zahlenpaar (0; 0), der Endpunkt P durch das 
Zahlenpaar (x„; y,,) beschrieben. Es genügt dann eine Angabe in noch festzulegender 
Schreibform, die nur die Zahlenwerte des zweiten Zahlenpaars enthält (7' Bild 33). 

4. Anknüpfend an bisherige Kenntnisse der Schüler über das Addieren von Vektoren kann 
der Vektor p als Summe zweier Vektoren d und b aufgefaßt werden, die durch den Koor-
dinatenursprung O und die Fußpunkte der Lote von P auf die Koordinatenachsen be-
stimmt sind: 

= d + (. t Bild 34). 
Bekannt ist den Schülern, daß für zwei Vektoren d und b die Summe d + b = /3' eindeutig 
bestimmt ist. Offen ist jedoch die Frage, ob die Zerlegung p = d + b stets eindeutig be-
stimmt, für p also auf diese Weise die Darstellung eindeutig möglich ist. 
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A' 

Bild 32 

A 8' 

0, 1 
8 Ei 

0 1 X 

PfrplYp) 

1 

= ä•+ 

17

P(xpiyp) 

Bild 33 0 1 x Bild 34 0 

5. Die Vektoren ä und 6 können ihrerseits als Vielfache von Vektoren der Länge 1 aufgefaßt 
werden, die mit i und j bezeichnet seien. 
Dann läßt sich 11 darstellen als fl  = xpf + y„,f (2' Bild 35). An dieser Stelle können 
bereits die Begriffe „Komponenten ..." und „Koordinaten eines Vektors" (bezogen auf 
das durch O, ‚und f bestimmte rechtwinklige Koordinatensystem) eingeführt werden. Es 
kann auch schon der Zusammenhang zwischen den Koordinaten des durch zwei Punkte M 
und NbestiMmten Vektors p und den Koordinaten des in O ansetzenden Repräsentanten 

von 17 = OP ermittelt werden. (Lehrbuchbilder A 68 
und A 69 (LB 38) vergleichen lassen!) 

xp74-yp7 
• /4)(ply/A 

Bild 35 

6. Erste Übungen im Angeben von Koordinaten von vorgegebenen Vektoren (Aufgaben 1, 2) 
und im Einzeichnen von Vektoren nach vorgegebenen Koordinaten in ein Koordinaten-
system. Bei Aufgaben der zweiten Art muß nicht notwendigerweise ein Pfeil vom Ursprung 
aus eingezeichnet werden! 

Einführung der Begriffe Nachdem hinreichend inhaltliChe Vorstellungen über das Vorgehen 
beim Beschreiben von Vektoren durch zahlen geschaffen worden sind, können nun alle 
zugehörigen Begriffe und Bezeichnungen im Zusammenhang eingeführt und übersichtlich 
und durch Zeichnungen gestützt zusammengestellt werden. 
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