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Vorwort

Mit den sténdig wachsenden Anforderungen, die wir an die Technik stellen,
miissen Ingenieure und Wissenschaftler immer neue, immer vollkommenere
Methoden entwickeln, mit denen die auftretenden Probleme gelést werden
konnen. Dabei kommt der Mathematik eine groBe Bedeutung zu.

Im Fundament der Mathematik hat es nun in den letzten Jahren grole Um-
wandlungen gegeben, die zu strukturellen Vereinfachungen, Vereinheit-
lichungen und zu besserer logischer Durchdringung der einzelnen mathe-
matischen Disziplinen gefithrt haben. Wir verstehen heute unter Mathe-
matik die Lehre von den Mengen mit aufgeprigten Strukturen, von denen
die wichtigsten einerseits die topologischen Strukturen, andererseits die
Strukturen mit Relationen sind.

Die vorliegende Schrift will dem Leser einen Einblick in die Grundlagen der
Mengenlehre geben. Sie erliutert in Verbindung mit einfachen, lebensnahen
Beispielen, fiir die keine groBen Vorkenntnisse nétig sind, die grund-
legenden Beziehungen, die zwischen Mengen gelten. An Hand von Ubungen,
die den Abschnitten angeschlossen und deren Losungen im Anhang zu fin-
den sind, kann der Leser priifen, ob er den Stoff verstanden hat und auf
einfache Beispiele anzuwenden vermag.

Diese Schrift soll allgemeinverstindlich sein. Deshalb wurde auf Bewcise,
die fiir denjenigen, der mit den Denk- und Arbeitsweisen der Mathematik
noch nicht véllig vertraut ist, za schwierig sind, verzichtet. Jedoch findet der
interessierte Leser stets Hinweise, in welchem Buch er diese Beweise nach-
lesen kann.

Der Autor hat sich mit dem Buch die Aufgabe gestellt, jedem Interessenten,
sei er Schiiler der polytechnischen Oberschule, Lehrer, Student oder ein
an seiner Weiterbildung Arbeitender, zu Kenntnissen iiber dieses Grund-
lagengebiet der Mathematik zu verhelfen.

Fir Mitteilungen von Erfahrungen bei der Arbeit mit dem Buch sowie fiir
Anregungen, die zur Verbesserung bei evtl. spiateren Auflagen dienen, sind
wir jederzeit dankbar.

Verfasser und Verlag
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

groBe Druckbuchstaben Mengen
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kleine deutsche Buchstaben transfinite Kardinalzahlen

kleine griechische Buchstaben Ordnungstypen, -zahlen

€ Element von

g4 nicht Element von

M = {a, b, c, d} Mengenfestlegung durch vollzihlige Angabe der
Elemente

8 = {ay, @y, .vs A} endliche Menge

T = {a,b,c,...} unendliche Menge

4 = {a, a, a3, ...} abzihlbare unendliche Menge

N Menge der natiirlichen Zahlen

I Menge der ganzen Zahlen

P Menge der rationalen Zahlen

a4 Menge der reellen Zahlen

Z Menge der komplexen Zahlen

=2 umfaBt

= umfalt echt

n geschnitten

u vereinigt

M x N Produktmenge

M- N Differenzmenge

M/ N Belegungsmenge

17} leere Menge (Nullmenge)

) geschlossenes Intervall

() offenes Intervall

< Ordnungsrelationszeichen

~ Aquivalenzzeichen

Ahnlichkeitszeichen

lateinische Lettern Aussagen

= nicht (Negationszeichen)

A und {Konjunktionszeichen)

\ oder (Alternativzeichen)

=, wenn — so (Implikationszeichen)

& genau dann, wenn (Aquivalenzzeichen)



1. Einfithrung

In einer Zeitung konnte man lesen:

,,Als die Kosmonauten die Stadt durchfuhren, wurden sie von einer jubeln-
den Menge begeistert begrifit.

Der Schreiber dieser Zeilen spricht von einer Menge und méchte damit aus-
sagen, daB es viele Menschen waren, die sich zur BegriiBung angesammelt
hatten. Diese Gleichsetzung des Begriffs Menge mit viel ist im deutschen
Sprachgebrauch iiblich.

Von dieser Tatsache ging auch ein Lehrer aus, der im Mathematikunter-
richt den Begriff Menge erarbeitete.

Er hatte auf einem Tisch, wirr durcheinander, Hefte, Bauklétzer, Stibchen
und Glaskugeln liegen. Sein Auftrag an einen Schiiler lautete: ,,Ordne diese
Dinge so, daB alle Dinge, die zusammengehoren, beieinander liegen!‘
Nachdem dies getan war, wies er auf die Glaskugeln.

,, Wieviel Kugeln sind es?

Auf diese Frage hin wollten die Schiiler abzahlen. Er verwehrte es ihnen
mit dem Hinweis, er wolle keine Zahl, sondern es nur ganz allgemein
héren, wobei er unter ,,allgemein‘‘ Worter der Umgangssprache verstand.
Die Schiler schlugen vor: ,,Viele®, ,,ein ganzer Haufen und schlielich
,,eine Menge*.

Damit war der Begriff Menge erarbeitet, und im folgenden wurde dann von
der Menge der Hefte, der Bauklotzer usw. gesprochen. Es war aus den Bei-
spielen, die die Schiiler im weiteren Verlauf des Unterrichts brachten, deut-
lich zu spiiren, wie sie den doch jetzt ,,mathematischen Begriff Menge mit
der Vorstellung von vielen Dingen verbanden.

In der anschlieBenden Auswertung wurde festgestellt, daB diese Erldute-
rung des Mengenbegriffs nicht mathematisch einwandfrei war.

Warum wohl?

Der Mathematiker verbindet mit dem Begriff Menge nicht allein die Vor-
stellung von vielen Dingen. CANTOR, der Begriinder der Mengenlehre, gab
fiir eine Menge die Erklarung:

schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens —

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
welche die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen!.

1 CANTOR, G.: Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. Halle, 1895
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Damit wollte er ausdriicken :

Eine Menge ist eine Zusammenfassung:

zusammengefaBt werden Objckte, die man Elemente der Menge nennt.
Diese Objekte kénnen wir sehen — oder wir stellen sie uns vor. Das be-
deutet, daf ,,gedankliche Dinge** Elemente einer Menge sein kdnnen.
Es werden bestimmle Objekte zusammengefa(3t.

Bestimmt ist ein Element dann, wenn feststeht, ob es zur Menge gehért
oder nicht. 8

Diese Objekte missen wohlunterschieden sein.

Das ist immer dann der Fall, wenn alle Objekte untercinander ver-
schieden sind. Deshalb kann in einer Menge ein Element nicht mehr-
mals vorhanden sein.

Wie man feststellt, ist in dieser Erklirung keine Aussage iiber die Anzahl
der Objekte getroffen, die zu einer Menge zusammengefalt werden. Dem-
entsprechend kann es Mengen geben, die nur ein Element enthalten.

BEISPIEL1
Die Menge aller positiven geraden Primzahlen.

Das ist die Zahl +2. Sie ist dadurch bestimmt, daB sie eine positive
gerade Zahl und auch eine Primzahl ist.

Eine solche Menge heit Einermenge.

Auch kennt man in der Mathematik genau eine leere Menge, und sie ist da-
durch gekennzeichnet, daB sie kein Element hat.
Natiirlich kommen auch Mengen vor, die sehr, sehr viele Elemente haben.

BEISPIEL 2
Die Menge aller natiirlichen Zahlen.
Das sind die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ... usw.
In diesem Falle sagt man, der Menge gehoren unendlich viele Elemente
an.

Schon diese Beispiele zeigen, dal in der Bedeutung von viel das Wort
,,Menge‘‘ in der Mathematik nicht benutzt wird. Liest man sich nach diesen
einleitenden Worten nochmals die CaxTorsche Mengenbeschreibung durch,
so fallt auf, daB diese sehr allgemein gehalten ist. Bereits die Formu-
lierung: ,,0Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens® (dazu geho-
ren Bleistifte und Flugzeuge, aber auch Begriffe wie Gliick oder Zartgefiihl)
deutet darauf hin, daB sich der Mengenbegriff CANTORS nicht nur auf Men-
gen mit mathematischen Objekten beschrinken solite.

Aber gerade diese Weite der Begriffshildung erwies sich in der Vergangen-
heit als verhangnisvoll.

Wenn man sich in der Bildung von Mengen keinerlei Zuriickhaltung auf-
erlegt, muB man auch Mengen wie ,,die Menge aller abstrakten Begriffe®
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oder auch die ,,Menge aller Mengen* zulassen. Diese Mengen enthalten
sich selbst als Element: Die Menge aller abstrakten Begriffe ist sclbst ein
abstrakter Begriff, und die Menge aller Mengen ist selbst eine Menge.

Auf Grund der durch die Cantorsche Erklirung gegebenen Moglichkeit,
uneingeschrankt Mengen bilden zu kénnen, ergaben sich Widerspriiche!. Des-
halb ist eine ,,Definition*’, wie sie CANTOR fiir eine Menge zu geben versucht
hat, wenig sinnvoll.

Was aber verbirgt sich nun wirklich hinter dem mathematischen Begriff
,,Menge“? Um diese Frage einigermaflen verstindlich und ausfiihrlich
erkliren zu konnen, ist es zunichst notwendig, einige Grundbegriffe der
mathematischen Logik zu erlidutern.

1 Auf diese wird in Abschnitt 5. ndher eingegangen



2. Grundbegriffe der zweiwertigen Aussagenlogik

2.1. Der Begriff Aussage

Als Beispiel werde einmal angenommen, daB ein Mensch sich ein Stiick
Kreide betrachtet. Dabei kann er bestimmte (sinnvolle!) Feststellungen
machen (z. B., daf} die Kreide weil} ist).

Will er nun seine Erkenntnisse einem anderen Menschen mitteilen, so wird
das dazu fiithren, dal} er iber das Stiick Kreide etwas aussagt. Dieses Aus-
sagen kann in mindlicher oder schriftlicher Form erfolgen, d. h., die gewon-
nene Erkenntnis kann ausgesprochen oder aufgeschrieben werden.

Es kann natiirlich auch so sein, dafl die Erkenntnis aufgeschrieben und
ausgesprochen wird. Der Mensch kann also entweder eines von beiden oder
beides zugleich tun. Demzufolge kann zunichst erklirt werden:

Unter einer Aussage versteht man ein sinnvolles sprachliches oder schrift-
liches Gebilde ...

Nun ist es ja im allgemeinen so, daf} eine Erkenntnis wahr oder falsch sein
kann. Diese gleichen Eigenschaften kommen natiirlich dann auch der ge-
troffenen Aussage zu. Dabei ist es im téglichen Leben so iiblich, daB eine
Aussage genau dann wahr heilt, wenn sie besagt, daB} sich gewisse Dinge
in einer gewissen Weise verhalten, und es in Wirklichkeit so ist, dafl sich
diese Dinge in der ausgesagten Weise verhalten. Verhalten sich die Dinge
nicht so, wie ausgesagt wird, so heillt die Aussage falsch. Der gleiche Sach-
verhalt liegt auch bei den Aussagen vor, die in der zweiwertigen Aussagen-
logik betrachtet werden. An sie wird jedoch noch eine wichtige Forderung
gestellt:

Jede Aussage mufl entweder wahr oder falsch sein!

Diese Forderung ist so inhaltsschwer, daB sie einer naheren Erliuterung be-
darf. Dazu stelle man sich einen grolen Raum vor. Dieser soll so beschaffen
sein, dal er Platz fiir alle und nur die Aussagen bietet, die es gibt und die die
eben gestellte Forderung erfiillen. Der Raum habe zwei Ausginge. Jeder
fiihrt in ein Klassenzimmer. Nun kommt jemand und ruft:

.,Alle wahren Aussagen in das rechte Zimmer! Alle falschen Aussagen in das
linke Zimmer!**

Was geschieht?

I. Jede Aussage weill sofort, daB sic in genau eines der beiden Zimmer
gehen mufl und in welches.



2.1. Der Begriff Aussage 13

Es gibt im Raum keine Aussage, die in beide Zimmer zugleich miifite,
denn es ist keine Aussage vorhanden, die sowohl wahr als auch falsch
ist. Im Raum befinden sich ja nur die Aussagen, auf die die gestellte
Forderung zutrifft.
Dieser Sachverhalt (Es gibt keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch
ist) heilt das Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch.

2. Nachdem jede Aussage in ihr Klassenzimmer gegangen ist, mufl der Raum
leer sein.
Entsprechend der gestellten Forderung gibt es im Raum keine Aussage,
fiir die ein Drittes (z. B: halbwahr, nicht ganz richtig o. d.) zutrife.

Dieser Sachverhalt (Jede Aussage ist wahr oder falsch) liegt dem Prinzip
vom ausgeschlossenen Driften zugrunde.

Die eingangs gestellte Forderung :
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch,

die auf den eben erlduterten Prinzipien basiert, heif3t Satz der Zwoi\\'ortigkéit.
Er ist die Grundlage der klassischen zweiwertigen Aussagenlogik?®.

Damit ist die folgende Begriffserklarung verstindlich geworden:

Unter einer Aussage versteht man ein sinnvolles sprachliches oder
schriftliches Gebilde, welches die Eigenschaft hat, entweder wahr
oder falsch zu sein.

Kehren wir nun nochmals zu unserem Beispiel zuriick. .

Die Aussagen sind in die Klassenzimmer gegangen. Dadurch sind sie in
zwei Klassen? eingeteilt. Eine Klasse enthilt genau die wahren, die andere
Klasse genau die falschen Aussagen.

Man nennt diese Klassen die Wahrheitswerte und kennzeichnet sie mit W
bzw. F.

Die Wahrheit bzw. Falschheit einer Aussage @ ist dann gleichwertig damit,
daB @ zur Klasse W bzw. F gehort oder, wie man auch sagt, dal @ den Wahr-
heitswert W bzw. F hat.

Damit ist alles wesentliche iiber den Begriff Aussage, soweit er im Rahmen
dieses Buches bendtigt wird, erliautert.

1 Man beachte, daB der Satz der Zweiwertigkeit nur aussagt, daB jede Aussage entweder
wahr oder falsch ist, nicht aber, daB man von jeder Aussage entscheiden kann, ob sie
wahr oder falsch ist .

2 Der Begriff Klasse soll zuniichst in dieser primitiven Form verwendet werden. Eine
Prizisierung erfolgt unter 4.2.1.4.
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2.2, Aussagenverbindungen

Setzt man vor eine gegebene Aussage das Wort ,,nicht™ oder verbindet
man zwei Aussagen zu einer neuen Aussage, buispielweise mit Hilfe der
aussageerzeugenden Worter ,,und”, ,,oder””, ,, wenn — so“, ,,genau dann,
wenn®’, so erhialt man jeweils eine Aussagenverbindung. Diese auf diese
Weise neu gebildeten Aussagen sind ebenfalls entweder wahr oder falsch.
Sehr wesentlich dabei'ist nun, daf der Wakrheitswert der Aussagenverbindung
nicht von threm speziellen Inhalt, sondern nur vom Wahrheitswert der ein-
zelnen T'eilaussagen abhingt.

Der Erlauterung der wichtigsten Aussagenverbindungen dienen die fol-
genden Ausfithrungen.

2,2.1, Negation

Gegeben sei die Aussage: ,,16 ist eine Quadratzahl®.

Diese Aussage ist wahr. Verneint man diese Aussage, so erhilt man unter
Beriicksichtigung des im Deutschen iiblichen Ausdrucks: ,,16 ist keine
Quadratzahl™. Diese Aussage ist falsch.

Gibt man nun umgekehrt die Aussage: ,,16 ist keine Quadratzahl® vor,
so hat diese den Wahrheitswert ¥. Die Negation dieser Aussage ergibt: 16
ist eine Quadratzahl, und diese Aussage hat den Wahrheitswert W.

Sieht man nun vom speziellen Inhalt einer Aussage ab und kennzeichnet
eine beliebige Aussage mit a, so ist es sinnvoll festzulegen:

Die Negation ,,nicht @‘ (in Zeichen: 1 @) ist genau dann wahr, wenn
die Aussage a falsch ist.

Man kann diese Festsetzung in Form einer Wahrheitstafel (auch logische
Matrix genannt) aufschreiben:

a Ta Erlduterung:

F w a hat Wahrheitswert F, 7 @ hat Wahrheitswert W
w F a hat Wahrheitswert W, 7 @ hat Wahrheitswert F
BEISPIEL 3
Um die Negation kann es leicht zu Milverstindnissen kommen, die
zu Fehlern fiihren.
Will man die Aussage
19+ 2 — 20 ist positiv®® verneinen, so lautet diese Negation nicht etwa
.9 - 2 — 20 ist negativ", sondern ,,9 - 2 — 20 ist nicht positiv.*
Das bedeutet, entweder ist 9.2 — 20 gleich Null oder negativ. in
symbolischer Darstellung geschrieben :
Aussage 9-2—-20>0
Verneinung =1(9:-2—20>0) bzw. 9:-2 —-20=0
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2.2.2 Konjunktion

Es werde vom speziellen Inhalt vorgegebener Aussagen abgesehen und zwei
beliebige Aussagen durch p, » symbolisiert. Dann gelte fiir die Konjunktion
die Festlegung:

Die Konjunktion ,,p und »** (inZeichen: p A r) ist genau dann wahr,
wenn sowohl die Aussage p als auch die Aussage r wahr ist.

Darauf aufbauend ergibt sich folgende Wahrheitstafel:

P r pAr
W W W
W F F
¥ i F
F F F
BEISPIEL 4
Gegeben sind die Aussagen
,,11 ist eine Primzahl‘ Wahrheitswert W

,,16 ist eine Quadratzahl® Wahrheitswert W .

Da beide Aussagen den Wahrheitswert W haben, hat auch die Aussagen-
verbindung

,»11 ist eine Primzahl und 16 ist eine Quadratzahl*
den Wahrheitswert W,

BEISPIEL 5
Die Aussagenverbindung
,,12 ist durch & teilbar und 8 ist durch 4 teilbar®!
hat den Wahrheitswert F, denn die Aussage ,,12 ist durch 5 teilbar
hat den Wahrheitswert F, die Aussage ,,8 ist durch 4 teilbar‘‘ den Wahr-

heitswert W.

2.2.3. Alternative

Es seien zwei beliebige Aussagen durch a, b gekennzeichnet. Ferner gelte
folgende Festlegung:

Die Alternative ,,@ oder b* (in Zeichen: @ V b) ist genau dann falsch,
wenn sowohl die Aussage @ als auch die Aussage b falsch ist.

! teilbar ohne Rest ist hier gemeint
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Darauf aufbauend ergibt sich folgende Wahrheitstafel :

a b aVb
F F F
F w W
W F w
w w w

BEISPIEL 6
Bildet man mit den Aussagen
,,5 ist eine Quadratzahl®, |9 ist eine Primzahl‘
die Aussagenverbindung
,,0 ist eine Quadratzahl oder 9 ist eine Primzahl*,

so hat diese den Wahrheitswert ¥, denn beide vorgegebenen Aussagen
haben den Wahrheitswert F'.

BEISPIEL 7

Von den Aussagen ,2 - 2 =4, 7.3 = 6" hat die ersteden Wahrheits-
wert W, die zweite den Wahrheitswert F. Die Aussagenverbindung
2-2=4 oder 7-3=6

hat demzufolge den Wahrheitswert W.

2.2.4. Implikation

Zwei beliebige Aussagen seien durch e, d symbolisiert. Ferner gelte die Fest-
legung:

Die Implikation ,,wenn e, so d*‘ (in Zeichen: ¢ = d) ist genau dann
falsch, wenn die Aussage ¢ wahr und die Aussage d falsch ist®.

Damit 148t sich folgende Wahrheitstafel aufbauen:

c d c=>d

w ¥ K

w w W

F F w

F 4 W
BEISPIEL 8

Die Wahrheitswerte der Aussagen
,,Der Hase ist ein Saugetier*,
w49 =18“

1 Man konnte auch sagen: Eine Implikation ist genau dann falsch, wenn aus etwas
‘Wahrem etwas Falsches geschluBfolgert wird
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sind W bzw. F. Die Aussagenverbindung
,,Wenn der Hase ein Sdugetier ist, so ist 4 -9 = 18
hat demzufolge den Wahrheitswert F.

BEISPIEL 9
Die Aussage: ,,Der Mond ist fiinfeckig® hat den Wahrheitswert F'.
Die Aussage: ,,9 ist eine Quadratzahl® ist wahr. Wie man mittels der
Wahrheitstafel der Implikation leicht nachpriiffen kann, hat dann die
Aussagenverbindung
,Wenn der Mond fiinfeckig ist, so ist 9 eine Quadratzahl
den Wahrheitswert W.

2.2.5. Aquivalenz

Durch @, y seien zwei be!iebige Aussagen gekennzeichnet. Dazu gelte die
Festlegung:

Die Aquivalenz ,,genaw dann @, wenn y** (inZeichen: x < y) ist genau
dann wahr, wenn die Aussagen ® und y beide den gleichen Wahr-
heitswert haben.

Damit ist folgende Wahrheitstafel vorgegeben :

@ y roy

w w w

F F w

w F F

F W F
BEISPIEL 10

Die Aussagen ,,3 +3 =6, ““ ,,4-2 = 8 haben beide den Wahrheits-
wert W.

Die Aussagenverbindung

»3 + 3 =6 genau dann, wenn 4.2 = 8"

hat ebenfalls den Wahrheitswert W.

BEISPIEL 11
Die Aussagen ,,8 ist eine Primzahl,” ,,6 ist ein echter Teiler von 5%
haben beide den Wahrheitswert F. Demzufolge hat die Aussagenver-
bindung
,,8 ist eine Primzahl genau dann, wenn 6 ein echter Teiler von 5

den Wahrheitswert W, denn beide Teilaussagen haben den gleichen
‘Wahrheitswert.
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BEISPIEL 12
Gegeben sind die Aussagen
W14 2 =9 Wabhrheitswert W,
4 — 6 =5 Wahrheitswert F.
Die Aussagenverbindung
»1+ 2 =29 genau dann, wenn 4 — 6 = 5
hat den Wahrheitswert F, denn beide Teilaussagen haben nicht den
gleichen Wahrheitswert.

2,2.6. Logische Aquivalenz von Aussagenverbindungen

Oftmals ist es, z. B. bei Beweisen von Sitzen der Mengenlehre, notwendig,
eine Aussagenverbindung durch eine andere Aussagenverbindung zu ersetzen.
Allerdings ist ein solches Ersetzen nicht fiir beliebige Aussagenverbindungen
moglich. Aussagenverbindungen, die gegenseitig ersetzbar sind, miissen die
Eigenschaft haben, daB sie logisck dquivalent sind. Der Begriff ,,logische
Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen® ist wie folgt erklért:

Zwei Aussagenverbindungen a; und @, von n Aussagen m,, m,, ..., M,
heiBen genau dann logisch dquivalent, in Zeichen a; = @, Wwenn sie
unabhéngig davon, welche Aussagen fiir m;, m,, ..., m, eingesetzt
werden, stets denselben Wahrheitswert haben.

Nun gibt es unter den Aussagenverbindungen a(m,, m,, ..., m,) solche,
die unabhingig davon, welche Aussagen fir m,, m,, ..., m, eingesetzt
werden, stets den Wahrheitswert W haben. Diese Aussagenverbindungen
nennt man Taulologien. Darauf aufbauend kann man den Begriff der
logischen Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen auch so definieren:

Zwei Aussagenverbindungen a, (m,, m,, ..., m,) und a; (m,, My, ...,
m,,) heillen genau dann logisch dgquivalent, in Zeichen @, = a;, wenn
die Aussagenverbindung

ay(my, my, ..., m,) & a;(my, my, ..., My,)

eine Tautologie ist.

Beispiele fiir logische Aquivalenzen sind :
(1) (@Vb)=(dVa)
(2) (@Ab)= (bAa)
(3) [eA®Ve)l=[aAb)V(aAec)
@) [aV®dAcl=[aVb)A(aVe)]
(6) [aV@®Ve)l=[aVb)Ve]
6) [@aADAe)]l=[aAb)Ae]
() [(a=b)Ab=>a)]=(asb)
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Diese Beispiele zeigen, dall Alternative und Konjunktion jeweils kommu-
tativ [Beispiele (1), (2)], assoziativ [Beispiele (5), (6)] und wechselseitig distri-
butiv [Beispiele (3), (4)] sind.

Der Beweis fiir die logische Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen kann
mit Hilfe einer Wahrheitstafel gefiihrt werden. Man geht dazu gewdhnlich so
vor, da man das Symbol = durch das Symbol & ersetzt und dann mit
Hilfe der Wahrheitstafel zeigt, dal die so entstehende Aussagen verbindung
u, & a, eine Tautologie ist, also stets den Wahrheitswert W besitzt. Als
Beispiel hierfiir sollen die Beweise zu (2) und (3) gefiithrt werden.

(2) Behauptung: (a A b) = (b A a)
Beweis mit Hilfe einer Wahrheitstafel

1 2 3 4 5

a b alAb = bAa
w W w w w
w F F w F

F w F w F

F F F w F

Erlauterung:

Auf Grund der Wahrheitswerte der Einzelaussagen und der Definition der jeweiligen
Aussagenverbindung (hier: Konjunktion, Aquivalenz) ergeben sich die Wahrheitswerte

der Spalte 3 aus den Wahrheitswerten der Spalten 1 und 2

2, 1
v ow d o » " » 3, B.

(3) Behauptung: [@ A (bV ¢)]=[(@ A D)V (aAc)]

wooow B ” P

Beweis mit Hilfe einer Wahrheitstafel

1 2 3 4 5 6 T 8 9
a b ¢ bVecaA(bVe) & aAbale (aAb)V (@Ac)
ww w W W w W W w
WW F W w w W F w
w&F F F F w F F F
Fw w W F w F F F
FF W W F W F F F
FF F F F w F F F
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Erlauterung:

Auf Grund der Wahrheitswerte der Einzelaussagen (entsprechend kombiniert, so daB
alle moglichen Fille der Belegung mit Wahrheitswerten erfaBt werden) und der Defi-
nition der jeweiligen Aussagenverbindung (hier: Alternative, Konjunktion, Aqui-
valenz) ergeben sich die Wahrheitswerte

der Spalte 4 aus den Wahrheitswerten aer Spalten 2 und 3

wooom B, » no e

GUaT =
© o W N R

7
8

w9 »” noow
6

Die Beweise der restlichen hier aufgefiihrten logischen Aquivalenzen zweier
Aussagenverbindungen fithre der Leser als Ubung selbst.

2.3. Aussageformen

Der Begriff der Aussageform, der in enger Beziehung mit dem Begriff der
Aussage steht, soll zunichst an einem Beispiel erliutert werden. Der Satz:

Er ist Lehrer.

ist keine Aussage, denn solange man nicht weill, wer ,,er ist, kann nicht
entschieden werden, ob dieser Satz entweder wahr oder falsch ist. Rein
formal konnte man diesen Satz auch in der Form:

[ ist Lehrer.

schreiben. In diesem schriftlichen Gebilde kommt eine Leerstelle [] (auch
Variable genannt) vor. Man bezeichnet es als Aussageform mit einer (freien)
Variablen.

Gibt man sich nun eine Gesamtheit von Objekten vor, beispielsweise die
Menschen, die die Namen Miiller, Meier, Kunze, Fritsche tragen, und belegt
die Variable der Aussageform nacheinander mit den Namen dieser Menschen,
so entstehen Aussagen. Diese sind entweder wahr oder falsch, je nachdem,
ob der Betreffende in der Tat Lehrer ist oder nicht.

Die Gesamtheit der Objekte, die man vorgibt, um mit den Namen dieser
Objekte eine Variable einer Aussageform zu belegen, wird Variablenbereich
genannt.

Man gelangt somit zu folgender Erklirung des Begriffes Aussageform :
Unter einer Aussageform versteht man ein schriftliches oder sprachliches Ge-
bilde, welches freie Variablen enthilt und die Eigenschaften hat, daf sich
jedesmal eine Aussage ergibt, falls alle diese Variablen mit Namen von Objek-
ten eines vorgegeb Variablenbereichs belegt werden.

In der Mathematik ist es nun iblich, anstelle der Markierung einer Leer-
stelle durch [] dafiir einen Buchstaben zu verwenden.
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Beispiele fiir Aussageformen :

a ist ein Teiler von 8. Aussageformen mit einer freien
p ist eine Primzahl. Variablen
¥ ist groBer als y. Aussageformen mit zwei freien
m ist ein Teiler von ¢. Variablen

Es sei abschliefend noch bemerkt, dall man aus einer Aussageform auch
dadurch eine Aussage gewinnen kann, indem man vor die Aussageform noch
wewisse sprachliche Gebilde setzt, die eine Quantifizierung der in der Aus-
sage auftretenden Variablen bewirken. Diese voranzustellenden sprachlichen
Gebilde lauten :

Fiir alle 2*° (auch: ,,zu jedem x*‘), in Zeichen: Va

W Es gibt ein x** (auch: ,es existiert ein x*°), in Zeichen: Jx.

Kntsprechend ihrem Inhalt nennt man die Symbole V, 3 Quantifikatoren.
Je nachdem, welcher der Quantifikatoren auftritt, heiBen Aussagen, die man
auf diese Weise erhilt, Allaussagen bzw. Exist gen.

BEISPIEL 13
Die Aussage Va(x+ 1 =14 z), gelesen:
Firalle zist « +1 =1 4 z«,
ist eine Allaussage.

BEISPIEL 14
Die Aussage dz(x + 2 > x - 5), gelesen:
., B8 gibt ein x, fiir das « 4 2 groBer als z + 5 ist”,
ist eine Existenzaussage.

B EISPIEL 15
Die Aussage (V) (Ay) (v > )t wird gelesen:
,,Fiir alle z gibt es ein y, daBl y grofler als  ist.*
Damit sind alle Grundlagen der zweiwertigen Aussagenlogik, soweit sie fiir

das Verstandnis der folgenden Ausfithrungen notwendig sind, zusammen-
gestellt und erldutert worden.

! Man beachte, daB eine Aussage nur genau dann vorliegt, wenn jede auftretende
Variable durch einen Quantifikator gebunden ist



3. Grundlagen der Mengenlehre

Fir den Aufbau einer Theorie der Mengen geht man davon aus, daf es mog-
lich ist, Bereiche von Individuen vorzugeben. Diese Bereiche sind selbst
keine Mengen, sondern stellen die urspriinglichsten, zu Mengen zusammen-
fallbaren Dinge dar. Diese Dinge sind, wie alle Dinge, Dinge der objektiven
Realitit. Sie existieren also auBerhalb und unabhéngig vom BewuBtsein
eines Menschen. Wesentliches Merkmal dieser Dinge ist, daB sie unterscheid-
bar sind.

Der Begriff Menge wird als Grundbegriff der Mathematik verwendet. Dabei
driickt das Wort ,,Menge’’ immer eine Zusammenfassung (eine Gemein-
schaft) einzelner, unterscheidbarer Dinge aus.

Es werde nun vereinbart, in Anlehnung an bereits vorhandene Lehrbiicher,
daB Individuen mit kleinen, die Mengen selbst mit groflen Buchstaben
symbolisiert werden. Indizes sind zuldssig. Bildet man Mengen, die nur
Individuen eines vorgegebenen Individuenbereichs enthalten und die
Mengen erster Stufe genannt werden, so kennzeichnet man den Sachverhalt,
daB ein Individuum x zu einer Menge M gehort, mittels des Zeichens fir
die Elementrelation € :

xeM gelesen: x Element M.
Die Verneinung -1(x € M) wird geschrieben
cd M gelesen: x nicht Element M.

BEISPIEL 16
Ist M die Menge, die genau aus? den Zahlen 1, 2, 3 besteht, so gilt:
2¢€ M,4¢ M. '
Die Elementrelation ist die einzige Grundbeziehung, die erkléart wird.

3.1. Axiome der Mengenbildung

Fiir den weiteren Aufbau der Mengenlehre legt man ein Axiomensystem
zugrunde. Dieses Axiomensystem vermeidet, dall Widerspriiche, wie sie
z. B. bei der CaNTorschen Mengenerklirung moglich waren, auftreten
kénnen.

Fir Mengen erster Stufe erklirt man:

Es gibt eine Menge M, welche genau diejenigen Individuen als Element ent-
halt, fiir die eine gewisse Aussagenform zu einer wahren Aussage wird.
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Kennzeichnet man ein beliebiges Individuum mit  und mit a(z) den Sach-
verhalt, dal} eine wahre Aussage entstecht, wenn in der Aussagenform die
freie Variable 2 mit dem Namen des Individuums belegt wird, so kann das
obige Axiom kiirzer formuliert werden:

Mengenbildungsaxiom fiir Mengen erster Stufe

Es gibt eine Menge M, so daB fiir jedes Individuum z gilt
@ € M genau dann, wenn a(x).

Im vorangegangenen wurde der Begriff Menge erster Stufe fiir Mengen von
Individuen verwendet. Damit ist bereits angedeutet, dal es auch Mengen
hoherer Stufe gibt.

Mengen zweiter Stufe, auch Mengensysteme genannt, heillen genau die
Mengen, die als Elemente Mengen erster Stufe enthalten. Gewohnlich sym-
bolisiert man diese durch grofe deutsche Buchstaben. M € 9 bedeutet dem-
zufolge, daB die Menge (erster Stufe) M Element des Mengensystems 9 ist.
Mengen dritter Stufe (Mengenfamilien) enthalten Mengensysteme als Ele-
mente. Mengen vierter Stufe sind solche, deren Elemente Mengenfamilien
sind. Dieser Stufenaufbau kann beliebig fortgesetzt werden. Ein recht
anschauliches Beispiel von ihm erhalt man durch die Verwendung des
Individuenbereiches Reillzwecken:

Menge der ReiBzwecken in einer

Schachtel Menge erster Stufe
Paket mit 10 Schachteln : Menge zweiter Stufe
(Mengensystem)

Karton mit 100 Paketen Menge dritter Stufe

‘ (Mengenfamilie)
Container voll Kartons Menge vierter Stufe
Containerzug (ohne Lok) Menge fiinfter Stufe
Containerschiff, beladen mit
Container voll Kartons Menge sechster Stufe

usw.

Far alle Mengen hoherer Stufe gelten analoge Mengenbildungsaxiome wie
fiir Mengen erster Stufe. Sie miissen fir jede Stufe entsprechend formuliert
werden. Im Rahmen dieser Schrift soll dies nicht erfolgen. Als Beispiel
wird nur das Mengenbildungsaxiom fiir Mengen zweiter Stufe angegeben :

Mengenbildungsaxiom fiir Mengen zweiter Stufe
Es gibt ein Mengensystem 9, so daB fiir jede Menge X gilt
X € M genau dann, wenn a(X).
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Die Mengenbildungsaxiome reichen nun noch nicht aus, um die Mengen-
lehre axiomatisch aufzubauen. Bekanntlich begann jedes Mengenbildungs-
axiom mit der Formulierung ,,Es gibt eine Menge ...“, d. h., diese Axiome
garantieren lediglich die Existenz einer zu betrachtenden Menge, aber nicht
deren Eindeutigkeit. Dieser Mangel kann nur durch die Formulierung eines
weiteren Axioms, des Extensionalititsaxioms, behoben werden. Dieses
soll nur fiir Mengen erster Stufe formuliert werden:

Extensionalitatsaxiom fiir Mengen erster Stufe
Wenn fiir jedes Individuum 2 und die Mengen M, N gilt
z € M genau dann, wenn z € N, soist M = N.

Durch dieses Axiom wird die Umfangsgleichheit (Umfang = Extension)
zweier Mengen festgelegt.

BEISPIEL 17

In einem Kasten liegen Nigel, die verschieden lang sind. Diese bilden
eine Menge M. Nun sortiert man diese Négel nach Langen in verschiedene
kleinere Kisten. Dies ergibt die Menge N. Nach dem Extensionalitats-
axiom sind beide Mengen umfangsgleich.

Es muf nun darauf hingewiesen werden, da8 aus der Umfangsgleichheit mit
Hilfe der Mengenbildungsaxiome noch nicht die Ersetzbarkeit von umfangs-
gleichen Mengen in Mengensystemen folgt, d.h., das Extensionalitatsaxiom
sagt zundchst noch nichts aus, daB man M nach Belieben durch N ersetzen
kann, also eine Gleichheit im Sinne einer Identitat! vorliegt.

Diese Ersetzbarkeit ist die Eigenschaftsgleichheit fiir Mengen. Eigenschaf-
ten von Mengen werden jedoch durch Mengensysteme charakterisiert:

M ist mit N eigenschaftsgleich wird ausgedriickt durch:

Fiir jedes Mengensystem IR gilt
M € M genau dann, wenn N € IN.

Mit Hilfe der Mengenbildungsaxiome folgt nun einerseits aus der Eigen-
schaftsgleichheit die Umfangsgleichheit, andererseits besagen die Extensio-
nalititsaxiome, dafl umfangsgleiche Mengen auch eigenschaftsgleich sind.
Daraus ergibt sich, daB die Umfangsgleichheit von Mengen zur Charakteri-
sierung ihrer Identitit geniigt.

Deshalb kann folgerichtig formuliert werden :

Wenn fiir jedes « und die Mengen M, N gilt

z € M genau dann, wenn « € N, so M =N, d. h., men kann M nach
Belieben durch N ersetzen.

1 Fiir die Identitit muB 1. der Satz der Reflexivitit und 2. das Ersetzbarkeitstheorem
in dem Sinne gelten, daB man Gleiches durch Gleiches in jedem Zusammenhang er-
setzen kann.
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Aus der letzten Fassung des Extensionalitatsaxioms folgt, dall zwei Mengen
M, N genau dann gleich sind, wenn sie genau die gleichen Elemente ent-
halten. Damit kann auch gesagt werden, daf eine Menge durch die voll-
zihlige Angabe ihrer Elemente eindeutig bestimmt ist.

Besteht eine endliche Menge aus den Elementen a, b, ¢, d, so driickt man
dies durch die Schreibweise M = {a; b; c; d} aus. Als Kennzeichen der Zu-
sammenfassung verwendet man den Klassifikator {...}, der die Menge
nach rechts und links gegen andere, nicht zur Menge gehorige Elemente
abgrenzt.

Die Elemente selbst trennt man gegenseitig durch Semikolon oder Komma ab.
Sind die Elemente einer Menge bestimmte Zahlen, so schreibt man sie im
allgemeinen entsprechend ihrer Reihenfolge auf der Zahlengeraden auf
(z. B. M ={—4, 0, L, 56}).

Treten Buchstaben als Elemente auf, verwendet man die alphabetische Auf-
einanderfolge (z. B. M = {a, b, z, y}).

Fiir eine Menge mit endlich vielen Elementen, die man nicht alle auffithren
will oder kann, ist die Darstellung {a;, @, ..., @} iiblich. Dabei bedeuten die
drei Punkte, daB zwischen a, und @, noch Elemente liegen.

BEISPIEL 18
Aussageform: x ist einc Primnzahl, die kleiner 6 ist
Individuenbereich: dic natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6

Belegt man in der Aussagcform die Variable  nacheinander mitden Namen
der Elemente des vorgegebenen Individuenbereichs, so erhilt man die
Aussagen

1 ist eine Primzahl. falsche Aussage
2 ist eine Primzahl. wahre Aussage
3 ist eine Primzahl. wahre Aussage
4 ist eine Primzahl. falsche Aussage
5 ist eine Primzahl. wahre Aussage
6 ist eine Primzahl. falsche Aussage

Durch Aussageform und Individuenbereich wird demzufolge die Menge
M ={2; 3; 5} festgelegt.

Auf der Grundlage der Axiome der Mengenbildung und der Extensionalitit
l1aBt sich nun die Mengenalgebra entwickeln. Darunter versteht man den-
jenigen Teil der allgemeinen Mengenlehre, in dem nur Eigenschaften und Be-
ziehungen von Mengen erster Stufe behandelt werden, die sich ohne Verwen-
dung von Variablen fiir Mengen hoherer als erster Stufe formulieren lassen.
AuBler derr beiden bereits angegebenen Axiomen gibt es nun noch zwei
weitere, das

Unendlichkeitsaxiom
Es gibt eine unendliche Menge.
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und das duswahlaziom. Das letztere wird im Buch an der Stelle formuliert
werden, wo seine Verwendung unmittelbar motiviert werden kann und fiir
den Leser einsichtsvoll ist.

AUFGABEN

Schreiben Sie die Siitze 1. bis 4. mit Hilfe der Symbolik der Mengenlehre.

. Eine Menge S hat die Elemente m, n, 0. p und wird durch diese nnd keine anderen
festgelegt.

z ist Element der Menge X.

Zur Menge Z gehoren die Elemente a, y.

Es sei 7' die Menge der Primzalilen. 5. 70 1 sind Primzahlen. 12 ist keine Primzahl.

Geben Sie die Menge L an, die genau die Zahl als Element hat, die Losung der

QGleichung x - 3 = 1 ist.

Essei M = {2,3}und =~ 7=10. Gilt z e M?

Stellen Sie die Lasungen der Gleichung 2® — 4z 4+ 3 = 0 als Menge L dar.

Wieviel Elemente hat die Mcnge der FuBpunkte aller Holien des Dreiecks 4 BO?

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte, die symmetrisch zum Schnittpunkt S der

Hohen des Dreiecks 4 BC in hezug auf die Strecken AB, BC, AC liegen.

10. Das Quadrat A BC D sowie die Mittelsenlkrchte s zu 4B sind gegeben. Bestimmen
Sie die Menge aller Punkte, die zu den Eckpunkten in bezug auf die Symmetrale s
symmetrisch liegen.

. Welche geometrische Bezeichnung kennen Sie fiir: Menge aller Punkte einer Ebene,

die von einem festen Punkt dieser Ebene einen konstanten Abstand haben?

—_

oo

© o

1

—

3.2, Wichtige Mengen

3.2.1. Zahlenmengen

Als Beispiel einer Menge mit unendlich vielen Elementen wurde bereits die
Menge der natiirlichen Zahlen (Beispiel 2) genannt. Von ihr ist es unmoglich,
alle Elemente aufzuschreiben. Man kann sich jedoch der Schreibweise

N =1{1,2,3,4,35,..)}

bedienen, wobei die drei Punkte die nachfolgenden Elemente andeuten.
Fiir die Festlegung der Menge der ganzen Zahlen, die auch eine unendliche
Menge ist, wire u. a. die Darstellung

I'={0, +1, —1, 42, —2, ..}

moglich. Aber bereits bei der Menge der rationalen Zahlen wu: i - ine solehe
Darstellung auf Schwierigkeiten stollen. Man tberlege sich nur einmal,
welche rationale Zahl nach der Null aufgeschrieben werden soll. Ist es der

1 , . e . —_— ; :
Bruch T(muﬁ? Bestimmt nicht! Vor ihm liegen, wie eine einfache Uber-
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legung lehrt, noch sehr, sehr viele kleinere rationale Zahlen, die die Berech-
tigung héatten, nach der Null aufgefithrt zu werden. Eine Festlegung der
Menge der reellen Zahlen auf die obige Art und Weise wiirde die gleichen
Schwierigkeiten bereiten. Es ist aber nun sehr oft notig, mit diesen Mengen
zu arbeiten.

Deshalb wird es als Arbeitserleichterung sinnvoll sein, fiir spezielle Zahlen-
mengen eine besondere symbolische Schreibweise einzufiihren, durch -die
diese Mengen als festgelegt gelten sollen. Dies soll dadurch geschehen, daBl
diese Mengen mit bestimmten griechischen Buchstaben bezeichnet werden.

Buchstabe gelesen Name der Menge/Erlauterung
Nt ny Menge der natiirlichen Zahlen

Elemente sind alle positiven ganzen Zahlen
r gamma Menge der ganzen Zahlen

Elemente sind die positiven und negativen
ganzen Zahlen sowie die Null

P rho Menge der rationalen, Zahlen
Elemente sind alle ganzen Zahlen und die
gebrochenen Zahlen (Briiche)

a4 delta Menge der reellen. Zahlen
Elemente sind alle rationalen Zahlen und die
irrationalen Zahlen

¥/ zeta Menge der komplexen Zahlen

Elemente sind die reellen Zablen und die
imaginédren Zahlen

Die Moglichkeit der Kennzeichnung von Zahlenmengen bietet z. B. bei
Gleichungen, die alle eine bestimmte Grundmenge besitzen, Vorteile in der
Schreibweise.
Bekanntlich bezeichnet man jede Aussageform, in der zwei Terme 7', ()
und 7,(x) beziglich einer Grundmenge G fir & durch das Gleichheits-
zeichen verbunden sind, als Gleichung. Eine Gleichung zu lsen ist dann
gleichbedeutend damit, gewisse Elemente der Grundmenge zu bestimmen,
die die Gleichung in wahre Gleichheitsaussagen iiberfiihren. Alle und nur die
Elemente von G, die dies gewihrleisten, heien Losungen der Gleichung.
Ihre Zusammenfassung ist die Losungsmenge, die im folgenden mit L sym-
bolisiert wird.
BEISPIEL 19

22 —4x4+3=0 G=4

Losungen dieser gemischtquadratischen Gleichung sind

2 =3, x,=1.

! Dieser Punkt soll diese Menge von einer beliebigen Menge N unterscheiden -
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Die Festlegung der Losungsmenge L kann auf zwei verschiedene Arten
erfolgen:

L={xed|a®—4r+3 =0},
gelesen: Menge aller reellen 2, fiir die #? — 42 4 3 = 0 gilt. Oder:
L ={1,3}.

3.2.2, Intervallsehreibweisen
BEI‘SPIEL 20

Eine Menge 7' sei festgelegt durch die Ungleichung:
grofer 1

= .
l <2<86, golesen:z { Kkleiner oder gleich 6

Die Zahlenvariable  sei nur mit natiirlichen Zahlen belegbar. Die Menge
T enthélt dann alle natiirlichen Zahlen, die kleiner bzw. gleich 6 aber
groBer als 1 sind. Deshalb gilt:

T ={2,3,4,5,6).

BEISPIEL 21
Essei 1 <o <6 mit ¢ 4 (1)

Wie man sofort einsieht, ist es unmoglich, hier cine Menge 7' dadurch
festzulegen, indem man alle ihre Elemente in eine geschweifte Klammer
schreibt. Die Ungleichung (1) legt nun eine bestimmte Menge 7' reeller
Zahlen fest, die liickenlos aufeinanderfolgen, was soviel bedentet,
daB alle reellen Zahlen erfafit werden, die zwischen den Zahlen 1 und
6 liegen, und keine einzige reelle Zahl innerhalb dieser Grenzen in der
Menge nicht vorkommt. Die Zahl 1 ist offensichtlich in dieser Menge
nicht enthalten, da ja die Ungleichung festlegt, daB dieser Menge alle
reellen Zahlen angehoren, die groBer 1 sind. Die Zahl 6 ist Element der
Menge 7, da ja x auch gleich 6 sein kann. Die Zahl 1 hei3t untere Grenze,
die Zahl 6 obere Grenze der Menge 7'.

Ein Axiomensystem der elementaren Geometrie (auf das hier nicht niher
eingegangen werden kann) gestattet es nun, jedem Punkt einer Geraden
genau eine reelle Zahl zuzuordnen und auch

- o— X ¢  umgekehrt, jeder reellen Zahl genau einen
7 6 Punkt auf der Geraden zuzuordnen. Ist nun
Bild 1 eine solcherart angegebene Zuordnung vor-

genommen, dann spricht man von der Zahlen-
geraden. Die Menge 7' kann deshalb auf der Zahlengeraden durch eine
Strecke dargestellt werden, wie es Bild 1 veranschaulicht. Dabei soll ein aus-
gefiillter Kreis bedeuten, dafl der Punkt mit zu dieser Strecke gehort. Ein
hohler Kreis markiert einen Punkt, der nicht zur Strecke gehért.
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Es ist nun iiblich, Mengen reeller Zahlen durch bestimmte Intervallschreib-
weisen festzulegen, die nachfolgend erldutert werden.

Intervallschreibweise/Erklarung ~ Ungleichung

x € (a;b) genaudann, wenn = a < x < b! .
(a; b) heiBt offenes Intervall Die Ungleichung besagt,
X daB z<4a, x4 b.
a b Beide Grenzen gehoren
Bild 2 nicht zur Menge
x € (a; b) genau dann, wenn a _S_ x<bh
(a; b) heiBt geschlossenes Intervall Beide Grenzen gehoren zur Menge
v x @
Bild 3
z € (a; b) genau dann, wenn a<x=b
(@; b) heilt linksoffenes Intervall
—0—x o
Q b
Bild 4
x € (a; b) genau dann, wenn asxr<b
(a; b) heiBt rechisoffenes Intervall
Y SN (S S—
a b
Bild 5
z € (a; +o0) genau dann, wenn r>a —2——-——7
Bild 6
@ € (a; +o00) genau dann, wenn T =a @ =
a
Bild 7
Z € (—oo; a) genau dann, wenn  z < a X: 2—~
Bild 8
x € (—oo; @) genau dann, wenn < a ; 45
Bild 9

1 Es gilt in allen hier erlduterten Fillen a, b, 2 ¢ 4
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Die letzten vier Ungleichungen sagen aus, daB die Variable = groBer (gleich),
bzw. kleiner (gleich) einer Zahl a, sonst aber keiner weiteren Begrenzung
unterworfen ist. Man beachte jedoch stets, daB das Symbol oo (gelesen:
unendlich) keine Zahl ist und demzufolge nicht zum Intervall gehéren kann.
Deshalb muB auf dieser Seite das Intervall immer offen sein.

Intervalle spielen oft auch beim Ldsen von Gleichungen eine gro8e Rolle,
wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 22
Die Gleichung ]/;: 6 — x ist zu losen.
Man quadriert: @ = 36 — 12z 4 22.
Durch dquivalente Umformung erhilt man:
0 = a2 — 132 -+ 36.
Als Lésungen dieser gemischtquadratischen Gleichung ergeben sich
2, =09, x,=4.

Setzt man x =9 in die Ausgangsgleichung ein, dann erhélt man die
falsche Aussage 3 = —3. Wird die Zahlenvariable z durch die Zahl 4
ersetzt, dann ergibt sich die wahre Aussage 2 = 2.

Warum scheidet #; = 9 als Losung aus?

Beachtet man, daBl entsprechend der Definition der Wurzel im Bereich
der reellen Zahlen stets ]/; =0 fir # = 0 gilt, dann kann die Grund-
‘menge G zunichst mit G = (0, +oo) festgelegt werden. Wegen 1/9—: =0
mufl auch 6 — & = 0 sein, da ja fir beide Seiten einer Gleichung Gleiches
gelten muB. Aus der Ungleichung 6 —a =0 erhilt man # < 6. Diese Un-
gleichung sagt aus, daB x kleiner, im Héchstfalle gleich 6 sein darf. Damit
wurde die Grundmenge G eingeschrinkt. Es ergibt sich somit die ver-
dnderte Grundmenge G; =(0; 6). Die Losung 2, =9 gehort aber
wegen 9 > 6 dieser eingeschrankten Grundmenge nicht an. Sie ist des-
halb kein Element der Losungsmenge.

Wiire vor der Rechnung diese Einschriinkung vorgenommen worden,
dann hdtte man mit «; =9 keine Probe zu machen brauchen, und
der ,,Trugschlull* wire nicht aufgetreten.

AUFGABEN

12. Schreiben Sie als Ungleichung bzw. in Intervallschreibweise :

a)ze(d,T) b) z € (— oo, 5) e) z e(—3, --1)
d)z ¢ (3, +00) e) xe(—2,0) f) x e (—o0, +o0)
g2<az<5 h4<z i) 2<z=<5

ka2 >8 << m)—8 <z <+ o©



3.2. Wichtige Mengen 31

13. Esist —1 < sinz < +-1. Stellen Sie diese Ungleichung mit Hilfe der Intervall-
schreibweise dar.

14. Geben Sie die Mengen 1}, 1,, I, I, an, die durch die Ungleichungen
a)z+4+2>3 b)ya + 7 <10 cJr—3<5b dz—2=4
festgelegt sind.

3.2.3. Die leere Menge

BEISPIEL 23
Man bestimme alle reellen Nullstellen der durch die Gleichung f(z) =
=% —4x 4+ 5 gegebenen Funktion.
Die arithmetische Losung verlangt, die Losungsmenge
L={xcd|a*—4x+ 5 =0} zu bestimmen.
Als Losungen der gemischtquadratischen Gleichung errechnen sich
0 =2+ 1.

Diese Losungen sind jedoch komplexe Zahlen und keine reellen Zahlen. Sie
sind demnach nicht in der fiir 2 festgelegten Grundmenge G =4 ent-
halten.

Man konnte nun sagen, es gibe in diesem Fall keine Ldsungsmenge, denn
man hat ja fiir diese Menge kein Element. Es ist aber fiir diese und dhnliche
Fille sinnvoller, eine Menge zu definieren, die dadurch als festgelegt gilt,
daB sie die Eigenschaft hat, kein Element zu enthalten. Dies kann durch die
Definition

ﬁ]):cf{:c|m=§=x}

geschehen. Wie leicht einzusehen ist, wird die Aussageform <= fir
kein Individuum eines vorgegebenen Individuenbereichs zu einer wahren
Aussage, denn der Name eines Individuums kann sich nur selbst gleich sein,
aber niemals ungleich. Die auf Grund dieser Aussageform gebildete Menge
enthélt also kein Element, ist demnach leer. Man nennt sie deshalb leere
Menge. Sie wird, wie oben bereits geschehen, mit & symbolisiert.

Alle leeren Mengen enthalten die gleichen Elemente (nimlich gar keine).
Entsprechend dem Extensionalititsaxiom fiir Mengen erster Stufe sind
alle Mengen, die die gleichen Elemente enthalten, identisch. Demzufolge
kann man von ,,genau einer'’ leeren Menge sprechen und darf sie als die
leere Menge & bezeichnen.

Fiir die Gleichung in Beispiel 23 gilt damit L = 4.

Die gegebene reellwertige Funktion hat keine reellen Nullstellen. In diesem
Spezialfall, der beim Losen einer Gleichung auftreten kann, sagt man:

Ist die Losungsmenge L = @, so heiBt die Gleichung 7';(z) = T'q(x)
beziiglich der vorgegebenen Grundmenge G unerfiillbar.
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Ein 2. Spezialfall tritt ein, wenn die Losungsmenge L gleich der Grund-
menge G ist, also L = G gilt. Dann und nur dann heifit die Gleichung
T, (x)= Ty (x) eine Identitit beziiglich der Grundmenge G.

BEISPIEL 24

Die Gleichung (z — 2)? = 2% — 42 + 4 ist eine Identitit beziiglich der
Menge der rationalen Zahlen, da fiir jede Belegung der Variablen z
mit Elementen der Menge der rationalen Zahlen die Gleichung (z — 2)2 =
= 2? — 4z 4 eine wahre Aussage liefert. Mithin gilt L = P.

Von der Identitit einer Gleichung beziiglich einer Grundmenge kann man
beispielsweise bei der Partialbruchzerlegung! Gebrauch machen.

BEISPIEL 25

52 —17
Der Term —Ex—~ ist in Partialbriiche zu zerlegen.

Tx
Losung:
Der Nennerterm 2* — 7z laBt sich durch Ausklammern von « schrei-
ben: z(x — 7). Darauf baut sich der Partialbruchansatz

b — 17 a b
z2z—7) =z  z—17 &l

auf. Die Aufgabe besteht nun &arin, a und b zu berechnen. Dazu wird
die Gleichung (A) mit dem Hauptnenner z(x — 7), von dem voraus-
gesetzt wird, daB er verschieden von Null ist, multipliziert:

Sr—T=a(x —17)+ bx. (B)

Die Gleichung (B) wird jetzt als Identitat beziiglich der Grundmenge
G = A angesehen. Das bedeutet: Mit welcher reellen Zahl die Variable
z auch belegt wird, stets muB sich eine wahre Gleichheitsaussage ergeben.
Ist nun die Belegung von « beliebig, so steht dem nichts entgegen, dai
man sich fiir die Belegung solche reellen Zahlen auswéhlt, die auf ein-
fachste Weise (ohne viel Rechenarbeit) die Bestimmung von @ und b aus
der Gleichung (B) ermdglichen.

Deshalb wihlt man aus:

1.z=0:
Dann geht (B) iiber in
5:0—7=a(0—7)+b-0
—7=—Ta
1= a.

1 Partialbruchzerlegungen werden fiir die Integration bestimmter gebrochenrationaler
Funktionen bendtigt
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2.2 =1T:
Man erhilt aus (B):
5-7T—T=a(T—T7)+b-7
3 —T7="7b
28 =1Tb
4= b
Daraus ergibt sich als Aufgabenlésung
52— 1T 1 4

2 —Te a x—T
Es sei abschlieBend ausdricklich darauf hingewiesen, da die Begriffe
,,unerfiillbar‘ und ,,Identitét" in der Gleichungslehre nur sinnvoll in Ver-
bindung mit einer vorgegebenen Grundmenge G einer Gleichung sind. So
ist beispielsweise die Gleichung 2? — 4x + 6 = 0 des Beispiels 23 uner-
fillbar beziiglich der Grundmenge @& = /. Sie ist aber erfiillbar, wenn man
als Grundmenge die Menge Z der komplexen Zahlen vorgibt.



4. Mengenalgebra

4.1. Elementare Bezichungen zwischen Mengen

Zwischen zwei Mengen konnen verschiedene Bezichungen (Relationen)
moglich sein. Im folgenden sollen die wichtigsten, das Enthaltensein und die
Gleichheit, erliutert werden.

4.1.1. Enthaltensein

BEISPIEL 26

Die Zahl 24 ist durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 teilbar. Diese
Zahlen nennt man die positiven ganzen Teiler der Zahl 24. Als Menge dar-
gestellt, kann man sie in der Form E ={1,2,3,4, 6, 8,12, 24} schreiben.
Die positiven ganzen Teiler der Zahl 8 bilden die Menge 7' = {1, 2, 4, 8}.
Vergleicht man beide Mengen, so stellt man fest, daB alle Elemente von
T auch Elemente der Menge E sind. Dafir kann man sagen:

Die Menge F enthilt die Menge 7'.

Die Menge E umfaft die Menge 7'.

Man driickt dies durch die Schreibweise ¥ 2 7' aus.

Allgemein wurde fir diese Bezichung zwischen Mengen festgelegt:

Definition 1

Eine Menge N ist in einer Menge M enthalten, falls jedes Element
der Menge N auch Element der Menge M ist.
Symbolische Schreibweise des Sachverhalts: M 2 N.

Die Menge M wird als Erweiterungsmenge (oder Obermenge) und die Menge
N als Teilmenge (oder Untermenge) bezeichnet. Oftmals wird der Sachver-
halt von Definition 1 auch in Form der folgenden Aussage angegeben :

Definition 1

Eine Menge N heifit genau dann Teilmenge einer Menge M, falls alle
Elemente der Menge N auch Elemente der Menge M sind.
Symbolisch: N < M.
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Diese Definitionen konnen mit Hilfe der logischen Symbole auch so ge-
schrieben werden:

Ve@eN=>xe M)y M=2N.

Aus der Definition des Enthaltenseins kann man unmittelbar folgern:

e

Jede Menge ist in sich selbst enthalten: M 2 M

Da man eine stets richtige Beziehung, die zwischen einem Objekt und ihm
selbst ausgesprochen wird, reflexiv nennt, ist das Enthaltensein eine
reflexive Beziehung.

. Ist eine Menge N in einer Menge M enthalten und diese Menge M in einer

Menge K enthalten, dann ist auch die Menge N in der Menge K enthalten.
Symbolisch :
NS M, MSK=NCK. (a)

Denn: Es sei x ein beliebiges Element der Menge N. Wegen N & M mull
entsprechend Definition 1 auch 2 ¢ M sein. Da M & K, mul} auch
x ¢ K gelten. Das aber heifit, daBl alle Elemente von N auch Elemente
von K sind. Mithin gilt: N € K.

Man nennt die durch Zeile (a) dargestellte Eigenschaft des Enthalten-
seins Transitivitdt.

. Ist eine Menge N in einer Menge M enthalten und ist auch die Menge M

in der Menge N enthalten, so sind beide Mengen gleich.
Symbolisch:
(M2N)A@W 2 M)= M =N. (b)
Denn:
M2 N e \Va(x € N=>x ¢ M) entsprechend der Definition
N2MoeVaxe M= x€N)
(M 2 N)A(N 2 M) entsprechend der Voraussetzung
[Va@e N=>axe M)IN[Va(x€ M=z N))
Wenn fir alle z gilt

ceEN=>ze M

und
z€EM=z€N,

dann kann auf Grund der logischen Aquivalenz (7) geschrieben werden:
zeEM e xeN.

Ixaraus ergibt sich
[Va@e N=>ac M)A [Vax(xe M=>z€eN)] o
& [Vz(z€ Mo xzeN).
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Demnach ist jedes Element in M enthalten, genau dann, wenn es in N ent-
halten ist. Nach dem Extensionalititsaxiom sind dann beide Mengen
gleich: M = N.

Die durch Zeile (b) dargestellte Eigenschaft nennt man Antisymmelrie.
Aus ihr ergibt sich, daB die Gleichheit ein Spezialfall des Enthaltenseins ist.

BEISPIEL 27
M sei die Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Seiten haben. N sei die
Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Winkel haben. Jedes Dreieck,
welches drei gleiche Seiten hat, hat auch drei gleiche Winkel. Demnach
enthilt die Menge M die Menge N (M =2 N).
Ebenso richtig ist, daB jedes Dreieck, welches drei gleiche Winkel hat,
auch drei gleiche Seiten hat.
Die Menge N umfaf3t demnach die Menge M (N 2 M).
Die Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Seiten haben, ist also gleich
der Menge aller Dreiecke, die drei gleiche Winkel haben.

BEISPIEL 28

Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen, die kleiner als 36 sind und
die sich durch 2 und 3 ohne Rest teilen lassen.

M={zcN|v<36A2|xA3|x}
Mit N werde die Menge aller natiirlichen Zahlen bezeichnet, die genau

die natiirlichen Zahlen als Elemente hat, die nicht grofer als 30 sind
und die sich ohne Rest durch 6 teilen lassen.

N={zcN|z=<30A6|=z}

Es wird behauptet, dal M = N gilt. Dies 148t sich leicht zeigen, indem
man die Elemente beider Mengen aufschreibt:

M ={0, 6, 12, 18, 24, 30}

N ={0, 6, 12, 18, 24, 30}.

Man erkennt: Alle Elemente von N sind in M enthalten (M 2 N),

und alle Elemente von M sind in N enthalten (N 2 M). Die Betrach-
tung beider Mengen zeigt auch rein anschaulich, da dann M = N.

Betrachtet man sich nun noch einmal die Mengen
E ={1,2,3,4,6,8, 12, 24}
T =(1,24,8}
des Beispiels 26, so kann man feststellen, dal die Menge E die Menge T
enthilt, beide Mengen aber nicht gleich sind.
Fiir einen solchen Sachverhalt sagt man, da die Menge % die Menge 7'

echt enthilt und driickt dies symbolisch durch die Schreibweise E > 7'
(gelesen: E enthilt 7' echt) aus.
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Schreibt man fiir die Aussage (M = N), die beinhaltet, dal M nicht
gleich IV ist, M == N, so kann allgemein erklart werden:

Definition 1

Eine Menge N ist genau dann in einer Menge M echt enthalten, falls
M 2 Nund M == N gilt.
Symbolisch: M > N.

Diese Definition kann in der Form

M>SNe(M2N)A (M £N)
geschrieben werden.
Die Menge N heiit dann echte Teil-(Unter-)menge
von M. Die Menge M wird als echte Erweiterungs-
(Ober-)menge bezeichnet. Die Beziehung M > N
nennt man eine echte Inklusion®. Bild 10
Nehr einprigsam 1Bt sich das echte Enthaltensein
an Punktmengen innerhalb einer geschlossenen Kurve in einer Ebene dar-
stellen. Bild 10 zeigt zwei ebene Punktmengen M, N, von denen N in M
ccht enthalten ist.
Weitere Beispiele fiir das echte Enthaltensein sind :
Dic Menge aller rationalen Zahlen ist enthalten in der Menge aller reellen
Zahlen. Es gilt: 4 2 P und schérfer: 4 o P. Die Menge aller Rechtecke
ist echt enthalten in der Menge aller Vierecke.
Die Menge aller Schiiler einer Klasse ist enthalten in der Menge, die durch
die Schiilerschaft einer Schule gebildet wird, der diese Klasse angehort. Ist
diese Schule keine Einklassenschule, die es ja in der DDR bekanntlich
nicht mehr gibt, so ist die Menge aller Schiiler der Klasse echt enthalten in
der Menge der Schiilerschaft dieser Schule.
Die echte Inklusion hat folgende Eigenschaften:

1. Keine Menge enthalt sich selbst echt. Symbolisch: M =4 M, denn es gilt
ja fiir keine Menge M =2 M und M &= M.
Man nennt diese Eigenschaft Irreflexivitdt.

2. Ist eine Menge NV in einer Menge M echt enthalten und enthilt eine Menge
K die Menge M echt, so ist auch die Menge N echt in der Menge K
cnthalten. Symbolisch: [(M > N)A (K > M)]= K o N.

Dic damit ausgedriickte Eigenschaft der Transitivitit der echten Inklu-
sion 1aBt sich wie folgt zeigen:

Aus 2. ergeben sich die Voraussetzungen
() M 2 N, (2) M =N, denn N soll echt in M enthalten sein.
B NK2M, (4) K <=M, denn M soll echt in K enthalten sein.

' Als unechte Inklusion wird gewdhnlich die Gleichheit M = N bezeichnet

















































































































































































