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Johannes Kepler —

Astronom
und Mathematiker

Die vierhundertjihrige Wiederkehr des Ge-
burtstages von Johannes Kepler ist nur ein
duBerer AnlaB, eines Wissenschaftlers zu
gedenken, der zit den entscheidendsten Bahn-
brechern fiir die neuzeitliche Wissenschaft

gehort. g

In seinem Leben, durch seine forschende
Tatigkeit vollzieht sich ein groBer Teil des
Ubergangs von der mittelalterlichen, mit

Mystik behafteten Astronomie zur neuzeii-:
lichen, wissenschaftlichen und auf rationalen

Grundgedanken fulienden Astronomie.
Tatsachen, die uns heute als selbstverstind-
Iich erscheinen, wie z. B. die Eigenschaft der
Planetenbahnen, Ellipsen zu sein, waren
bis zur Zeit Keplers nicht nur vollig unbe-
kannt, sondern auch aus den benutzien
Beobachtungstafeln und den vorherrschen-
den theoretischen Anschauungen in keiner
Weise ableitbar. Diese heute selbstverstind-
lichen. Erkenntnisse standen vielmehr im
Widerspruch zu den aus dem Altertum und
dem Mittelalter tiberlieferten Auffassungen.

Dasich zur Zeit Keplers aber solche Wider-

spriiche zwischen Tradition und realer Na-
turerkenntinis im Gebiet der Astronomie
haufig bis zu theologischen Streitfragen aus-
wuchsen und damals Eingriffe in das per-
sonliche Leben des betreffenden Wissen-
schaftlers hervorrufen konnten (es sei daran
erinnert, daB Galileo Galilei infolge seines
Eintretens fiir das kopernikanische Welt-
system vor ein Inguisitionsgericht gebracht
wurde und er sich nur durch Widerruf vor
dem Martyrertod gerettet hat), wird klar,

daB nicht nur hervorragende wissenschaft-
liche Leistungen, sondern auch ungewthn-
liche Charakterstirke von den Begriindern
der modernen Astronomie aufgebracht wer-
den mubBten. i

So erscheint es mehr als gerechtfertigt, einen
Blick auf das Leben und wissenschaftliche
Wirken Keplers zu werfen und einige mar-
kante Ziige dieses Wirkens. herauszustellen,
nicht zuletzt auch deshalb, weil, wie Kepler
sagte, ,.die Geschichte von Entdeckungen
oft genau so interessant ist, wie es diese Ent-
deckungen selbst sind*. :
Johannes Kepler wurde am 27. 12. 1571 in
Weil, einer Stadt in Warttemberg, geboren.
Er besuchte als Stipendiat die Klosterschule
in Maulbronn und erwarb mit 17 Jahren
am protestantisch-theologischen Stift zu Tii-
bingen die Magisterwiirde. In Tiibingen
studierte Kepler protestantische (lutherische)
Theologie und gleichzeitig Mathematik und
Astronomie.. Sein Lehrer Michael Maestlin
fiihrte ihn in die neue Lehre von Nikolaus
Kopernikus (1473-1543), eines Dombherren,
Arztes und Astronomen, cin. Diese koper-
nikanische Lehre besagt, dal} sich die Pla-
peten (Merkur, Venus, Erde, Mars, ...) auf
Kreisbahnen um die Sorme bewegen und steht
Jamit in ganz enischiedenem Gegensatz zu
der seit dem Altertum herrschenden Auffas-
sung des Ptolemius (90 n. v. Z-160 n. w. Z.),
nach welcher die Erde den Mittelpunkt der
Welt darstellt. Kopernikus hat seine Lehre
im Werk ,,De revolutionibus orbium coe-
lestium* (Uber die Bewegungen der Him-
melskérper) niedergelegt.

Das kopernikanische Weltsystem ist also
heliozentrisch, d.h., die Sonne (griechisch:
helios) steht im Mittelpunkt der Welt, im
Unterschied zum geozentrischen ptolemé-
ischen Weltsystem (die Erde steht im Mittel-
punkt der Welt). Zur Erklirung der Bahnen
der Planeten wurden in beiden Systemen
komplizierte Systeme von Kreisbewegungen
durch gegenseitige Uberlagerung (sog. Epi-

. Zykelbewegungen) pebildet, die mehr oder

weniger mit den damals noch recht unge-
nauen Beobachtungen iibereinstimmten.
Kepler stellte sich bereits in seiner Tiibinger
Zeit ganz auf den Standpunkt des koperni-
kanischen Systems und nur durch sein wei-
teres konsequentes Festhalten am helio-
zentrischen System gelangte er zur Entdek-
kung der nach ihm benannten Planetenge-
setze.

Im Jahre 1594 wird Kepler aus seinen theo-
logischen Studien, die er zur Vorbereitung
auf ein von ihm gewiinschtes Kirchenamt
unternahm, herausgerissen und zum Antritt
einer neuen Stelle nach Graz geschickt, wo
die protestantischen Landstinde von Steier-
mark eine héhere Schule unterhielten. Als
»Lehrer der Mathematik und Moral* und
als Mathematiker der ,,Landschaft, d.h.
der protestantischen Landesregierung, oblag
ihm die Amtsaufgabe, jihrlich einen Kalender

auszuarbeiten. Solche Kalender enthielten
die Angaben der Feiertage, astronomische
Angaben Uiber die Sonne, den Mond, die
Planeten und den Tierkreis sowie {iber die
Jahreszeiten, den voraussichtlichen Witte-
rungsverlauf sowie zu erwartende besondere
Ereignisse. Die Aufstellung des Kalenders
erforderte somit astronomische Kenntnisse,
und so bestimmte diese Aufgabe die Hin-
wendung Keplers zur Mathematik und Astro-
nomic.

Obwoh! Kepler mit seinen Voraussagen, die
er im Kalender fiir 1595 machte, Erfolg hatte,
war er sich iber Unwissenschaftlichkeit und
Unbhaltbarkeit der Astrologie, auf die sich
solche Voraussagen griindeten, im klaren
und betrachtete die astrologischen Methoden
als ein zeitgegebenes Ubel. Sein wahres
Interesse richtete sich vielmehr darauf, den
wBauplan des Universums® zu enthiillen
und speziell der Frage nach der Anzahl, deér
Grofie und der Art der Bewegung der Pla-
neten nachzugehen.

Dabei ist er zundchst noch ganz im mittel-
alterlichen, spekulativen Denken befangen,
wie sich in seinem ersten Werk ,,Mysterium
cosmographicum® (Geheimnis der Weltbe-
schreibung), das er 1595 entwarf, zeigt.

Von der mathematisch beweisbaren Tat-
sache ausgehend, daB es nur fiinf regulare
Polyeder (Vielflachner), namlich das Te-
traeder, den Wirfel, das Oktaeder, das
Pentagondodekaeder und das Tkosaeder gibt
(regulir ist ein Polyeder genau dann, wenn
seine Seitenflichen aus lauter regelmiliigen
untereinander kongruenten n-Ecken beste-
hen und alle Korperecken untereinander
kongruent sind — man kann zeigen, daB n
hierbei nur die Werte 3, 4 oder 5 annchmen
kann —, kommt Kepler auf die Vermutung,
daB sich in die flinf Zwischenriume der
Bahnen der (damals nur bekannten) sechs
Planeten die fiinf regulidren Polyeder so ein-
schieben lassen, daB jeweils die Sphire des
einen Planeten (d.h. die Oberfliche einer
gedachten Kugel, die die Bahnkurve des jewei-
ligen Planeten enthilt) die umbeschriebene
Kugel und die Sphire des néchsten Planeten
(in Richtung kleiner werdender Sonnenab-
stinde gezithlt) die einbeschriebene Kugel
eines der reguldren Polyeder ist. So gelangt
Kepler zu der folgenden Anordnung von
Planeten(-bahnen) und reguliren Korpern:
Merkur — Oktaeder — Venus — Ikosaeder —
Erde — Pentagondodekaeder — Mars — Te-
traeder — Jupiter — Wiirfel — Saturn. :

Natiirlich trifft dieser Sachverhalt, der nur
das Ergebnis reiner Spekulation war, die
u. a. auf der falschen Annahme fuBte, daB es
nur sechs Planeten gibt, nicht zu und na-
tirlich stellte auch Kepler erhebliche Ab-
weichungen zwischen den nach seiner
,, Theorie” geforderten und den wirklichen
Abstinden -fest. Kepler konnte jedoch auf
die grofen Ungenauigkeiten des damals

vorliegenden Beobachtungsmaterials ver-
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weisen und war auch deshalb von der Rich-
tigkeit seines Weltmodells iiberzeugt. 2
Dic Reaktion der damaligen wissenschaft-
lichen Welt auf das Erscheinen des ,,Myste-
riumi cosmographicum® war teils anerken-
nend, teils ablebnend. Fiir die Zukunft
wichtig wurde der Umstand, daB auch Tycho
Brahe, ein dinischer Astronom, Keplers
Erstlingswerk kritisierte, ihn aber zur Zu-
sammenarbeit einlud, da er die theoretische
Begabung von Kepler erkannte. Wer war
Brahe?

Tycho Brahe wurde am 14. 12, 1546
Knudstrup (Schonen/Dinemark) geboren.
Er studierte an verschiedenen deutschen
Universititen zunachst Rechtswissenschaf-
ten, wandte sich aber dann immer mehr der
Astronomie zu, beobachtete 1572 das Ent-
‘stehen eines neuen Fixsterns (Supernova)
und erhielt vom dinischen Konig Auftrag
und Mittel zuom Bau zweier Sternwarten auf
der Insel Hveen: Uranienburg und Sternen-
burg. Dort beobachtete Brahe mehrere Jahr-
zehnie das gesamte Himmelsgeschehen mit-
tels einfacher Instrumente, die aber sehr grolle
Dimerisionen hatten und erhielt so die ge-
nauesten Beobachtungen vor der Erﬁhdur_lg
des Fernrohrs. Brahe wufite, daff nur ein
genialer Theoretiker seine Beobachtungen
voll auswerten komnte und daker ist ver-
stiindlich; daB er die Verbindung zu Kepler
suchte. _

Er befand sich, als er Kepler einlud, in
"Wandsbek, wo er nach unfreiwilligem Schei-
“den aus seiner danischen Heimat zunichst
eine Zuflucht gefunden hatte. Kepler aber
war durch seine Stellung in Graz verhindert,
¢ine so weite Reise zu unternehmen. Wihrend
sich’ in Brahes. Schicksal eine giinstige Wen-
dung vollzog, indem er, einem Rufe Kaiser
Rudolph ‘II. folgend, im Jabre 1599 nach
Prag (Schlof Benatek bei Prag) iibersiedeln
und dort seine astronomischen Arbeiten
fortsetzen konnte, wurde Keplers Stellung
in Graz durch die gegenreformatorischen
MaBnahmen des Erzherzogs Ferdinand von
der Steiermark immer unsicherer, da Kepler
protestantischen Glaubens war. Er. folgte
der Einladung Tychos und arbeitete eng
mit ihm zusammen, obwohl diese Zusammen-
arbeit mit starken personlichen Spannungen
belastet war. Im Oktober 1600 siedelt Kepler
mit seiner Familic nach Prag iiber, da er,
wie alle Protestanten, die nicht zum Katho-
lizismus itbertraten; aus der Steiermark aus-
gewiesen wurde. Die Zusammenarbeit mit
Tycho Brahe war jedoch nicht von langer
Dauer, da dieser am 24. Oktober 1601 starb.
Kepler wird sein Nachfolger als Hofastronom
Kaiser Rudolph IL

Es war ein giinstiger Umstand, daB Tycho
Brahe sich zur Zeit, da Kepler in Prag ankam,
gerade mit der Marsbahn beschaftigte, denn
die Marsbahn ist eine Ellipse mit verhéltnis-
miflig groBer Exzentrizitit. Wenn {iber-
haupt, so konnte am ehesten an dieser Babn
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festgestellt werden, daB es. sich um eine
Ellipse und nicht um einen Kreis handelte.
Kepler geht nun von der physikalisch rich-
tigen Vorstellung aus, daB ,,in der Sonne
der Sitz der die Planeten bewegenden Kraft
sei*, und rechnet daher alle Abstinde vom
Sonnenmittelpunkt aus. Durch die Annahme,
daB von der Sonne eine Kraft ausgeht, die
,,die Planeten herumreiBt*, erriit er genial
den Flichensatz, das sog. zweite Keplersche
Geseiz.

Dieser Flichensatz besagt folgendes: Die
Planeten bewegen sich so, daB die Verbin-
dungsgerade Sonne — Planet in gleichen
Zeiten gleiche Flichen iiberstreicht. In Son-
nenniihe bewegen sich also die Planeten
schneller als in Sonnenferne. Mit der Kennt-
nis dieses Flichensatzes tastete sich Kepler
schrittweise an die wahre Form der Planeten-
bahnen (zundchst der Marsbahn) heran.
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Schon vor Kepler stand fest, daBf die Sonne
nicht der Mittelpunkt der als kreisférmig
vorgestellten Planetenbahn sein konnte, die
Verhiiltnisse muBten also wie auf der Zeich-
nung (sie stammt von Kepler) sein. Jedoch
zeigten die Beobachtungen starke Abwei-

chungen von einer Kreisbahn und Kepler-

gelangte auf einem mithevollen, induktiven
Weg (d.h. vom Speziellen auf das Allge-
meine schlicBend, mit anschlieBender Prii-
fu'ng durch Beobachtung und Experiment)
zur Tatsache, dafl die Marsbahn eine Ellipse
ist, in deren einem Brennpunkt die Sonne
steht. (Daf dies fiir alle Planetenbahnen
zutrifft, ist der Inhalt des sog. ersten Kep-
lerschen Gesetzes.) Die Keplerschen Gesetze
bedeuteten gegeniiber den Jahrtausenden
vorangegangener Sternenkunde einen ersten

“wirklichen Fortschritt zur Erklirung der

Himmelserscheinungen, Ein weiterer groBer
Schritt wurde etwa einhundert Jahre spéter
von Newton, dem groBen englischen Phy—
siker, ‘vollzogen. Thm gelang es, die Kepler-
schen Gesetze aus den von ihm formulierten
Grundgesetzen (Axiomen) der Mechanik
deduktiv zn gewinnen, also auf logischem
Wege mittels mathematischer Methoden ab-
zuleiten.

Im Jahr 1605 war Kepler im Besitz der ersten
beiden Gesetze (das dritte, iiber das noch

zu sprechen sein wird, fand er erst 1618),
die er in seinem Hauptwerk, der ,,Astronomia
Nova®, darstellte. Im Untertitel nennt er
dieses Buch ,,Himmelsphysik®, und tat-
sichlich wird dieses - Werk heute als -die
Grundlegung der modernen wissenschaft-
lichen Himmelsmechanik und Astronomie
anerkannt. .

Vor der Drucklegung im Jahre 1609 waren
fitr Kepler noch erhebliche Schwierigkeiten
zu iiberwinden, denn die ,, Astronomia Nova“™
war mittels ‘der Braheschen Becbachtungen
entstanden, aus denmen die Erben Brahes,
insbesondere sein Schwiegersohn Tengnagel,
der verschiedene héfische Stellungen inne-
hatte, mbglichst viele finanzielle "Vorteile
herauszuschlagen gedachten. Zunichst ver-
zogerten die Braheschen Erben die Her-
ausgabe der Beobachtungen Brahes an Kep-
ler, und spiter machten sie Anspriiche be-
zliglich des Verdffenilichungsrechtes geltend.

Bevor wir Keplers weiteren Lebensweg und
seine astronomischen Forschungen weiter
verfolgen, wollen wir einen Blick auf seine
mathematischen . Leistungen: werfen. ~Eine
der bekanntesten ist seine Methode, die
Rauminhalte von Rotationskérpern nithe-
rungsweise zu berechnen. In der Widmung
des Buches ,,Nova stereometria doliorum*
(Neue Stereometrie der Fisser; Linz 1615)
beschreibt er, durch welchen rein &ulerlichen
AnlaB sein Interesse fiir die Problematik
geweckt wurde, Er hatte némlich beobachtet,
wie die Verkdufer von Weinfdssern zur Fest-
stellung des Rauminhaltes der in einem Fal
enthaltenen Fliissigkeitsmenge einen Meb-
stab (Visierrute) benutzten, und zwar mit
ein und dersefben Skala fir Fisser unter-
schiedlichster Bauart und Kriimmung. Kep-
ler steltte sich. die Frage nach der Berech-
tigung dieses Verfahrens und arbeitete Me-
thoden fiir den Vergleich von Rauminhalten
aus.

Wesentlich ist, daB Kepler durch neuartige
Vorgehensweisen die bis dahin- bekannte
Stereometrie érwéiterte, so daB sie wieder
zu einer interessanten Wissenschaft wurde,
ferner, daB er durch Einfithrung und Ver-
wendung von Niherunpsldsungen den Be-
diirfnissen der Praxis entgegenkam und
durch die spezielle Betrachtungsweise von
Flichen und Kérpern als zusammengesetzte
Gebilde, die aus kleinen Streifen bzw, Schich-
ten bestchen, wurde Kepler zu einem Weg-
bereiter - der * Infinitesimalrechnung (Diffe-

-rential- und Integralrechnung). An diesen

Verdiensten dndert die Tatsache nichts, dal
nicht alle der von Kepler erhaltenen Ergeb-
nisse stichhaltig sind und von unserem heu-
tigen Standpunkt die mathematische Aus-
drucksweise (keine Formeln!) sehr schwer-
fallig ist.

Die heute gelegentlich noch benutzte , Kep-
lersche FaBregel” zur Berechnung der Raum-
inhalte von Rotationskérpern (s. unser Titel-
blatt) geht in ihrer heutigen Form auf



"J.-H. Lambert (1756) zuriick, der sie in
Analogie zu Keplerschen Uberlegungen auf-

_ gestellt hat. .
Weiter gehort zu den vielseitigen mathe-
matischen Aktivititen Keplers die Entdek-
kung zweler sogenannter Sternpolyeder, von
denen wir eines, den Dodekaeder-Igel, in

der Zeichnung zeigen. Sie gerieten in Ver-..

gessepheit und wurden 1810 von dem fran-
zOsischen Mathematiker L.. Poinsot neun
entdeckt, zusammen mit zwei weiteren Stern-
polyedern, und 1811 wies der franzdsische

. Mathematiker A. L. Cauchy nach, daB es
nur diese vier regelmiBigen Sterapolyeder
gibt. A

SchlieBlich beschiftigie sich Kepler u.a.
auch damit, wie man den Raum mit Kugeln
gleichen Radius ausfiillen kann, so daB der
Zwischenraum  kleinstmégliches Volumen
einnimmt {wenn man sich auf einen be-
schrankten Raumteil bezieht). Man spricht
dann von einer ,,dichtesten Kugelpackung™.
Bis heute ist nicht bekannt, ob die von Kepler
angegebene Kugelpackung wirklich die dich-
teste ist. Kepler stellte sich dazu ein rium-
liches Wﬁrfelguter aus Wiirfeln gleicher
Linge vor und betrachtete eine Art drei-
dimensionales Schachbrett von abwechselnd
»weillen und .schwarzen™ - Wiirfeln, In
jeden schwarzen Wiirfel wird nun eine Kugel
- einbeschrieben, die alle Kanten dieses Wiir-
fels berfihrt. Die Gesamtheit dieser Kugeln
bildet die Keplersche Kugelpackung.
Ein weiteres Arbeitsgebiet Keplers, auf dem
er bahnbrechend gewirkt hat, ist die Optik
der Linsen und Linsensysteme, mit der er
sich im Hinblick auf die Konstruktion von
Fernrohren fiir astronomische Zwecke be-
fafite. Mit seinen Asbeiten ,,Astronomiac
pars opticae* (der optische Teil der Astro-
nomie) und’ ,,Dioptrice”, die in den Jahren
1604 bzw. 1611 erschienen. legt er die Grund-
‘lagen der wissenschafilichen Optik {ibet-
haupt. Vor dem Erscheinen dieser Werke
war die Optik ein Gebiet, das nur durch die
“Weitergabe der Erfahrungen der Linsen-
schleifer - und  Brillenmacher bestimmt
wurde. - y
In den ,,Dioptrice™, die aus AnlaB des Auf-
konmimens des aus den Niederlanden stam-
menden - sog. Galileischen Fernrohrs ge-
schrieben wurde, entwickelte er die Theorie

eines fiir astronomische. Beobachtungen we-
sentlich giinstigeren Fernrohrtyps, den des
sog. Keplerschen Fernrohrs.

Galilei hatte mit seinem Ferneohr aufsehen-
erregende Entdeckungen gemacht, z. B. die
vier Jupitermonde festgestellt und damit eine
heftige- Diskussion unter den Astronomen
und allen weiteren Liebhabern der Himmels-
kunde entfacht.

Auch Kepler muBite, aufgefordert von dem
in Prag residierenden Kaiser Rudolph 11,

-zu diesem Ereignis Stellung nehmen, und dies

tat er unverziiglich in seiner berithmt  ge-
wordenen ,,Dissertatio cum nuncio sidereo*
(Unterredung mit dem Sternenboten, 1609),
in welcher er Galileis Beobachtungen und
Erkenntnisse riickhaltlos anerkannte, u.a.
deshalb, weil sie das Kopernikanische Sy-
stem stiitzten. In diesem Zusammenhang
ist eine Bemerkung Keplers zur Astronomie
des Jupiters interessant, in welcher Kepler
kiinftige Weltraumfliige vorausahnt: ,,Gib
Schiffe oder schaffe Segel fiir die himmlische
Luft, und es werden Leute da sein, die sich
nicht einmal vor jemer Weite fiirchten. Und
als ob die wagemutigen Reisenden schon
in den nichsten Tagen dastinden, wollen
wird- die  Astronomie dafiir schaffen, ich
fiir den Mond, Du, Galilei, fir den J upiter.”

Mit der ,,Dioptrice** schiiefit im wesentlichen
die erste grofie Schaffensperiode Keplers ab,
die sich etwa mit der Zeit seines Prager
Aufenthaites deckt. Durch den Tod Kaiser
Rudolph II. (1612) wurde seine Stellung in
Prag schwierig. Obwohl er vom Nachfolger
Rudolphs, dem Kaiser Matthias, als ,,Hof-
mathematikus™ bestitigt wird, geht Kepler
1612 als Lehrer an die Landschaftsschule in
Linz. Tragische Familienereignisse, der Tod
seines Sohnes Friedrich und seiner ersten
Frau, bedriickten Kepler und lihmten seine
Schaffenskraft.

Doch stellte er sich noch eine groBe Aufgabe:

die Auswertung und Aufbereitung des von
Tycho Braheé gesammelten Beobachtungs-

; materials in der Form astronomischer Jahr-
biicher und Tafeln. Selche Tafeln haben fiir -

die Orts- und Zeitbestimmung (vor allem
in der Schiffahrt) groBe praktische Bedeu-
tung, von ihrer Genauigkeit hingt z. B. die
Effektivitat der Navigation sowie weiterer
Operationen ab. In diese Tafeln, die nach
dem Forderer Brahes, Kaiser Rudolph'IL,
den Namen ,, Tabulae Rudolphinae* erhalten
sollten; konnte Kepler seine Planetengesetze
einarbeiten, und daher war der Benutzer
gezwungen, sich mit den neuen Erkenntnissen
der Astronomie vertraut zu machen.
Betor die Tafeln gedruckt vorlagen, waren
jedoch noch viele Schwierigkeiten zu iber-
winden. Zum einen war sich Kepler selbst
iiber viele Einzelheiten noch im unklaren,
z. B. fehlte ihm noch das dritte Planetenge-
setz, das die Abstinde der Planeten von der
Sonne und ihre Umlaufzeiten verkmniipft.
Fortsetzung auf Seite 135
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A 808 Es ist interessant, den Weg zu ver-
folgen, auf dem Kepler zu der Erkenninis
gelangte, daB die Marsbahn eine Ellipse ist,
Ein wesentliches Zwischenglied war eine
geometrische Eigenschaft jeder Ellipse, die
ihr beweisen sollt. ‘
Gegeben ist cine Ellipse mit der groBen
Halbachse a, der ' kieinen Halbachse b
{0<b<a), und wir stellen uns vor, daB die
Richtungen dieser Halbachsen mit den Ach-
sen eines rechtwinkligen x,y-Koordinaten-
systems zusammenfallen. Dann liegt ein
Punkt P(x,y) dann und nur dann auf der
Ellipse, wenn die Beziehung '
2 2

275 ®
gilt, wie es euch ja aus der Analytischen
Geometrie bekannt ist-Bin Kreis it dem
Ellipsenmitielpunkt als Mittelpunkt und Ra-
dius @ werde beschrieben, und P(x, y) sei ein
Punkt der Ellipse, der gleichzeitig im Innern
der ersten Quadranten liegt (x>0, y>0).
Die Paraliele zur y-Achse durch den Punkt
(x,y) schneidet im ersten Quadraten den
genannten Kreis in einem eindeutig bestimm-
ten Punkt P'{x, y). Diesen Punkt P’ verbinden
wir mit dem Ellipsenmittelpunkt und fillen
vom Brennpunkt § =S(e, 0) der Ellipse, wobei
bekanntlich

e=./a*—b* (>0) 2)
gilt, das Lot auf die Verbindungsstrecke von
P zum Ellipsenmittelpunkt. Der zugehfrige
Lotpunkt heiBle @ (s. Zeichnung).

4
=1

Die Eigenschaft, die fiir Kepler wesentlich -
wurde, besteht nun darin, daB die Strecken
SP und QP’ gleich laﬁg sind (fiir jeden Ellip-
senpunkt P), also

5P| = 0P| e
gilt. Eure Aufgabe besteht nun darin, unter
Benutzung der Bezichungen (1) und (2) die
Giiltigkeit der Eigenschaft (3) nachzuweisen
{ohne Benutzung weiterer allgemeiner Aus-
sagen iiber die Ellipse). :
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Geometrische
Kombinatorik

In diesem Artikel mdéchten wir zeigen, daB
die elementaren, schnell entwickelbaren Ideen
der Kombinatorik auch in der Geometrie
viele schone Anwendungen besitzen. Wir kon-

nen natiitlich nur einige Beispiele zeigen, ob- -

zwar dic Mathematiker nur diber die erste
Frage, nidmlich iiber Farbungen von Land-
karten, schon viele Binde geschrieben haben.

1. Wir beginnen mit einer einfachen dufgabe :
Es seien e,,...,e, einige Geraden in der
Ebene; wir setzen voraus, daB sie sich in all-
gemeiner Lage befinden, d. h. keine drei von
ihnen haben einen gemeinsamen Punkt, aber
je zwel schneiden sicl.. Diese Geraden zer-
legen die Eberne in mei rere Stiicke. (Wieviel
Stiicke entstehen hier” Das ist schon eine
interessante Frage der kombinatorischen
Geometrie. Wir verraten die Antwort:

%(n2 +n+-2). Den Bewelis iiberlassen wir dem

Leser.) Diese Stiicke nennen wir Lander. Die
Aufgabe besteht darin, diese Linder so mit
zwei Farben (sagen wir rot und blau) zu fir-
ben,” daB benachbarte Linder stets verschie-
dene Farben bekommen (Bild 1).

Kann man dies immer ausfijhren?

Die Antwort ist ,Ja*. Das werden wir jetzt
(mittels vollstéiindiger Induktion) beweisen.
Bauen wir die Figur Schritt fiir Schritt auf.
Nach dem Einziehen der ersten Geraden kann
man die gewiinschte Firbung trivialerweise
angeben.

Nehmen wir an, dafi die Linder, in welche
die Geraden ¢y, ..., e,_, die Ebene zerlegen,
in der gewiinschten Weise rot und blau gefirbt
sind. Ziehen wir jetzt die Gerade e, ein, so
bleiben einige Linder unverindert, andere
aber werden zerschnitten. Wir wollen die
Firbung so abindern, daB die zwei Teile der
zerschnittenen Linder verschiedene Farben
erhalten. Das kann man leicht erreichen; auf
der ,linken Seite der Geraden e, lassen wir
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alles unverindert, auf der ,,rechten* aber ver-
tausshen wir blau und rot (Bild 2). Es ist
leicht zu sehen, daB diese abgeinderte Far-
burg die Eigenschaft hat, daB benachbarte
Lancer verschieden geflirbt sind.

Aufgabe: Nehmen wir statt der Geraden
Kreise, dann gilt dieselbe Aussage. Dies ist
zu beweisen !

2. Wir haben das Wort Land gebraucht, weil
die Abbildung mit den gefiirbten Stiicken der
Ebene als Landkarte betrachtet werden kann.
Wir sagen jetzt einige Worte iiber Firbungen
von Landkarten. Eine Landkarte ist verstind-
lich, wenn benachbarte Linder verschie-
dene Farben besitzen. Im allgemeinen genii-
gen zwei Farben nicht, z. B. haben Belgien,
Westdeutschland, Luxc niburg und Frank-
reich paarweise cine gemeinsame Grenze,
so daB diese vier Linler verschiedene Far-
ben erhalten miissen, wenn man die Karte
von Europa fiirben will. Es ist bewiesen, daB
fiinf Farben immer geniigen, noch niemand
konnte aber beweisen, daB auch vier Farben
ausreichen. Das ist die berithmte Vierfarben-
vermulung. Trotz der Anstrengungen vieler
Mathematiker blieb diese Vermutung schon
seit mehr als 100 Jahren unbewiesen. Es ist
sehr interessant, daf} die Hilfsmittel, die man
zur Losung des Vierfarbenproblems ausge-
arbeitet hat, in der reinen und angewandten
Mathematik eine groBe Rolle spielen, obzwar
sie bisher nicht zur Losung des eigentlichen
Problems fithrten. Nennen wir diejenigen
Strecken der Grenzen, wo sich zwei Linder
treffen, Kanten, und diejenigen Punkte, wel-
che auf der Grenze von drei oder mehr Lian-
dern liegen, FEcken. Betrachten wir eine
La_ndkarte'mit der Figenschaft, daB sich in
jeder Ecke eine gerade Anzahl von Kanten
(oder, was dasselbe bedeutet, eine gerade An-
zahl von Lindern) treffen. Der Leser soll be-
weisen, dall man diese Landkarte mit zwei
Farben firben kann.

Bild 3:

3. Es seien ¢, ..., ¢, gerade LandstraBen,
welche ins Unendliche verlaufen. Dieses
Landstralensystem wurde modernisiert, und
man wollte jede Kreuzung mit Unter- und
Uberfithrungen ausbauen. Das wollte man
aber so ausfithren, daB entlang jeder Strafie

die Unter- und Uberfiihrungen einander ab-
wechseln. Kann man dies immer durch-
fithren? (Bild 3).

Wenn wir unser erstes Ergebnis anwenden,
konnen wir etwas feststellen, was nichts mit
unserer Aufgabe. zu tun zu haben scheint:
Man kann die Landteile zwischen den Stra-
Ben so mit Getreide sinsien bzw. mit Blumen
bepflanzen, daB auf einer Seite jeder StraBe
Getreide wichst und auf der anderen Seite
Blumen stehen. Jetzt kénnen wir leicht eine
Vorschrift angeben, wie die Unter-- und
Uberfithrungen 7u bauen sind. Jede Kreuzung
ist so auszubauen, daf man bei Anniherung
auf der rechten Seite Blumen sicht, wenn
man auf die Uberfithrung kommt und Ge-
treide, wenn man in die Unterfiihrung ein-
fihrt (Bild 4)

Es ist leicht einzusehen, daB3 diese Vorschrift
dasselbe bedeutet, wenn man der Kreuzung
von einer anderen Richtung naht. Entlang
einer StraBe sicht man rechts abwechselnd
Getreide und Blumen, d.h. man kommt ab-
wechselnd zu Unter- und Uberfithrungen.
Aufgabe: Man finde den Beweis dieser Aus-
sage, ohne die unter 1. bewiesencn Aussagen
zu verwenden !

4. Betrachten wir ein System von endlich
vielen Punkten in der Ebene. Wir setzen nicht
voraus, daB diese Punkte sich in allgemeiner
Lage befinden, sondern nur, daB sie nicht alle
auf ein und derselben Geraden liegen. Da
konnen natiirlich viele Geraden auftreten,
welche durch drei oder mehr Punkte des
Systems laufen, jedoch gibt es immer wenig-
stens eine Gerade, welche genau zwei Punkte
des Systems enthilt. Diese letzte Aussage
— den Satz von Gallai — wollen wir jetzt be-
weisen. ‘
Die Schwierigkeit des Problems- liegt in
der Wahl der gewliinschten Geraden. Hat
man schon eine Eigenschaft gefunden,
mit der man diese Gerade bestimmen kann,
s0 ist es leicht zu beweisen, daB sie tatsich-
lich nur zwei Punkte enthilt. Betrachten wir
die Abstinde zwischen einem Punkt und der
Verbindungslinie zweier anderer Punkte. Un-
ter diesen endlich vielen Entfernungen gibt
es eine kleinste positive (hier haben wir aus-
genutzt, daB nicht alle diese Entfernungen
gleich Null sind, d.h. nicht alle Punkte auf .
einer Geraden liegen), sei dies die Entfernung





































































