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' Vorwort

Dieses Buch ist fiir Studenten an Instituten fir Lehrerbildung der Deutschen

Demokratischen Republik geschrieben. Es wendet sich auch an Lehrer der unteren
Klassen der allgemeinbildenden polytecnnischen Oberschule der DDR und méchte
von allen, die sich iiber einige Grundlagen der Mathematik informieren oder vor--
handene Kenntnisse auffrischen wollen — Schiiler der oberen Klassen, die sich be-
sonders fiir Mathematik interessieren, nicht ausgeschlossen — gelesen werden.
Dieses Buch verfolgt das Ziel, die mathematische Bijldung der Lehrer in den unteren
Klassen. vor allem in Hinsicht guf die Grundlagen der Mathematik zu festigen und
.zu vertiefen. Es trigt dazu bei — so hoffen die Verfasser —, das Gesetz iiber das
einheitliche sozislistische Bildungssystem zu realisieren und die Kenntnisse und
Fahigkeiten unserer Schiiler zu erhdhen.

Das Buch gliedert sich in die folgenden drei Teile:

A Einfiihrung in die mathematische Logik

B Einfiihrung in die Mengenlehre

C Aufbau der Zahlenbereiche

Im Teil A beschrinken wir uns auf die (zweiwertige) Aussagenlogik und sagen
einiges iiber Quantifizierung. Am SchluBl dieses Teiles wird das logische SchlieBen
- behandelt, soweit es fiir den Lehrer notwendig erscheint.

Wir sind davon iiberzeugt, daB nach dem Durcharbeiten dieses Teiles die bei

manchem noch vorhandene Scheu vor der Beschiftigung mit Fragen der mathe-
matischen Logik genommen ist, daB sich der Leser vielmehr, von der NotWend1g-
‘keit uberzeugt hat, sich in derartige Probleme hineinzudenken und da8 er einen
Einblick in einige Anwendu smoglichkeiten gewonnen hat.

Im Teil ‘B begegnen wir mnégder Einfiihrung in die Mengenlehre einem Funda-
ment der Mathematik. Hier, wie auch in den beiden anderen Tellen, werden wir

immer wieder an die Kenntnisse der Studenten aus dem Unterricht in der allgemein-

bildenden polytechnischen Oberschule ankniipfen und sie einbeziehen. In den ver-

schiedenen Arten der Beziehungen in Mengen und zwigthen Mengen wird die Durch-

dringung von Mengenlehre und mathematischer Logik besonders deutlich.

Im Teil C werden die verschiedenen Zahlenbereiche mit ihren Gesetzen und Be-
ziehungen behandelt. Nach dem mengentheoretischen (genetischen) und axioma-
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tischen Aufbau des Bereiches der natiirlichen Zahlen (N) kommen wir iiber die
Menge der gebrochenen Zalilen (R*) zur Menge der rationalen Za.hlen (R) und schlieB-
lich Zum Bereich der reellen Zahlen (P).

Die Erweiterung des Bereiches der natiirlichen Zahlen zum Bereich der ganzen
Zahlen werden wir nlcht behandeln; wir schlieBen uns damit dem Vorgehen in
der Schule an.

Dem Zweck des Buches angemessen ist der Bereich der natiirlichen Zahlen sehr
ausfiihrlich dargestellt, die weiteren Bereiche sind dann anschaulicher behandelt
und die entsprechenden GesetzmiBigkeiten teilweise weniger streng begriindet.
Diese Teile tragen stirker informatorischen Charakter.

VerfaBt wurde das Buch auf Anregung des Ministeriums fiir Volksblldung mit
Unterstiitzung des Mitarbeiters der Hauptabteilung Lehrerbildung im Ministerium
fiir Volksbildung, Studienrat ScmoLL, von ‘Mitgliedern der Zentralen Fachkom-
mission Mathematik fiir Institute fiir Lehrerbildung und von Lehrern aus Insti-
tuten fiir Lehrerbildung. Wir danken allen, die uns bei der Entstehung und bei
-der Korrektur geholfen haben, besonders Herrn Prof. Dr. Warsca (Martin-Luther-
Universitit Halle) und Frau Dr. Dtrr (Humboldt-Universitdt Berlin), und sind
dankbar fiir jeden Hinweis, der zu einer Verbesserung dieses Buches fithren kann.

Die Autoren
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1. Gegensta.nd Anwendung und Bedeutung
der mathematischen Logik

Im Teil A 1. wird der Gegenstand der mathematischen Logik umrissen, und ihre
Stellung im System der Wissenschaften wird charakterisiert. Ausfiihrungen iiber
die Anwendung der mathematischen Logik in den technischen Wissenschaften
sowie iiber die Bedeutung des-Studiums der Logik fiir den Lehrer erginzen diese
Darstellungen.. Weiterhin werden einige Verfahren der Begriffsbestimmung, die
im Mathematikunterricht hiufig Anwendung finden, erliutert.

1L.1. Gegenstand der mathematischen Logik

Im allgemeinen Sprachgebrauch begegnen wir oft der Fqststellung »Das ist doch
logisch!** Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, daB z. B. eine Behauptung
klar und folgerlchtlg ist und als verniinftig angesehen wird. Wenn uns ein Gedanken-
gang unsinnig, d. h. nicht folgerichtig erscheint, bezeichnen wir ihn als unlogisch,
also nicht der Logik entsprechend. Seletveretﬁndlich geniigt eine solche .aus der
Erfahrung hergeleitete und oft auch gefiihlsméBig bestimmte Erklirung des Begriffes
Logik nicht den Anforderungen einer wissenschaftlichen Betrachtung. Wir erken-
nen jedoch durch den Bezug zum téglichen Leben die Bedeutung, die dieser
Disziplin zukommt, und den Gegenstand, mit dem sich die Logik befaBt. Sie be-
schiftigt sich mit dem Denken, der hochsten Form der psychischen Tatigkeit des
Menschen.

Das Wort ,,Logik‘‘ stammt aus dem Griechischen, und dort bedeutet ,,logos*‘ u. a.
soviel wie ,,Gedanke*, ,,Wort*, ,,Vernunft*, ,, Denklehre*‘. Wir haben es also
hier mit Problemen zu tun, die schon seit vielen Jahrhunderten Untetsuchungs-
gegenstand der Wissenschaftler sind.

Nun beschéftigen sich natiirlich auch andere Wissenschaften mit dem Denken.
Durch die fortschreitende Entwicklung und Vervollkommnung der menschlichen
Gesellschaft und durch die damit verbundene quantitative und qualitative Erwei-
terung des Wissens traten und treten immer neue Gebiete hinzu, die mit Denk-
prozessen im Zusammenhang stehen.
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Vom Ursprung her ist dae LOglk mit. der Philosophie verbunden, denn. der dmlek-.-
tische und historische Materialismus als philosophischer Bestandteil der marxi-
stisch-leninistischen Weltanschauung ist ,,die Wissenschaft von den allgemeinesi
Bewegungsgesetzen der Natur, der Gesellschaft und des Denkens (Erkennens)
sowie der Stellung des Menschen in der Welt® (£ [12], S. 418). Die mathematische:
Logik ist ein Beispiel dafiir — in der gegenwiirtigen Entmoklungsetappe konnen:
viele solcher Beispiele genannt werden —, daB unter Einbeziehung der Mathemablk
bedeutende Fortschritte erzielt werden konnen
Als Bindeglied zwischen der Philosophie und der Logik ist die Erkenntnlstheone
anzusehen. Sie untersucht, welches Denken richtig ist und wann. Denken richtig ist.
Auch die_Psychologie untersucht neben anderen psychischen Prozessen und den
psychischen Eigenschaften der Personlichkeit das Denken. Allerdings geht es
dieser Wissenschaft darum zu ergriinden, wie das Denken verlduft und welche Rolle
entsprechende Bedingungen dabei spielen.
Logisches Denken gibt es bereits so lange, wie die Menschhelt existiert.  Die Logik
als Wissenschaft ist aber auch schon iiber zweitausend Jahre alt. Es sind Nachweise
vorhanden, daB sich bereits im 5. Jahrhundert v. u. Z. Inder, Chinesen und Juden
mit der Logik beschéftigten. Im antiken Griechenland haben sich besonders
X ENON, SOKRATES und PLATON um sie verdient gemacht. Als eigentlicher Schépfer
der formalen Logik gilt der griechische Philosoph ArIsToTELES (384 bi§ 322 v. u, Z.)..
Er stellte Begriffe, ihre gegenseitigen Beziehungen, daraus ableitbare Urteile und
Schliisse systematisch zusammen und schuf mit den Syllogismen einen klaren
formalen Aufbau. Der Satz ;,Sind zwei Grofen einer dritten gleich, so sind sie auch
einander gleich*, der bereits in jener Zeit ausgesprochen wurde, findet auch heute
noch in dieser Formulierung Anwendung.
Im Zusammenhang mit Grundlagenuntersuchungen in der Mathematik und in
anderen Wissenschaften erfolgte die Weiterentwicklung zur mathematischen Logik.
Diese neue Disziplin ist eine qualitativ hohere Stufe der formalen Logik und durch
einen hoheren Abstraktionsgrad sowie durch neue Erkenntnisse gekennzeichnet.
Die Emwukung der Mathematik auf die Logik besteht darin, daB man von der’
Logik eine Theorie des mathematischen Folgel;ungsbegnffes und die méglichst
genaue und vollsténdige Erfassung der SchluBweisen der klassischen Mathematik
fordert.
Die Mathematisierung der Loglk besteht vor allem in der Anwendung mathe-
matiséher Methoden und in einer stirkeren Formallmerung
Aus der Philosophie heraus entstanden und nach wie vor mit ihr eng verkniipft,
hat sich die matheinatische Logik zu einer Teildisziplin der Mathematik entwickelt,
die fiir die anderen mathematischen Disziplinen Grundlagencharakter besitzt. Sie
durchdringt. alle mathematischen Gebiete und jedes menschliche Denken und ge-
winnt deshalb stindig an Bedeutung, zumal ihre Entwicklung noch nicht abge-
schlossen ist.
Wir werden in unserem Lehrbuch nur die Grundlagen der klasslschen zweiwertigen
Logik betrachten. Dabei handelt:es sich um die ersten Schritte in das umfangreicke
Gebiet der mathematischen Logik, die neben der zweiwertigen Logik noch andere
Logiken umfagt..
Die mathematische Logik stellt ferner Grundlagenuntersuchungen an, bei denen
formalisierte Theorien untersucht werden, und-zwar besonders hinsichtlich ihrer
Aziomatisierbarkeit, Definierbarkeit, Entscheidbarkeit, Unabhdngigkeit, Vollstandig-
keit und Widerspruchsfreiheit. Man spricht dabei von metamathematischen Unter-
suchungen. Im Rahmen dieses Lehrbuches ist es allerdings nicht méglich und.
beabsichtigt, niher darauf einzugehén. Wir verweisen deshalb auf ,,Fachtheore-:
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“tische Grundlagen des Geometrieunterrichts und methodische Hihweise zur Unter-
richtsgestaltung* von Dipl.-Pidd. HorsT STARKE und Dr. WorLrram TORKE (7 [21]).
Dort.wird die Frage des Aufbaus einer Theorie angeschnitten. Auf ein Problem
soll aber in diesem Zusammenhang eingegangen werden, nimlich auf die Unter-
scheidung zwischen einer natiirlichen Sprache und einer Wissenschaftssprache.
Als natiirliche Sprache bezeichnen wir die Sprache des tiglichen Gebrauchs. Bei
der Verwendung fiir wissenschaftliche Darstellungen treten bisweilen Mingel der
Sprache in Erscheinung, die sich dadurch bemerkbar machen, daB8 exakte Formu-
lierungen nicht méglich sind. Die Wérter erfahren nach und nach einen Bedeu-
tungswandel, durch verschiedene Wérter wird der gleiche Sachverhalt ausgedriickt
(z. B. ,,Pferd*, ,,RoB*), die Begriffe sind nicht immer fest umrissen (z. B. , kalt*,
,,warm'‘‘), auch sind die grammatischen Regeln nicht immer eindeutig.
Deshalb entwickeln die einzelnen Wissenschaften durch Festlegungen einen be-
stimmten eindeutigen Fachwortschatz (Terminologie des Faches). Natiirliche
Sprache und Terminologie der Wissenschaft zusammen ergeben dann die Wissen-
schaftssprache dieser Disziplin. Dabei werden stindig Wérter aus der natiirlichen
Sprache in den Fachwortschatz und umgekehrt iibernommen. Z. B. hat die Mathe-
matik das Wort ,,Menge‘ von der natiirlichen Sprache ubernommen und ihm eine
bestimmte Bedeutung zugemessen. ,,Plus‘‘ und ,,minus* gmgen in die natiirliche
:Sprache iiber. Das reicht. aber nicht aus, um alle oben umrissenen Mangel der
natiirlichen Sprache zu beseltxgen Klarheit und zugleich eine gewisse Verein-
fachung in der Darstellung wird in verschiedenen Wissenschaften (z. B. Chemie,
Mathematik) erst dadurch erreicht, daB die Sprache symbolisiert bzw. formalisiert
wird.
Im wissenschaftlichen Sprachgebrauch ist es besonders wichtig, eine klare Unter-
scheidung zwischen einem Objekt (einem Element der Realitdt), seinem gedank-
lichen Abbild (das nur im menschlichen BewuBtsein existiert) und einem sprach-
lichen Zeichen (das man zum Beispiel durch Horen oder Sehen walirnehmen kann)
vorzunehmen. Zwischen ihnen bestehen folgende Beziehungen.

Ein Zeichen ist eine Existenzform eines Abbildes.

Ein Abbild ist eine Bedeutun'g eines Zeichens.

. Ein Zeichen ist ein Name, eine Bezeichnung fiir ein Objekt.

Ein Objekt wird durch ein Zeichen bezeichnet.

Weiterhin sind die verschiedenen Sprachstufen zu beachten. Eine Theorie bezieht
sich auf bestimmte Objekte (das kénnen z. B. auch mathematische Objekte sein,
die selbst bestimmte Abstra.ktlonsprodukte sind), bedient sich also der Objekt-
sprache. Wird dagegen eine Theorie untersucht, so nennt man diese Theorie
zweiter Stufe Metatheorie. Diese bedient sich dann einer Metasprache.

BEISPIEL 1 (1.2.): : .
a) , 24+ 2= ‘(1“ ) Diese Aussage der Mathematik (ubngens symbolisiert

: und formalisiert) ist ein Ausdruck in der Objektsprache.
b) ,,,2 + 2 = 4" ist eine Gleichung.*
Diese Aussage der Mathematik sagt etwas iiber die unter
a) angefiihrte Aussage aus. Es handelt sich also hierbei
um eine metasprachliche Formulierung.

Ein Lehrer, besonders aber, wenn er Mathematikunterricht erteilt, muBl diese
Zusammenhinge kennen, damit die Schiiler von Klasse 1 an mrit der richtigen
Terminologie vertraut werden und sie auch selber benutzen lernen. Beispielsweise
sind, die Unterschiede zwischen ,,Zahl* und ,,Ziffer* eindeutig zu kliren. Aber
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1.8

auch die Grenzen einer solchen Unterscheidung miissen dem Lehrer voll bewuBt
-sein (etwa das Problem, daB man an die Tafel keine ,,Za,hl“ schreiben kann, sondern
nur das Zeichen fiir diese Zahl; aus Grundziffern z. B. in dezimaler Schreibw exse

bestehend).

1.2, ~ Anwendung und Bedeutung der mathematischen Logik

Die Logik befaBt sich mit der Analyse von Aussagen und Beweisen, sie vermittelt
klare und prignante Vorstellungen iiber das Wesen des deduktiven SchlieBens,
entwickelt das funktionale Denken und leistet einen wesentlichen Beitrag zur Her-
ausbildung eines wissenschaftlichen und schopferischen Denkverhaltens. Das be-
steht zum Beispiel im richtigen Erfassen formaler Strukturen von Aufgaben,
dem Erkennen von Gemeinsamkeiten verschiedener Erscheinungen, in der An-
wendung loglscher Gesetze und Regeln, im Streben nach Klarheit, Einfachheit
und Sparsamkeit im sprachlichen Ausdruck. °

Praktische Anwendung findet die mathematische Logik auch in den technischen
Wissenschaften. Uber die Schaltalgebra fand sie Eingang in die Kybernetik und
besondersin die BetriebsmeB8-, Steuerungs- und Regelungstechnik, die fiir die Auto-
matlslerung unserer Industrie und Wirtschaft von grundlegender Bedeutung sind.
Auch in der Elektronischen Datenverarbeitung und der Informationswissenschaft
(hier gibt es bereits eine mathematische Informationstheorie) findet die mathe-
matische Logik Anwendung. Mit Hilfe von Schaltelementen, die nach elektro-
mechanischem, elektronischem oder pneumatischem Prinzip arbeiten, werden die '
Prozesse gesteuert. Aufgabe der Schaltalgebra ist es, die Analyse und Synthese
solcher Schaltungen mit Mitteln der Aussagenlogik vorzunehmen. Jeder Schaltung
kann man nédmlich umkehrbar eindeutig einen aussagenlogischen Ausdruck zu-
ordnen (7 61 {f.).

Es ist bereits heute abzusehen, daB die mathematische Logik zu einem Grund-
lagenfach der Technik wird. v

Aus dem bisher Dargestellten ist ersichtlich, daB die Logik einen wesentlichen
Anteil an der Entwicklung der Menschheit hat. Das gilt sowohl in phylogenetischer
(gesamtgesellschaftlicher) als auch in ontogenetischer (individueller) Hinsicht.
Gesellschaft und Einzelpersonlichkeit sind darauf angewiesen, logisch zu denken,
sonst wiren sie nicht in der Lage, die Welt zu erkennen. Anderenfalls wiirde es
den Menschen wie den Tieren ergehen; die im begrenzten Rahmen ihrer Instinkt-
handlungen oft dem eigenen Untergang entgegengehen. Der Einwand, auch ohne
Studium der Logik sei man bisher im Leben gut vorangekommen, ist nur bis zu
einem gewissen Grade berechtigt. Zwar gibt es Denkweisen, die sich bei der Ent-
wicklung der menschlichen Gesellschaft als zweckmiBig erwiesen haben oder im _
Verlaufe der Personlichkeitsentwicklung anerzogen wurden und ein zielstrebiges
Reagieren ermdglichen. Doch geniigt es heute nicht mehr, auf dieser Stufe zu
verbleiben.

Um erfolgreich zu sein, neue Erkenntnisse zu gewinnen, allgemein gesagt, der abso-
luten Wahrheit stindig ndhetzukommen, bedarf es der griindlichen Kenntnis
der GesetzmiBigkeiten des richtigen Denkens. Erst dann, wenn es gelingt, diese
Gesetze bewuBt anzuwenden, konnen optimale Ergebnisse erzielt werden.

Die, Beherrschung mathematischer Termini, die exakte Formulierung der Sach-
verhalte, eine klare Bewelsfuhrung u. a. werden in allen mathematischen Dlsmph-
nen verlangt. Die Analyse eines Satzes der Geometrie erfordert ebenso wie die



Formuherung eines Gesetzes Klarheit und Priizision des Ausdrucks. Diesern Ziel
dient die ,,Einfiihrung in die mathematische Logik** im Teil A dieses Buches. Aller-
dings séllte man dabei nicht immer nur an Mathematik denken. Auch in anderen
Ausbildungsfichern wird logisches Denken benétigt, um erfolgrelch zu sein.
Hierin liegt auch die Bedeutung des Studiums der Logik fiir den Lehrer. Er mu83
diese GesetzmiBigkeiten beherrschen und bewuBt anwenden kénnen. Im Unter-
richt kommt es darauf an, die Schiiler ebenfalls zur bewuBten ‘Anwendung zu
fiihren.

Die Mathematik Hat keine elgene Logxk wenn auch von einer ,,mathematisclien
Logik* die Rede ist. Sie hat aber einen eigenen Denkstil. Fiir diesen Denkstil sind
»treffende Kiirze im Ausdruck, exakt gegliederter Uberlegungsvorgang, das
Fehlen logischer Spriinge und Genauigkeit in der Symbolik* charakteristisch.
( [4], 8. 101) In der Mathematik ist die optimale Ubereinstimmung mit einem
formal-logischen Schema anzustreben. Der mathematische Denkstil erméglicht im
hochsten Grade — wegen dieser Ubereinstimmung —, die Richtigkeit des Gedan-
kenablaufs zu kontrollieren. Dadurch kénnen Fehler verm1eden werden.

‘Der mathematische Denkstil ist eine rationalisierte Form des Denkens, und somit
ist die Erziehung zu einem derartigen Denken auch fiir alle Bereiche der Wissen-.
schaften und fiir das tégliche Leben von auBerordentlicher Wichtigkeit. Dieser
Tatsache wird in zahlreichen staatlichen Dokumenten Rechnung getragen. Im
,.Gesetz iiber das einheitliche sozialistische Bildungssystem, in dem die Aufgaben
aller Bildungsstitten beim Aufbau der entwickelten sozialistischen Gesellschaft in
unserer Republik festgelegt sind, heiBt es im § 16 u. a.:

sse « « Im Mathematikunterricht treten die sichere Beherrschung grundlegender mathe-
matischer Losungswege, das Arbeiten mit Rechenregeln, das logische Schheﬁen und

die Emfuhmng in einige spezielle mathematwche Arbeitsmethoden im den Vorder-
grund . .

Mit a.nderen— Worten: Die Schiiler sollen folgerichtig arbeiten und denken lernen.
Dazu ist es unerldBlich, daB sie in klaren Begriffen denken und sich in einer sprach-
lich eindeutigen Form ausdriicken lernen. Sie kénnen es aber nur von einem Lehrer
erlernen, der selbst diese Fahigkeiten besitzt. Der Lehrer muBl also stets Vorbild

-fiir seine Schiiler sein. Das gilt natiirlich fiir alle Unterrichtsficher und fiir alle
Bereiche des Lebens.

1.3. Arten der Begriffshestimmung

.Es kommt uns in diesem Abschnitt darauf an, Verfahren kennenzulernen, um
Neues zu erkliren. Weil es sich dabei um Einteilungen oder Klassifizierungen
handelt, miissen wir zuerst einmal festlegen, was unter dem Begriff ,,Klasse* zu
verstehen ist.

DEFINITION 1 (1.3.) — Klasse von Individuen
Eine Gesamtheit von Individuen mit (mindestens) einem

gemeinsamen Merkmal nennt man Klasse von Individuen.
( [20], S. 100)

Unter Zugrundelegung eines oder mehrerer Merkmale wird also in einer vorgege-
benen Individuenmenge eine Einteilung vorgenommeri. Da auch Klassen wieder
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13.

gemeinsame Merkmale besitzen konnen, gibt es auch Klassen von Kilassen oder
Kiassen hherer Stufe.

BEISPIEL 1 (1.3.):

Eine Grundorganisation der FDJ umfaBt z. B. alle FDJ -Gruppen eines Instltutes :
Diese sind aber jeweils wieder Klassen von FDJlern.

Bei Vorgabe eines anderen Merkmales kannein Individuum natiirlich wieder mit
anderen Elementen in eine andere Klasse gelangen.

Wir wollen das verdeutlichen.

BEISPIEL 2 (1.3.):

Wenn als Merkmal der Klassifizierung die Mitgliedschaft in der FDJ vorgegeben
ist, so wird dadurch die Bevilkerung unserer Republik (hier als Grundbereich
angenommen) in zwei Klassen geteilt, nimlich in FDJ-Mitglieder und Nicht-FDJ-
Mitglieder. Legt man dagegen die Tatsache, Reservist der NV A zu sein, zugrunde,
ergibt sich eine andere Einteilung. Es gibt nun Biirger, die sowohl FDJler als
auch Reservisten sind, aber auch solche, die nur eines von beiden sind, und schheB-
lich diejenigen, die weder FDJler noch Reservisten sind.

Wie wir am Beispiel 2 (1.3. ) gesehen haben, wird der vorgegebene Grundbereich
durch die Klasseneinteilung in Teilmengen zerlegt. Dabei erfassen die Tellmengen
alle Elemente des Grundberemhes, und jedes Element gehort genau einer Teil-
menge an ( * Begriffe ,»,vollstandig®‘ und ,,disjunkt* im Teil B).

Die Verstindigung mit anderen Menschen erfolgt entweder durch das geschnebene
oder am unmittelbarsten durch das gesprochene Wort. Im allgemeinen sind die
Worter mit einer bestimmten Klasse von Individuen oder Klassen von hlassen
verkniipft und rufen beim Menschen eine gedankliche Wldersplegelung eines Teils
der objektiven Realitdt hervor. Diesen Vorgang werten wir als Erkenntnisprozes,’
ein dialektischer Proze8, den LENxtn (7 [14], 8. 89) folgendermaBen charakterisierte:

,, yom lebendtgen Amchauen zum abstrakten Denken und von diesem zur Praxis —
da.s ist der dialektische Weg der Erkenninis der Wahrheit, der Erkenninis der
objektiven Realitat.

Das Ergebnis dieses Prozesses fiihrt zu Begﬁﬂen Begriffe stehen mit den ebén
definierten Klassen in untrennbarer Verbindung. Man kann wie folgt definieren
(~ [20], 8. 101).

DEFINITION 2 (1.3.) — Begriff

Die gedankliche Widerspiegelung einer Klasse von Indi-
viduen oder einer Klasse von Klassen auf der Grundlage
ihrer unveridnderlichen Merkmale nennt man Begriff.

'BEISPIEL 3 (1.3.):

Durch den Begriff ,,Lehrer* wird eine Klasse von Menschen gekennzeichnet, die
andere Menschen bildet und erzieht.
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13

‘Von einer impliziten Definition spricht man, wenn das Definjendum den zu defis
niérenden Begriff zusammen mit anderen bereits definierten Begnﬂ'en enthilt,

BEISPIEL 10 (1.3.):
Eine natiirliche Zahl nennt man ungerade, wenn sie bei Dnnslon durch 2den Rest 1
1a8t.

Im Mathematikunterricht der Unterstufe findet oft die genetische Definition An-
wendung. Es handelt sich hier um eine Definition, die einen zu bestimmenden
Gegenstand stets von seiner Entstehung, seinem Ursprung her bescln'eibt Sie
wird besonders dann angewandt, wenn man zeigen will, wie etwas entstariden ist.

BEISPIEL 11 (1 3.):
Wenn man in einer Ebene eine Strecke um einen Vollwinkel dreht und dabei einen
Endpunkt der Strecke festhilt, so beschreibt der andere Endpunkt einen K-reis.

Eine weitere Art der Definition findet hiufig in der Mathematik Anwendung. Wir
benutzen sie besonders im Teil C dieses Buches.

Es ist die induktive Definition oder rekursive Definition, ein Spezialfall der Defi-
nition durch Axiome. Bei dieser Art wird die Klasse des Definiendums durch eine
Gesamtheit von Sitzen festgelegt, von denen ]eder den Begriff nur teilweise be-
stimmt. Die Klasse wird systematisch auf gewissen Anfangselementen aufgebaut
( [201, S. 192 £.).

Als Beispiel sei- auf die Definition 1 (4.1.) (logischer Ausdruck) verwiesen.
Weitere Beispiele fiir die Definition durch Axiome bringt der Teil C, z. B. mit dem
PEaNoschen Axiomensystem.

Zusammenfassend kann man nun den Begriff Definition folgendermaBen definierén
(. [20], 8. 200).

DEFINITION 3 (1.3.) — Definition

Eine Definition is

a) eine Aussage, die feststellt, was ein Objekt ist, wie es
entsteht oder wie man es erkennt, oder

b) eine Regel, die festsetzt, wie ein sprachliches Zelchen
gebraucht werden soll, oder

c) eine Aussage bzw. eine Regel, die feststellt bzw. rest-
setzt, was ein sprachliches Zeichen bedeutet bzw. be-
deuten soll.

Bei der Begriffsbestimmung kénnen leicht Fehler auftreten. Wir wollen hier auf
einige hiufig auftretende Fehler hinweisen. Die Feststellung der Fehler setzt selbst-
verstindlich die Kenntnis der richtigen Definition voraus.

1. Eine Definition ist zu weit (Begriffsunterbestimmung), wenn der Umfang des
Definiens groBer als der Umfang des Definiendums ist. Es fehlen also noch
wesentliche Merkmale.

BEISPIEL 12 (1.3.):
a) Quadrate nennt. man die rechtwinkligen Parallelogramme.
(Es fehlt hier das wesentliche Merkmal, daB die Seiten kongruent sind.)
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1%
h) Kommumaten nennt man die Ka.mpfer fiir den Fneden und fiir die hamanisti-

schen Ideale der Menschheit.

(Hier fehlen noch wesentliche Merkmale, die zum Ausdruck bringen, dal Kom-
munisten aktive Vertreter des Marxismus-Leninismus sind.)

e

Eine Definition ist zu eng (Begriffsiiberbestimmung), wenn der Umfang des Defi-
niens kleiner als der Umfang, des Definiendums ist. Es sind also wesentliche
Merkmale hinzugekommen, die fiir das Definiendum- nicht zutreffen.

BEISPIEL 13 (1.3.):

a) Trapez nennt man ein konvexes Viereck mit einem Paar paralleler Selten bei
dem an den parallelen Seiten je zwei kongruente Innenwinkel liegen.
(Damit wurde ein gleichschenkliges Trapez und kein beliebiges Trapez definiert.
Durch Hinzufiigen des wesentlichen Merkmals ,,kongruente Innenwmkel“ hat
man den zu definierenden Begriff eingeengt.) .

b) GST heiflt die Massenorganisation, deren Mitglieder sich aus Segelfhegem, Fall..
_schirmspringern und FDJlern zusammensetzen. -

(Das Gesagte bezieht sich hier offensichtlich nur auf einen Teil der GST-
Mitglieder.)

Diese Fehler kann man leicht entdecken. Die Umkehrung des Satzés und das Vor-
setzen von ,,alle‘‘ oder ,,jeder* bzw. das Einfiigen von ,,nur* sind Moglichkeiten.

BEISPIEL 14 (1.3.):

a) Alle rechtwinkligen Parallelogramme sind Quadrate. (Das stimmt offenbar
nicht.)

b) GST heiBlt die Massenorganisation, deren Mltgheder sich nur aus Segelfliegern,
Fallschirmspringern und FDJlern zusaimmensetzen.
(Auch hier tritt der Fehler klar hervor.)

3. Die Definitionen diirfen keine Zirkel enthalten, d.h., der definierende Begriff
- darf den zu definierenden weder unmittelbar noch mittelbar enthalten. -

BEISPIEL.15 (1.3.):

Psychologie nennt man die Wissenschaft, die sich mit der Lehre von der Psyche
beschiftigt.

(Hier wurde der Begriff ,,Psychologle“ durch sich selbst erklirt.)
4, Die Definition soll moglichst nicht negatw sem, weil der Begriffsumfang dann
meist sehr unbestimmyt ist.

In einigen Fillen ist allerdings eine negative Deflmtlon, d. h. eine Begriffsbestim-

mung durch Angabe von Eigenschaften, die der zu definierende Begriff nicht hat,
unvermeidlich.

Ein typisches Beispiel dafiir ist die Definition irrationaler Zahlen:

BEISPIEL 16 (1.3.):
Irrationale Zahlen nennt man alle reellen Za,hlen ‘die nicht rational sind.

5. Eine Definition darf nicht mit der Aufza,hlung der Arten des Begriffes verwech.-
selt werden.
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1.3.

BEISPIEL 17 (1.3.):
Vierecke sind Quadrat, Rechteck, Rhombus, Trapez usw.

Fiir eine exa.kte Definition sind noch mehr Gesichtspunkte zu beriicksichtigen.
Es diirfen u. a. keine Nebenséchlichkeiten und iiberfliissigen Merkmale eingestreut
oder zweideutige und bildhafte Ausdriicke verwendet werden. Diese Gesichtspunkte
sind jedoch von untergeordneter Bedeutung.

Nicht immer sind exakte Definitionen moglich bzw. notwendig (z. B. fehlende
fachliche Voraussetzungen oder zu groBer Aufwand).

Oft geniigt es aber, mit Hilfe eines ,,definitionsihnlichen Verfahrens‘‘ das zum
Ausdruck zu bringen, was wesentlich ist. Zu diesen Verfahren, die man als Vor-
stufen bzw. als Ersatzverfahren fiir eine Definition ansehen kann, gehoren u. a.:

1. Hinweis
Hierbei handelt es sich um da.s einfachste Verfahren, bei sinnlich wahrnehmbaren
Objekten bestimmte Merkmale zu betonen (z. B. Farbe, Form).

BEISPIEL 18 (1.3.):
Bernsteine sehen gelb aus.

2. Beschreibung bzw. Charakteristik

Bei der Beschreibung werden eine Reihe von Merkmalen aufgezdhlt (moglichst
genau und vollstindig). Die Aufzéhlung kann z. B. einen zeitlichen: Ablauf oder
auch eine ria',umliche Anordnung beinhalten.

BEISPIEL 19 (1. 3 ):
Ein Rechenstab besteht aus Stabkérper, Zunge und Léufer. Dabei sind Zunge
und Léufer am Stabkérper beweglich angebracht.

Die Charakteristik hebt besonders kennzeichnende Merkmale hervor.

BEISPIEL 20 (1.3.):
Es ist eine Eigenart der Addition von Zahlen, daB fiir sie in allen Zahlenbereichen
das Kommutativgesetz gilt.

3. Vergleich bzw. Differenzierung

Im Gegensatz zur eigentlichen Begnffsbestlmmung setzen Vergleich und Differen-
zierung das Vorhandensein zweier Begriffe voraus. Ahnlichkeiten bzw. Unter-
schiede werden festgestellt. Vergleich und Differenzierung haben oft eine dhnliche
.Form wie die Sachdefinition.

BEISPIEL 21 (1.3.):

a) Die Kommunisten bilden die Vorhut der Arbeiterklasse.

b) Der Wasserstoff unterscheidet sich vom Sauerstoff dadurch, da8 er selbst brennt,
aber die Verbrennung nicht unterhélt.
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14.

1.4, Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)
1. Womit beschéftigt sich die Logik ?.
2. Welche Beziehungen bestehen zwischen Logik und Philosophie bzw. Psychologle?
3. Warum ist die Loglk eng mit der Erkenntnistheorie verkniipft ?
4. Weshalb sprechen wir von einer ,,ma.thema.tmchen Logik*‘ ?
5. Welche Beziehungen bestehen zwischen déen Begriffen ,,Objekt*, ,,Abbild“ und

=]

® 3

sZeichen** ?

. Was wissen Sie iiber die Anwendung der Logik im téglichen Leben und wo findet

die Logik noch Anwendung ?

. Welche Stellung nimmt die mathematische Logik innerhalb der Mathematik ein ?
. Welche Bedeutung hat die Logik fir den Mathematikunterricht in den allgemein-

bildenden polytechnischen Oberschulen und speziell fiir den Unterricht in den
unteren Klassen ?

. Was verstehen wir unter ,,Klasse‘, ,,Begriff'‘ und ,,Definition‘‘ ?

. Welcher Zusammenhang besteht zwischen »»Begriffsinhalt‘‘ und ,,Beguffsumfang“ ?
. Erldutern Sie einige wesentliche Definitiorisarten!

. Wie entstehen Fehler beim Definieren ?

. Erldutern Sie Verfahren, die als Vorstufe fiir eine -exakte Definition dienen kénnen !
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2. Einige Begriffe
der mathematischen Logik

Mit Hilfe der im Teil A 1. erarbeiteten grundlegenden Einsichten werden wir jetzt
das Gebiet der mathematischen Logik soweit aufbauen, wie es fiir unsere Belange
‘notwendig ist. Im Teil A 2. wollen wir die aus dem Mathematikunterricht der
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule bereits bekannten Begriffe Term,
Variable und Konstante niher betrachten, um mit ihrer Hilfe die wichtigen Begriffe
Aussage und Aussageform zu entwickeln.

2.1. Terme, Variable, Konstanten

Eine der Elgenarten der mathematischen Ausdrucksweise ist es, Ob]ekte gedank-
liche Gebllde, Verkniipfungen und Beziehungen durch Symbole (Zeichen) darzu-
stellen sowie diese miteinander zu verkniipfen. Die Zusammenhinge zwischen
den Begriffen ,,Objekt, ,,Abbild** und ,,Zeichen‘‘ wurden bereits angegeben
(7 13).

An Hand eines Beispieles wollen wir uns die neuen Begriffe erarbeiten.

Aus einem der Hefte ,,Mathematische Ubungen‘ fiir Klasse 1 wurde folgender
mathematischer Ausdruck entnommen.

8+ <12

Diese Zeichenreihe enthiilt verschiedenartige Zeichen.
‘Wir untersuchen diese Zeichen einzeln. i

a) ,,8' und ,,12 sind Zeichen fiir die Zahlen Acht bzw. Zw6lf. Man nennt ‘sie
Ziffern. Sie werden im Dezimalsystem stets als ,,Acht* bzw..,,Zwolf* interpre-
tiert (gedeutet). Solche Symbole heien Konstanten.

b) Das Zeichen ,,z‘‘ hat eine besondere Elgenscha,ft Es kann.aus dem Zeichen-
vorrat fiir Zahlen — in diesem Falle aus dem eines Schiilers der 1. Klasse —
durch eine beliebige Ziffer ersetzt werden. Mit anderen Worten: Die Schiiler
kénnen an Stelle von ,,2‘ die Ziffer fiir eine beliebige Zahl aus der Menge der
natiirlichen Zahlen von Null bis Hundert schreiben. Das Zeichen ,,z* ist hier
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eine Variable. Sie kann mit beliebigen Elementen aus dem vorgegebenen
Grundbereich der Variablen belegt werden. Dabei verstehen wir unter Grund-

- bereich oder Grundménge (in Zeichen: @) diejenige Objektmenge, aus der die
Elemente .genommen werden, deren Bezeichnungen an Stelle der Variablen
eingesetzt. werden. In unserem konkreten Fall ist es der Bereich der natiir-
lichen Zahlen. Der vorhegende Ausdruck ,,8 + x < 12 laBt nur die Bele-
gungen ,,0%, ,,1%, ,,2°° oder ,,3‘‘ zu, wenn dieser in eine wahre Aussage iiber-
gehen soll.

c) Das Zeichen ,,4-‘ (Symbol fiir Addmon) gehort zu den Operationszeichen und
besitzt eine feste Bedeutung Esbezeichnet die Verkniipfung der Konstanten ,,8°
"mit der Variablen ,,z‘

d) Das Zeichen ,,<* bnngt eine Beziehung zwischen ,,8 4 z*‘ und ,,12‘ zum Aus-
druck. Es symbolisiert in der Mathematik die Kleiner-Beziehung und gehort
wie auch das Gleichheitszeichen zu den Relationszeichen. Diese Zeichen be-
sitzen ebenfalls eine feste Bedeutung.

e) 'AuBlerdem werden in der mathematischen Formelsprache noch gewisse tech-
nische Zeichen — z. B. Klammer, Komma, Semikolon — verwendet.

Nachdem wir an diesem Beispiel erkannt haben, da8 uns die genannten Begriffe-

bereits durch den Unterricht. der Schule geliufig sind, wollen wir durch Defini-
tionen klare Abgrenzungen vornehmen.

DEFINITION 1 (2.1.) — Konstante
Eine Konstante ist ein Zeichen, das eine bestimmte feste
Bedeutung besitzt.

Eine Konstante hat also im Gesamtverlauf einer Untersuchung oder beim Losen
einer Aufgabe stets ein und dieselbe Bedeutung.

'BEISPIEL 1 (2.1.):
Zu den Konstanten gehéren u. a. die Zeichen
, ,,—23—“, 2 (reelle Zah.len)‘;
A 5,65, 1,k (physikalische Konstanten);
»="%,,, <", L (Relationskonstanten).

, ,

N1} (X3 13 13
’)n H ’)e ”’!0 ’ ,’1

DEFINITION 2 (2.1.) — Variable
Eine Variable ist ein Zeichen fiir beliebige Elemente aus
einem fest vorgegebenen Grundbereich. .

Das heifit, eine Variable kann durch ein Zeichen fiir ein beliebiges Element aus der
: Grundmenge ersetzt werden. Man spricht dann von Variableneinsetzung oder
Variablenbelegung oder Variableninterpretation.

BEISPIEL 2 (2.1.):

In der Mathematik werden im allgemeinen Buchstaben zur Kennzeichnung der
Variablen verwendet.

So. bedeuten in der Funktionsgleichung y = 3 dJe Buchstaben ,,z*‘ und ,,y“
Variable, fiir die z. B. Zahlzeichen reeller Zahlen eingesetzt werden kénnen.

In der Glelohnng a + b =>b+4 asind ,,a* und ,,b* Variable, die durch ]edes Ele-
ment eines beliebigen Zahlenbereiches belegt werden kénnen, ,,-+* ist wie vorher
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21.

das Zeichen fiir die Addition. Bei jéder beliebigen Variableninterpretation von-
»a' und ,,b* ergibt sich aus dieser Zeichenreihe eine wahre Aussage, sie dient zur.
Angabe der Kommutativitit der Addition in jedem Zahlenbereich. .

Die den Operations- und Relationszeichen entsprechenden Operationen und Rela-
tionen werden ausfiihrlich im Rahmen des Teiles B ,,Einfiihrung in die Mengen-
lehre‘‘ behandelt. Diese Zeichen und die technischen Zeichen werden so verwendet,

wie wir es aus dem Unterricht der allgememblldenden polytechnischen Oberschule
kennen.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der uns ebenfalls bereits bekannte Begriff Term.
Wir verstehen darunter Konstanten, Variable und deren Zusammensetzungen mit
Hilfe von Operationszeichen und technischen Zeichen. In Termen kommen keine
Relationszeichen vor.

Terme sind also Bezeichnungen mathematischer Objekte oder Zeichenverkniipfun-
gen, in denen Variable, Konstanten und Operationszeichen vorkommen und die
durch Interpretation der Variablen in Bezeichnungen mathematischer Objekte
ubergehen Das mathematische Objekt, dessen Bezeichnung ein Term ist bzw.

in dessen Bezeichnung der Term nach Interpretation der Variablen iibergeht, heiBt
‘Wert des Terms.

In diesem Buch bezeichnen wir Terme, die keine Vanable enthalten mit grofen
lateinischen Buchstaben, z. B.mit 7, T, Ty, . . ., S, . . . , S,. Terme, die Variable
enthalten, werden wir in unseren Betrachtungen mit groBen lateinischen Buch-
staben und zusidtzlicher Angabe der Variablen bezeichnen, z. B. mit 7T'(z),
Tz, y,2),...

BEISPIEL 3 (2.1.):
T,=2; T,= -;T ; Tyo(xz) = z + 1 mit x € N (gelesen: = ist Element von N);
Ty(x) = z (x + 4) + 1 mit z € P (gelesen: z ist Element von P)

Dabei sollen N bzw. P die Zeichen fiir die Menge der natiirlichen bzw. reellen Zahlen
sein.

Die Terme T, und 7T, bestehen nur aus Konstanten. Wird im Term T,(z) die

Variable z. z. B. durch 4 ersetzt (7 23), so erhilt man T,(4) = 4 + 1 oder kiirzer

T,(4) = 5. Durch diese Belegung erhilt also T'y(x) den Wert Fiinf.

Der Wert von T'y(z) ist beispielsweise bei der Belegung x = |/2 die reelle Zahl

34+4.y2.

Bei Terlr/nen, die Variable enthalten, muBl stets der Bereich angegeben werden,

aus dem die Variablen belegt werden diirfen (es sei denn, daB eine generelle Verein-

barung getroffen wird). Im Term T,(z) = « + 1 diirfen beispielsweise auf Grund

der Angabe z € N an Stelle von z nur Zeichen fiir natiirliche Zahlen gesetzt werden.

Im Term T,(z) = 2 + 4 = + 1 darf wegen z € P fiir die Variable z das Zeichen

fiir eine beliebige reelle Zahl gesetzt werden.

In diesem Zusammenhang sind einige Bemerkungen zu den.Begriffen ,,Grund-

bereich‘ und ,,Definitionsbereich*‘ notwendig. Der Definitionshereich (in Zeichen:

D) eines Terms ist der Teilbereich des Grundbereichs, fiir den der Wert des Terms.
wieder ein Objekt des Grundbereichs ist. Es gibt Beispiele sowohl dafiir, daB

Grundbereich und Definitionsbereich iibereinstimmen, als auch dafiir, daB der -
Definitionsbereich nur einen echten Teilbereich des Grundbereiches ausmacht.
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BEISPIEL 4 (2.1.):

a) T(z) =10 — z
Grundbereich @ sei der Bereich N. Definitionsbereich D ist dann nur die
Menge der natiirlichen Zahlen von 0 bis 10, denn z. B. 10—11 bezeichnet kein
Element aus N.

b) T(x) = 8 4+ = (7 22)
Wenn G = N gewihlt wird, so ist auch D = N, denn die Add,ltlon fiihrt aus N
nicht heraus.

Das Ermitteln der Werte von Termen ist bereits Gegensta.nd des Anfa,ngsunter-
richts. Terme wie

24+1;1+44;:3+2
werden schon Schiilern der 1. Klasse zur Berechnung vorgelegt. Aber auch Terme,
die Variable enthalten, finden wir in der Unterstufe. Solche Aufgaben werden
oft in Form von Tabellén gestellt, wobei die Belegungen vorgegeben sind, z. B.
in ,,Mathematische Ubungen* fiir Klasse 1, Heft 2, Best.-Nr. 00 01 10.

a a— 4 a ‘e a+ e
0 4| s 9
6 5 3
8 7 8
7 6 4
9 11 5
2.2. . Aussagen

Die marxistisch-leninistische Philosophie hat die Wechselwirkung zwischen Mensch
und Umwelt als wichtigen Faktor der Entwicklung erkannt. In dieser stindigen
Auseinandersetzung mit seiner Umwelt duBert sich der Mensch zu bestimmten
Dingen und Erscheinungen. Dabei entstehen neben Fragen, Wiinschen, Auffor-
derungen u. a. auch Aussagen. Es sind Aussagen im Sinne der Umgangssprache,
denn iiber einen bestimmten Sachverhalt wird wirklich etwas ausgesagt. In den
Aussagen spiegelt sich also die den Menschen umgebende objektive Realitdt wider.
Da Denken und Sprache eine dialektische Einheit bilden, erfolgen diese AuBerungen
mit Hilfe sprachlicher Mittel (gesprochen oder geschrieben).

Aussagen sind sinnvolle sprachliche Gebilde, die entweder. wahr oder falseh
sind.

Bereits die klassische Logik hat durch Sitze bzw. Prinzipien iiber den Wahrhelts-
gehalt einer Aussage Festlegungen getroffen.

Das ,,Prinzip der Zweiwertigkeit'‘ besagt:
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
Daraus lassen sich zwei Sitze ableiten.
Der ,,Satz vom ausgeschlossenen Dritten‘‘ besagt:
Jede Aussage ist wahr oder falsch.
Der ,,Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch‘‘ besagt:
Keine Aussage ist wahr und falsch zugleich.
Wir werden bei spiteren Betrachtungen feststellen, daB die beiden abgeleiteten
Sitze zusammen genau dasselbe besagen wie das ,,Prinzip der Zweiwertigkeit‘
Folglich kann man auch umgekehrt herangehen, ndémlich vom ,,Prinzip vom aus-
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3.

geschlossenen Dntten und vom ,,Pnnz:p vom ausgeschlossenen Wlderspruch“
ausgehend den ,,Satz von der Zweiwertigkeit* ableiten.

Jeder Aussage wird somit ein Wahrheitswert — entweder ,,wahr“ (W) oder ,,falsch*
(F) — zugeordnet. Deshalb spricht man auch von einer zwelwertlgen Logik
Folgende Gebilde sind auf Grund der Festlegung Aussagen.

BEISPIEL 1 (2.2.): , :

a) Beim freien Fall betrigt die Beschleunigung auf unserem Planeten rund
9,81 m/s?. (W)

b) Dresden ist die groBte Stadt unserer Republik. (F)

¢) 74+ 4=10(F)

d) Fiir alle reellen Zahlen ¢ und b gilt: a + b = b + a. (W)

‘Wie wir sehen, kann es sich dabei sowohl um umgangssprachlich formulierte als
auch um formalisierte Aussagen handeln. Allgemein kann man sich merken:
Eine Zeichenreihe ist dann Existenzform einer Ausso,ge wenn sich die Aussage auch
‘umgangssprachlich formulieren 148t.

Allerdings stellen nicht alle Sitze der Umgangssprache Aussa,gen dar ( 25).

Man unterscheidet Einzelaussagen (7 Beispiel 1(2.2.), b) und c)), -Universalaus-
sagen oder Allaussagen (7 Beispiel 1 (2.2.), a) und d)) und Existentialaussagen
(z. B.: Es gibt Primzahlen, die kleiner als 100 sind).

Die Zuordnung der Wahrheitswerte (W) oder (F) zu einer Aussage ist im allgemei-
nen nicht so einfach wie bei den oben angefiihrten Beispielen. Obwohlim ,,Prinzip
der Zweiwertigkeit‘‘ klar zum Ausdruck kommt, daB eine Aussage entweder wahr
oder falsch ist, kann nicht von jeder Aussage sofort entschieden werden, ob sie
wahr oder falsch ist. Es gibt in der Mathematik noch Aussagen, die bis heute
unbewiesen geblieben sind (Beweis als Wahrheitssicherung aufgefaBt).

BEISPIEL 2 (2. 2. )y
a) Die Aussage, daB sich jede gerade Zahl, die groBer als 4 ist, a,ls Summe zweier-
v Primzahlen (die Zahl 2 ist ausgenommen) darstellen 1iBt — die sogenannte
GorpBacHsche Vermutung —, besteht seit 1742. Es ist bis heute nicht entschie-
den, ob sie wahr oder falsch ist.

b) Der sogena,nnte ,,GroBe anazA'rschze Sa.tﬁ“, wonach die Gleichung
-yt =2 3T+ 47=
keine Losung in von Null versch.ledenen ganzen Zahlen z, y, z hat; wenn

n gréBer als 2 ist, konnte allgemein bis heute nicht hewiesen, aber auch nicht
. widerlegt werden, Fiir » = 2 erhélt man pythagoreische Zahlen.

Aussagen konnen nicht nui' nach ihrem Wa.hfheitswert, sondern auch hinsichtlich
ihres Umfanges klassifiziert werden. Darauf kommen wir im Teil A 2.3. zuriick.

2.3. Aussageformen

Wir haben bereits die Zeichenreihe

8 +2<12
da.zu benutzt, einige Begriffe zu klaren (7 22). Auch jetzt wollen wu* an lh.l‘ wei-
tere Begriffe erlautern. .
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»8 + z < 12 mit z € N stellt offensichtlich keine Aussage dar.. Diese Zeichenreihe

ist weder ,,wahr* noch ,,falseh*‘. Durch. Belegung der Variablen z kénnen wir aller-

dings aus ihr sowohl wahre als auch falsche Aussagen bilden. So erhalten wir bei

den Belegungen ,,0%, ,,1¢, ;2 und ,,3‘ stets wahre Aussagen, Bei sonstigen Be-

legungen entstehen stets falsche Aussagen. Wir haben es also in diesem Falle '
mit einer besonderen sprachlichen AuBlerung zu tun, die zwar keine Aussage ist,

jedoch durch Belegung der Variablen zu einer Aussage gemacht werden kann.

Mathematische Ausdriicke dieser Art bezeichnet man als Aussageformen. Die

Variable(n) in solchen Ausdriicken nennt man freie Variable.

DEFINITION 1 (2.3.) — Aussageform

Ein sprachliches Gebilde, das (mindestens eine) freie
Variable enthilt und zu einer Aussage wird, wenn man
alle auftretenden Variablen durch Qbjektbezeichnungen.
des Grundbereichs ersetzt, nennt man Aussageform.

Aussageformen entstehen, wenn man zwischen Terme, die- Variable enthalten,
bestimmte Relationszeichen setzt. Wir bezeichnen analog zur Vereinbarung bei
Termen (7 24) die Aussageformén mit H(z,, . . . , z,).

Alle Elemente; deren Bezeichnungen eine Aussageform in eine Aussage tiberfiihren,
bilden die Erfiillungsgrundmenge oder Lisungsgrundmenge dieser Aussageform.
Die Ertiilllungsmenge oder Lsungsmenge. umfaBt dabei nur diejenigen Elemente
der Losungsgrundmenge, deren Bezeichnungen eine Aussageform in eine wahre
Aussage iiberfithren. Dabei ist der Begriff der Menge so zu verwenden, wie er auch
im Mathematikunterricht der allgemeinbildenden- polytechnischen Oberschule

benutzt wird, nimlich als Zusammenfassung von genau unterscheidbaren Objekten
zu einer Gesamtheit. ’ ’ ’

Die Lésungsmenge L der Aussageform 8 4 z < 12 mit z € N ist
L={0,1,2,3}.
Im Falle 10 — 2 > 5 mit z ¢ N ist-
L={0,1,23,4}.
Die Aussageformen lassen sich klassifizieren. .-
Solche Aussageformen, die durch mindestens eine Belegung in eine wahre Aussage

iiberfiihrt werden konnen, heiBen erfiillbar. Alle iibrigen werden'als nicht ertiillbar
bezeichnet.

Unter den erfiillbaren zeichnen sich dann die allgemeingiiltigen Aussageformen

aus. Das sind diejenigen, die bei allen Belegungen durch Elemente des Grund--
bereichs in eine wahre Aussage iibergehen.

BEISPIEL 1 (2.3.):

a) Unser Beispiel 8 + & < 12 stellt eine erfiillbare Aussageform dar (Ldsungs-
menge 8. 0.). )

b) Die" Aussageform z? = — 1 ist dagegen im Bereich der reellen Zahlen nicht
erfiillbar.

. ¢) Die Aussageform .
a+b=b+a )
ist in allen Zahlenbereichen allgemeingiiltig, denn jede Belegung von a und b

mit beliebigen Zahlen eines gewissen Zahlenbereichs fiihrt zu einer wahren
Aussage (Kommutativgesetz der Addition).
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2;-3;- .
Die folgende Tabelle verdeutlicht diese Sachverhalte ( / n;ﬁch.,Bild'IOQ/l).

Aussageformen
Nicht erfiillbar - " Erfiillbar

Nicht allgemeingiiltig Allgemeingiiltig
Nicht erfiillbar, Erfiillbar, aber nicht Allgemeingiiltig,
wenn die Lésungs- allgemeingiiltig, wenn ‘jedes Element der
menge kein Element wenn die Losungsmenge Lésungsgrundmenge auch
enthalt eine echte Teilmenge der Element der Losungs-

Lésungsgrundmenge ist menge ist

y
///0

Kontradiktion Neutralitiit Identitit

\

Durch einige Beispiele ‘wollen wir diese Klassifizierung der Aussageformen besser
verstindlich machen. :

BEISPIEL 2 (2.3.):

(@a+b2=0a*+2ab+d> mit a,beP
Bei jeder Belegung von a und b aus dem Grundbereich erhéilt man eine wahre
Aussage. Unser Beispiel ist also eine in der Menge der reellen Zahlen allgemein-
giiltige Aussageform. Die Erfiillungsmenge ist die Menge aller Paare [a; b], wobeia
und b Elemente aus dem Grundbereich sind ; sie ist in diesem Falle mit der Lésungs-
grundmenge identisch. Wir haben es hier mit einer Identitit zu tum.

BEISPIEL 3 (2.3.): .
(@+b)2=0a2+b* mit a,becP

Die folgende Tabelle zeigt, daBl aus dieser Aussageform sowohl wahre als auch

falsche Aussagen gebildet werden konnen. Die Erfiillungsmenge ist hier lediglich

eine echte Teilmenge der Losungsgrundmenge. Die Losungsmenge besteht wie im

Beispiel 2 (2.3.) ebenfalls aus geordneten Paaren von Elementen des Grundbereichs.

Es handelt sich um eine Neutralitét.

a b (a + b)? a? + b? Wahrheitswert
0 0 . 0 w

0 3 9 9 w

6 0 36 36 W

1 2 9 5 F
12 ,| 7 361 193 F
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BEISPIEL 4 (2.3.):

22 —bx+10=0 mit zxeP
Es gibt kein Element im Grundbereich, das diese Aussageform erfiilit. Jede Be-
legung fiihrt zu einer falschen Aussage. Wir haben es mit einer Kontradiktion
zu tun.

AuBer der Variablenbelegung gibt es noch eine weitere Methode, Aussageformen
in Aussagen iiberzufiihren. Mit Hilfe gewisser Formu.herungen lassen sich ndémlich
Variable binden, wodurch aus der betreffenden Aussageform eine Auksage entsteht.
Die Variablen werden dann als ,,gebunden* bezeichnet (im Gegensatz zu freien
Variablen’; # 27). Man nennt dieses Verfahren Quantifikation. Darauf wird aber
im Teil A 4.5. néher ‘eingegangen. Hier seien nur die wichtigsten Fille an Bei-
spielen dargestellt.

BEISPIEL 5 (2.3.):

a) Es gibt natiirliche Zahlen z, fiir die gilt: 8 4 2 < 12

b) Es gibt keine reelle Zahl =, fiir die gilt: 22 = — 1.-

‘c) ‘Fiir alle reellen- Zahlen a und bgilt:a +b=1>+ a.

d) Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt: a | 12 (& ist Teiler von 12).
In allen Fallen handelt es sich um wahre Aussagen.

Wir haben also festgestellt

Belegt man in einer Aussageform alle auftretenden Variablen mit Elementen aus
dem zugehoérigen Grundbereich oder bindet man alle auftretenden Variablen, so
entstehen Aussagen. Fiir eine Variable, die mehrfach auftritt, miissen bekanntlich
bei ein und derselben Belegung stets dieselben Elemente eingesetzt werden.

Ein Schema soll den Zusammenhang ,,Term—-Aussa.geform-—-Aussage bei éiner
Variablenbelegung verdeutlichen. -

Belegung der Variablen mit Elementen

Term aus dem Grundbereich ‘WTrt
Relations- .
:e?clllzx;s Aussa'.getfbrm Aussage Relai,tign
I - ; !
Term ;Qe_lggung der Variablen mit Elementen Wert

aus dem Grundbereich

SchlieBlich wollen wir noch einige mathematische Ausdriicke daraufhin be-
trachten, wie sie sich jetzt unter Verwendung der neuen Terminologie der mathe-
matischen Logik darstellen. Wir wihlen dazu nur mathematische Sachverhalte
aus, um den Mathematikstoff der allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule
zu wiederholen und zu vertiefen.

Der Grundbereich fiir diese Beispiele soll, wenn nicht anders verlangt, die Menge N
sejn.

BEISPIEL 6 (2.3.):

Analyse mathematischer Ausdriicke

a)4-3+5 b)3 <27 c)a:3—-2b
d)14:6=3 e) |2t 4* =2 f) sini‘-<1
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~g) Fiir Jedes x € P gibt es genau ein Yy e P mit der Eigenschaft: y'= 22 z—1.
h) 4 ist eine gerade Zahl, und 11 ist eine Primzahl.
i) Wenn o kleiner als b ist, so ist a? kleiner-als b2.
k) x ist_ein Parallelogramm mit gleich langen Seiten. (Der Grundbereich ist in
diesem Falle die Menge der -Parallelogramme.)

Wir untersuchen jetzt diese Beispiele dahingehend, ob sie Terme, Aussageformen
oder Aussagen sind.

Zu a): Ein Term, dessen Wert 17 betragt

Zu b): Eine Aussageform. Die Erfiillungsmenge L = {4, 5, 6} ist_eine echte Teil-
menge der Menge N. Demnach ist diese Aussa,geform erfiillbar.

Zu c¢): Ein Term T (a, b) .

Zu d): Eine falsche Aussage

Zu e): Eine Aussageform: Diese Aussageform ist erfiillbar. Die Erfiillungsmenge
ist die Menge der ,,Pythagoreischen Zahlentripel*.

Zu f): Eine wahre Aussage

Zu g): Eine wahre Aussage, die aus der Ausgangsform y = 2z — 1 durch Va-
riablenbindung beider Variablen (;,Fiir jedes = . . . gibt es genan ein y . . .*)
gebildet wurde.

Zu h): Eine wahre Aussage

Zu i): Eine erfiillbare und sogar. allgemeingiiltige Aussageform, die aus den zwei
Aussageformen a < b und a? < b? gebildet wurde. Die Aussa,geform wird

_ von allen geordneten Paaren erfiillt.

Zu k): Eine erfiillbare Aussageform. Die Erfiillungsmenge 1st eine echte Teﬂmenge

des Grundbereiches.

2.4, ) Umformen von Termen und Aussageformen

Wir wollen nun an einigen Beispielen zeigen, wie man Terme und Aussageformen
umformen kann. Die Verfahren sind bereits aus dem Mathematikunterricht. der
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule bekannt, so daB sich eine aus-
fiibrliche Begriindung eriibrigt.

Das Umformen von Termen gehért zu den grundlegenden Aufgaben des Mathe-
matikunterrichts aller Klassenstufen. Im allgemeinen will man dadurch einfachere,
iibersichtlichere oder zweckmiBigere Formen gewinnen. Als Ergebnis von Um-
formungen erhélt man neue Zeichenkombinationen, die aber mit dem vorge-
gebenen Term dquivalent — d. h. gleichwertig — sind. Bereits in der 7. Klasse
haben wir gelernt, daBl zwei Aussageformen (dort waren es Gleichungen) genau
dann dquivalent (gleichwertig) sind, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.
Bei Umformungen von Termen in dazu dquivalente diirfen diese Terme mit den
ihnen dquivalenten durch Gleichheitszeichen verbunden werden. Dabei entsteht
aus einem gegebenen Term und dem zu ihm durch Umformung dquivalenten
Term eine allgemeingiiltige Aussageform bzw. eine wahre Aussage. Wichtig ist
dabei aber die Betrachtung der entsprechenden Grund- und Definitionsbereiche,
damit keine Fehler entstehen.

Das Ermitteln der Erfiillungsmenge einer Aussageform ist im allgemeinen nicht
unmittelbar méglich. Belegungen aus dem vorgegebenen Grundbereich fiihren
nur selten zum Ziel, weil die Aussageformen oft nicht leicht zu iibersehen sind
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und dadurch viel Zeit mit Probieren vertan wird. Aus diesern Grunde formi
man die vorgegebene Aussageform derart um, daB zum SchluB die Erfiilllungs-
menge sofort erkennbar ist. Es ist allerdings nicht i immer mdoglich, alle Elemente
der Erfiillungsmenge aufzuzihlen. <

An den nun folgenden Beispielen werden wir sehen, daB unsere neuen Begriffe
»Term‘ bzw. ,,Aussageform* solche Begriffe wie ,,Bruch*, ,,Polynom'* bzw. ,,Glei-
chung‘* oder ,,Ungleichung‘‘ mit einschlieBen und darum umfassender sind.

BEISPIEL 1 (2.4.): B
a) Im Mathematikunterricht der 3. Klasse wird der Wert des Terms

T =175+ 96  ermittelt (,,die Aufgabe ausgerechnet*).
' 175 + 96 = 175 4 (90 - 6)
= (1756 + 90y £ 6
= 2656 4+ 6
= 271

b) In den oberen Klassenstufen sind hdufig Terme umzuformen, die die Form
von Briichen oder Quotlenten haben. Dabei werden u. a. solche Umformungen
vorgenommen, die wir als Faktorenzerlegung baw. Erweitern ‘bezeichnen.

1 1 1 b?

T =T sat o T @ a—ar
az+2ab+b2 (@ + b)2 . a’(a — b).
Faktoren- —bd =@+ b)(e—0b) a?(a 4+ b) Erweiterungs-
zerlegung a2 — a2 (@ + b)2 (@ — b) Sfaktoren
—azbz—az(a+b)(a—b) (@ + b)

Hauptnenner: a® (a -|- b)2 (¢ — b)

a? (a—b)+a’-’(a+b) — (a+b)2(a—b)—b2(a+b)
(@ b) = a?(a + b)2(a — b)

a’(e —0b) . . . ;
=@ @b @—b Bedingungen: a &= 4 b

1 : a0
B abep

DEFINITION 1 (2.4.) — Gleichung/Ungleichung
- Wird zwischen zwei Terme 7', und 7', ein Gleichheits-
zeichen gesetzt, entsteht eine’Gleichung. Sie hat die
Form
Tl = Tz .

Wird zwischen die Terme T1 und T, das Kleiner-
Zeichen gesetzt, entsteht eine Ungleichung. Sie ha,t
die Form'

T, <7T,.

31



24.

Kommen in einer Gleichung oder einer Ungleichung keine Varigblen vor, so
handelt es sich entweder um eine wahre oder um eine falsche Aussage.

Die Losungsmenge einer Gleichung bzw. Ungleichung mit Variablen kann man
oft ermitteln, indem Umformungen in #quivalente Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mit dem Zlel vorgenommen werden, die einfachste Form der Gleichung
zu erhalten. Aus dieser lassen sich dann die Losungen ablesen.

Beim Umformen sind die folgenden Sitze anzuwenden.

T,= Tz ist dquivalent mit 7', + T'=T, 4+ T, -
dquivalent mit 7, - '=T, - Tund T, : T =T, : T,
wenn der Wert von7' 540 .
T < T,istaquivalent mit 7, + 7 < T, + T,
a,q;nva,]ent mit 7, - T < T T bzw T,: T < Ta : T
wenn der Wert von 7' > Ound
dquivalent mit 7, - T > Ty - TbzwsT, : T > T, : T,
wenn der Wert von 7' << 0.

BEISPIEL 2 (24.):

Wir fiihren jetzt die Umformung einer in Form einer Gleichung gegebenen Aussage-
form iiber dem Grundbereich R durch.

Bei den ersten beiden Schritten werden Terme in dquivalente umgeformt. Dann
erfolgen Umformungen von Glelchungen in dquivalente entsprechend den ange~
gebenen Sitzen.

(x — 5)(x —7) = (x + 4) (r — 9) — 13 Wir wenden das Distributivgesetz an.
— Tz —5¢+35=a*—92+ 42— 36—13 Wir fassen gleichartige Glieder zusam-

men.
22 —12x+35=22—52—49 Wir subtrahieren x2 von beiden Termen.
— 122 +35=—52 —49 Wir addieren den Term + 12 = + 49
) ‘ zu beiden Termen.
84 =Tz Wir dividieren beide Terme durch 7.

12=z oder L= {12}

BEISPIEL 3 (2.4.):
Analog wollen wir die Erfiillungsmenge einer Unglelchung ermitteln. Als Grund-
bereich wird R angenommen.

-5 6+3z_ 2z — 6) Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit
4 4 (7 Siitze vor Beispiel 2 (2.4:)).
—20<6+32z—4(22 — 6) Wir wenden das Distributivgesetz an.
—-20<6+3x—8x+ 24 Wir fassen gleichartige Glieder zusammen.
—20<30—-52 Wir subtrahieren - 30 (7 Sitze vor Bei-
, spiel 2 (2.4.)).
—50< ~5x Wir dividieren beide Terme durch den
Term (— 5) (# Sitze vor Beispiel 2 (2 4)).
10> Die Relation kehrt sich um.

Die Probe eriibrigt sich, wenn man sicher ist, daB man beim Umformen stets
dquivalente Gleichungen bzw. Ungleichungen erhalten hat. ’

BEISPIEL 4 (2.4.):
Im Mathematikunterricht der Unterstufe der allgememblldenden polytechnischen
Oberschule werden Ungleichungen nicht durch Umformen in #dquivalente Un-
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2.8,

gleichungen gélést. Die dort gesteilten Aufgaben kénnen durch systematische
Belegung der Variablen aus dem Grundbereich — d. h. aus der Menge N — gelost
werden. Wir fiihren eine derartige Losung an dem uns bereits bekannten Beispiel

8412
durch, wobei der Grundbereich der Variablen 2 die Menge N sein soll.

x 8 4+ & | Aussagen aus Wahrheitswert
S+ xL12 der Aussage

0 8 8 <12 w
1 9 9<12 w
2 10 10 < 12 w
3 11 11 <12 w
4 12 12 < 12 F
5 13 | 13<12 F

Die Losungsmenge ist also L = {0, 1, 2, 3}.

Wir haben in der Tabelle alle moglichen Belegungen im vorgegebenen Grund-
bereich angegeben, die zu einer wahren Aussage fithren, denn der Wert von 8 4 2
wird stiindig groBer, wenn  durch Zeichen stéindig groBer werdender Zahlen be-
legt wird.

In den folgenden Teilen dieses Buches werden wir immer wieder auf die im Teil A 2.
behandelten Grundkenntnisse zuriickgreifen.

2.5. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)

1. Was verstehen wir unter den Begriffen ,,Konstante*, ,,Variable*, ,,Operations-
zeichen‘* und ,,Relationszeichen‘‘ ?
. Erldutern Sie den Begriff ,,Term*!
. Was verstehen wir unter ,,Aussagen‘‘ ?
. Warum spricht, man von ,,zweiwertiger Logik** ?
. Worin besteht das Charakteristikum einer Aussageform ?
. Welche Arten von Aussageformen kennen wir ?
. Welche Zusammenhinge bestehen zwischen ,,Term*, nAussageform* und ,,Aus-
sage“ 9
8. In welcher Beziehung stehen Grundbereich und Definitionsbereich bei Termen
zueinander ?
9. In welcher Beziehung stehen Grundberelch Losungsgrundmenge und Losungsmenge
bei Aussageformen zueinander ?
10. Welche Méglichkeiten gibt es, um aus Aussageformen Aussagen zu gewinnen ? .

SISO WL
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3. Logische \ Operationen

Wir werden uns jet_zt ausschlieBlich mit Aussagen und Aussagetormen befassen.
Zunéchst fithren wir einige ,,Verknupfungen bei Aussagen ein, durch die wieder-
um Aussagen entstehen. Wir gewinnen dann durch Definitionen Aussagenfunk-
tionen und spiater Wahrheitstunktionen. Auf den AbstraktionsprozeB ,,Sach-
verhalte — Aussagen — Wahrheitswerte* weisen wir bei allen Operationen mit
Aussagen (Aussageformen) hin. Die Erarbeitung der neuen Begriffe und die Dar-
stellung der Zusammenhiinge erfolgt zum groBten Teil an Hand von Beispielen
aus dem Mathematikunterricht und auch aus anderen Unterrichtsfichern der
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule.

3.1. Begriffserkliirungen

Wir haben bereits den Begnff y,Aussage‘‘ durch seine typische Eigenschaft cha-
rakterisiert: )

Eine Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Alle Aussagen bilden eine Klasse, die wiederum in genau zwei Teilklassen — in
die Klasse der wahren Aussagen (W) und in die Klasse der falschen Aussagen
(F) — zerfillt. Die Wahrheit bzw. Falschheit von Aussagen kann allerdings
— wie auf Seite 26 dargelegt wurde — nicht in jedem Fall sofort nachgewiesen
werden. Aber auch fiir solche Aussagen, die weder bestitigt noch widerlegt
worden sind, trifft nur eines von beiden — entweder wahr (W) oder falsch (F) —
zu.

In vielen Fillen ist es recht einfach festzustellen, ob eine Aussage wahr oder
falsch ist; z. B.

A,: 17 ist ein Teiler von 1001. Ag: 8 ist eine Primzahl.
A,: 3 ist ein Teiler von 24. Ag: 2:2=5

Ajz: 5 ist eine Primzahl. 4, 4=5

A,: 17 ist eine Primzahl. Ag: 8.3=24
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Die in diesen: Aussagen auftretenden Begnﬁ’e wollen wir da,bel so benutzen, wie sle
.uns-aus dem Mathematikunterricht-bekannt sind.
Die Aussagen 4,, A,, Ay, A,, Agsind offensichtlich wahr (W); 4;, 4,, 4, dagegen
falsch (F). Mit anderen Worten: Die Aussagen 4,, 4,, Ay, A,, Ay gehoren der
Klasse (W) und die Aussa.gen Aj, Ag, A der Klasse (F) an. DleAussa,gen A, ..., 4,
sind hier so gewidhlt, daB sie nicht weiter in einfachere Aussagen zerlegt werden
konnen.
Mit Hllfe dieser Aussagen bﬂden wir Aussagenverbindungen mit ,,und*, ,,oder*
,,wenn . .., 80...%, usw. (Em dhnliches Verfahren ist uns aus der Umga,ngs-.
sprache bekannt Aus einfacheren Sitzen bilden wir dort mit Hilfe von Binde-
wortern zusammengesetzte Sdtze.) Die Aussagenverbindungen bezeichnen wir
der Reihe nach einfach mit V,, ..., V,.

V,: 17 ist ein Teiler von 1001 und 3 ist ein Teiler von 24.

Vg: 7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl.

Vs: Entweder 5 ist eine Primzahl oder 7 ist eine Primzahl.

V,: Weder 7 ist eine Primzahl noch 8 ist eine Primzahl.

Vs: Wenn 2.2 =5, so ist 4 = 5.

Ve: Es ist nicht 4 = 5.
Die Aussagenverbmdungen Vi, Vg und Vs gehoren der Klasse (W) an. Wir sagen
auch, daB diese den Wahrheitswert (W) haben. Die Aussagenverbindungen V,
und V, haben den Wahrheitswert (F); sie gehoren der Klasse (F) an. Vg ist nicht
durch Verkniipfung zweier Aussagen, sondern durch Vernemnng der Aussa.ge A,
entstanden. IThr Wahrheitswert ist (W).
Schon die hier angegebenen Beispiele zelgen, daB8 durch d.le Verkiiiipfung 'von
Aussagen mit Hilfe der Bindewdrter ,,und®, ,,oder*, .. ., ,,nicht‘‘ in allen, Fillen
wieder eine Aussage entsteht, deren Wahrheitswert sowohl von der Art der Ver-
kniipfung als auch von den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen (bei V4
vom Wahrheitswert der verneinten Aussage) abhéngig ist.
Den Vorgang der Vememung nennen wir eine emstolhge logische Operation. Die
Verkniipfungen zweier Aussagen zu éiner einzigen Aussage sind die Ergebnisse
zweistelliger logischer Operatlonen
Ve ist das Ergebnis einer einstelligen, V,, ..., V; sind Ergebnisse zWelstelhger
logischer Opera,tlonen Es gibt auch drelstelhge und mehrstellige logische Opera-
tionen.
Wir fassen die gegebenen Aussagen und ihre Verknupfungen in einer Tabelle
zusammen. Wegen der besseren Ubersicht sollen dabei d1e emzelnen Aussagen
mit 4,, 4, . . . bezeichnet werden

1. 2. . P : Wahrheits-
Aus'sage Verkniipfung dm:ch Aussagfnverlflndung ‘wort

4, | A, und A, und 4, w

4, | 4; ~ oder A, oder 4; w

Ay | A, entweder . . . oder entweder 4  oder 4, F

4, | 45 | weder . . . noch weder 4, noch 4; - .F

A | 4, wenn...,80... wenn Ag, 80 4, w

In der Tabelle ist V¢ nicht aufgefiihrt, weil diese Aussagenverbindung nicht durch-
Verkniipfung von Aussagen, sondern durch Verneinung einer Aussage entstanden
ist. Aus der Aussage 4, wurde also durch Verneinung die Aussage ,,nicht 4,
gebildet.
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Wir koénnen allgemein sagen:

Zu jeder Aussage A 1iBt sich ihre Verneinung ,,nicht 4 bilden:

Fiir Verkniipfungen von Aussagen 4, B gilt allgemein:

Aus gegebenen Aussagen 4 und B lassen sich mit Hilfe gewisser Bmdeworter
(,,und*, ,,oder*, ,,wenn . . ., 80 . . .*, ,,.. . genau dann, wenn . . .“ usw.) neue Aus-
sagen (Aussagenverbindungen) — z. B. ,,4 und B“, ,,4 oder B“, ,,wenn A, so B*.

»d genau dann, wenn B‘‘ — bilden.

In unseren Belsplelen haben wir die Reihenfolge der verkniipften Aussagen nicht
‘beachtet, sie ist-jedoch fiir den Wahrheitswert der Aussagenverbindung we-
sentlich.

Bei vorgeschriebener Relhen.folge der Aussagen und vorgegebener Art der Ver-
kniipfung entsteht genau eine Aussagenverbindung. In der mathematischen Logik
nennt man eine solche Verbindung von Aussagen eine Aussagenfunktion. Sie ist
eine Funktion im mathematischen Sinne. Thre Argumente sind Aussagen und ihre
Funktionswerte ebenfalls Aussagen. '

DEFINITION 1 (3.1.) — Aussagenfunktion

Genau dann, wenn jedem n-Tupel von Aussagen eindeu-
tig eine Aussage zugeordnet wird, heiBt die Zuordnung
eine n-stellige Aussagenfunktion.

Dabei wollen wir unter n-Tupel eine von der Reihenfolge abhingige Menge von
n Elementen (hier Aussagen) verstehen. '

Die Zusammenhinge lassen sich durch folgende Darstellung (z. B. mit zwei Aus-
sagen) veranschaulichen.

Bildung zweistelliger Aussagen-

(13 () 113
verbindungen AT _Yerkniplung "B
(zweistelliger Operationen) LA und B
" oder »B*
Zweistellige Aussagenfunktionen
»A4 und B*
»A oder B**

Es folgen weitere Beispiele fiir Aussagenfunkﬁ'onen.

>

Einstellige Zweistellige Dreistellige
Aussagenfunktionen
,nicht 4 ,»»A oder B ' ,»A4 oder B oder C*
,»,A oder A »wenn 4, so B »4 und B und C*
A4 und A »»A4 und nicht B*¢ s»swenn 4, so (B und C)**

Belegt man in diesen Aussagenfunktionen 4, B, C durch Aussagen oder Aussagen-
verbindungen, so gelangt man wiederum zu Aussagen (7 Definition 1 (3.1.)).
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Von allen Aussagenfunktlonen haben die sogena.nnten klassischen Aussagen-

funktionen eine groile Bedeutung,

1. weil sich die ubngen Aussagenfunktionen durch diese da.rste]len lassen und

2. weil man sich in der ,traditionellen formalen Logik* besorders.mit diesen
fiinf Funktionen beschiftigt hat. '

Nach der Charakteristik der klassischen Aussagenfunktionen wollen wir ‘diese
zundchst beschreiben und dann Festlegungen treffen, wann die zugeordnete Aus-
sage wahr bzw. falsch sein soll. Selbstverstindlich sind diese Festlegungen aus
der Umgangssprache erwa.chsen

Die klassischen Aussagenfunktionen
Name Argumente Aussagenfunktion .| Stellenzahl
Negation A ,snicht 4* einstellig
Konjunktion | 4, B »A und B* zweistellig
Alternative A,B »4 oder B* zweistellig
Implikation A, B ,swenn A, so B zweistellig
Xquivalenz A, B »A genau dann, wenn B* | zweistellig

Bei diesen Aussagenfunktionen hingt der Wahrheitswert der zugeordneten Aus-
sage nur von den Wahrheitswerten der zugehorigen Argumente — und nicht von
threm Inhalt (Intension) — ab. Wir nennen sie extensionale Aussagenfunktionen.
Neben den klassischen Aussagenfunktionen gibt es weitere Aussagenfunktionen,
die ebenfalls extensional sind (7 42, 45).

BEISPIEL 1 (3.1.): . .
Eine' ,,nichtklassische‘‘ extensionale Aussagenfunktion ist: ,,Weder 4 noch B*.

BEISPIEL 2 (3.1.):

Nichtextensionale Aussagenfunktionen sind:
.4, weil B*;

,»»A, wihrend B*.

Die Uberpriifung der Wahrheitswerte der Einzelaussagen 4,, Aa, .., Ag sowie
der Wahrheitswerte ibhrer Verkniipfungen V,, V,, ..., Vi — die ja ebenfalls Aus-
sagen sind — zeigt uns, daBl aus wahren Aussagen a,uf Grund der betreffenden
Verkniipfunig auch eine falsche und aus falschen Aussagen auch eine wahre ent-
stehen kann (7 Tabelle auf Seite 35).

Die Forderung, daB mit 4 auch ,nicht A, mit 4, Bauch,,4 und B*, ,,4 oder B*,
»wenn 4;so B“, ,,4 genau dann, wenn B‘ ebenfalls Aussagen sein sollen, ver-
anlaB8t uns zu gewissen Festsetzungen iiber ihren Wahrheitswert, da fiir sie
u. a. auch das Prinzip der Zweiwertigkeit giiltig sein mu8.

Es wird festgesetazt:

(I)  ,,Nicht A* ist wahr genau dann, wenn 4 falsch ist.;
also falsch genau dann, wenn 4 _mg.m_mt.
(II) .4 und B“ ist wahr genau dag 3 is
also falsch | indestens_eine der beidex

falsch ist.
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(HI) ,,A oder B* ist wahr génau dann, wenn A wahr oder B wahr ist;
also falsch genau dann, wenn A falsch und B falsch ist. .

(IV) ,,Wenn A, so B ist wahr gendu dann, wenn A falsch eder B wa,hr ist;
also falsch genau dann, wenn A wahr und B falsch ist.

(V) ,,A genau dann, wenn B*‘ ist wahr genau dann, wenn 4 und B beide gleich-
zeitig wahr oder beide gleichzeitig falsch sind;
also falsch genau dann, wenn 4 wahr und B falsch ist oder umgekehrt.

Aussagenverbmdungen, die auf die oben angegebene Weise geblldet worden sind,
kénnen’ auch dann im Sinne der Festlegungen wahr sein, wenn sie in der Um-
gangssprache unnatiirlich erscheinen. Z. B. ist die Aussage ,,Wenn Dresden an
der Elbe liegt, so ist 5 eine ungerade Zahl* im Sinne der Festlegung (IV) wahr,
obwolhl sie umgangssprachlich sehr seltsam klingt. A
Durch die Festlegungen iiber den Gebrauch .der Wérter ,,und*, ,,oder* usw.
treten gewisse Abweichungen vom umgangssprachhchen Gebrauch dieser Worter
auf. Es wird dadurch jedoch eine Eindeutigkeit im. Gebrauch dieser Worfer in
der Sprache der Logik erzielt, die in der Umgangssprache fehlt. Auf diese Weise
konnen MiBiverstindnisse vermieden werden.

Im Verlaufe unserer Betrachtungen haben wir zundchst vom konkreten Inhalt

der Aussagen bzw. Aussagenverbindungen abstrahiert und die Abstraktionsstufe

der Aussagenfunktionen erreicht. Wir setzen den Abstraktionsprozef auf «der -
Grundlage der soeben erfolgten Festsetzungen fort.

Vollziehen wir nimlich auch noch den Ubergang von den Aussagen zu den Wahr-

heitswerten, 8o erhalten wir die den Aussagenfunktlonen entsprechenden Wahr-

heitsfunktionen.

DEFINITION 2 (3.1.) — Wahrheitsfunktion

Genau dann, wenn jedem n-Tupel von Wahrheitswerten
eindeutig ein' Wahrheitswert zugeordnet wird, heiBt die
Zuordnung eine n-stellige Wahrheitstunktion.

Aussagenfunktionen und- Wahrheitsfunktionen gehéren verschiedenen. Abstrak-
tionsstufen an. Schon aus diesem Grunde ist es angebracht, fiir die Wahrheits-
funktionen andere Symbole einzufiihren. Die klassischen Aussagenfunktionen,
die zugeh&rigen klassischen Wahrheitsfunktionen sowie ihre symbolische Dar-
stellung sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Wir verwenden dabei
fiir einander entsprechende Aussagen- bzw. Wahrheitsfunktionen den gleichen
Namen. .

Negation | Konjunktion| Alternative ' Implikation | Aquivalenz
Aussagen- »Nicht' 4| ,,4, und 4,* | ,,4, oder 4,| ,,Wenn 4,,] ,,4, genaiu
funktion : 80 A4,“ dann,

' ) wenn 4,
Wabrheits- nonw w, et w, w, vel w, w, 8eq Wy | W, dq w,
funktion .

Symbolische . ~p PAg A pvyq 'p—gq pegq
Darstellung i

A, A, Ay bezelchnen in der Tabelle beheblge Aussa.gen, W, Wy, W, die VVahrhelts-
werte dieser Aussagen.
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Pirr die Wa”hrheltsﬂmktionen schreibt man z. B. an Stellé von ,;w, et w,' auch:
18t (Wy, Wy)*. Diese Schreibweise werden wir im weiteren Verlauf nicht benutzen,
sondérn nur die symbolische Darstellung verwenden.

p und ¢ werden hier als Variable' fiir Wahrheitswerte von -Aussagen verwendet.
Im spiteren, Verlauf benutzen wir sie auch als Variable fiir Aussagen. (Wir iiber-
springen dabei eine Abstraktionsstufe).

Zu beachten ist der -grundlegende Unterschied zwischen Aussagen- und Wahr-
heitsfunktionen.

Die Argumente von Aussagen.tnnktwnen sind Aussagen, d.h., fir 4, 4,, 4,, ...
diirfen nur Aussagen gesetzt werdén.

Die Argumente der Wahrheitsfunktionen sind Wahrheitswerte, d. h., fiir w, w;,

Wy, . . . diirfen nur Wahrheitswerte gesetzt werden.
In der .symbolischen Darstellung werden die Zeichen ,,~*, ,,A%, ,,v*, ,,—,
,»++*‘, die man Funktoren nennt, sowohl als Zeichen fiir Aussagenfunktiontn als

auch als Zeichen fiir Wahrheitsfunktionen gedeutet.
Zu jeder extensionalen Aussagenfunktion 1a8t sich eine entsprechende Wahrheits-

funktion angeben und umgekehrt. Die folgenden Tabellen zeigen die Werte der
klassischen Wahrheitsfunktionen (~ 371, (I) bis (V)).

p | ~p p | ¢ |prg | pva |p—a | Pog

w | F w|lw/| w’ w w W

F | W W | F F w F F
F |w| F w w F
F | F F F | w | w.

Wenn uns die Wahrheitswerte der einzelnen Aussagen einer Aussagenverbindung
bekannt sind, so konnen wir den Wahrheitswert der.Aussagenverbindung mit
Hilfe der zugehérigen Wahrheitsfunktion ,,ausrechnen‘‘.

BEISPIEL 3 (3.1.):
Die Aussage ,,7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl* wurde aus den Aus.
sagen A;: ,,7 ist eine Primzahl* (W) und

A,: ,,8 ist eine Primzahl (F).
gebildet. Die zugehorige Aussagenfunktion- ist “die Alternative A, oder A4,
Dieser entspncht die Wahrheitsfunktion p v q. Nach Einsetzen der vorliegenden
Wahrheitswerte erhalten wir auf Grund der Festsetzungen von Seite 37 f. den
Wahrheitswert W. Die Aussage ,,7 ist eine Primzahl oder 8 ist eine Primzahl‘
hat demnach den Wahrheitswert W.

Die Zusammenhiinge zwischen Aussagen- und Wahrheitsfunktionen lassen sich
durch folgendes Schema darstellen.

Verkniipfung mit Hilfe

. . : Aussagen-
Aussage ———— eines aussagenerzeugenden —————— Aussage g
Bindewortes  funktion
Aussage
N
. Wahrheitswert
Wahrheits- Verkniipfung mit Hilfe - Wahrheits- Wahrheits-

wert eines Funktors wert funktion:
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3.2.-

Bei diesem AbstraktionsprozeB geht jede extensionale Aussagenfunktion in die
entsprechende Wahrheitsfunktion iiber und umgekehrt. Die einzelnen Stufen des
Abstraktionsprozesses und die Beziehungen dieser Stufen zueinander sind aus der
folgenden Darstellung ersichtlich. -

!
Stufe der Wahrheitswerte ﬁ | Wahrheitswerte Wahrheitsfunktionen

Stufe der Aussagen Aussagen, Aussa- Aussagenfunktionen
genverbindungen

Beziehungen zwischen

Stufe der Sachverhalte Sachverhalte Sachverhalten

(Der Pfeil symbolisiert den Ablauf des Abstraktionsprozesses.)

Sprachlich haben wir im allgemeinen viele Méglichkeiten, ein und denselben Sach-
verhalt aunszudriicken.

Die Umgangssprache hat den Vor- bzw. Nachteil, daB wir in ihr etwas durch
verschiedene Formulierungen ausdriicken konnen, die gleichzeitig Wertungen oder
auch getiihlsmiBige Einstellungen zu den Sachverhalten beinhalten.

Tn der Aussagenlogik wird von solchen Wertungen abstrahiert.

Die Ausdrucksweise der Logik ist normiert. Es wird die Bedeutung und der Ge-
brauch. der Wérter ,,nicht*, ,,und*, ,,oder*, ;,wenn-so*, ,,genau dann, wenn‘
eindeutig festgelegt. Diese Festlegung erfolgt im Aussagenkalkiil.

Wir werden jetzt die klassischen Aussagenfunktionen und die entsprechenden
. Wahrheitsfunktionen einzeln betrachten.

3.2, Negation

Wir wollen mit der Verneinung einer Aussage den Gedanken ausdriicken, daB der
ihr entsprechende Sachverhalt nicht zutrifft. Wenn wir eine Aussage A negieren,
so erhalten wir eine andere Aussage ,,nicht 4 — das Negat von A. Durch diese
Operation gewinnen wir eine Aussage, deren Wahrheitswert dem Wahrheitswert
von A entgegengesetzt ist, wie bereits in der Festsetzung (I) (  37) ausgesprochen
wurde.

Den Sachverhalt ,,Der Student S 16st seine Studienaufgaben nicht regelmiBig
kénnen wir u. a. auch wie folgt formulieren:

a) ,,Es ist nicht wahr, daB der Student S seine Studienaufgaben regelmifig 16st.*
b) ,,Der Student S 16st seine Studienaufgaben unregelmiBig.*

Diese Formulierungen sind nur sprachliche Varianten ein und desselben Sach-
verhaltes.

Wenn wir den Satz ,,Der Student S 16st seine Studienaufgaben regelméBig* mit
,»H* bezeichnen, so wird .durch a), b) ,,nicht H* ausgedriickt.
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Umgangssprachlich - ist diese Bezeichnungsweise nicht gebriduchlich, denn nie-
mand wiirde so sprechen: ,,Nicht: der Student 8 l6st seine Studienaufgaben
regelmiiBig.* '

Das betrachtete Beispiel ist nach Definition 1 (2.8.) auf Seite 27 eine Aussage-
form; sie enthilt die freie Variable S. Die Aussagenfunktionen haben wir aber
nur fiir Aussagen erklirt. Nach den Ausfithrungen auf Seite 29-ist es jedoch
immer méglich, Aussageformen in Aussagen zu iiberfithren. Deéshalb werden wir
in den folgenden Teilen dieses Buches neben Aussagen auch Aussageformen in
unsere Betrachtungen einbeziehen (7 65).

Oft wird eine Negation in der Umgangssprache in Form von verkiirzenden Wort-
bildungen ausgedriickt. Man sagt beispielsweise an Stelle von',,nicht regelmaBig*
kiirzer ,,unregelmiBig‘, an Stelle von ,,nicht ein . .. einfach ,kein ... usw.

Bei der Umformulierung gewisser.Verneinungen kénnten leicht Miverstandnisse
auftreten, wenn man die Verneinung einfach durch Anga,be gewisser Gegensﬁtze
(kontrér) ausdriickt. Belsplelswame sind ,,schwarz‘ und ,,weiB*, ,klein‘ und
,»groB*, ,,positiv* und ,,negativ‘‘ im gewissen Sinne Gegensiitze, die aber nicht
durch Negation ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Die Negation der (falschen) Aussage ,,3 ist kleiner als 2¢ ist z. B. ,,Es ist nicht
wahr, daB 3 kleiner als 2 ist‘‘, was gleichbedeutend mit ,,3 ist groBer oder gleich
2¢ ist; ,,nicht kleiner‘ bedeutet namlich ,,groBer oder gleich*.

Wir werden die Negation hier als Wahrheitsfunktion definieren, obwohl der Begriff
,»» Negation* auch fiir die Aussagenfunktion ,,nicht 4‘ und fiir die Operation ,,Ver-
neinung‘‘ verwendet wird.

DEFINITION 1 (3.2.) — Negation
Negation nennt man diejenige einstellige Wahrheits-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | ~P
W | F
F w

Die Negation entspricht der einstelligen Aussagenfunktion ,,nicht 4. Nach der
Festsetzung (I) (7 37) ist ,,nicht 4 genau damn wahr, wenn die Aussa,geA
falsch ist; also falsch genau dann, wenn 4 wahr ist.

Durch die Negation einer Aussage 4 entsteht eine neue Aussage ,,nicht 4°, deren
Wahrheitswert dem Wahrheitswert von 4 entgegengesetzt ist.

Die Negation als loglsehe Operation findet beim sogenannten indirekten Beweis
(~.5.6.2.) Anwendung. i

Auf die GesetzmiBigkeiten mehrfacher Verneinungen werden wir im .Teil 4.3.
zuriickkommen.

Wir wollen hier noch auf den grundsitzlichen Unterschied zwischen logischer
Negation und dialektischer Negation hinweisen.

Am Kklarsten kommt dieser Unterschied bei der doppelten Verneinung zum Aus-
druck. In der formalen Logik hebt die zweite Verneinung die W‘irkung der ersten
auf, d. h., eine zweifach vernemte Aussage ,,nicht (nicht A) ist dquivalent mit
der Aussa.ge A,

Die dialektische Negation der Nega,tlon bedeutet dagegen nicht die Riickkehr
zum ,,alten Zustand‘‘, sondern eine Héherentwicklung desselben.
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_Bei ENGELS (7 [6], ‘Seite 32) .lesen wir zur Charakterlslerung der dialektischen
Negatian: ,,Negieren in der Dialektik heiBt nicht einfach nein sagen, oder ein-
Ding fiir nicht bestehénd erkldren ... Jede Art von Dingen hat also ihre eigen-
tiimliche Art, so negiert zu werden, da,B eine Entwncklung dabei herauskommt,
und ebenso jede Art von Vorstellungen und Begriffen.

Nach LexNix (7 [14], Seite 150) ist die dialektische Negation ,,mcht die na.ckte Ver-
neinung, . . .sondern die Verneinung als Moment des Zusammenhanges, als Mo-
ment der Entwmklung unter Beibehaltung des Positiven.* .

In diesem Sinne ist der Aufbau des Sozialismus in der Deutschen Demokratlschen
Repubhk nicht nur die bloBe Verneinung der friiheren gesellschaftlichen Verhilt-
nisse, die auf dem Privateigentum an Produktionsmitteln beruhten, sondern auch
das gleichzeitige Aufbewahren aller positiven Errungenschaften — das Entwick-
lungsniveau der Produktivkrifte, die Erkenntnisse der Wissenschaft, die Schép-
fungen der Kunst und Literatur, usw. —, die jetzt in den Dienst des gesellschaft-
lichen Fortschritts gestellt werden.

3.3. ' Konjunktion

DEFINITION 1 (3.3.) — Konjunktion
Konjunktion ‘nennt man diejenige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

p‘~| q | PAg
w w w
w F F
F w F
F F F

Die Konjunktion entspricht der: zwelstelhgen Aussagenfunktion ,,4 und B*“.

Nach der Festsetzung (II) (# 37) ist eine Aussagenverbindung ,,4 und B genau
dann wahr, wenn beide Aussagen 4, B wahr sind.

In den weiteren Ausfithrungen bezeiclinen wir die Verkniipfung mehrerer Aussagen
durch und bzw. synonyme Wérter ebenfalls als Konjunktion. ( ” Hinweis auf
Seite 37). Solche synonymen Ausdrucksweisen sind z. B.: ,,sowohl 4 als auch B,

,,nicht nur 4, sondern auch B*, ,,zwar A4, aber auch B‘. :

BEISPIEL 1 (3.3.):

Kon]nnktionen sind:

a) ,,2 ist ein Teiler von 10, aber auch 5 ist ein Teiler von 10*;

b) ,,3 ist eine natiirliche Zahl, 4 ist eine natiirliche Zahl, und 3y5 ist eine natiirliche
Zahl“.

BEISPIEL 2 (3.3.):
Nieht konjunktiv wird ,,und‘‘ gebraucht in:
s,Frieden und Sozialismus bedingen einander*‘.

Nach der Definition 1 (3.3.) ist die Konjunktion a) im Beispiel 1 (3.3.) wahr, da

beide Texla,nssagen wahr sind. Die Konjunktion b) im Beispiel 1 (3.3.) ist dagegen
falsch, weil eine ihrer drei Teilaussagen, ,,3,5 ist eine natiirliche Zahl*, falsch ist..
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Die Belsplele 1 (3.3.) und 2 (3.3.) zeigen auBerdem, daB nicht jede Konjunktion
mit ,,und‘* formuliert werden muB und nicht jede Formulierung mlt ,,und* eine
Konjunktion ausdriickt:

,Eine Konjunktion, deren Wahrheitswert W ist, besagt, daB die Sachverhalte, die
durch die Teilaussagen widergespiegelt werden, zusammen bestehen. Wenn aber
eine Konjunktion den Wahrheitswert F hat, so bedeutet: das, daB mindestens
eine von ihren Teilaussagen einen Sachverhalt nicht richtig widerspiegelt.
Demnach kann die Aussagenfunktion ,,4 und (nicht 4)* bei keiner Belegung von
A eine wahre Aussage ergeben, da die von ,,4‘ bzw. ,,nicht 4‘ widergespiegelten
Sachverhalte nicht zusammen bestehen kénnen ( Festsetzung auf Seite 37).
1,4 uhd (nicht 4)* muB also bei jeder Belegung von A4 zu einer falschen Aussage
fiihren.

Dagegen muB ;,nicht (4 und (nicht 4))* bei Jjeder-Belegung von A zu einer wahren
Aussage fiihren..

Aussagenverbindungen, die unabhiingig von der Wahrheit bzw von der Falsch-
heit der verkniipften Aussagen stets falsch sind, bei denen also die zugehongen
Wabhrheitsfunktionen bei jeder Wahl der Argumente nur den Funktionswert F
"haben, nennen wir Kontradiktionen: (Wlderspruch durch Verneinung — lat.) ( 728).
Die Aussagenfunktion ,,4 und (nicht 4)* ist eine sol¢che Kontradiktion.
Aussagenverbindungen, di¢ unabhiingig von der Wahrheit bzw. der Falschheit
der verkniipften Aussagen stets wahr sind, bei denen also die zugehérigen Wahr-.
heitsfunktionen bei jeder Wahl der Argumente nur den Funktionswert W haben,
nennen wir Identitdten (iibereinstimmend — lat.) (7 28). :
. Wir betrachten noch einmal die Identitit ,,nicht (4 und (nicht A))“ Sie ist die
Wldersplegelung des loglschen Gesetzes ,,Es lst nicht wahr, daB eine Aussage A
zusammen niit ihrer Verneinung ,nicht 4° gilt‘‘, das dem Satz vom ausgeschlos-
senen Widerspruch entspricht, der bereits von Ams'm'mms erkannt und formu-
liert wurde (7 25).

Wir wollen noch auf den grundsitzlichen Unterschied zwischen logischem Wider-
sprueh und dialektischem Wlderspruch hinweisen, da der Terminus ,,Widerspruch*
in der Dialektik in einem ganz anderen Sinne.als in der Loglk gebraucht wird.
Unser Denken muB frei von logischen Widerspriichen sein, denn nur dann ist es
richtig.

Aussa.gen sind entweder adidquate Widerspiegelungen der ob]ektlven Reahtat
oder sie sind es nicht.

Die zweiwertige Logik kennt also nur Wahrheiten und Falschheiten, Zwischen-
stufen gibt es nicht. Logische Widerspriiche sind in der Wirklichkeit nicht vor-
handen. Dialektische Widerspriiche finden wir iiberall in der objektiven Realitit
vor; sie sind den Dingen und Erscheinungen innewohnend (sind inhaltlich bedingt).
Dialektische Wlderspruche sind Triebkrifte der Entwicklung. Die Lésung dieser
Widerspriiche erfolgt in einem hdheren Bereich. Etwa durch Nega,tlon (im dialek-
tischen Sinne) eines bestimmten Sachverhaltes und Ubergang zu einer neuen,
hoheren Qualitit, die aber alle progressiven, Elemente des Alten enthilt (7 42).

3.4. Alternative und. Disjunktion

Im M.lttelpunkt dieses Teilés steht der Gebrauch des Wortes ,,oder‘‘, das im. aus-
schlieBenden (,,entweder . .. oder . “)bzw niclitausschlieBenden Sinne gebraucht
werden kann. Deshalb gehen wir in zwei Teilschritten (3.4.1. und 3.4.2.) vor.
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3.4

3.4.1. Alternative

DEFINITION 1 (3.4.1.) — Alternative
Alternative nennt man diejenige zweistellige Wahrheits-:
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | ¢ | pve
w | wl| w
w | F w
F w w
F || F F

Die Alternative entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion ,,4 éder B*“. Nach
den Festsetzungen (IIT) (7 38) ist ,,4 oder B* genau dann wahr, wenn mindestens
eine der verkniipften Aussagen wahr ist.

In den folgenden Ausfithrungen bezeichnen wir auch die Verkniipfung mehrerer
Aussagen mit ,,oder** als Alternative. v

Eine solche Aussagenverbindung stellt auch dann eine wahre Aussage dar, wenn
alle verbundenen Aussagen zusammen wahr sind.

BEISPIEL 1 (3.4.1.)

a) ,,2-3 =6 oder 3 4+ 2 = 5"

b) ,,Wir erhéhen unsere Studienergebnisse durch intensives Selbststudium oder
durch:Verbesserung der Studiengruppenarbeit.‘

¢) ,,75% von 45,00 M sind¥M, 31,00 M oder 33,75 M.

Das Wort ,,oder* hat in den vorliegenden Aussagenverbindungen keine a.usschheBende
Bedeutung.

In der Umgangssprache werden Tella.ussagen oft zusammengefat. Das Wort ,,oder
ersetzt man dabei zuweilen durch ein Komma ( # Beispiel 1 (3.4.1. 0)).

Wegen der Extensionalitit der Aussagenfunktionen ist es gleichgiiltig, ob die
verkniipften Aussagen zueinander inhaltliche Beziehungen haben.

BEISPIEL 2 (3.4.1.):

Die Aussage

,,Heute ist der 30. Februar, oder Kochsalz ist im destillierten Wasser bei -|-20 °C
16slich‘

ist wahr, weil eine Teilaussage dieser Verkniipfung (,,Kochsa]z ist im destillierten
Wasser bei 420 °C loslich*) wahr ist.

Die von uns vorgenommene Abstraktion von inhaltlichen Beziehungen zwischen
den verkniipften Aussagen ist notwendig, um .den logischen Zusammenhang er-
grinden zu konnen. Durch die Festlegung fiir die Alternative haben wir den
logischen Sinn des Wortes ,,oder** bestimmt. Fiir uns sind nur noch die Wahr-
heitswerte der Teilaussagen von Interesse. Wir werden auch bei anderen Ver-
kniipfungen dhnlich verfahtren.

(Uber den Gebrauch des Wortes ,,Alternative* in der Umgangssprache * 3.4.2.).
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3.4.2. Disjunktion

DEFINITION 1 (34.2.) — Dlslunktion
Disjunktion nennt man diejénige zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | g | P4
w w F
w F w
F w w
F F F

Die Disjunktion entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion ,,entweder 4 oder
B*‘. Die Verkniipfung ,,entweder 4 oder B* ist also genau dann wahr, wenn genau
eine von den beiden Aussagen wahkr ist. Sie ist falsch genau dann, wenn beide Aus-
sagen wahr oder beide falsch sind. Die Disjunktion ist ebenfalls extensional ( 7 37).
In den weiteren Ausfithrungen bezeichnen wir eine Verkniipfung von mehr als
zwei Aussagen mit ,,entweder-oder** ebenfalls als Disjunktion.

Im téglichen Sprachgebrauch wird oft an Stelle von ,,entweder-oder* einfach ,,oder*
gesagt, wobei dieses Wort in solchen Fillen ausschliefend wirken soll. Wenn man in
der Umgangssprache von einer Alternative spricht, so ist i. a. die von uns oben defi-
nierte Disjunktion gemeint. Diese Tatsachen miissen stdandig beachtet werden.

BEISPIEL 1 (3.4.2.)

a) ,,Die Summe der ersten sieben natiirlichen Zahlen ist entweder gerade oder
ungerade.‘

b) ,,1969 ist entweder eine Primzahl oder durch 9 teilbar.*

Eine wahre disjunktive Verkniipfung beider Aussagen spiegelt wider, daB von
zwei rhéglichen Sachverhalten genau einer existiert. Um MiBverstindnisse zu
vermeiden, sollte man in solchen Fillen stets ,,entweder . . . oder** verwenden.

Das ,,oder* kann in der Umgangssprache auch noch in einem anderen Sinne gebraucht
werden, wenn man sagen will, daB die beiden miteinander verkniipften Sachverhalte
nicht zusammen existieren kénnen. Es kann also hdchstens einer von ihnen zutreffen.

-

BEISPIEL 2 (3.4.2.):

»,Der Student 8 ist ein Arbeiterkindsoder Bauernkind.‘‘ Beides zugleich ist nicht méog-
lich. Man kann aber ,,Der Student S ist entweder ein Arbeiterkind oder ein Bauern-
kind“ nicht sagen, da er-auch einer anderen Bevolkerungsschicht angehéren kann.

Die Kenntnis dieser Mehrdeutigkeit im Gebrauch von ,,oder* in der Umgangs-
sprache ist sehr wichtig fiir das logische SchlieBen. AuBerdem veranlaBt sie uns,
auf die Exaktheit unserer Formulierungen zu achten.
In Verbindung mit der Alternative wollen wir noch abschlieBend auf die wich-
tigen Sitze der Aussagenlogik eingehen (7 25).
Den Satz vom ausgeschlossenen Dritten

,Jede Aussage ist wahr oder falsch‘¢
koénnen wir durch die Aussagenfunktlon ,,A oder (nicht 4)“ darstellen. Diese
Aussagenfunktion ist eine Identitit, weil wir bei jeder Wahl des Argumentes 4
stets eine wahre Aussage erhalten. '
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35.

_,Das Prinzip von der Zweiwertigkeit

- ,,Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch**

besagt, daB es zwischen einer Aussage und ihrem Negat keine dritte Mthchkelt.
gibt und daB eine Aussage nicht zugleich wahr und falsch sein kann, wie es im
Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch unmiBverstindlich- ausgesprochen wird.

Zusammenfassung der Aussagenverbindungen mit ,,oders

-Nicht ausschlieendes AusschlieBendes ,,oder

soder** bzw. ,,entweder . . . oder‘* ,oder

Alternative Disjunktion Unvertriiglichkeit

Die Wahrheit der einen | Die Wahrheit der einen Die Wahrheit der einen
Aussage schlielt die Aussage schlieBt die Aussage schHeBt die
‘Wahrheit der anderen Wahrheit der anderen Wahrheit der arideren aus.
nicht aus. aus, und die Falschheit

der einen Aussage schlieft
die Falschheit der anderen

aus.
Eine solche Aussagen- Eine solche Aussagen- Eine solche Aussagen-
verbindung ist wahr, verbindung ist wahr, | verbindung ist wahr,
genau dann, wenn genau dann, wenn genau dann, wenn -
mindestens eine genau eine derver- hichstens eine der
der verkniipften Aus- kniipften Aussagen “ahr verkniipften Aussagen
sagen wahr ist. ist. wahr ist.’

»4 oder B

Wir wollen auf die in der Tabelle hervorgehobenen Formulierungen eingehen.
‘Wenn wir die Worte ,,es existiert mindestens ein . .. benutzen, so wird damit
stt:]ts das Vorhandensein eines Individuums oder a.uch mehrerer Indlndnen aus-
gedriickt.

,,Es existiert genau ein ...' sagt aus, daB nicht méhr und nicht weniger als ein
Individuum vorhanden ist. - '

,.E8 existiert hochstens ein . . . beinhaltet das Auftreten keines oder eines Indi-
viduums..
3.5. Implikation

DEFINITION 1 (3.5.) — Implikatlon
Implikation nennt. man dle]emge zweistellige Wahr-
heitsfunktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

j2 j | P—~q
W w w
w F F
F w w
F F w

Die Implikation entspricht der zweistelligen Aussa,genfunktlon »,wenn A4, so B*,
Nach der Festsetzung (IV) (7 38) ist die Verkniipfung ,,wenn A4, so B‘‘ genau
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dann falsch, wenn 4 wahr und B falsch ist, wahrend sie in allen anderen F‘a.llen
wahr ist.

In den weiteren Ausfiihrungen bezeichnen wir eine Verkniipfung von mehreren
Aussagen mit ,,wenn-so*‘ ebenfalls als Implikation. -

In der Implikation ,,wenn A, so B‘‘ bezeichnet man A a,ls Vorderglied und B als
Nachglied der Implikation.

Diese Art der Implikation, die dem Sprachgebrauch der klassischen Mathematik
entspricht, nennt man auch materiale Implikation. Wir abstrahieren auch hier
von irgendwelchen inhaltlichen Zusammenhingen zwischen den durch die Impli-
kation verkniipften Aussagen und betrachten nur die Wahrheit oder Falschheit
dieser Aussagen. Bei materialen Implikationen wird von kausalen, konditionalen
und anderen Zusammenhingeh -abstrahiert. Wie bei allen anderen Wahrheits-
funktionen sind nur die Wahrheitswerte der Teilaussagen von Bedeutung.

BEISPIEL 1 (3.5.): '

a) ,5 >3, wenn 3 + 2 = 5 ist.*

b) ,,Wenn GOETHE ,Die Réuber* geschneben hat,’ dann helBt er mit Vornamen<
Friedrich.

c) ,,Wenn es zw1schen 13 und 15 Primzahlen gibt, so gibt es auch zwischen 5 und
15 Primzahlen.*

Alle diese Implikationen haben im Sinne der Defmxtlon 1 (3 .5.) den Wahrheits-
wert W.

Die Aussagenverbindung a) im Beispiel 1 (3.5.) ist wahr, weil beide Teilaussagen
wahr sind.

Die Aussagenverbmdung b) ist wahr, weil beide Tella.ussagen den Wahrheltsw ert F
haben. .
In der Aussagenverbindung c) ist das Vorderglied falsch, und das Nachglied wahr.

Eine solche Imphka.tlon ist aber nach der Definition 1 (3.5.) auch wahr.

Wir kénnen im Sinne der Definition 1'(3.5. ) Jjede beliebige falsche Aussage als: Vor- .
derglied mit einem wahren Nachglied zu einer Implikation verkniipfen, dennoch
besitzt diese Aussagenverbindung den Wahrheitswert W.

BEISPIEL 2 (3.5.):

Die Aussagenverbindung

,»Wenn heute der 30. Februar ist, so gibt es zwischen 5 und 15 Primzahlen*
ist wahr.

Wir koénnen auch sagen, dal jede Implikation, deren Vorderglied falsch ist, den
Wahrheitswert W hat, ohne Riicksicht darauf, ob Vorderglied und Nachglied
inhaltlich zusammenhéngen oder nicht.

BEISPIEL 3 (3.5.):

,Wenn es ‘zwischen 5 und 15 Primzahlen gibt, dann gibt es zwischen 13 und
15 Primzahlen‘*

ist falsch, da dasVorderglied dieser Implikation wahr und ihr Nachglied falsch ist.

Uber die Beispiéle«l (3.5.) bis 3 (3.5.) hinaus verwenden wir die ,;Wenn-so*-Ver-
bindung z. B. auch dann, wenn die Aussagenverbindung eine Kausalbeziehung
- widerspiegeln soll. Eine solche ist dadurch gekennzeichnet, daB die Wirkung not-
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3.5.

wendigerweise aus der Ursache folgen muB und die Ursache der Wirkung zéitlich
vorangeht.

BEISPIEL 4 (3.5.):

»Wenn man die Temperatur vom Wasser bei normalem Druck auf 100 °C erhoht,
so siedet das Wasser.**

Neben den bisher verwendeten Formulierungen fiir die Implikation werden wir im
folgenden noch andere Ausdrucksweisen kennenlernen.

Wir wenden uns jetzt wieder der Implikation ,,wenn 4, so B** zu und vertauschen
in ihr die Aussagen 4, B miteinander. Wir erhalten ,,wenn B, so A‘“. Diese so
entstandene Imphkatlon nennt man Konversion (Umkehrung — lat.) der urspriing-
lichen und umgekehrt. Es erhebt sich die Frage, welchen Wahrheitswert die Kon-
version ,,wenn B, so A‘ besitzt.

Wir vergleichen zu diesem Zwecke die Tabelle der Wahrheitswerte der Implikation
»wenn A, so B*, die uns nach der Definition 1 (3.5.) bereits bekannt sind, mit der
entsprechenden Tabelle der Konversion bei allen méglichen Belegungen der Wahr-
heitswertvariablen p und gq.

Implikation und Konversion
P | ¢ | Py ¢ | » | a-p
w | w w w | w w
w | F F F | w W
.F w w w F F
F F w F F w
L Nicht wertverlaufsgleich I

Die Implikation (p —> ¢) und ihre Konversion (g — p) sind nicht wertverlaufsgleich.
Die Aussagenverbindungen ,,wenn 4, so B und ,,wenn B, so 4 sind nicht logisch
" gleichwertig.

Aussagenverbindungen, die aus tﬂowhen Aussagen 4. B. (/. . .. bestehen, heiflen
logisch gleichwertig genau dann, wenn sie bei beliebiger W ahl (lcr Aussagen A, B,
C; ... denselben Wahrheitswert besitzen. Wahrheitsfunktionen, die solchen Aus-
sagenverbindungen entsprechen, sind wertverlaufsgleich.

Logisch gleichwertig sind z. B. die Aussagenverbmdunuen, die dem Aussagen-
funktionen -

,wenn A, so B* und ,,wenn (nicht B), so (nicht 4)*
entsprechen
Letztere nennt man Kontrapesition (Gegensatz — lat.) der ersten. Hierauf
werden wir im Teil 4.1. (_* 66) noch eingehen.
Die logische Gleichwertigkeit einer Tmplikation mit ihrer Kontraposition splelt
bei mathematischen Beweisfilhrungen — die wir im Teil A 5. behandeln werden —
eine wesentliche Rolle.

BEISPIEL 5 (3.5.):

Implikation: ,,Wenn 2272 durch 4 teilbar ist, so ist 2272 eine gerade Zahl.* (W)

Konversion: ,,Wenn 2272 eine gerade Zahl ist, so ist 2272 durch 4 teilbar.* (W)

Kontraposition: ,,Wenn 2272 keine gerade Zahl 1st so ist 2272 nicht durch 4
teilbar.‘ (W)
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3.6:

BEISPIEL 6 (3.5.):

Implikation: ,,Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, so ist es gleichschenklig.*
Konversion: ,,Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, so ist es gleichseitig.*
Kontraposition: ,,Wenn ein Dreieck nicht gleichschenklig ist, so ist es auch nicht
gleichseitig.*

Im Belspnel 6 (3.5.) ist die urspriingliche Implikation allgemeingiiltig, ihre Kon-
version nur erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig und ihre Kontraposition wieder
al]lgemeingiiltig. Dabei soll die Menge aller Dreiecke als Grundbereich vorgegeben
sein. '

Die Implikation, ihre Konversion und lhre Kontraposition sind in der falgenden
Tabelle zusammengefalt.

Aussagenfunktion Symbolische
Darstellung
Implikation »Wenn 4,, s0 4, p—q
Konversion »Wenn 4,, so 4,* q—p
Kontraposition »Wenn (nicht 4,),s0 |"~g—=~p
(nicht 4,)*
3.6. Aquivalenz

DEFINITION 1 (3.6.) — Aquivalenz
Aqmvalenz nennt man. dle]emge zweistellige Wahrheits-
funktion, deren Werte wie folgt festgesetzt sind.

P | g | por
w | w w
W | F F
F w F.
. F F w

Die Aquivalenz entspricht der zweistelligen Aussagenfunktion ,,4 genau dann,
wenn B‘“. Nach der Festsetzung (V) (7 38) ist die Verkniipfung ,;4' genau dann,
wenn B‘‘ genau dann wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr oder wenn beide
falsch sind. In allen anderen Fillen ist die Aquivalenz falsch.

BEISPIEL 1 (3.6.):

a) ,,Die Zahl 2013 ist durch 3 teilbar genau dann, wenn lhle Quersumme durch 3
“teilbar ist.*

b) ,,Die Wega ist genau dann ein Planet des Sonnensystems, wenn 2 - 2 = 5 ist.*

Beide Aussagenverbindungen sind wahr, da ihre Tellauqsagen in a) beide wahr und

in b) beide falsch sind.

Neben der bereits angefiihrten Ausdrucksweise fiir die Aquivalenz benutzt man
auch die¢ Formulierung ,,4 dann und nur dann, wenn B*. -
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3.7

Dle symbolische Darstellung ,,p <~ ¢* 1i8t die Vermutung aufkommen, da8 die
Aquivalenz aus p—>g und p<—q zusammengesetzt ist. Wie auf Seite 56 gezeigt
wird, 148t sich eine Aquivalenz wirklich auf eine Konjunktion zuriickfiihren, deren
Gheder eine Implikation und ihre Konversion sind.

Aquivalenzen und dazu logisch gleichwertige ‘Ausdrucksweisen sind fiir das Be-
weisen von groBer Bedeutung ( 7 Teil A 5.).

3.7. _ Zusammenfassung

In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir mit Hilfe einiger Wérter wie ,,und*,
,;odert’, usw. aus, Aussagen neue Aussagen, sogenannte Aussagenverbmdungen
gebildet. Ebenso konnten wir aus einer Aussage durch Verneinung eine neue Aus-
sage gewmnen Es erhebt sich nun die Frage, ob wir mit den definierten Funk-
tionen alle ein- und zweiwertigen logischen Operationen erfat haben.

Die Beantwortung dieser Frage ausschlieBlich vom sprachlichen Standpunkt aus
wire zumindest umsténdlich und vielleicht nicht liickenlos. Wir versuchen es
deshalb mit mathematischen Mitteln. Dazu bildet der AbstraktionsprozeB, der
Ubergang von der Aussage zu ihrem Wahrheitswert und damit der Ubergang von
der Aussagenfunktion zur Wahrheitsfunktion, die Grundlage. 'Wir werden aller-
dings in entgegengesetzter Richtung, d. h. von der Wahrheitsfunktion zur Aus-
sagenfunktion und vom Wahrheitswert zur Aussage, fortschreiten. So konnen
wir mit Sicherheit fiir Vollstindigkeit garantieren.

Wir befassen uns zunéchst mit deri einstelligen Wahrheitsfunktionen.

Die Negation ist uns bereits bekannt. ‘

Fiir die Festlegung der Funktionswerte von einstelligen Wahrheitsfunktionen
gibt es aber auch noch andere Moghchkelten Wegen der besseren Ubersicht
fassen wir dlese Funktxonswerte in einer Tabelle zusammen.

Argumente - Funktionswerte
ml @ @3 | @
w Wil W F F
F w F w F

Wir erkennen, dali es auf Grund der moglxchen Zuordnungen vier verschiederne
einstellige Wahrheitsfunktionen gibt. oo

In der Spalte (3) befinden sich die Funktionswerte der Negation. Diese entspncht
der Aussagenfunktion ,,nicht 4.

Mit den zu den Spalten (1), (2) und (4) gehérenden, Wahrheitsfunktionen wetden
wir uns nicht ausfiihrlich beschiftigen.

Dennoch interessiert uns die Frage: Welche sprachlichen Formulierungen ent-
sprechen diesen Wahrheitsfunktionen ?

BEISPIEL 1 (3.7.):

»»< oder (nicht 4)" zur Spalte (1)
.4 und 4% zur Spalte (2)
»Es ist nicht so, daB3 A'‘ zur Spalte (3)
.,4 und (nicht 4)* . zur Spalte (4)
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Ohne Begriindung sei hier erwiihnt, daB es genau 4 einstellige und 16 zwelstelhge
Wahrheitsfunktionen gibt.

Die Funktionswerte zweistelliger Wahrheitsfunktionen sind .in der folgenden T&-
belle zuss,mmengestellt

(1) [ €2) (3)‘ @ | ® | © | (1 [® ] ® [a0]an|a2) |13) |14 |1s) |16)

p|q

wwlw| w|w|lw|w|lw|w|wl]lr|F|Fr|[F|F|F|F|F
wr|lw|w|w|w|F|F|F|R]lw|w|lw|w|F|F|F|F|
Flwlw|w|F |F |W|lW|F |F|Ww|W|F|F |W|W|F|F
FlF|wl|F |W|F |W|[F |W|F|W|F F|W|F |W|F

w

Wir erkennen, daB (2) die Alternative, (5) die Implikation, (7) die Aquivalenz,
(8) die Konjunktion und (10) die Disjunktion ist. Die Funktion (15) entspricht
der Aussagenfunktion ,,weder 4, noch 4,*“:. Andere, bisher nicht benannte Funk-
tionen lassen sich z. T. umgangssprachlich sehr kompliziert formulieren.
Ferner ist ersichtlich, daB aus den ersten acht Wahrheitsfunktionen durch Nega-
tion die iibrigen acht gewonnen werden konnen. Dle zweistelligen Wahrheits-
funktionen liegen in gewisser Hinsicht ,Symmetrisch® zueinander. Die ,,Sym-
metrieachse* liegt zwischen den Spalten (8) und (9). -

Von den 16 zweistelligen Aussagenfunktionen haben wir nur die vier klassischen
und die Disjunktion genauer betrachtet. o

Es ist moglich, alle Aussa.genfunktlonen durch einige — sogar durch eine — darzu-
stellen. Néiher konnen wir darauf im Rahmen unseres Anliegens nicht eingehen.
Einige Bezmhungen zwischen den Aussagen- bzw. Wahrheitsfunktionen unter-
suchen wir in den folgenden Teilen dieses Buches.

3.8. Kontrollfragen (sollen auch durch Beispiele belegt werden)

. Was. verstehen Sie unter einér zweistelligen.
a) Aussagenfunktion; b) Wahrheitsfunktion ?
. Welche klassischen Aussagenfunktionen kennen Sie ? -
‘Worin besteht der Unterschled zwischen logischer Negation und dialektischer
Negation ?
Wird das Wort ,,und* stets-im Sinne der Konjunktion benutzt?
. Welche Maglichkeiten der Ausdrucksweise fiir die Konjunktion kennen Sie?
Kennzeichnen Sie die drei verschiedenen Arten im Gebrauch des Wortes ,,oder*!
. Wodurch unterscheidet sich der Gebrauch des Begriffes ,,Alternative‘* in der Logik
von dem in der Umgangssprache ?
. Stellen Sie Gemeinsames und Unterschledhches der Wahrheitswerte bei Kon-
junktion und Altema.tlve heraus!
9. Was verstehed' Sie unter der Konversion und der Kontraposition einer Impli-
- kation ?
10. Welche Beziehungen stellen Sie bei der Betra.chtung von Implikation und Aqulvalenz
und deren Wahrheitgwerttabellen fest ? -

peean ww

. Qo
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4. Operationen mit logischen Ausdriicken

Tm Teil A 3. sind wir dazu iibergegangen, loglsche Funktionen zu erkliren.” Dabei
erfolgte eine stindige Abstraktion von inhaltlichen Beziehungen ztischen den
Aussagen. ,,Um diese Formen und Verhdltnisse in ihrer Reinheit untersuchen
zu kénnen, muf8 man sie abe'r vollsta,ndlg von ihrem Inhalt trennen, diesen als
gleichgiiltig beiseite setzen . . .‘* schrieb schon ENGELS in seinem ,»Anti-Diihrung**
zum AbstraktionsprozeB in der Mathematik.

Im Teil A 4. treiben wir die bei den Wahrheitsfunktionen begonnene Abstraktion
und Formalisierung weiter voran, lernen Ausdriicke kennen und decken mit dem
weiteren Aufbau des Aussagenkalkiils Gesetze auf. An einen kurzen Ausblick
iiber die Anwendung aussagenlogischer Beziehungen schlieBen sich einige Betrach-
tungen iiber prédikatenlogische Ausdriicke und Gesetze an, die zusammen mit den
aussagenlogischen Ausdriicken und Geretzen die Grundlage fiir das im Teil A 5.
folgende logische SchlieBen sind.

4.1, ~ Aussagenlogischer Ausdruck

In den Aussagenfunktionen haben wir fiir Aussagen die Variablen A, B, C, .
verwendet. Diese Variablen diirfen wir mit Elementen eines Grundbereiches —
also mit Aussagen — belegen. Die Worter ,,und*, ,,oder* usw. sind nach ihren
Merkmalen Konstante,die u. a.zur Kennzeichnung einer aussagenloglschen Opera~
tion dienen.

In den Wahrheitsfunktionen haben wir die Variablen mit D, 4, - .. bezeichnet.
Thr Grundbereich besteht aus nur zwei Elementen, aus den Wahrheltswerten W
und F. Konstante sind hier die Funktoren (~, A, v, —, «). Durch lineare Ver-
kniipfung von Wahrheitswertvariablen, p, ¢, ..., und Funktoren sowie durch
Anwendung von technischen Zeichen (Klammern usw.) konnen wir Zeichenreihen
bilden.
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4.1.

BEISPIEL 1 (4.1.):
Zy=@AQ~(@rD) Zy= ((~V Do P1P0))

Unter den Zeichenreihen (im folgenden mit Z, Z,, Z, bezeichnet) sondern wir durch
eine induktive Definition die Ausdriicke des klassischen zweiwertigen Aussagen-
kalkiils aus.

DEFINITION 1 (4.1.) — Aussagenlogischer Ausdruck
(1) Die Variablen p; sind Ausdriicke.
(2) a) Wenn Z ein Ausdruck ist, so ist auch ~Z ein
Ausdruck.
b) Mit Z, und Z, sind auch (Z, A Z,), (Z, v Z,),
(Z, — Z,) und (Z, <~ Z,) Ausdriicke.
(3) Eine Zeichenreihe Z ist nur dann Ausdruck, wenn
das auf Grund von (1) und (2) der Fall ist.

Die Zeichen ~, A, V, =, <=, (. . .); Po» P1» P2» - - - 5 ¢, - - - nennt man Grundzeichen.

BEISPIEL 2 (4.1.):

Hi=~(pnAg Hy=(~pv ~ygq)
Hy=(@Ag v(ipvye) Hy = (91— 22) A (~ Dy V D)

Mit H, H,, H,, . . . wollen wir Ausdriicke bezeichnen. .
Auf Grund der Deflmtxon 1 (4.1.) kann man iiberpriifen, ob die Beispiele 2 (4.1.)
wirklich Ausdriicke sind.

Wir untersuchen H,.

1. Die Variablen p und ¢ sind nach-der Definition 1 (4.1.) (1) Ausdriicke.

2. Die Zeichenreihe (p A g) ist nach Definition 1 (4.1.) (2b) ebenfalls ein Aus-
druck.

3. Die Zeichenreihe ~ (p A q) ist dann nach Definition 1 (4.1.) (2a) gleichfalls em
Ausdruck.

Damit ist gezeigt, daB H, in der Tat ein Ausdruck des Aussagenkalkiils ist. Die
Zeichenreihe Z, im Beispiel 1 (4.1.) ist dagegen kein Ausdruck, weil ihr Aufbau
der Definition aussagenlogischer Ausdriicke widerspricht. Im Sinne dieser Defi-
nition diirfen weder die Zeichen ~ v noch p, p; p, unmittelbar aufeinander-
folgen.

Wir wollen jetzt zwischen den Wahrheitswerten und Wahrheitsfunktionen einer-
seits und den Ausdriicken andererseits einen Zusammenhang herstellen. Die
Variablen p, g, . . . benutzen wir jetzt als Wahrheitswertvariablen und ebenso die
Funktoren ~, A, v, -, « als Zeichen fiir klassische Wahrheitsfunktionen.

Bereits bei der Behandlung der klassischen Wahrheitsfunktionen haben wir ent-
sprechende Ausdriicke eingefiihrt: Fiir die Negation ~ p, fiir die Konjunktion
P A g, fiir die Alternative p v ¢, fiir die Implikation p — ¢, fiir die Aquivalenz

P~ q.

Auf der Grundlage der dort getroffenen Festlegungen (vgl. Wertetabellen der
Wabhrheitsfunktionen) kénnen wir fiir diese Ausdriicke bei jeder Belegung der
Variablen p und ¢ mit Wahrheitswertén den zugeordneten Wahrheitswert angeben.
Auch bei komplizierten aussagenlogischen Ausdriicken ist es méglich, auf dieser
Grundlage Wahrheitswerte bei verschiedenen Belegungen der Variablen in endlich
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vielen 'Sdhﬁtten auszurechnen. Wie eine solche Ausrechnung bei allen mégiichen
Belegungen der Variablen durchgefiihrt wird, zeigen wir am Beispiel 3 (4.1.). -

'BEISPIEL 3 (4.1.):

H=(~pvg)=(r—>9q
Zur Berechnung der Werte von H fertigen wir eine Tabelle an.

P q *r |~p| ~pve r—q (~pvq)e(r—gq)
M | @2 | 3 | 4. (6) (6) )]
wW|lWwW|WwW/|F w w w
w|lw|PF F w w w
W | F wWI|F F F w
W | F F F F w F
F w|lw|Ww w w w
F W |.F w w w w
F F w | W w F F
F | F F w w W w

Die Spalten (1), (2) und (3) sind fiir die Variablen p, ¢ und r bestimmt. Fiir alle
moglichen Belegungen der drei Variablen mit Wahrheitswerten gibt es 23 = 8 ver-
schiedene Zusammenstellungen. Jede Variable wird dabei viermal mit W und
viermal mit F belegt. Um alle mtig'lichen Belegungen der Variablen schnell und
iibersichtlich zu erhalten, empfehlen wir, bei der Belegung der Variablen (in diesem
Falle drei Variable: p, ¢ und r) so zu verfahren, wie es aus der Tabelle in den Spal-
ten (1); (2) und (3) ersichtlich ist.

Die Werte in den iibrigen Spalten werden aus diesen Emga,ngswerten auf Grund
des fiir die jeweilige Spalte vorgegebenen Ausdrucks ermittelt.

Wir betrachten z. B. die dritte Zeile der Tabélle: p wurde dort mit W, q mit F
und r mit W belegt.

In der Spalte (4) steht die Negation ~ p. Ihr Wert ist hier F, weil p in diesem
Falle den Wert W besitzt.

Die Alternative ~ p v ¢ in der Spa,lte (6) hat ebenfalls den Wert F, weil sowohl
~ p als-auch g den Wert F haben.

Auch die Implikation » — g in der Spalte. (6) hat in diesem Falle den Wert F, weil
hier » mit W und ¢ mit F belegt wurde.

Die Aquivalenz in der Spalte (7) hat schlieBlich den Wert W, da beide Ausdriicke
in den Spalten (5) und (6) den Wert F haben. Ahnlich verfahren w1r auch in den
anderen Zeilen.

Aus dem Wertverlauf in der Spalte (7) knnen wir entnehmen, daB der vorgegebene
Ausdruck H sowohl den Wert W als auch den Wert F annimmt. Wir nennen
einen solchen Ausdruck eine aussagenlogische Neutralitit. Der vorgegebene Aus-
druck ist erfiillbar, weil er bei mindestens einer Belegung der Variablen den Wert W
annimmt (7 27 iiber Aussageformen).

‘Wir erkennen, da8 die Ausdriicke solche Zeichenreihen sind, die in einer formali-
sierten Sprache den Aussageformen entsprechen. Die Tabelle, die wir zum Ermit-
teln der Werte von-H verwendet haben, ist eine vollstindige Wahrheitswerttabelle,
Sie enthilt alle Werte von H, die bei allen maglichen Belegungen der Variablen mit
Wahrheitswerten ermittelt worden sind.
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4.3,

Der Ausdruck H = = (p —> q) « (~ ¢ = ~ p)nimmt bei jederBelegung der Variablen
den Wahrheitswert W an. (Die Aufstellung der vollsténdigen Wahrheitswert-
tabelle beweist das,) Der Ausdruck H ist eine aussagenlogische Identitit (7 43).

Es ist offensichtlich, daB es sich hier um die Aqmvalenz zwmchen einer Implika-
tion und ihrer Kontraposltlon handelt (7 48).

Der Ausdruck im Beispiel 3 (4.1.) dagegen ist zwar erfn]lbar, doch nicht allgemein-
giiltig. Die Allgemeingiiltigkeit ist eine besondere Art der Erfiillbarkeit.

AuBer den erfiillbaren Ausdriicken- gibt es auch nicht erfiillbare Ausdriicke. Ein
derartiger Ausdruck ist eine aussagenlogische Kontradiktion (* 43), z. B.:

H=r~((pvpva)-(@va).
Dés kann man leicht durch Aufstellung einer vollstindigen Wah.rheltswerttabelle
feststellen.

Wir haben fiir die klassischen Wahrheitsfunktionen Ausdriicke eingefithrt. Umge-
kehrt konnen wir auch Ausdriicken wie ~p, DA g, PV ¢, p—> ¢, D + ¢ bei ent-
sprech:nder Deutung (Interpretation) der Zeichen (Wahrheltswertva,nable, Funk-
tor) Wahrheitsfunktionen zuordnen. Wir werden demnach den Ausdruck ~ H als
Negation von H, den Ausdruck H, A H, als Konjunktion der Ausdriicke H, und H,
usw. bezeichnen.

Wir kénnen aber auch die Interpretation so ansetzen, daB die Variablen direkt als
Variablen fiir Aussagen und die Funktoren als Zeichen fiir die klassischen Aussagen-
funktionen gedeutet werden.

So ist z. B. die Aussage

,,»Wenn du ankommst und kein Quartler findest, so gehe zum Zlmmernachwels

am Hauptbahnhof*
durch entsprechende Belegung der Variablen in der Aussagenfunktlon

,,Wenn (4, und nicht 4,), so 4;*
entstanden. Der zugehérige aussagenlogische Ausdruck lautet

PA~g—>r, .

wobei die Va.na,bleli ¥ als Variable fiir 4, 4,, 45 und die Funktoren — als
,,wenn 8o, A als ,,un “und ~ als ,»nicht‘‘ gedeutet werden.
Die Klarhelt und Ubersichtlichkeit solcher Ausdriicke erleichtert unsere Betrach-
tungen vor allem dann, wenn wir uns mit der Aufdeckung von GesetzmiBigkeiten
beschéftigen.
Wir haben auBer fiir die klassischen Wahrheitsfunktionen auch noch fiir die Dis:
junktion einen Funktor eingefiihrt. Auch fiir die anderen nichtklassischen Wahr-
heitsfunktionen kénnte man Funktoren einfiihren. Wir kommen aber mit den klds-
sischen Wahrheitsfunktionen aus, weil sich alle anderen auf sie zuriickfiihren lassen.
Es wire auch nicht zweckmiBig, zum Aufbau von Ausdriicken noch mehr Grund-
zeichen heranzuziehen, was aber durch Einfiihrung weiterer Wahrheitsfunktionen
nicht ausbleiben wiirde. Vielmehr ist eine Verminderung der Anzahl der Grund-
zeichen. erstrebenswert, wenn auch dabei die Ausdriicke linger werden. Die Ver-
hiltnisse sind hier etwa mit der Darstellung von Zahlen in verschiedenen Positions-
systemen vergleichbar. Im Dualsystem kommen wir mit zwei Grundziffern aus.
Im Zehnersystem (Grundzahl10) benotlgen wir dagegen zehn Grundziffern.
Dafiir fillt die Darstellun