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12. Zahlenfolgen, Grenzwerte, Stetigkeit

12.0. Vorbemerkung

Gegenstand dieses Abschnittes sind Begriffe und Fragestellungen, die fiir den Auf-
bau der Analysis grundlegend sind. Bei den Zahlenfolgen werden zunichst elementare
Eigenschaften betrachtet. Es folgt die Behandlung arithmetischer und geometrischer
Zahlenfolgen mit einigen Anwendungen. Mit der Einfiihrung des Grenzwertes be-
ginnt die hohere Mathematik. Auf seiner Grundlage wird die Stetigkeit einer Funktion
definiert und das Verhalten einer Funktion im Unendlichen untersucht.

12.1. Zahlenfolgen
12.1.1. Der Begriff einer Zahlenfolge

Bei einer Menge wird bekanntlich von einer Anordnung der Elemente abgesehen.
Hiufig spielt jedoch die Anordnung der Elemente einer Menge eine wesentliche
Rolle. So ist es gelidufig, die Menge der natiirlichen Zahlen in ihrer natiirlichen An-
ordnung 1, 2, 3, ... anzugeben, in der jedes Element genau einen Nachfolger und —
mit Ausnahme des ersten — genau einen Vorginger hat.

Jede Menge, in der eine den natiirlichen Zahlen entsprechende Ordnung so festgelegt
ist, daB es ein erstes, ein zweites, ein drittes usw. Element gibt, heiBt eine Folge. Im
Falle einer so geordneten Zahlenmenge spricht man von einer Zahlenfolge, oft auch
kurz Folge genannt.

Das Zeichen fiir eine Zahlenfolge ist {x;}. Der Index durchliuft, mit einem Anfangs-
wert beginnend, aufsteigend die natiirlichen Zahlen und heiflt Laufindex. Hiufig
wird k = 1, 2, 3, ... gewihlt. Die Glieder lauten dann

Ty Bgs Ly o555 Lz sovp

so daB der Index die Gliednummer angibt. Im folgenden wird bei endlichen Zahlen-
folgen fast ausschlieBlich so verfahren. Fiir die eindeutige Fortsetzung einer Zahlen-
folge wird — wenn méglich — das allgemeine Glied z; angegeben.

BEISPIELE
121, {z = 2,4,6, ..., 2k, ...

1 1 1
12.2. {ay} =T, P Ta il
123 1) =2,2,2, .., 2, ...
124, &) =2, —4, 6, ..., (—1)+1- 2, ...
12.5. (b} = 12,7, —2, 5, 3.
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Die ersten vier Beispiele sind unendliche Zahlenfolgen, das letzte ist eine endliche
Zahlenfolge.

Wird der Anfangswert des Laufindexes geéindert, dann nimmt das allgemeine Glied
eine andere Form an. So bezeichnen

(@) = 2k — 1), £=1,23,...

(@) = (@n + 1}, n=0,1,2 ...

{x,} = {2» — 5}, vy =3,4,5,...
alle dieselbe Folge

{m} =1,8,6,...,2k— 1,....

Durch die Numerierung der Glieder einer Zahlenfolge ist jedes Glied einer natiirlichen
Zahl zugeordnet.

Definition
Eine reelle Zahlenfolge ist eine reelle Funktion, deren Definitionsbereich die
Menge (oder eine endliche Teilmenge) der natiirlichen Zahlen ist.

Die Zuordnung k — 2; kann in vielen Fillen wie bei den Funktionen durch eine
Gleichung gegeben sein:

o = f(k), k€ {1;2;3;...5m) (endliche Zahlenfolge)
@ = f(k), k € N\ {0} (unendliche Zahlenfolge)

Sie gibt an, wie das Glied z; (der Funktionswert) aus der Gliednummer (dem Argu-
ment) zu berechnen ist.

BEISPIEL
12.6. Die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolge { 7 _l:_
1 2 3 4 5

} heiBen
1

Das 20. Glied lautet

Zyg = E’.
Nicht von jeder Folge lifit sich das allgemeine Glied angeben. Ein Beispiel dafiir ist
die Folge der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... Im Rahmen dieses Buches werden
aber nur die formelmiB8ig angebbaren Folgen interessieren.
Ahnlich wie die Funktionen konnen Zahlenfolgen Besonderheiter aufweisen, die ihre
Eigenschaften charakterisieren.

Definition
Eine Zahlenfolge heiBt
(eigentlich) monoton wachsend B < Fpars
(eigentlich) monoton fallend . p Ty > Xy,
alternierend wenn fiie alle b gilb g+ Ty < 0,

konstant Ty = Tpyr -
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BEISPIEL
12.7. a) Die Zahlenfolge

2
{T}' ke N\ {0}

ist monoton fallend (vgl. Bilder 12.1 und 12.2).

Xk
ST ©
2 %
=% 6 Xe=-1)** 2k
e f
o 4 / |
o 5 / \

'S PP - o I N A
O 1 2 32 4 5 6 7 & Tt
; k

Bild 12.1 5] TN 2%

N \
—~— T \

T x |

0 7 2 7 \
X

Su So " -8 l
Bild 12.2 Bild 12.3

X, X X X3
iy T T —f———— O

-8 -6 -4 =2 0 2 & 6 x

Bild 12.4

b) Die Zahlenfolge
{od = (—1)F2. 28, ke N\ {0}
ist alternierend (vgl. Bilder 12.3 und 12.4).

Kontrollfragen

12.1. Was wird unter einer reellen Zahlenfolge verstanden? Wie lautet ihre Definition?
12.2. Welche Eigenschaften einer reellen Zahlenfolge werden hinsichtlich ihrer Monotonie
unterschieden?

Aufgaben: 12.1. und 12.2.
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12.1.2. Arithmetische Zahlenfolgen

Definition

Eine Zahlenfolge {z;} mit konstanter Differenz d = 2., — a heiBt arithmetische
Zahlenfolge.

Eine konstante Folge kann als arithmetische Folge mit ¢ = 0 angesehen werden. Es
sollen nur endliche arithmetische Folgen betrachtet werden. Das letzte Glied x,
heiBt Endglied.

Eine endliche arithmetische Zahlenfolge mit Anfangsglied x; und Differenz d be-
steht nach der Definition aus den Gliedern

a2y +dyzy + 2,0+ Kk —1)d, ...,z + (n— 1)d.

Danach lautet das allgemeine Glied einer arithmetischen Zahlenfolge

Fiir das Endglied ist in (12.1) k¥ = n zu setzen.

BEISPIELE
12.8. Von einer arithmetischen Zahlenfolge sind bekannt:
2, =08, 2,=178, d=12.
Es ist das allgemeine Glied b

&

Lbsung: Mit x, ist auch & = 3 gegeben. Nach (12.1) folgt

firk=3:06=2 + 21,2, also 2z, = —1,8
firk=n:78= —18+4(n—1)-12,alson =9.

Somit:
=—18+(k—1)-1,2mitke {1;2;...; 9.

12.9. Zwischen je zwei Glieder der arithmetischen Folge
), 2y + d, 7, + 2d, ...

sind m Glieder so zwischenzuschalten, daf wieder eine arithmetische Folge ht

Lésung: Die Differenz der neuen Folge sei @*. Da zwischen zwei Nachbarglieder jeweils
m neue Glieder einzufiigen sind, ist d* der (m -+ 1)-te Teil von d:

d
m+1'

a* =

Das Zwischenschalten von Gliedern findet bei der linearen Interpolation Anwendung.
Sind z, und z, zwei benachbarte Tafelwerte mit der Differenz 2z, — z; = d, so fordert
die lineare Interpolation das Zwischenschalten von m gleichabstindigen Werten mit
der Differenz d* = df(m + 1).
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BEISPIEL

12.10. Einer Zahl fel sind nebenstehende Werte zu entneh 4 I fie)
Durch lineare Interpolation ist f(1,23) zu ermitteln. 1,20 3,32
Lésung: Die Argumente 1,20, 1,21, ..., 1,25 bilden eine arith- 1,25 [ 3.9

metische Folge von 6 Gliedern. Zwischen den Tafelwerten
3,32 und 3,49 sind dementsprechend m = 4 gleichabsténdige Werte mit der Differenz

_ 17.10-2
-5

a* =3,4-102

zwischenzuschalten, Dem Argument 1,23 ist dann das Glied
3,32 +3.34.102 =342
zugeordnet. Es ist also
#(1,23) = 3,42.
Die arithmetische Zahlenfolge verdankt ihren Namen dem Umstand, daB das Glied

a; das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder ist. Nach der Definition der arith-
metischen Folge gilt ndmlich

o —d=x_ und o+ d =,

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

_ Tkt Tn
2

T

(12.2)

Mitunter ist die Summe
SG=xt+ X+ttt

der n Glieder einer arithmetischen Zahlenfolge zu berechnen. Das bei groBem =
miihevolle Addieren der Glieder ist vermeidbar. Jede arithmetische Zahlenfolge mit
der Differenz d ergibt, riickwirts gelesen, eine arithmetische Zahlenfolge mit der
Differenz —d. Das k-te Glied lautet jeweils z, =2, + (k — 1)d bzw. z, ==,
~— (k — 1) d. Diese Gesetzma Bigkeit wird zur Herleitung einer Summenformel benutzt.
Die Addition von

=t @+d)+ -+t E—1dl 4+ + 1+ (n—1)d]
und

8 =0+ (@0 — &) F oo + [0 — (b — D]+ oo + [5 — (0 — 1) d]
ergibt

28, = (@1 + 2a) + (@1 + ) + 0+ @+ X)) + o0 (@1 + 20),

28y = n(%1 + ).

Wird noch 2, = 2, + (n — 1) d eingesetat, so folgt als Summenformel

5= @+ @) =3 [2 + (0 — 1)) (12.3)
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BEISPIELE
12.11. Es ist die Summe der natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., » zu berechnen,
Lésung: Die Folge hat n Glieder. Mit 2, = 1 und 2, = n ist

g ik: n(n;—l) .
k=1

12.12. Von einer arithmetischen Zahlenfolge sind bekannt:
= 14,d =12, s, = 35,0.
Es sind die Anzahl der Glieder und das Endglied zu berechnen.
Lisung: Das Einsetzen der gegebenen Werte in Gl. (12.3)
35,0 = —;- [2,8 + (0 — 1) - 1,2]

fithrt auf die quadratische Gleichung

4 176 . 25
nz+—§n——3—=0 mit 7, =7, m=—=.

Da, die Zahl der Glieder weder gebrochen noch negativ sein kann, scheidet n, aus. Somit
ist die Anzahl der Glieder: n = 7.

—_—
Das Endglied ergibt sich aus (12.1) zu
2, =1446-12 = 86.

12.13. Papier fiir den Zeitungsdruck wird an die Druckerei in Form von Rollen geliefert. Eine
Papierrolle habe einen #uBeren Durchmesser von 60 cm und einen inneren von 8 em.
Wie lang ist die aufgewickelte Papierbahn, wenn die Papierdicke 0,08 mm betrigt?

Lésung: Eine Papierlage kann in guter Niherung als Zylinder angesehen werden. Die
Innendurchmesser der Papierlagen bilden eine arithmetische Zahlenfolge mit

2, =8cm, x, = 59,984 cm~ 60,0cm, d = 0,016 cm,

ne 020m 405,
0,016 cm.

Ebenso bilden die Umfiinge eine arithmetische Zahlenfolge mit
U = TXy, U, =TTy, n = 3250.

Die Gesamtlinge der Papierbahn betrigt demnach

8 = % (4 + u,) = 1625(8 -+ 60r) cm = 3471 m.

Kontrollfragen

12.3. Was ist das K ichen einer arithmetischen Zahlenfolge?

12.4. In welchem Zusammenhang steht das lineare Interpolieren mit den arithmetischen
Zahlenfolgen?

Anfgaben: 12.3. bis 12.10.
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12.1.3. Geometrisehe Zahlenfolgen

Die Zahlenfolge
{r} =8,6,12,...,3.2¢1, |
zeichnet sich dadurch aus, daB der Quotient x;,,/2; zweier benachbarter Glieder
konstant ist.
Definition
Eine Zahlenfolge {z;}, bei der der Quotient ., /x; zweier benachbarter Glieder fiir
alle k denselben Wert ¢ hat, heiBt geometrische Zahlenfolge.

Sind von einer geometrischen Zahlenfolge 2, und ¢ gegeben, so heiBt ihr 1, 2., 3., ...,
k-tes, ... Glied

21, T, ©1g% ..y 1@, L

Das allgemeine Glied der geometrischen Zahlenfolge lautet somit

Ist ¢ < 0, so alterniert die Folge, fiir 0 < ¢ < 1 ist die Folge monoton fallend, fiir
¢ > 1 monoton wachsend.

Mit k¥ = n ist (12.4) die Formel fiir das Endglied.

Nach der Definition der geometrischen Zahlenfolge ist

Taime=¢ und mim,=gq.

Es ergibt sich

B = Tpq + Ty

oder

Jedes Glied ; (k == 1) der geometrischen Zahlenfolge ist geometrisches Mittel seiner
Nachbarglieder. Diesem Umstand verdankt die geometrische Zahlenfolge ihren
Namen.

BEISPIELE
12.14. Von einer geometrischen Zahlenfolge sind bekannt:
2, =12, =, =128/9, ¢=2/3.
Wie lautet das allgemeine Glied und wie viele Glieder hat die Zahlenfolge?
Lésung: Fiir k = 4 gilt nach (12.4)
72 ==z, - (2/3)3, =, = 243.
Fiir & = n folgt
128/0 = 243 - (2/3)"1,
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12.16,

12.16.

12.17.

g 128 2
7
B2 23 o
= ]
83 3
n=8.

Das allgemeine Glied lautet
2, = 243 - (2/3)%1,

Zwischen je zwei Glieder der geometrischen Zahlenfolge

), 21, 218% oo
mit ¢ > 0 sind m Glieder so einzuschalten, daB wieder eine geometrische Zahlenfolge
entsteht. Wie lautet der neue Quotient g*?
Lésung: Da zwischen benachbarten Gliedern m Glieder einzufiigen sind, gilt

gl = g,

i1
= Tq.

Fiir die industrielle GroBproduktion ist die Standardisierung der Erzeugnisse eine

wesentliche Voraussetzung. Der Abstufung von mafigeblichen technischen GroBen wie

Durchmesser, Leistung, Drehzahl oder Masse liegen sogenannte Vorzugszahlen zu-

grunde. Sie sind dem Dezimalsystem angepaBte geometrische Zahlenfolgen.

a) Die Glieder der Vorzugszahlenfolge 5 (2, = 1, a5 = 10) sind auf zwei Dezimalstellen
zu berechnen.

b) Fir die Vorzugszahlenfolge R 20 (2, = 1, @y = 10) ist der Quotient g zu ermitteln.

Lésung:
a) R5 besteht aus den sechs Gliedern
1, ¢, ¢ ¢ ¢ ¢* = 10.
Aus
=10
folgt
5
¢.= V10 = 1,585.
R 5: 1, 1,58, 2,51, 3,98, 6,31, 10,00

Bemerkung: In TGL 27786 sind aus Griinden der ZweckmaBigkeit die Werte 1, 1,60,
2,50, 4,00, 6,30, 10,00 vorgeschrieben. Eine Folge dieses Standards ist z. B., daB eine
bestimmte Krangruppe eine maximal zuliissige Masse von 6,3 t heben kann.

b) Zwischen g, = 1 und ay, = 10 sind m = 19 Glieder zwischenzuschalten:
20
g= V10 = 1,122.
—
Ein Guthaben b wird zu p%, verzinst. Wie groB ist das Guthaben nach n Jahren?
Lésung: Nach Ablauf eines Jahres betragen die Zinsen
4
=b-.
£ 100

Sie werden am Jahresende dem Guthaben zugeschlagen.
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12.18.

12.19.

4

Das im folg Jahr zu verzi de Guthaben betrigt dann

by=b+b- =b[1+ 1)
1 =045 106 (+100)

Das neue Guthaben ergibt am Ende des 2. Jahres ein Guthaben

p »\*
by=b(14+-=—])=b(1+4+ ") .
AN ( * 100) ( + 100)
Am Ende des n-ten Jahres wichst das Guthaben auf den Betrag
n
bo=b(1+E)".
w0 (14 &)
Die Betriige b, by, b, ..., b, bilden eine geometrische Folge mit dem Quotienten
4
=1 et
q + 100°

der Zinsfaktor genannt wird.

Die Produktion eines Betriebes erhohte sich in 5 Jahren von 18,0 Mill. M auf 23,4 Mill,
M. Wie gro8 war das mittlere Wachstumstempo?

Losung: Die Produktion wichst jihrlich im Mittel um den Faktor ¢ und erreicht in
5 Jahren den Wert

25 =2, ¢*.
Daraus folgt
' Z
q= l/—’,
z

[ e—
g = 1,300 = 1,068.
Das mittlere jihrliche Wachstumstempo betrigt 106,8%,.

Das Hubvolumen einer Vakuumpumpe betrigt V) = 150 cm?, der Rezipient hat ein
Volumen von ¥V, = 2000 cm®. Nach wieviel Hiiben hat sich der Druck im Rezipienten
bei Annahme konstanter Temperatur auf 10-3 des Ausgangsdruckes p, verringert?

Lésung: Betrigt der Druck im Rezipienten zu Beginn des (k¥ 4 1)-ten Hubes py, so gilt
nach dem Gesetz von BoYLE-MARIOTTE

Y
Vot Vi

Die Driicke einer Hubfolge bilden eine geometrische Zahlenfolge mit

Do Vo=psar (Vo + V), L=
Px

Vo
= —2L— =(,930.
=V
Aus g® = 1072 folgt
Ig 102
= = =952,
" lgoe T =—

Der Druck im Rezipienten erreicht nach etwa 95 Hiiben 10-2 des Ausgangsdruckes.
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Auch fiir die geometrische Zahlenfolge 1a8t sich eine Formel fiir die Summe von =
Gliedern herleiten. Wird von der Summe

8 =a + ng + ug + - + @™t @
das g-fache gebildet:
g = ng + wgt + - + mg* + ng®
und subtrahiert, so ergibt sich
HBl—q)=m — zq".
Es folgt
8.=z1::g”, g+1 (12.6)

Fiir ¢ = 1 liefert (I) sofort s, = na;.
(12.6) 1aBt sich noch umformen:

==l _a—oftog |, m o (12.7)
1—g¢ 1—¢ 1—g¢
BEISPIELE

12.20. Von der geometrischen Folge
24, —12,6, ..., 7,
sind Endglied z, und die Summe der Glieder zu berechnen.
Losung: z; = 24, ¢ = —1/2, n = 9 fihren mit (12.4) auf
7y =24 (—1/20 = 332,
1—(—1/2° 513

w=M T T e

12.21. Die Summe
a1 4 an-%p J a®3p 4 ... 4 @bt 4 B2

ist zu berechnen.

Ljsung: Die Summanden bilden eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢ = b/a.
Da der Exponent von b die Folge der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, ..., n» — 1 durchléuft,
ist die Anzahl der Glieder gleich n. Es folgt mit 2, = a™%, ¢ = b/a:

I
P T . R Y
" 1—ba o ;| B a—b
-2 A

Folgerung: Der Term a® — b® ist durch a — b ohne Rest teilbar. So ist
(@ —b):(a—b)=a'+ab+ b?
(1—a):(1l—2)=1+z+ 2® + 2°.
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Bekannt ist schon der Fall

@ —b):(@@—bd=a+b
in der Form

at — b= (a + b) (@ —b).

Kontrollfragen

12.5. Was ist das K ich trischen Zahlenfolae?
12.6. Wovon hiingt das Monotomeverhulten einer geomemauhsn Zahlenfolge ab?

Aufgaben: 12.11. bis 12.15.

12.2, Der Grenzwert einer Zahlenfolge

Wichtige Probleme der Praxis lassen sich mit den Mitteln der Elementarmathematik
nicht 16sen. Der Begriff, der iiber ihre Grenzen hinausfiihrt und die Grundlage fiir
weitergehende Mittel und Methoden der Mathematik bildet, ist der Begriff des Grenz-
wertes.

Ein elementares Verfahren, den Wert }/E zu berechnen, fiihrt schrittweise auf eine
Folge rationaler Zahlen:

1,4; 1,41; 1,414; ...

deren Quadrat jedesmal kleiner als 2 ist, sich aber dem Wert, 2 immer mehr néhert:
1,96; 1,9881; 1,999396; ...

Die erstgenannten Zahlen sind daher Néherungswerte fiir }/2_

Bild 12.5

Zur Bestimmung des Kreisumfanges kann der Umfang regelmiB8iger n-Ecke, die
dem Kreis ein- bzw. umbeschrieben sind, berechnet werden. Wird vom einbeschrie-
benen 6-Eck ausgegangen und die Eckenzahl schrittweise verdoppelt, so schmiegt
gich der Umfang des n-Ecks mit wachsender Eckenzahl immer mehr der Kreistinie
an (Bild 12.5). Fiir das einbeschriebene 6-, 12-, 24-, 48-, 96-Eck ... ergibt sich so,
wenn der Kreisdurchmesser den Wert 1 hat, eine Folge von Niherungswerten fiir
die Zahl :

3,0000; 3,1058; 3,1326; 3,1394; 3,1410;...
Den genannten Beispielen ist gemeinsam, daB ein Schritt mehrfach wiederholt wird.

Dabei erhebt sich die Frage, ob ein Fortsetzen der Schritte zu noch besseren Werten
fithrt, und ob das Verfahren bei einem Wiederholen der Schritte ohne Ende ein be-

stimmtes Endergebnis — hier Y2 bzw. = — liefert. Die Beantwortung fordert die
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Betrachtung unendlicher Zahlenfolgen, wobei ausschlieBlich deren Eigenschaften
bei unbeschrinkt wachsender Gliednummer von Interesse sind. Im Mittelpunkt steht
dabei der Begriff des Grenzwertes. Er ist grundlegend fiir die héhere Mathematik
und unumginglich, um der Differential- und Integralrechnung ein sicheres Funda-
ment zu geben.

Die Eigenschaften der Zahlenfolgen sind in der strengen Aufeinanderfolge der Glieder
begriindet. Betrachtet man bei den beiden unendlichen Zahlenfolgen (n =1,2,3,...)

(2, = 2,4,6,8, ..., 2n, ...
und

{wa} =0, PRI R R Rt I
nur endlich viele Glieder, so ist beiden Folgen gemeinsam, daf sie monoton wachsen.
Wird aber das Verhalten beider Zahlenfolgen bei unbeschriinkt wachsender Glied-
nummer verfolgt, so zeigt sich ein wesentlicher Unterschied: Wihrend die erste
Folge unbeschrinkt wiichst und ihre Glieder schlieflich jede noch so groBe feste Zahl
iiberschreiten, ist das Wachstum der zweiten Folge beschrinkt. Kein Glied — und
sei die Gliednummer noch so groB — ist groBer als 1, da der Zihler stets kleiner als
der Nenner ist. Auf das unbeschrinkte Wachsen der ersten bzw. auf die Beschrinkt-
heit der zweiten Folge hat die Beschaffenheit der ersten tausend oder zehntausend
Glieder gar keinen EinfluB. Solche Eigenschaften, die wesentlich durch die Glieder
mit hoher Gliednummer — gewissermaBen die ,,fernen‘‘ Glieder — bedingt sind und
die das Verhalten einer Zahlenfolge bei unbeschrinkt wachsender Gliednummer be-
schreiben, werden infinitire!) Eigenschaften genannt.

Definition
Eine Zahlenfolge heit nach unten heschriinkt, wenn sich eine Zahl S, angeben
1a8¢, so daB gilt:
Sy <z, fiiralle k.
Eine Zahlenfolge heiBt nach oben beschrinkt, wenn sich eine Zahl 8, angeben
1aBt, so daB gilt:
2 <8, fiirallek.

Die Zahl 8, (8S,) heiBt untere (obere) Schranke der Zahlenfolge. Auf die Zahlengerade
bezogen sind auch die Sprechweisen ,,nach links (rechts) beschrinkt‘‘ bzw. ,linke
(rechte) Schranke** gebriuchlich.

BEISPIELE
12.22. Die Zahlenfolge
2 2 2

=210 5
fillt monoton. Das groBte Glied ist z, = 2, somit ist §, = 2 eine obere Schranke. Mit
wachsendem k werden die Glieder immer kleiner. Die Null wird aber nie unterschritten.
Deshalb ist 8, = 0 eine untere Schranke (vgl. Bilder 12.1 und 12.2). Fiir alle Glieder
gilt somit 0 < 2, < 2.

1) infinitum (lat.) das Unendliche
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12.23. Die Zahlenfolge
(5] = 2, —4, 6, —8, ..., (—1)H1. 2k, ...

ist alternierend. Der Betrag der Glieder wiichst mit k¥ unbeschrinkt. Die Zahlenfolge
hat weder eine obere noch eine untere Schranke (vgl. Bilder 12.3 und 12.4).

Fir {z} = % ist auch die Zahl 3 eine obere Schranke. S, = 2 ist die kleinste

obere Schranke. 8, = 0 ist selbst kein Glied der Zahlenfolge. Es 1i8t sich aber keine
groBere Schranke angeben. S, = 0 ist gréBte untere Schranke.

Unendliche Zahlenfolgen, die (nach beiden’ Seitén) beschriinkt sind, deren Glieder
also auf der Zahlengeraden einen beschrinkten Abschuitt belegen, verdienen be-
sonderes Interesse und sollen genauer untersucht werden.

Bei der schon erwihnten Zahlenfolge

1 2 3 n—1
R L T
ist jedes Glied groBer als das vorangehende. Trotzdem wird wegen » — 1 < n der

Wert 1 nie iiberschritten. Die niihere Umgebung von 1 soll auf diese Besonderheit
hin genauer betrachtet werden.

{za} =0,

Detinition

Unter der e-Umgebung einer Zahl a versteht man das offene Intervall (@ — ¢;
a + &), wobei ¢ eine positive reelle Zahl ist.

g X1 e X0 X0 X0 ... Xwo...
LY T A T T T T— 7t T T
a-¢ a a+te o 095 0% 097 09 09 1
[

. ¢ e & ] < .
endlich viele Glieder fast alle
Glieger

Bild 12.6 Bild 12.7

In Bild 12.6 ist die e-Umgebung einer Zahl a dargestellt. Beim vorliegenden Beispiel
geniigt es, die linksseitige Umgebung (1 — &; 1) der Zahl 1 zu betrachten, da rechts
von 1 keine Glieder der Folge existieren.
Wird das allgemeine Glied umgeformt:

n—1 1

===

n n

80 ist zu erkennen, daB der Abstand eines Gliedes zum Wert 1 beliebig klein wird,
wenn n unbeschrinkt wiichst. Das Glied ;0 = 0,99 hat von 1 den Abstand 1 — 2,4,
= 0,01. Jedes Glied mit groBerer Gliednummer ist gréBer als g9, aber kleiner als 1
und liegt somit in dem Intervall (0,99; 1). Wihrend nur endlich viele Glieder —
némlich ), 2,, ..., #1090 — kleiner oder gleich 0,99 sind, liegen fast alle Glieder —
das heiBt, alle von der Gliednummer.n = 101 an — in der (linksseitigen) e-Umgebung
(0,99; 1) der Zahl1 (vgl. Bild 12.7). Das gilt fiir jede beliebig gewiihlte e-Umgebung.
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So hat 219999 = 0,9999 nur noch den Abstand 104 von 1, und fast alle Glieder, nim-
lich alle Glieder mit einer Gliednummer n > 10000, gehéren der ¢-Umgebung (1 — ¢;
1) mit ¢ = 10-4 an. Da dieser Sachverhalt bestehen bleibt, wie klein die e-Umgebung
auch gewihlt wird, kommen die Glieder der Zahlenfolge dem Wert 1 beliebig nahe.

Die Zahl 1 heiBt Grenzwert der Zahlenfolge {z,} = {nTl} :

Definition
Die Zahlenfolge {z,} hat den Gremzwert g, wenn fiir jede Zahl ¢ > 0 fast alle
Glieder der Folge in der e-Umgebung (g — ¢; g + &) liegen. )
Dic Definition besagt: So klein auch ¢ > 0 gewidhlt wird, von einer bestimmten
Gliednummer an liegen alle Folgeglieder in der e-Umgebung von g. Das sind, da nur
endlich viele Glieder auBerhalb dieser e-Umgebung liegen, fast alle Glieder der
Folge.
Zahlenfolgen, die einen Grenzwert g haben, heiBen konvergent?).
Zahlenfolgen, die keinen Grenzwert haben, heiBen divergent!).
Sprech- und Schreibweisen fiir konvergente Zahlenfolgen sind:
Die Zahlenfolge {z,} strebt (konvergiert) mit wachsendem n gegen g, geschrieben:
z,—>g fir n—>oo
(lies: x, gegen g fiir n gegen unendlich) oder
die Zahlenfolge hat fiir n — co den Grenzwert g, geschrieben:

lime, =g
-
(lies: limes?) =, fiir n gegen unendlich gleich g).
Das unbeschrinkte Wachsen der Glied wird durch n — oo angegeben. Das

Zeichen oo ist keine Zahl. Es driickt aus, daB das Wachsen der Gliednummer ohne
Ende ist. Weiter besagt das Gleichheitszeichen in lim z, = g nicht, daB der Grenz-
A0

wert schlieBlich erreicht wird. Bei der Folge {n 1} ist stets z, == 1. Es wird nur
festgestellt, daB der Grenzwert g = 1 ist. %
Laut Definition ist jede konstante Zahlenfolge {z,} = ¢ konvergent mit dem Grenz-
wert g = ¢, denn in jeder beliebigen e-Umgebung (¢ — ¢; ¢ + &) der Zahl ¢ liegen
fast alle (ndmlich alle) Glieder der konstanten Folge.
Eine sehr einfache Zahlenfolge ist {x,} = {1/n} mit n € N \ {0}. Da der Zihler
konstant ist, ist jedes Glied z, = 0. Mit wachsendem n werden aber die Glieder
immer kleiner und nihern sich immer mehr dem Wert 0. Das Glied ;g9 ist nur noch
um 0,001 von Null entfernt. Dennoch liegen alle Glieder mit » > 1000, also fast alle
Glieder, in dem Intervall (0; 0,001). Es gilt daher

lim £ =0.

nao0 T
Eine Zahlenfolge mit dem Grenzwert g = 0 heit Nullfolge. Auch {¢/n} mit ¢ € P
und ¢ = const ist eine Nullfolge, denn sobald » > |¢| ist, ist [¢/n| < 1 und wird mit

1) vergere (lat.), sich neigen; convergere, zusammenstreben; divergere, auseinanderstreben
2) limes (lat.), die Grenze
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beschriinkt wachsendem 7 beliebig klein:

L _0, ceP (12.8)
n

SchlieBlich ist auch {1/n#} mit p > 0 eine Nullfolge, denn jede Potenz n? wichst mit
wachsender Basis » unbeschriinkt, z. B.

18=1,20=43=09,...

191 = 1, 201 = 1,072, 301 = 1,116, ...
Also gilt

1
lim— =0, p>0 12.9
= » (12.9)

Die Zahlenfolge {2,} = {2n} strebt fiir n — oo keinem bestimmten Zahlenwert g zu.
Das:unbeschrinkte Wachsen der Glieder wird durch

lim 2n = oo

n—o0
ausgedriickt. Allgemein werden

limz, =00 und limz,=—c

N0 0
uneigentliche Grenzwerte genannt. Obwohl auch hier der Begriff Grenzwert benutzt
wird, sind solche Zahlenfolgen natiirlich divergent zu nennen. Mit Grenzwert schlecht-
hin ist stets der bestimmte Grenzwert g einer konvergenten Zahlenfolge gemeint.
Auch die Zahlenfolge

1, —=1,1, ..., (=), ...
ist divergent, denn fiir ¢ = 0,5 enthiilt weder die e-Umgebung von 1 noch die von —1
ab einer bestimmten Gliednummer fast alle Glieder der Zahlenfolge. Eine solche

Zahlenfolge heiBt unbestimmt divergent. Divergente Folgen mit dem uneigentlichen
Greazwert oo (bzw. —oo) heiflen bestimmt divergent.

BEISPIELE
,12.24. Es ist zu zeigen, daB alle Glieder der Folge (1/n?) fiir n > 100 im Intervall (0; 0,0001)
liegen.
Lisung: Alle Glieder der Folge sind positiv, liegen also auf dem Zahlenstrahl rechts von
0. Andererseits liegen alle Glieder 2, mit » > 100 links von 0,0001, denn firr k = 1, 2, 3,
Loist 7
100 + & > 100,
(100 + k)? > 1002,
1 1

(100 + k) < Toor’

Zioo+k < Zy00 = 0,0001.
Folglich gilt
2, € (0;0,0001) fitr » > 100.
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12.25. Das Verhalten der Folge {(—1)‘”‘1 . l} ist fir #» ~ oo zu untersuchen.
n

Lisung: Die ersten 5 Glieder der Folge lauten
1 1 1 1
£ =y —

2’3’ 1'%

Die Glieder wechseln stindig das Vorzeichen und liegen auf dem Zahlenstrahl auf beiden
Seiten der Zahl Null. Dem Betrage nach werden sie mit wachsendem 7 immer kleiner,
80 daB sich die Glieder der Folge von beiden Seiten der Null nihern. Aus

Zyop = = und 2, = L
100 — 100 101 — 101
folgt z. B., daB alle Glieder mit » > 101 — das sind fast alle Glieder der Folge — im
Intervall (—0,01; 0,01) liegen (vgl. Bild 12.8). Allgemein liegt ein Glied z, in der &-
Umgebung (—¢; &) von 0, wenn |z,| = 1/n < &, also n > 1/e ist. Daher gilt

. 11
’}1[(—1)-+l . :] =0.

—_—— -

X2 X100 X99 X
- = & meaihe
05 -0,01 0 oo 7
N s o
fast alle Glieder Bild 12.8
12.26. Welchen G  hat die Zohlenfolge %111

L2n |
Lésung: Da der Nenner doppelt so schnell wiichst wie der Zihler, kénnte man annehmen,
daB der Grenzwert Null sei. Diese Annahme ist aber falsch, wie schon eine Betrachtung
von Gliedern mit hoher Gliednummer zeigt:

= % — 0,495, 2000 = 2%%% = 0,4095.

Daraus ist g = 1/2 zu schlieen. Das wird durch Bilden des Abstandes von g
1 n—1 1

!zn—y]=lg_xnl=?_Tn—=E

bestitigt. Ein Glied z, liegt in der e-Umgebung von g, wenn sein Abstand 1/(2n) < ¢ ist. *
Diese Bedingung erfiillt jedes Glied mit einer Gliednummer n > 1/(2¢). Deshalb gilt

n—1

lim o
oo 2 2°

12.27. Fiir welche Werte von g ist die Folge {g"} konvergent, fiir welche divergent?
Lésung:

lgl > 1: Wird |g| zerlegt in |gl =1 + ¢ mit ¢> 0, so folgt |g|* = (1 4 ¢c)*=1+ nc
+ <.« 4 ¢" > 1 + ne. Mit wachsendem n wiichst 1 -+ n¢ unbeschrinkt und damit
erst recht |g|". Es ist also

lim |g|* = 0.
n—o0
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Fiir ¢ > 1 wird lim ¢" = oo (bestimmt divergent). Fiir ¢ < —1 existiert keine

10
Gliednummer, von der ab alle Glieder in der e-Umgebung einer bestimmten Zahl g
liegen. Da die Glieder abwechselnd positiv oder negativ sind, ist die Folge unbe-
stimmt divergent.

g=1: Es ist 1? = 1 fir alle #, also
lim ¢" = 1 (konvergent).
A—+00
—_—
g= —1: Esist (—1) = +1, (—1)>*! = —1, Es liegt die Folge
1, =1, 1, ooy (=17, ...
vor, die unbestimmt divergent ist.

lgl < 13, Wird g = 1 mit p > 1 gesetzt, so ist {jg|"} = {%} eine Nullfolge, da p® mit »
unbeschriankt wichst (s. 0.). Somit ist

lim g" = 0 (konvergent).
n—ro0

Der Grenzwert einer Zahlenfolge liBt sich nicht immer mit elementaren Mitteln
berechnen. Ein Beispiel dafiir ist die Zahlenfolge

) = {(1 + %)"} =+ (1 + %)' (1 i —;-)’ (1 +%)",

Sie s0ll etwas nither betrachtet werden. Auf Beweise muB dabei im Rahmen dieses
Lehrbuches verzichtet werden.

n
» | g
n
1 2,000 Die nebenstehende Tabelle liBt vermuten, daB die
2 2,250 Zahlenfolge monoton wiichst. Zum Beweis wire zu
3 2,370 zeigen, daB die Ungleichung , < 2,.,, also
4 2,441 e i s
5 2,488 "
6 2,522 (1"'7) <(1+n+l)
7 2,548 p s . £ % .
8 2,566 fiir jedes » richtig ist. Dieser Beweis laBit sich tat-
9 2,581 giichlich fiihren.
10 2,594
100 2,705
1000 2,717
10000 2,718

Mit wachsender Gliednummer nehmen die Glieder immer weniger zu. Das gibt zu
der Vermutung AnlaB, daB die Folge beschrinkt ist. Es lift sich beweisen, daf z. B.
die Schranke S = 3 nicht iiberschritten wird. Nun gilt folgender

Satz

| Jede monotone und beschriinkte Zahlenfolge ist konvergent.
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Nach diesem Satz konvergiert die Folge. Ihr Grenzwert ist eine transzendente Zahl,
die nach dem Schweizer Mathematiker LroNEARD EULER (1707 bis 1783) mit e be-
zeichnet wird.

lim (1 + %)" — e —2,71828... (12.10)

n—>00

Die Zahl e spielt eine wesentliche Rolle in der héheren Mathematik, z. B. als Basis
des natiirlichen Logarithmus log, * = In z und als Basis der Exponentialfunktion
y.= €. In der Praxis ist die Funktion y = ae®® von Bedeutung, die Prozesse des
‘Wachstums und des Abklingens beschreibt.

Fiir das Rechnen mit Grenzwerten sind einige Regeln von Nutzen, die im folgenden
Satz zusammengefaBt sind.

Satz

Sind {z,} und {z,} kbnvergente Zahlenfolgen und konvergiert z, — z, ¥, = y, 80
konvergiert

(X + Yn) > 2+ ¥,
(@n — Yn) > — Y,

(@aya) =2y
und im Falle y &= 0

()3

Yn Y

Das bedeutet: Bei konvergenten Zahlenfolgen kénnen die rationalen Rechen-
operationen mit dem Grenziibergang vertauscht werden.

Diese auch Grenzwertsitze genannten Regeln fiir das Rechnen mit konvergenten

Zahlenfolgen erleichtern in vielen Fillen das Bestimren von Grenzwerten. Oft sind
vor ihrer Anwendung noch geeignete Umformungen notwendig.

BEISPIELE

12.28. Die Folge {c + -1—} hat den Grenzwert ¢, denn es ist
n

=6, lim 2z, =c¢,
mrco

1 .
.'In=:r lim y, = 0,

n—>00

also

i 1 2 - |

lim [¢c+ —| =lim¢c+lim —=c+0=c¢c.
n =

n—00 n n—c0 n—>00

2
3n5 zu berechnen.

12.29. Es ist lim ~—
o0 20
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Losung: Fir n & 0 kann so umgeformt werden, daB in Zihler und Nenner Nullfolgen
und konstante Folgen auftreten:

1
. n—3n? c il
lim ~ = lim .
nsoo 20* + 6 m2+ix
n

Jetzt werden die Grenzwertsiitze angewendet:

L3 mt_tms3
lim —mow® _mee 0-8_ 3
=
2ot 2 lmeylm 2 2FO 2
B aooo | pereo W
. n—3n 3
lim =——.
n>o0 21 + & 2
R

12.30. Der Grenzwert lim 26 ist zu bestimmen.
00 N 1

Lésung: Kiirzen mit #»? und Anwenden der Grenzwertsitze fiihrt auf Folgen mit be-
kanntem Grenzwert:
lim 2n lim 27
lim ——— = lim . FERRS =) T - .
rrwahd ""°°1+;1; lim1 4 him = 1H0

3
li
n:.elu”""l

oo.

Kontrolltragen

12.7, Was wird unter der e&-Umgebung einer Zahl a verstanden?

12.8. Wie ist der Grenzwert einer Zahlenfolge definiert?

12.9. Wie ist das Zeichen co zu interpretieren?

12.10. Welche Folgen werden als Nullfolgen bezeichnet?

12.11. Es sind Beispiele zu nennen, in denen der Grenzwert g ein Glied der Zahlenfolge bzw.
kein Glied der Zahlenfolge ist.

Aufgaben: 12.16. bis 12.19.

12.3. Anwendungen

Bei der Verzinsung wird dem Grundbetrag b nach einem festgesetzten Zeitabschnitt
ein Anteil zugeschlagen, dessen Hohe proportional dem Grundbetrag ist. Der Pro-
portionalititsfaktor ist durch den vereinbarten Prozentsatz p gegeben. Der Grund-
betrag wiichst so am Ende des Zeitabschnittes auf den neuen Wert

w,=b+b- F)-o_b(ur )

Beim natiirlichen Wachstum liegt insofern ein #hnlicher Sachverhalt vor, als die
GroBe des Zuwachses proportional der jeweiligen Grundsubstanz ist. Nur erfolgt
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der Zuwachs nicht am Ende eines Zeitabschnittes, sondern kontinuierlich — ge-
wissermafen zu jedem Zeitpunkt. Zum kontinuierlichen Wachstum fiihrt die fol-
gende Uberlegung.

Wird der Zeitabschnitt in % gleiche Zeitintervalle mit k Zinsterminen zerlegt, so ist
der anteilige Zinssatz p[k anzusetzen. Der Grundbetrag wiichst dann durch Zinses-
zins auf

- r_\
w.,-b(l—!—k'mo).

Mit wachsendem k werden die Zeitintervalle immer kiirzer. Die Formel fiir das
kontinuierliche Wachstum wihrend einer Zeiteinheit liefert deshalb der Grenzwert

—limw, =i S

’”“.1_‘2’”"}12”(1+k.100) .
P 1 esetzt werden. Dann ist

F-100 = B -

k=mn- 100 Mit k — oo geht auch 7 — oo, und es folgt

1\n-2
=1 —=Te —| 100,
w_hmb(l-i-k 1:[)_hmb(1+n)

1\n]2 L
w=1limb [(1 —}—;) ]100 =phel®,

o3

Zur Ermibtlung dieses Grenzwertes soll ——

Dabei wurde Formel (12.10) verwendet.
Der auf die Zeiteinheit bezogene Wert,

o« = m Zeiteinheit

wird Wachstumsintensitiit genannt. Mit dieser Festsetzung lautet die Formel fiir das
kontinuierliche Wachstum im Zeitraum ¢

et (12.11)

Auch Prozesse des Abklingens, wie die Abkiihlung eines Kérpers, die Entladung eines
Kondensators oder der radioaktive Zerfall, werden durch dieses Gesetz beschrieben,
In diesen Fillen ist & negativ.

Beim radioaktiven Zerfall wird o = —4 gesetzt:

Die Grofe 4 heiBt Zerfallskonstante; IV, ist die Anzahl der zur Zeit ¢ = 0 noch nicht
zerfallenen Atomkerne, N die Anzahl der nach dem Verstreichen der Zeit £ noch nicht
zerfallenen Kerne.

Als anschauliche Gré8e wird héufig die Halbwertszeit 7', ; angegeben. Das ist die Zeit,
in der die Anzahl der aktiven Atomkerne eines Radionuklids auf die Hilfte ab-
sinkt.
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Die Entladung eines Kondensators erfolgt nach dem Gesetz

t
Uy ="Uye EC (12.13)

Die Konstante v = RC wird Zeitkonstante genannt. 7 ist die Zeit, in der die Span-
nung auf den e-ten Teil des Anfangswertes abklingt (vgl. Bild 12.9).

Y
A
-t

up=Uye A€
b
e
Yy
e? T~ Bild 12.9

0 T 2r 3t

BEISPIELE

12.31, Die Zerfallskonstante des Radionuklids Ra 226 betrigt A = 4,28 - 10-% a~1(la = 1 Jahr).
Wie groB ist die Halbwertszeit 7';/y?

Losung:
Aus
N 1
— =T = —
N, ° 2
folgt
AMyp=mh2

T,,,:‘—“E-2-= 1620 a.

12.32. Ein Kondensator wird iiber einen Widerstand R entladen. In welcher Zeit ist seine
Spannung auf den zehnten Teil ihres Anfangswertes abgeklungen (R = 800 kQ,

O =2 uF)y
Lisung:
t
Ue _ "7 _
L_V,,_e =0,1,
4
ofi¢ = 10,
¢
— =In10,
G n 10
t=RC-In10,

t = 3,7s.

Aufgaben: 12.20. und 12.21.
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12.4. Grenzwerte von Funktionen
12.4.1. Der Grenzwert einer Funktion an der Stelle x = a

In der Praxis treten nicht selten umstetige Funktionen auf. Ein Beispiel aus der
Mechanik ist das plétzliche Auftreten einer Zentralbeschleunigung, wenn ein Schie-
nenfahrzeug aus der Geraden in eine Kreisbahn einbiegt (vgl. Bild 12.10). Ein anderes
Beispiel ist das Auftreten von Spannungs- oder StromstdBen bei Schaltvorgingen
oder in der Impulstechnik.

In der grafischen Darstellung ist eine Unstetigkeit daran zu erkennen, da8 der Graph
an einer Stelle 2 = a unterbrochen ist. Es gibt viele Arten von Unstetigkeiten. Die
Bilder 12.11 bis 12.13 zeigen Beispiele von Funktionen, die bei z = 0, z = 1 bzw.
2 = 2 eine Unstetigkeitsstelle haben. Solche Stellen miissen genauer untersucht
werden. Um iiber das Verhalten einer Funktion an einer Unstetigkeitsstelle & und
deren Umgebung Aufschluf zu erhalten, wird fiir das Argument eine Zahlenfolge
{x,} eingesetzt, die die Unstetigkeitsstelle a als Gr t hat. Jedem Wert z, der
Zahlenfolge {x,} ist ein Funktionswert y, = f(x,) zugeordnet. Durchlauft das Argu-
ment z die Zahlenfolge {x,), so durchliuft der Funktionswert y die zugeordnete
Zahlenfolge {y,} = {f(x,)} (vgl. Bild 12.14). Durch dieses Verfahren ist es maoglich,
sich der betrachteten Stelle beliebig zu nahern und das Verhalten der Funktion in
der Umgebung der Unstetigkei lle zu untersuchen. Dabei ist es notwendig, sich
von links und von rechts der betrachteten Stelle zu nihern. Das Vorgehen soll zu-
nichst am Beispiel der Funktion y = f(z) = (¢ — 1)/(z — 1) erldutert werden.

An der Stelle 2 = 1 hat die Funktion keinen Funktionswert, da f(1) = 0/0 nicht
definiert ist. Mit Ausnahme dieser Stelle ist die Funktion fiir jedes reelle Argument »
definiert (vgl. Bild 12.12), Zur Untersuchung der Unstetigkeitsstelle wird fiir das
Argument z eine Zahlenfolge {%,} mit z, — 1 eingesetzt. Durch diese MaBnahme
nihert man sich ,,behutsam‘ dem kritischen Wert z = 1, ohne diesen Wert selbst —
fiir den die Funktion ja nicht definiert ist — als Argument der Funktion zu be-
nutzen.

Eine Zahlenfolge, die sich dem Grenzwert 1 von rechts néhert, ist {1 + 10-"}. Mit
den Gliedern dieser Zahlenfolge als Argument ergibt sich folgende Wertetabelle:

Zy | 1,1 1,01 1,001 1,0001
2,1 2,01 2,001 2,0001

Yn

Je mehr sich z von rechts dem Wert 1 niéhert, desto mehr nihert sich der Funktions-
wert dem Wert 2.

Fiir eine linksseitige Anndherung an die Unstetigkeitsstelle soll die Folge {x,}
= {1 — 10~} gewihlt werden. Mit dieser Folge lautet die Wertetabelle

Ty I 0,9 0,99 0,999 0,9999
1,9 1,99 1,999.  1,9999

Yn

Fiir 2, — 1 nihert sich der Funktionswert wiederum dem Wert 2. In Bild 12.15 ist,
die Annéherung an die Unstetigkeitsstelle mit den Folgen {1 + 1/} und {1 — 1/n}
dargestellt.
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Die Untersuchung wurde mit konkreten Zahlenfolgen gefiihrt. Sicher ist das Ergeb-
nis aber nur, wenn fiir jede beliebige Folge {x,} mit z, — 1 die Folge der zugeordneten
Funktionswerte gegen 2 strebt. Ist {h,} mit h, > 0 eine Nulifolge — etwa {10~"},
{1/n} oder eine andere —, so hat {z,} = {1 + h,} den Grenzwert 1. Werden die
Glieder dieser Folge in den Term f(z) = (a® — 1)/(x — 1) eingesetzt, so ergibt sich

(L4 h)p—1 142 +h2—1 2k, bt

= =24 h,.
A —1 o Fon +
Der Folge {z,} = {1 + h,} ist also die Folge der Funktionswerte
{yn} = {2 + Rq}
zugeordnet, die fiir k, — 0 den Grenzwert 2 hat.
Bei linksseitiger Annaherung mit der Folge {z,} = {1 — h,} wird
1—h)2—1 1—2h,+h2—1 —2h,+ b2
= = =2—h,.

T—h, — 1 T -

Die Folge {ya} = {2 — h,} hat ebenfalls den Grenzwert 2.
Das Ergebnis, daB fiir jede beliebige Folge 2, — 1 der Funktionswert y, — 2 strebt,
kann in der Form lim f(z,) = 2 geschrieben werden. Der Index n wird schlieBlich

1
noch fortgelassen, Jnd man schreibt
lim (z) = 2.
51
Als weiteres Beispiel soll die Funktion y = f(#) =Sxf|z| untersucht werden. Sie ist
an der Stelle z = 0 wegen f(0) = 0/0 nicht definiert. Zur Anniherung von rechts

und links an die Stelle # = 0 werden die Nullfolgen {x,} = {10~"} und {z,} = {—10~"}
verwendet

z, = 10~ | 0,1 0,01 0,001

yﬂ 1 1 1
@y = (=10 | —01 —001 —0001
% [ =2 =i -1

Je nachdem, von welcher Seite man sich der Stelle z = 0 niihert, ergeben sich zwei
verschiedene Grenzwerte (vgl. auch Bild 12.18). Die rechts- bzw. linksseitige Anniihe-

4 X
YT
1
-1 0 1 x

— Bild 12.16
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rung an eine Unstetigkeitsstelle ¢ wird durch die Schreibweise

z—>a+0 bzw. z—>a—0
unterschieden.
Bei der Funktion y = f(x) = «/|x| ergeben sich zwei verschiedene Grenzwerte:
limfz) =1 und  limf(z) = —1.
Z>+0 z>—0
Definition ,
Es sei f eine Funktion, deren Definitionsbereich X mindest eine rechtsseiti

Umgebung von a enthilt, Hat die Folge der Funktionswerte {f(z,)} den Grenz-
wert g+ fiir jede beliebige von rechts gegen a konvergierende Folge {x,}, so heifit
g* rechtsseitiger Grenzwert der Funktion f an der Stelle a, geschrieben:

f(x) >g+t fir x—>a+ 0 oder limf(z)=g".
za+0
Dementsprechend ist der linksseitige Grenzwert der Funktion f erklirt, geschrie-

ben:
f®)—>g- fir x—>a—0 oder limfx)=g.
z—a—0

Gilt f(x) — g fiir jede beliebige Folge 2 — a, 80 heilit g schlechthin Grenzwert der
Funktion f, geschrieben:

lim f(z) =

Es gilt der

Satz
I Ist lim f(x) = lim f(z) = g, so gilt auch lim f(z) = g.
2—>6+0 a0 z—a

Fiir den Grenzwert einer Funktion gelten folgende Grenzwertsitze:

lim ¢ - f(x) = ¢ lim f(z)
li_!: [f() + g(=)] 3211_:1 fl@) £ lim g(z)
lim [f(z) - g(x)] = lim f(z) - lim g(z)

lim f(z)

. flx) __ _z—a :
lim ‘9@ ~ lim g(z) lim () + 0
P
BEISPIELE

12.33. Die Unstetigkeitsstelle der Funktion y = f(x) = 1/2? ist zu untersuchen.
Lisung: Fiir z = 0 ist die Funktion nicht definiert. Sie hat dort eine Polstelle. Werden
als Nullfolgen {z,} = {10-%} mit 2, = 40 und {z,} = {—10-" mit z, — —0 benutzt,
80 lautet die Wertetabelle
T, | 101 102 10-3 T ] —101 —10-2 —10-°
¥ | 100 108 108 .. ¥a | 102 104 w0 ..
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Yy, Wiichst in beiden Fillen unbegrenzt. Das wird durch Einsetzen in f(z) = 1/2? besti-

tigh:
1 1
107 = —— —107) = ———
T =t e
— 10 = 10w
Es folgen somit bei links- bzw. rechtsseitiger Anniherung an 0 die uneigentlichen
Grenzwerte
lim ——— +o0 bzw. lim L: “+oo.
240 z>—0 2*

1
12.34. Die Funktion ¥ = f(z) = 272 ist an der Stelle # = 2 nicht definiert. Ihr Verhalten in
der Umgebung von z = 2 ist zu untersuchen.
Ldsung:
Wird fir 2 die Folge 2 = 2 + h eingesetzt, so ergibt sich
NS SURRSR. §
y=f2+h) = 2@+N-2 _ ok
Zur Bildung des rechtsseitigen Grenzwertes sei die Nullfolge {,} = {1/n} mit » — o
gewd.hlt Dann folgt
1
lim 2°-% = lim 2 = lim 2" = cc.

240 A—>+0 n—00 —
Der linksseitige Grenzwert erglbt sich fiir eine Nullfolge 5 — —0, z. B. {hs} = {—1/n}
mit n = oo:

1
lim 2’" lim 2% = lim 2-* = 0.
2-2—-0 A——0 n—00 -

Rechts- und linksseitiger Grenzwert sind verschieden (vgl. Bild 12.17).

R T S T

Bild 12.17
10 1 2 3 4 5 «x ’

Eine gebrochenrationale Funktion y = % ist iiberall dort nicht definiert, wo

der Nenner h(x) verschwindet. Haben g(x) und h(z) dieselbe Nullstelle 2 = a, so

Zg; g iber das Verhalten der Funktion an dieser Stelle zu-
“niichst nichts ausgesagt werden. Eine solche Stelle wird Liicke der gebrochen-

kann wegen
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rationalen Funktion genannt. Im Fall einer Liicke an der Stelle # = a kann das Ver-
balten der Funktion auch auf folgendem Wege untersucht werden. Wegen g(a) = 0
und h(a) = 0 laBt sich in Zghler und Nenner der Faktor (x — a) abspalten:

9@ _ @—a) g
he) @ — a) @)

Wird nun zur Grenzwertbildung eine Folge z — a mit z 3= a eingesetzt, so kann mit
(# — a) &= O gekiirzt werden:

i 28 _ i &= 9 0@ _ (@)

za h(@ za (& — @) by(2) " e by(2)
Der letzte Grenzwert ist dann weiter zu untersuchen.
Bei einer .gebrochenmtiona.len Funktion y = % sin(i somit folgende Fille zu
unterscheiden:

g(@) =0, h(a) =0 Nullstelle

gl@) =0, h(a) =0 Pol

gla) =0, h(a) =0 Licke
BEISPIELE
12.35. Der Term

A—-1 (z—1(x4+1)
z—1  z—1

kann fiir 2 & 1 gekiirzt werden. Deshalb ist

L o G V@R e e
s 2—1  zu z—1 1 -
12.36. Die Unstetigkei lle der Funkti
_ g z—2

V= %e) P—dzt 4
ist zu untersuchen.

Lésung: Die Funktion ist fiir = 2 nicht definiert, da 4(2) = 0 ist. Ebenso ist g(2) = 0.
Der Nenner 1éBt sich in ein Produkt umformen; der Quotient kann fir z = 2 mit
{(x — 2) gekiirzt werden:
o2 —=2 i 1

e e

« = 2 ist weiterhin Unstetigkeitsstelle, wobei

lim -—1-— =400 und lim
72402 — 2 2302 — 2

= —00.

Oft ist zur Ermittlung des Grenzwertes eine besondere Beweisfithrung notwendig.
Ein Beispiel dafiir ist die Funktion y = f(z) = ———, die fiir # =0 nicht definiert
ist. Es geniigt hier, sich auf den rechtsseitigen Grenzwert zu beschréinken. Da es sich
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um eine gerade Funktion handelt:

sin(—z) —sinz _sinz
) S——= === =),
sind rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich. Nach Bild 12.18 ist
Dreieck 0AD < Sektor OBD < Dreieck OBC,
also
sinz.cosxz _1-x _1-tanz
—_— < —_— ———

Bild 12.18

Fiir > 0 kann durch L;”f dividiert und der Kehrwert gebildet werden:

1
sin x ~cosz’

coszr <

1 sin z
> —z—- > co8 z.

CO8 2

Fiir z -0 ist 2o2 zwischen lim e 1 und lim cos z = 1 eingeschlossen. Da-
her gilt z0 CO8 T 0

1 SBE 4 (12.14)
0 T
. Fiir z-Werte nahe Null gilt demnach
2 sinz

sin x

0° = 0,00000 0,00000 ~ 1, also sin z ~ z.

1° = 0,01745 0,01745

2° = 0,03491 0,03490 Fiir kleine z-Werte kann daher sin z durch:
3° = 0,05236 0,05234 z (im BogenmaB) ersetzt werden. Das zeigt
4° = 0,06981 0,06976 auch nebenstehende Tabelle.

5° = 0,08727 0,08716

BEISPIEL

12.37. Der Grenzwert lim (z . cot x) ist zu berechnen.
z—0
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Liosung: Fiir = 0 ist cot z nicht definiert. Eine Umformung fiihrt auf bekannte
Grenzwerte:

z-0082
x-cotx =

s B
8in

. " z . i
lim (z - cot z) = lim (—— . cos z) = lim — - lim cos z.
0 20 \SIL X z—0 BN T 20

Auf Grund der Grenzwertsitze ist

1 lim 1 1
lim =2 = lim — =_""[_=T=1,
70 8iNZ  z0 Binz lim sin x

z 0 T

lim—,z—--limcosz=1~1==1.
z—0 ST 259

Somit folgt

lim (z - cot z) = 1.
730

Kontrollfragen

12.12. Durch welches Vorgehen wird das Verhalten einer Funktion an einer Stelle z = a
untersucht?

12.13. Was bedeuten die Schreibweisen 2 -+ a, 2 >a + 0 und z - a — 0?

sinz . 3 3
fiir das Rechnen in der Praxis?

12.14. Welche Bedeutung hat die Formel lim
z—0
Aulgabe: 12.22.

12.4.2, Die Stetigkeit einer Funktion

Eine Funktion ist in einem zusammenhingenden Intervall I stetig, wenn ihr Graph
in diesem Intervall eine ununterbrochene Kurve ist. Dazu ist notwendig, daB die
Funktion an jeder Stelle dieses Intervalls I definiert ist und daB an jeder Stelle des
Intervalls rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich sind und mit dem Funktions-
wert iibereinstimmen.

Detinition
Eine Funktion f, deren Definitionsbereich eine Umgebung der Stelle o enthiilt,
ist an der Stelle z = o genau dann stetig, wenn
1. die Funktion an der Stelle x = a definiert ist,
2. der Grenzwert lim f(2) = g existiert,
3. fa) =g gilt. e
Ist auch nur eine der in dieser Definition genannten Forderungen nicht erfiillt, dann
ist die Funktion an der Stelle z = a unstetig.

Definition
Eine Funktion heifit in einem Intervall stetig, wenn sie in jedem Punkt dieses
Intervalls stetig ist.
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Uberall stetig sind z. B. alle ganzrationalen Funktionen, alle gebrochenrationalen
Funktionen, deren Nenner nirgends verschwindet, die Funktionen y = sin# und
y = cos z und die Exponentialfunktion y = ¢ - a2,

BEISPIELE
12.38. y = f(z) = &= 11 ist bei # = 1 unstetig, da die Funktion fiir z = 1 nicht definiert ist.
z —
0firze<<2. . . . " . -
12.39. y = f(z) = " ist bei z = 2 unstetig. Zwar ist dort die Funktion definiert:
1firz=2

f(2) = 1; jedoch existiert der Grenzwert lim f(z) nicht, weil rechts- und linksseitiger
Grenzwert voneinander verschieden sind. %=1

12.40. y = fz) = (1) f," £ ; ist bei 2 = 1 unstetig. Zwar ist die Funktion iiberall definiert
ir 2 =
und rechts- und linksseitiger G t st iberein:

lim f(z) = lim f(z) = 1.
2140 z—1—0

Es fehlt aber die Ubereinstimmung von Grenzwert und Funktionswert:
f1)=0=%1
(vgl. Bild 12.19).

— Bild 12.19
710 ; 72 7 x

Die in Beispiel 12.38. betrachtete Funktion ist bei # = 1 unstetig, weil (1) nicht
definiert ist. Da rechts- und linksseitiger Grenzwert existieren und einander gleich
sind, liegt es nahe, den fehlenden Funktionswert durch die Definition f(1) =g = 2
zu ergiinzen. Mit dieser Festsetzung liBt sich die Unstetigkeit bei # = 1 beseitigen.
Eine solche Unstetigkeit wird hebbare Unstetigkeit genannt. Bei y = f(z) = 1/2?
liegt keine hebbare Unstetigkeit vor, weil lim f() = oo ein uneigentlicher Grenzwert
ist. 40

Kontrollfragen
12.15. Welche Forderungen muB eine Funktion erfiillen, wenn sie stetig sein soll?
12.16. Wann liegt eine hebbare Unstetigkeit vor?

Anfgabe: 12.23.

12.4.3. Der Grenzwert des Funktionswertes fiir @ - 4-occ

Hiiufig interessiert das ,,Verhalten einer Funktion im Unendlichen*. Gemeint ist
damit der Grenzwert, dem der Funktionswert f(x) zustrebt, wenn x unbeschrinkt
wiichst bzw, fillt. Fiir eine solche Untersuchung wird fiir z eine unbeschrinkt wach-
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sende bzw. unbeschrinkt fallende Zahlenfolge eingesetzt und die Grenzwerte
lim f(z) = ¢ bzw. lim f(z) =%
00 d 2-+—00

gebildet. In vielen Fillen erweist sich dabei eine Umformung des Terms f(z) als
zweckmiig.

BEISPIELE

12.41. llm( —22% 4 bz — 12) = lim 2® ( —2 + l—%} = Foo. In dieser Rechnung sind
>+ oo
zwel Grenzwerte fiir - 400 und £ - —o0 — berechnet.

1242, Firy = f(z) = ;1; (k> 0, k¢ N) ist

1
lim L= lim — =0.
20 T gpeo @F

Das bedeutet, die Gerade y = 0, also die z-Achse, ist Asymptote der Funktion.

38
1243, lim 28 _ z _3=0_3
s>z 22 +1 z—»iw2+_1_ 2+0 2
- =

Hier wurden zwei Grenzwerte fiir z — + oo und # - — oo berechnet.

Die Funktion y — fiz) = ~2.— %2

hat die Gerade y = 1,6 zur Asymptoten (vgl.
Bild 12.20). L

Bild 12.20

L e . T T
-7'6-5'4-3'2'7;{4 /2 3 4 5 6 7 x

21

Kontrollfragen

12.17. Was wird unter dem Verhalten einer Funktion im Unendlichen verstanden?

12.18. Wie wird das Verhalten einer gebrochenrationalen Funktion im Unendlichen unter-
sucht? Welche Fille sind zu unteracheiden?

12.19. Welches Verhalten zeigt eine echt gebroohene rationale Funktion im Unendlichen?

Anufgabe: 12.24.





































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































